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Анотацiї
У квалiфiкацiйнiй роботi отримано згорточне рiвняння для ряду Ейле-

ра
∞∑
n=0

n!

sn+1
, яке можна розглядати як аналог класичного функцiонального

рiвняння для показникової функцiї. Також дослiдженi властивостi класи-

чного перетворення Лапласа функцiї f(x) =
1

1 + x
.

Abstract
A convolution equation for Euler’s series

∞∑
n=0

n!

sn+1
, which can be considered

as an analogue of the classical functional equation for an exponential function

is established in the thesis. The properties of the classical Laplace transform

of the function f(x) =
1

1 + x
are also investigated.
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Вступ

Як добре вiдомо, перетворенням Лапласа показникової функцiї є рацiо-

нальна функцiя
1

x− 1
:

∫ +∞

0

ete−xtdt =
1

x− 1
, x > 1. З iншого боку, при

|x| < 1 функцiя
1

1− x
є сумою геометричної прогресiї:

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + ... , |x| < 1.

Якщо тепер ми розглянемо формальне перетворення Лапласа цiєї геоме-

тричної прогресiї, то отримаємо всюди розбiжний ряд Лорана
∞∑
n=0

n!

sn+1

(див. роздiл 2 даної роботи). Цей формальний ряд Лорана будемо називати

рядом Ейлера. Рiзнi перетворення розбiжних рядiв такого типу розгляда-

лись у роботах Ейлера, Бореля та у роботах багатьох iнших математикiв

(див. [7]).

У представленiй квалiфiкацiйнiй роботi отримано згорточне рiвняння

для ряду Ейлера, яке можна розглядати як аналог класичного функцiо-

нального рiвняння для показникової функцiї (див. теорему 2.8 у пiдроздiлi

2.2). Вiдмiтимо, що операцiя згортка рядiв Лорана була введена Гурвицем

у кiнцi 19 сторiччя для вивчення аналитичного продовжения голоморфных

функций (див. [6]).

У роздiлi 3 квалiфiкацiйної роботи розглядається деякий аналiтичний

аналог ряду Ейлера, а саме, класичне перетворення Лапласа F (s) функцiї
1

1 + x
: F (s) =

∫ +∞

0

e−sx

1 + x
dx. Основним результатом цього роздiлу є отри-

мання асимптотичного представлення аналiтичного продовження функцiї

F (s) (див. теорему 3.6 у пiдроздiлi 3.3).
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Роздiл 1

Попереднi вiдомостi

1.1. Формальнi степеневi ряди [1, гл. II]

Означення 1.1. Нехай K - довiльне поле нульової характеристики.

Формальний степеневий ряд за змiнною X над полем K є формальним

виразом
∑
n≥0

anX
n, причому не передбачається, що всi коефiцiєнти an, за

виключенням скiнченної кiлькостi, дорiвнюють нулю. Сума двух формаль-

них рядiв визначається за формулою:

(
∑
n≥0

anX
n) + (

∑
n≥0

bnX
n) =

∑
n≥0

cnX
n, cn = an + bn,

а добуток формального ряду на скаляр - за формулою

λ(
∑
n≥0

anX
n) =

∑
n≥0

(λan)X
n.

Означення 1.2. Множина K[[x]] формальних степеневих рядiв є ве-

кторним простором над полем K. Позначимо символом 0 елемент цього про-

стору, додавання якого до будь-якого формального ряду не змiнює остан-

нього; це формальний ряд, усi коефiцiєнти якого дорiвнюють нулю. Добу-

ток двух формальних рядiв, як i добуток двух полiномiв, визначається за

формулою

cn =
∑

p+q=n

apbq,

яка зберiгає сенс, так як у нiй для кожного n коефiцiєнт cn визначається, як
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сума скiнченної кiлькостi числа додатнкiв. Добуток в цьому випадку теж

комутативно, асоцiативно та бiлiнiйно за вiдношенням до операцiй вектор-

ного простору. Множина K[[x]], як i множина K[x], є алгеброю над полем

K з одиничним елементом, який позначається, як 1 (це є ряд
∑
n≥0

anX
n,

такий, що a0 = 1, an = 0 при n ≥ 0 ). Алгебра K[x] ототожнюється з пiдал-

геброю алгебри K[[x]], що складається з формальних рядiв, усi коефiцiєнти

яких, за виключенням скiнченної кiлькостi, дорiвнюють нулю.

1.2. Формальнi ряди Лорана [2, 3]

Нехай K - довiльне поле нульової характеристики. Зазначимо за допомо-

гою K[[z,
1

z
]] множину усiх двусторонiх рядiв Лорана, тобто рядiв вигляду

∞∑
n=−∞

cnz
n, де cn ∈ K. Множина K[[z,

1

z
]] є векторним простором над по-

лем K. В просторi K[[z,
1

z
]] розглянемо наступний лiнiйний функцiонал

(формальний лишок): якщо g(z) =
∞∑
n=0

cnz
n, то Resg(z) = c−1.

За допомогою позначення
1

z
K[[

1

z
]] ми будемо визначати пiдпростiр про-

стору K[[z,
1

z
]] усiх формальнiх рядiв, що складаються з рядiв Лорана ви-

гляду
c1
z
+

c2
z2

+
c3
z3

+ ... .

Вiдзначимо, що для формальних рядiв Лорана з пiдпростору
1

z
K[[

1

z
]] зви-

чайним чином визначен їх добуток. Таким чином, цей пiдпростiр є алге-

брою над полем K. Крiм того, лiнiйний пiдпростiр
1

z
K[[

1

z
]] є iдеалом в
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алгебрi K[[
1

z
]] усiх формальних рядiв Лорана з недодатнiми степенями.

Якщо тепер V - довiльний векторний простiр над полем K, то ми будемо

роздивляти й простiр V [[z,
1

z
]] усiх формальних рядiв Лорана з коефiцiєн-

тами з V . Формальний лишок в цьому просторi визначається аналогiчно:

якщо

g(z) =
∞∑
n=0

cnz
n, cn ∈ V,

то

Resg(z) = c−1 ∈ V.

1.3. Класичне перетворення Лапласа [4,

гл.19]

Нехай вимiрна функцiя f дiйсної змiнної t визначена на пiвосi t ≥ 0. Її

перетворенням Лапласа є наступна функцiя комплексної змiнної:

F (p) =

∫ ∞

0

e−ptf(t)dt.

Її область визначення складається з значень комплексоного параметра p,

для яких розглядаємий iнтеграл iснує. Ми будемо роздивляти комплексно-

значнi функiх f(t), заданi на всiй дiйснiй осi t i задовiльняющi таким умо-

вам:

1. На будь-якому скiнченному iнтервалi функцiя f(t) неперервна окрiм,

можливо, скiнченної кiлькостi точок розриву першого роду.

2. f(t) = 0 при t < 0.

3. Iснують такi сталi C i α, що для всiх t ≥ 0 виконується нерiвнiсть

|f(t)| ≤ Ceαt (1)



8

Означення 1.3. Функцiю f(t), задовiльняючу умовам 1-3, будемо на-

зивати оригiналом, а її зображення Лапласа, тобто функцiю F (p) - зобра-

женням функцiї f(t). Зв’язок мiж зображенням та вiдповiдним оригiналом

часто зазначається так:

f(t) ≓ F (p),

або

F (t) ≓ f(p)

Якщо функцiя f(t) на пiвосi t ≥ 0 має скiнченну кiлькiсть точок розриву

першого роду и задовiльняє умовi (1), то функцiя F (p) =

∫ ∞

0

e−ptf(t)dt го-

ломорфна в пiвплощинi Rep > α. Назвемо точну нижню грань тих значень

α, при яких для функцiї f(t) виконується умова (1), показником експонен-

цiйного росту функцiї f(t).Тодi справедлива наступня теорема

Теорема 1.4. Нехай α0 - показник експоненцiйного росту оригiналу

f(t). Тодi його зображення F (p) є голоморфною функцiєю в пiвплощинi

Rep > α0.

Означення 1.5. Згорткою f ∗g функцiй f i g називається функцiя, яка

визначається рiвнiстю

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0

f(ξ)f(t− ξ)dξ.

При згортцi оригiналов зображення перемножуються, тобто якщо

f(t) ≓ F (p), g(t) ≓ G(p),

то

(f ∗ g)(t) ≓ F (p)G(p).

Теорема 1.6 (Теорема про згортку.). Якщо L[f1(t)] = F1(p), L[f2(t)] =

F2(p), то F1(p)F2(p) = L[f1(t) ∗ f2(t)], де Rep > max{S1
0 , S

2
0}
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Має мiсце наступна формула обернення, тобто є формула, яка вiдновлює

оригiнал за його зображенням.

Теорема 1.7. Нехай f(t) - оригiнал, а F (p)- його зображення. Якщо

функцiя f(t) неперервна в точцi t i має в цiй точцi скiнченнi одностороннi

похiднi,то

f(t) =
1

2πi

∫ b+i∞

b−i∞
eptF (p)dp (2)

Цей iнтеграл розумiється у сенсi головного значення, i береться уздовж

будь-якої вертикальної прмої Rep = b > α0, де α0 - показник росту функцiї

f(t).

Формулу (2) називають формулой обернення перетворення Лапласа або

формулой Меллiна.

Зауваження 1.8. Нехай f(z) =
∞∑
n=0

anz
n -цiла функцiя експоненцiйного

типу δ i F (p) - її перетворення Лапласа. Тодi функцiя F (p) голоморфна

поза кругом |p| ≤ δ, F (p) =
∞∑
n=0

n!an
pn+1

, |p| > δ, i для будь-якого ϵ > 0

f(z) =
1

2πi

∫
Cϵ

epzF (p)dp,

де Cϵ - коло |P | = δ + ϵ. Цю формулу називають формулой обернення

Бореля.

Нехай тепер f(z) =
∞∑
n=0

anz
n- довiльна цiла функцiя

Теорема 1.9. Якщо одностороннє перетворення Лапласа F (s) =∫ ∞

0

f(x)e−sxdx функцiї f визначено при достатньо великих дiйсних s, то
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для F (s) на дiйснiй пiвосi має мiсце наступнє асимптотичне розкладення:

F (s) =
n∑

k=0

k!ak
sk+1

= o(
1

sn+1
), s → +∞

для всiх n ∈ N.

Є правильною наступна формула для знаходження зображення добутку

2-х функцiй-оригiналiв за вiдомими зображеннями його множникiв.

Теорема 1.10. Нехай f1(t) := F1(p), Re p > a1 i f2(t) := F2(p), Re p >

a2. Тодi h(t) = f1(t)f2(t) := H(p) =
1

2πi

∫ x+i∞

x−i∞
F1(q)F2(p − q)dp =

1

2πi

∫ x+i∞

x−i∞
F1(p− q)F2(q)dp. (3)

У книзi Е. Титчмарша [5]. стор.144 наведено наступне твердження про

контурний iнтеграл, який є аналогом iнтегралiв у своїй частинi формули

(3).

Теорема 1.11. Нехай f(z) =
∞∑
n=0

an
zn+1

(z ̸= 0) i Γ - замкнутий контур,

який охоплює початок координат. Якщо ϕ(z) - цiла функцiя, тодi для всiх

z ∈ C має мiсце наступна рiвнiсть

1

2πi

∫
Γ

f(ω)ϕ(z − ω)dω = a0ϕ(z)− a1ϕ
′(z) +

a2
2!
ϕ′′(z)− ... .

Теорема 1.12. (Перша теорема розвинення.) Нехай функцiя F(p) роз-

вивається в околi точки p0 = 0 у ряд Лорана: F (p) =
∞∑
k=1

ak
pk

збiжний для

деякого скiнченного p, тодi функцiя f(t) =
∞∑
k=1

ak
(k − 1)!

tk−1 є аналiтичною

функцiєю й оригiналом зображення F(p).

Теорема 1.13. (Друга теорема розвинення.)

Нехай зображення F(p) є дробово-рацiональною функцiєю
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F (p) =
F1(p)

F2(p)
=

a0 + a1p+ ...+ anp
n−1

b0 + b1p+ ...+ bmpm
,

де n<m i всi полюса p1, p2, ..., pm функцiї F (p) простi й вiдмiннi вiд нуля.

Тодi оригiнал f(t) за зображенням F(p) визначається формулою

f(t) =
m∑
k=1

F1(pn)

F ′
2(pn)

epnt.



Роздiл 2

Властивостi ряду Ейлера

2.1. Перетворення Лапласа в кiльцi фор-

мальних степеневих рядiв над довiль-

ним полем нульової характеристики

Нехай K - довiльне поле нульової характеристики i K[[x]] - кiльце фор-

мальних степеневих рядiв з коефiцiентами з поля K. Нагадаємо, що опе-

рацiя добутку в кiльцi формальних степеневих рядiв K[[x]] визначається

наступним чином:

якщо f, g ∈ K[[x]], f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + ...; g(x) = b0 + b1x + b2x

2 + ...,

то (f · g)(x) = (a0 + a1x + a2x
2 + ...)(b0 + b1x + b2x

2 + ...) = a0b0 + (a0b1 +

a1b0)x+ (a0b2 + a1b1 + a2b0)x
2 + ... =

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akbn−k)x
k.

Визначемо тепер перетворення Лапласа формального степеневого ряду.

Нехай f ∈ K[[x]], f(x) = a0+a1x+a2x
2+ .... Покладемо F (s) =

a0
s
+1!

a1
s2

+

2!
a2
s3

+ ... =
∞∑
n=0

n!
an
sn+1

. Ми отримали формальний ряд Лорана F (s), який

є перетворенням Лапласа формального степеневого ряду f(x).

Приклад 2.1. Покажемо, що якщо

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...amx

m−

12
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полiном з дiйсними коефiцiєнтами, то формальне перетворення Лапласа

полiнома f ∈ R[[x]] спiвпадає з класичним перетворенням Лапласа функцiї

f(x). Для цього знайдемо класичне перетворення Лапласа функцiї f(x) :∫ +∞

0

f(x)e−sxdx =

∫ +∞

0

(
m∑
k=0

axx
k)e−sxdx =

m∑
k=0

ak

∫ +∞

0

xke−sxdx =

=
m∑
k=0

ak
k!

sk+1
= F (s),

так як
∫ +∞

0

xke−sxdx =
k!

sk+1
, k = 0, 1, ... .

Наступний приклад має фундаментальне значення для представленної

роботи.

Приклад 2.2. (формальне перетворення Лапласа геометричної прогре-

сiї).

Нехай a − довiльний елемент поля K i f(x) = 1+ax+a2x2+a3x3+ ... .

Тодi F (s) =
1

s
+ 1!

a

s2
+ 2!

a2

s3
+ ... =

∞∑
k=0

akk!

sk+1
. Вiдмiтимо, що у випадку,

коли K = R, або K = C формальний ряд Лорана F (s) розбiгається для

всiх дiйсних, або комлексних значеннях s.

Позначимо тепер за
1

s
K[[

1

s
]] векторний простiр всiх формальних рядiв

Лорана наступного вигляду:

c0
s
+

c1
s2

+
c2
s3

+ ...,

де cn ∈ K. Тодi ми маємо лiнiйне вiдображення векторних просторiв:

L : K[[x]] → 1

s
K[[

1

s
]], L(f) = F.

Очевидно, що вiдображення L здiйснює iзоморфiзм векторних просторiв

K[[x]] та
1

s
K[[

1

s
]]. Вiдмiтимо тепер, що векторний простiр формальних сте-
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пеневих рядiв K[[x]] з операцiєю множення є ще й комутативною алгеброю

над полем K.Тому цiкавим є питання про те, куди формальне перетворення

Лапласа переводить добуток двох формальних степеневих рядiв.

Теорема 2.3. Нехай f, g ∈ K[[x]],

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...,

g(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + ...,

h(x) = f(x)g(x) = d0 + d1x+ d2x
2 + ...,

i

H = L(f · g).

Тодi

H(s) =
∞∑

N=0

d̃n
sn+1

,

де

d̃n =
n∑

k=0

Ck
nãkb̃n−k

i

ãk = k!ak, b̃k = k!bk.

Доведення. Нехай h(x) = f(x) · g(x), тобто h(x) =
∞∑
n=0

dnx
n, де dn =

n∑
k=0

akbn−k. Тодi маємо:

H(s) =
∞∑
n=0

n!
dn
sn+1

=
∞∑
n=0

n!

k!(n− k)!
(k!ak)(n− k)!bn−k =

=
∞∑
n=0

1

sn+1

∞∑
n=0

Ck
nãkb̃n−k =

∞∑
n=0

d̃n
sn+1

.
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Теорему доведено.

Означення 2.4. [6]

Нехай F,G ∈ 1

s
K[[

1

s
]], F (s) =

a0
s
+
a1
s2

+
a2
s3

+ ... i G(s) =
b0
s
+
b1
s2

+
b2
s3

+ ....

Згорткою Гурвiца F ∗G формальних рядiв Лорана F i G будемо називати

наступний формальний ряд Лорана:

(F ∗G)(s) =
∞∑
n=0

(
n∑

k=0

Ck
nakbn−k) ·

1

sn+1
.

Очевидно, що операцiя згортки Гурвiца є комутативною, тобто F ∗G =

G ∗ F, F,G ∈ 1

s
K[[

1

s
]]. Не важко перевiрити, що ця операцiя є й асоцiатив-

ною, тобто (F ∗G) ∗H = F ∗ (G ∗H) для всiх F,G,H ∈ 1

s
K[[

1

s
]]. Це також

фактично випливає з теореми 2.3, оскiльки операцiя множення у кiльцi

полiномiв є комутативною та асоцiативною.

Приклад 2.5. Нехай F (s) =
1

s
i G(s) =

b0
s
+

b1
s2

+
b2
s3

+ ....

Тодi (F ∗ G)(s) =
∞∑
n=0

bn ·
1

sn+1
= G(s). Отже, моном F (s) =

1

s
є одиницею

вiдносно операцiї згортки Гурвiца.

Тепер з теореми 1.16 та означення 1.17 ми отримуємо наступне твердже-

ння. Якщо f, g ∈ K[[x]], тодi L(f ·g) = L(f)∗L(g). Отже ми маємо наступне

суттєве уточнення твердження про iзоморфiзм векторних просторiв K[[x]]

та
1

s
K[[

1

s
]].

Теорема 2.6. Векторний простiр
1

s
K[[

1

s
]] з операцiєю згортки Гурвiца є

комутативною асоцiативною алгеброю з одиницею над полем K. Крiм того,

перетворення Лапласа здiйснює iзоморфiзм алгебр K[[x]] та
1

s
K[[

1

s
]].

Розглянемо тепер питання про перетворення Лапласа похiдної формаль-

ного степеневого ряду.
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Теорема 2.7. Нехай f ∈ K[[x]]. Тодi в кiльцi формальних рядiв Лорана

K[[
1

s
]] є правильною наступна рiвнiсть:

L(f ′)(s) = sL(f)(s)− f(0).

Доведення. Нехай f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + .... Тодi F (s) =
0!

s
+

1!

s2
+

2!

s3
+

3!

s4
+ ... i L(f ′)(s) =

a1
s
+

1!2a2
s2

+
2!3a3
s3

+
3!4a4
s4

+ ... =
a1
s
+

2!a2
s2

+

3!a3
s3

+
4!a4
s4

+ .... З цього ми отримуємо, що
1

s
L(f ′) =

a1
s2

+
2!a2
s3

+
3!a3
s4

+ ... =

F (s)− a0
s
, тобто L(f ′)(s) = sf(s)− a0 = sF (s)− f(0).

2.2. Згорточне рiвняння для ряда Ейлера

Розглянемо перетворення Лапласа геометричної прогресiї

f(x) = 1 + x+ x2 + x3 + ... ∈ K[[x]].

Маємо:

F (s) =
0!

s
+

1!

s2
+

2!

s3
+ ... ∈ 1

s
K[[

1

s
]].

Формальний ряд Лорана F (s) будемо називати рядом Ейлера. Знайдемо

згорточний квадрат ряда Ейлера: (F ∗F )(s) =
∞∑
n=0

(
n∑

k=0

Ck
nk!(n−k)!)

1

sn+1
=

∞∑
n=0

(
n∑

k=1

n!)
1

sn+1
=

n∑
k=0

(n+ 1)!

sn+1
. Тому

1

s
(F ∗ F )(s) =

∞∑
n=0

(n+ 1)!

sn+2
=

∞∑
n=1

n!

sn+1
=

∞∑
n=0

n!

sn+1
− 1

s
= F (s)− 1

s
, тобто

1

s
(F ∗ F )(s) = F (s)− 1

s
. (3)

Основним результатом дипломної роботи є наступне твердження. Воно по-

казує, що ряд Ейлера є єдиним розв’язком рiвняння (3)
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Теорема 2.8. Нехай F ∈ 1

s
K[[

1

s
]] i

1

s
(F ∗ F )(s) = F (s)− 1

s
. Тодi F (s) є

рядом Ейлера, тобто F (s) =
∞∑
n=0

n!

sn+1
.

Доведення. Нам залишилось показати, що ряд Ейлера є єдиним

розв’язком рiвняння
1

s
(F ∗ F )(s) = F (s) − 1

s
у просторi

1

s
K[[

1

s
]]. Пере-

пишимо це рiвняння у просторi формальних рядiв Лорана K[[
1

s
]] у виглядi

(F ∗ F )(s) = sF (s) − 1. Нехай тепер F (s) є перетворенням Лапласа фор-

мального степеневого ряду f ∈ K[[x]], тобто F = L(f). Тодi (F ∗ F )(s) =

(L(f) ∗ L(f))(s) = L(f 2)(s), а sF (s) − 1 = L(f ′)(s), оскiльки sF (s) − 1 =

a0 − 1 +
1!a1
s

+
2!a2
s

+ ..., якщо f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + .... З ура-

хуванням того, що sF (s) − 1 = (F ∗ F )(s) ∈ 1

s
K[[

1

s
]], ми маємо, що a0 −

1 = 0, тобто f(0) = 1. Отже, L(f 2)(s) = L(f ′)(s), а тому f(x)2 = f ′(x).

Тепер вiдмiтимо, що єдиним розв’язком задачi Кошi f ′(x) = f(x)2, f(0) =

1 у просторi формальних степеневих рядiв є степеневий ряд

f(x) = 1 + x+ x2 + x3 + ...

З цього випливає, що

F (s) =
0!

s
+

1!

s2
+

2!

s3
+

3!

s4
+ ...,

тобто F (s) є рядом Ейлера.



Роздiл 3

Властивостi функцiї Ейлера

3.1. Функцiя Ейлера на дiйснiй пiввiсi

Якщо формально знайти перетворення Лапласа наступної геометричної

прогресiї

1 + t+ t2 + t3 + ... ,

то ми отримаємо всюди розбiжний ряд

0!

x
+

1!

x2
+

2!

x3
+

3!

43
+ ... =

∞∑
n=0

n!

xn+1
.

З iншого боку, якщо |t| < 1, то 1 + t+ t2 + t3 + ... =
1

1− t
, але для функцiї

1

1− t
, ми не можемо розглядати звичайне перетворення Лапласа, оскiльки

iнтеграл ∫ ∞

0

e−xt

1− t
dt

розбгаєтся у точцi t0 = 1.

Будемо тепер розглядати таку геометричну прогресiю:

1− t+ t2 − t3 + t4 − ... =
1

1 + t
; |t| < 1.

Для функцiї
1

1 + t
вже iснує звичайне класичне перетворення Лапласа.

Для x > 0 розглянемо iнтеграл F (x) =

∫ ∞

0

e−xt

1 + t
dt. Так як

e−xt

1 + t
≤

18
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e−xt для усiї x > 0 та t ≥ 0, та
∫ ∞

0

e−xtdt збiгається, то функцiя F (x) =∫ ∞

0

e−xt

1 + t
dt визначена на всiй пiввiсi (0,+∞). Функцiю F (x) будемо нази-

вати функцiєю Ейлера.

Теорема 3.1. F (x) - неперервна додатня функцiя на iнтервалi (0,+∞),

причому F (x) → 0, коли x → +∞, i F (x) → +∞, коли x → 0.

Доведення. Вочевидь, що F (x) > 0. Покажемо, що функцiя F (x) є не-

перервною на iнтервалi (0,+∞).

Нехай δ > 0. Перевiримо, що iнтеграл
∫ ∞

0

e−xt

1 + t
dt збiгається рiвномiрно

на промiжку [δ,+∞). Оскiльки | e
−xt

1 + t
| ≤ e−δt i для всiх x ∈ [δ,+∞) i t ≥ 0∫ ∞

0

e−δtdt < ∞, то за ознакою Вейєрштраса iнтеграл
∫ ∞

0

e−xt

1 + t
dt збiга-

ється абсолютно та рiвномiрно на [δ,+∞). Ми отримали, що функцiя F (x)

є неперервною на промiжку [δ,+∞), а це означає, що вона неперервна i на

i на всьому iнтервалi (0,+∞), оскiльки δ є довiльною додатною сталою.

Покажемо тепер, що F (x) → 0, коли x → +∞. Нехай xn ⊂ (0,+∞)

довiльна послiдовнiсть, для якої xn → +∞, n → +∞. Розглянемо iнтеграл∫ ∞

0

e−xn0
t

1 + t
dt, де xn0

= min(xn, n ∈ N).

Тодi |e
−xnt

1 + t
| ≤ e−xn0

t

1 + t
, для усiх n ∈ N i

∫ ∞

0

e−xn0
t

1 + t
збiгається. Таким чином,

за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть, ми маємо, що

lim
n→+∞

∫ ∞

0

e−xnt

1 + t
dt =

∫ ∞

0

lim
n→+∞

e−xnt

1 + t
dt = 0.

Залишилося перевiрити, що F (x) → +∞, коли x → +0. Вiдзначимо,

що F (x) зростає при x → +0, тобто, для 0 < x1 < x2, виконується

F (x1) < F (x2). З цього випливає, що iснує границя lim
x→+0

∫ ∞

0

e−xt

1 + t
dt. Не-

хай lim
x→+0

∫ ∞

0

e−xt

1 + t
dt < +∞. Тодi iснує така додатна тала M, що для усiх
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натуральних n є правильною така нерiвнiсть:∫ ∞

0

e−
1
n t

1 + t
dt ≤ M.

Тому за теоремою Б. Левi про обмежену збiжнiсть ми отримуємо:

lim
n→+∞

∫ ∞

0

e−
1
n t

1 + t
dt =

∫ ∞

0

e−
1
n t

1 + t
dt ≤ M

- це суперечнiсть, оскiльки отриманий iнтеграл розбiгається:∫ ∞

0

1

1 + t
dt = +∞.

Отже,

lim
x→+0

∫ ∞

0

e−xt

1 + t
dt = +∞.

Зауваження. Вiдмiтимо, що на усьому промiжку (0,+∞) iнтеграл∫ ∞

0

e−xt

1 + t
dt збiгається неравномiрно, оскiльки вiн є розбiжним при x =

0.

Теорема 3.2. Функцiя Ейлера F (x) =

∫ ∞

0

e−xt

1 + t
dt є двiчi неперервно

диференцiйованою на iнтервалi (0,+∞), причому F ′(x) < 0, а F ′′(x) > 0.

Отже, F (x) спадає та є строго опуклою на iнтервалi (0,+∞).

Доведення. Розглянемо iнтеграл
∫ ∞

0

d

dx
(
e−xt

1 + t
)dt = −

∫ ∞

0

te−xt

1 + t
dt. Вiн

збiгається рiвномiрно на [δ,+∞), для будь-якого δ > 0 (див. доведення

теореми 3.1). З цього випливає, що F ′(x) = −
∫ ∞

0

te−xt

1 + t
dt, x ∈ (0,+∞),

тобто F ′(x) < 0. Розглянемо тепер такий iнтеграл: −
∫ ∞

0

d

dx
(
te−xt

1 + t
)dt =∫ ∞

0

t2e−xt

1 + t
dt. Вiн також за ознакою Вейєрштраса збiгається рiвномiрно на

промiжку [δ,+∞) . Отримали, що F ′′(x) =

∫ ∞

0

t2e−xt

1 + t
dt > 0, для усiх x ∈



21

(0,∞). Отже, функцiя F (x) є строго опуклою.

З огляду на твердження 3.1 та 3.2 ми отримаємо, що функцiя F (x) має

наступний графiк (див. малюнок вище).

3.2. Функцiя Ейлера як перетворення Ла-

пласа

Означення 3.3. Нехай функцiя f(t) дiйсної змiнної визначена на всiй

пiввiсi t ≥ 0. Її перетворенням Лапласа називається наступна функцiя ком-

плексної змiнної

F (z) =

∫ +∞

0

e−ztf(t)dt.

Будемо розглядати комплекснозначнi функцii f(t), що заданнi на всiй

дiйснiй вiсi t та задовольняють наступним умовам:

1. На будь-якому скiнченному iнтервалi осi t функцiя f(t) неперервна,

окрiм, можливо, скiнченної множини точок розрива першого роду.

2. f(t) = 0 при t < 0.

3. Iснують такi сталi Cα, що для всiх t ≥ 0 є правильною нерiвнiсть

|f(x)| ≤ Ceαt.

Функцiю f(t), що задовольняє умовам 1-3, будемо називати оригiналом,

а її перетворення Лапласа, тобто функцiю F (z) - зображенням функцiї
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f(t). Зв’язок мiж зображенням та вiдповiдним оригiналом будемо познача-

ти так:

f(t)=̇. F (z)

або

F (z)=̇. f(t).

Нехай тепер f(t) =
1

1 + t
(при t < 0, ми вважаємо, що f(t) = 0).

Тодi перетворенням Лапласа функцiї f(t) буде функцiя

F (z) =

∫ +∞

0

e−zt

1 + t
dt.

Отже, на дiйснiй пiввiсi x ∈ (0,+∞) ми отримуємо вже розглянуту

функцiю Ейлера.

Згiдно iз загальною теорiєю, якщо |f(x)| ≤ Ceαt, то перетворення Ла-

пласа F (z) розглянутої функцiї голоморфно у пiвплощинi Rez > α0, де

α0 - точна нижня межа всiх сталих α, для яких є правильною розглянута

нерiвнiсть (див. [4]).

Для дослiджуємої функцiї Ейлера, отримуємо такий наслiдок:

Функцiя F (z) =

∫ +∞

0

e−zt

1 + t
dt є голоморфною у правiй пiвплощинi, тобто

α0 = 0.

Доведення. Так як функцiя f(t) =
1

1 + t
є обмеженою, то нерiвнiсть

|f(x)| ≤ Ceαt з правильною для всiх α. Тому α0 = 0.
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3.3. Аналiтичне продовження перетворення

Лапласа.

Теорема 3.4. [8] Нехай функцiя f(ζ) голоморфна та обмежена в кутi

|argζ| ≤ α <
π

2
. Тодi її перетворення Лапласа F (z) можна аналiтично

продовжити в кут |argz| < π

2
+ α.

Доведення. Розглянемо наступний iнтеграл

Fβ(z) =

∫
lβ

e−zζf(ζ)dζ, де lβ - промiнь 0 ≤ |ζ| < ∞, argζ = −β, i

0 ≤ β < α. Покажемо, що

Fβ(x) = F0(x) =

∫ ∞

0

e−xtf(t)dt

при x > 0. Розглянемо тепер замкнений контур CR, що складається з

вiдрiзкiв [0, R], [Re−iβ, 0] i дуги кола γR : |ζ| = R,−β ≤ argζ ≤ 0. З огляду

на iнтегральну теорему Кошi
∫
Cr

e−xζf(ζ)dζ = 0. Покажемо, що iнтеграл

по γR прямує до нуля коли R → ∞. За умовою |f(ζ)| ≤ M при 0 ≤ |ζ| <

∞, |argζ| ≤ α. Далi, ζ = Reifϕ,−β ≤ ϕ ≤ 0 при ζ ∈ γR. Отже,∫
γR

e−xζf(ζ)dζ ≤ M

∫
γR

|e−xζ ||f(ζ)d|ζ = MR

∫ 0

−β

e−xRcosϕdϕ <

MRβe−xRcosβ → 0

(R → ∞, x > 0). Переходячи до границi при R → ∞ в тотожностi



24∫ R

0

+

∫
γR

+

∫ 0

Re−iβ

e−xζf(ζ)dζ = 0,

отримаємо Fβ(x) = F0(x) =

∫ ∞

0

e−xtf(t)ft. Далi, ζ = ρe−iβ, 0 ≤ ρ < ∞

на промiнi lβ, так що

Fβ(z) =

∫ ∞

0

e−ρ(ze−iβ)f(ρe−iβe−iβ)dρ.

Теорему 3.4 можна посилити.

Теорема 3.5. [8] Функцiю F (z) можна аналiтично продовжити в пло-

щину з розрiзом по негативнiй пiвосi, тобто вона є голоморфною в (−∞, 0].

Доведення. Так як функцiя f(ζ) =
1

1 + ζ
голоморфна та обмежена в

будь-якому кутi |arctg(arg)ζ| ≤ α <
π

2

Використовуючи нерiвнiсть |f(ρe−ib)| ≤ M при 0 ≤ ρ < ∞, отримуємо

за теоремою 3.3, що функцiя Fβ(z) голоморфна в пiвплощинi Re(ze−iβ) >

0, а функцiя F0(z) голоморфною у пiвплощинi Rez > 0. Покладемо

Φ(z) =

F0(z), Rez > 0

Fβ(z), Re(ze−iβ > 0).

Оскiльки F0(x) ≡ Fβ(x) при x > 0, то функцiя Φ(z) голоморфна у по-

єднаннi напiвплощин Rez > 0 та Re(ze−ib) > 0, тобто в кутi −pi

2
< argz <

π

2
+ β. Але β - будь-яке таке число, що 0 ≤ β < α. Отже, ми продовжили

аналiтично функцiю F (z) в кут −π

2
< argz <

π

2
+α. Аналогiчно, обираючи

−α ≤ β < 0, отримаємо, що функцiю F (z) можна аналiтично продовжити

в кут −π

2
− α < argz <

π

2
. Теорема доведена.

За цiєю теоремою, функцiя F (x) =

∫ +∞

0

f(t)e−xtdt допускає аналiтичне

продовження в кут |arctg(argz)| < π

2
+ α Так як α - довiльний гострий
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кут, то F (z) аналiтично продовжується в площину з розрiзом за вiд’ємною

пiвосi.

Наступне твердження є суттєвим посиленням теореми 3.5.

Теорема 3.6. Функцiю F (z) можна представити у такому виглядi

F (z) = −ezlnz − γez + ezg(z), z ∈ C\(−∞, 0], де γ - стала Ейлера, g(z) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1zn

n · n!
- цiла функцiя експоненцiйного типу 1, а lnz - та однозначна

гiлка логарифму, яка на додатковiй пiвосi спiвпадає з функцiєю lnx, x > 0.

Зокрема, F (x) = ex(−lnx− γ + ō(1)), x → +0.

Доведення. Використовуючи теорему 3.4. i слiдуючи мiркуванню з кни-

ги Хардi([7]), отримаємо при x > 0.

F (x) = ex
∫ +∞

x

e−t

t
dt = −exli(e−x),

Тодi

−li(e−x) =

∫ +∞

x

e−tdt

t
=

∫ +∞

1

e−tdt

t
−

∫ 1

0

1− e−tdt

t
−

∫ x

1

dt

t
+∫ x

0

1− e−t

t
dt = −lnx− γ + x− x2

2 · 2!
+

x

3 · 3!
− ...,

так як
∫ +∞

1

e−tdt

t
−

∫ 1

0

1− e−t

t
dt = γ,

(див.[7]).

З формули F (x) = −exli(e−x) виходить, що

F (x) = ex(−lnx− γ + x− x2

2 · 2!
+

x3

3 · 3!
− ...), x > 0. (4)

Зокрема, F (x) = ex(−lnx−γ+ ō(1)), x → +0. Так як рiвнiсть (4) справе-

длива на додатнiй пiвосi, а праворуч та лiворуч стоять функцiї, голоморфнi

в пiвплощинi з розрiзом за вiд’ємною пiвосi, то ця рiвнiсть виконується у

всiй областi (−∞, 0].

Покажемо, що сума ряду
+∞∑
n=1

(−1)n−1zn

n · n!
є цiлою функцiєю експоненцiй-

ного типа 1. Маємо:
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σ =
n

√
n!|(−1)n−1

n · n!
| = 1

n
√
n
= 1

Наступна теорема дає певне представлення функцii F (z) у правiй пiв-

площинi.

Теорема 3.7. [8] Функцiя F (z) представима у виглядi F (z) =
1

z
+

G(z), де функцiя G(z) обмежена в кожнiй пiвплощинi Rez > δ, (δ > 0)

i
∫ +∞

−∞
|G(a + iy)|dy < +∞, для будь-якого a > 0. Крiм того |F (z)| → 0

при R → ∞,де ΓR − : |z| = R,Rez ≥ δ, де δ > 0.

Доведення. Так як
1

1 + t
=

1− t2 + t2

1 + t
=

t2

1 = t
+ 1− t, то

F (z) =

∫ +∞

0

t2

1 + t
e−ztdt +

1

z
− 1

z2
=

1

z
+ G(z), де G(z) = G1(z) −

1

z2
, а

G1(z) =

∫ +∞

0

t2

1 + t
e−ztdt.

Вiдмiтимо, що функцiя
1

z2
абсолютно iнтегруєма на кожнiй прямiй

x = a, (a > 0) : || 1

(a+ iy)2
≤ 1

a2 + y2
1

y2
, при y → ∞.

Покажемо тепер, що G1(z) абсолютно iнтегруєма функцiя на цiй прямiй.

Маємо: G1(a+ iy) =

∫ +∞

0

t2

1 + t
e−(a+iy)tdt =

∫ +∞

−∞
g(t)e−itydt, де

g(t) =


0, t < 0

t2

1 + t
e−at, t ≥ 0.

Отже, функцiя G1(a+ iy) є перетворенням Фур’є функцiї g(t), причому

g′(0) = 0.

Покажемо тепер, що g′(0) = 0 : g′(0) = (
t2

1 + t
e−at)′|t=0 =

−at3e−at + t2e−at(1− a) + 2te−at

(1 + t)2
|t=0 = 0.

Ми маємо, що g ∈ C1(0,+∞). Крiм того g′′ ∈ L1(0,+∞).

Тому G1(a+ iy) = O(
1

y2
), коли y → ∞.

З цього випливає, шо G1(z) є абсолютно iнтегрованою функцiєю на пря-
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мiй x = a, a > 0.

Тепер покажемо, що функцiї
1

z2
i G1(z) є обмеженими у пiвплощинi

Rez ≥ δ, де δ > 0 :

| 1
z2
| = 1

|z2|
≤ 1

(Rez)2
≤ 1

δ2
,

|G1(z)| = |
∫ +∞

0

t2e−xte−iyt

1 + t
dt| ≤

∫ +∞

0

t2e−xt

1 + t
dt ≤

∫ +∞

0

t2e−δt

1 + t
dt = G1(δ).

Отже функцiя G(z) є обмеженою у пiвплощинi, Rez ≥ δ, (δ > 0).

| 1
z2
| → 0 i |G1(z)| → 0 коли R → ∞, де Γ- дуга кола:

|z| = R,Rez ≥ δ, де δ > 0.

| 1
z2
| =

1

|z|2
≤ [z = R(cosϕ + isinϕ)] ≤ 1

(Rez)2
=

1

(R2cos2ϕ)2
≤

1

R2cos2ϕα
→ 0, коли R → +∞, ϕ

∫
[−ϕα, ϕα].

|G1(z)| = |
∫ +∞

0

t2e−zt

1 + t
dt| = [z = R(cosϕ + isinϕ)] =

|
∫ +∞

0

t2e−(Rcosϕ+iRsinϕ)t

1 + t
dt| ≤

∫ +∞

0

t2e−Rcosϕtdt =
1

Rcosϕ
≤ 1

Rcosϕα
→ 0,

при R → +∞, ϕ ∈ [−ϕα;ϕα].



Висновки

У представленiй квалiфiкацiйнiй роботi отримано згорточне рiвняння

для ряду Ейлера
∞∑
n=0

n!

sn+1
, яке можна розглядати як аналог класично-

го функцiонального рiвняння для показникової функцiї. Дослiдженi деякi

властивостi операцiї згортки формальних рядiв Лорана. Для класичного

перетворення Лапласа F (s) функцiї f(x) =
1

1 + x
отримано деяке асим-

птотичне представлення аналiтичного продовження функцiї F (s) .
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