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1 Унiверсальнi алгебри.

Множина з операцiями називається унiверсальною
алгеброю. Множина з операцiями i вiдношеннями
називається алгебричною системою. Сама множина
при цьому називається носiєм, а множина операцiй
i вiдношень називається сигнатурою. I носiй i си-
гнатура можуть бути порожнiми множинами. Час-
тково впорядкована множина є алгебраїчною систе-
мою, сигнатурою цiєї системи є вiдношення порядку.

Нижче нас будуть цiкавити лише унiверсальнi ал-
гебри.

Унiверсальна лгебра A з носiєм A i сигнатурою Σ

поначається A = ⟨A; Σ⟩ . Практика вжитку позна-
чень дозволяє використовувати для рiзних речей —
для алгебри i для носiя одне i те ж позначення (так
буває зручно) i писати A = ⟨A; Σ⟩ . Звичайно i для
множини цiлих чисел, i для множини цiлих чисел з
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операцiями додавання та множення, i для множини
цiлих чисел з операцiями додавання, множення та
вiдношенням порядку можна вживати одне i те ж
позначення — Z.

Оскiльки сигнатура може бути порожньою, то мно-
жина без операцiй також є унiверсальною алгеброю.

Розберемося iз ситуацiєю, коли рiзнi унiверсальнi
алгебри мають рiзнi операцiї з однiєю i тiєю ж на-
звою, наприклад, множення є i на множинi нату-
ральних чисел, i на множинi вiдображень. Коли на-
зви операцiй в рiзних сигнатурах однаковi, то мо-
жна вважати (це не приводить до непорожумiнь)
що маємо одну i ту ж сигнатуру. Отже множина
натуральних чисел з операцiями додавання та мно-
ження i множина цiлих чисел з операцiями додава-
ння та множення мають одну i ту ж сигнатуру. Зви-
чайно, арнiсть рiзних операцiй з однiєю назвою по-
винна бути одна i та ж.

2 Морфiзми

Нехай A = ⟨A,Σ⟩ i B = ⟨B,Σ⟩ — двi унiверсальнi
алгебри з однiєю i тiєю ж сигнатурою. Вiдображення
f : A → B називається морфiзмом, коли для будь-
якої операцiї φ(x1, x2, . . . , xn) ∈ Σ i для будь-яких
елементiв a1, a2, . . . , an ∈ A виконується рiвнiсть

f (φ(a1, a2, . . . , an)) = φ(f (a1), f (a2), . . . , f (an)). (1)
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Словами про виконання тотожностi (1) кажуть

• вiдображення f узгоджене з операцiєю φ;

• вiдображення f перестановне з операцiєю φ;

• вiдображення f комутує з операцiєю φ;

Коли f — iн’єктивне вiдображення, то кажуть про
мономорфiзм, коли f — сюр’єктивне вiдображення,
то кажуть про епiморфiзм, коли f — бiєктивне вiд-
ображення, то кажуть про iзоморфiзм. ВIзоморфнiсть
(одна алгебра iзоморфна другiй) є вiдношенням еквiв-
лентностi на множинi унiверсальних алгебр з однiєю
сигнатурою, i звичайно мiркування проводять “з то-
чнiстю до iзоморфiзму“
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BРис. 1: Обертання трикутника

Розглянемо
приклад iзо-
морфних унi-
версальних ал-
гебр. Перша
алгебра має
носiєм мно-
жину {0, 1, 2}.
Бiнарна опе-
рацiя x ⊕
y задана та-
блицею 1

Друга ал-
гебра має но-
сiєм множину
обертань рiв-
ностороннього
трикутника PQR

(див. рис. 1)
навколо центра O — вершини переходять у вершини.
Обертань 3. Перше лишає вешини на мiсцi — позна-
чимо його id, друге переводить вершину Q в вершину
P — позначимо його α, i третє переводить вершину Q
в вершину R — позначимо його β. Множення (ком-
позицiя) обертань задана таблицею 2

Порiвнюючи таблицi 1 та 2 бачимо, що вони вiд-
рiзняються лише позначенннями елементiв. Отже цi
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x \ y 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

BТабл. 1: Таблиця операцiї ⊕

x \ y id α β
id id α β
α α β id
β β id α

BТабл. 2: Таблиця
композицiї ∗ обертань
рiвностороннього
трикутника

двi алгебри iзоморфнi. Iзоморфiзмом є вiдображення

0 7→ id, 1 7→ α, 2 7→ β.

Множина дiйсних додатнiх чисел R+ з операцiєю
множення iзоморфна множинi R всiх дiйсних чисел
з операцiєю додавання. Iзоморфiзм f : R → R+ i
обернений iзоморфiзм f−1 : R+ → R задаються фун-
кцiями

f (a) = ea для a ∈ R, f−1(b) = ln b для b ∈ R+.

3 Пiдалгебри

Розглянемо множину дiйсних чисел з операцiєю до-
давання i множину натуральних чисел з операцiєю
додавання. Сума двох натуральних чисел буде одна
i та ж незалежно вiд того, в якiй множинi ми об-
числюємо цю суму. В загальному випадку кажуть,
що пiдмножина B ⊆ A носiя унiерсальної алгебри
A = ⟨A; Σ⟩ замкнена вiдносно операцiї f ∈ Σ, коли
для будь-яких елементiв a1, a2, . . . , an ∈ B також
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f (a1, a2, . . . , an) ∈ B. Так множина натуральних чи-
сел замнена вiдносно операцiй додавання та множе-
ння, але не замкнена вiдносно операцiї вiднiмання.

Якщо пiдмножина B ⊆ A носiя унiерсальної ал-
гебри A = ⟨A; Σ⟩ замкнена вiдносно всiх операцiй
iз Σ, тодi цю пiдмножину разом з операцiями iз Σ

(точнiше, з iх обмеженнями на B) називають пiдал-
геброю алгебри A. Отже в пiдалгебрi B = ⟨B; Σ⟩

1. носiй B є пiдмножиною носiя A;

2. операцiї алгебри B мають тi ж назви, що i опе-
рацiї алгебри A, але у них менша область визна-
чення.

Нижче розглянемо кiлька прикладiв унiверсальних
алгебр i наведемо приклади пiдалгебр.

4 Унари

Множина разом з однiєю унарною операцiєю — вiд-
ображенням цiєї множини в себе, називають унаром.
На рис. 2, 3, 4 заданi три унари. Унар A1 на рис. 3 є
пiдунаром унара, що заданий на рис. 2. А унар B, що
заданий на рис. 4, iзоморфний унару A , що заданий
на рис. 2
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BРис. 2: Унар A з
чотириелементним
носiєм. Дiя
вiдображення
показана
стрiлочками
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BРис. 3: Унар A1

з триелементним
носiєм. Дiя
вiдображення
показана
стрiлочками
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BРис. 4: Унар B з
чотириелементним
носiєм. Дiя
вiдображення
показана
стрiлочками

5 Напiвгрупи

Множини разом з однiєю довiльною бiнарною опера-
цiєю , так званий бiн або магма, розглядають i дослi-
джують. Але цi дослiдження носять вузькоспецiаль-
ний характер. На бiнах зупинятися не будемо. Якщо
ж бiнарна операцiя ∗ асоцiативна, тобто виконується
тотожнiсть

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z), (2)

то вiдповiдна унiверсальна алгебра, з такою бiнар-
ною операцiєю, називається напiвгрупою. Є багато
змiстовних, важливих прикладiв напiвгруп, вони активно
дослiджуються. Отже, напiгрупа, це унiверсальна ал-
гебра S = ⟨S; ∗⟩ з однiєю бунарною операцiєю (по-
значимо її ∗) такою, що для будь-яких x, y, z ∈ S

виконується рiвнiсть (2).
Напiвгрупа може бути порожньою.
В напiвгрупах S = ⟨S; ∗⟩ розглядають особливi
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елементи: лiвий нуль, правий нуль, двостороннiй нуль,
лiву одиницю, праву одиницю, двосторонною оди-
ницю. Елемент 0l ∈ S називається лiвим нулем, якщо
для будь-якого елемента x ∈ виконується рiвнiсть

0l ∗ x = 0l.

Елемент 0r ∈ S називається правим нулем, якщо
для будь-якого елемента x ∈ виконується рiвнiсть

x ∗ 0r = 0r.

Якщо елемент напiвгрупи є в один i той же час i
лiвим нулем i правим нулем, то його називають дво-
стороннiм нулем, або просто нулем.

Подiбним чином елемент 1l ∈ S називається лiвою
одиницею, коли для будь-якого елемента x ∈ вико-
нується рiвнiсть

1l ∗ x = x.

Елемент 1r ∈ S називається правою одиницею, якщо
для будь-якого елемента x ∈ виконується рiвнiсть

x ∗ 1r = x.

Якщо елемент напiвгрупи є в один i той же час i лi-
вою одиницею i правою одинцею, то його називають
двосторонньою одиницею, або просто одиницею.

Чи не найважливiшим прикладом напiвгрупи є на-
пiвгрупа усiх вiдображень непорожньої множини в
себе. В цiй напiвгрупi є двостороння одиниця — id,
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є лiвi нулi, вони всi елементи множини переводять в
один, одностороннiх одиниць немає, правостороннiх
нулiв також немає. Якщо множини рiвнопотужнi, то
напiвгрупи усiх вiдображень цих множин в себе iзо-
морфнi. Всi вiдображення, що перевордять заданий
елемент в себе, утворюють пiднапiвгрупу.

Прикладом напiвгрупи з правими нулями є напiв-
група iз множенням

x ∗ y = y.

Напiвгрупами є множина натуральних чисел з до-
даванням, множина натуральних чисел з множен-
ням, множина натуральних чисел з операцiєю ви-
бору меншого елемента.

6 Група

Групою називають унiверсальну алгебру з двома опе-
рацiями — нульмiсною i двомiсною. Двомiсна опера-
цiя асоцiативне, а нульмiсна операцiя — видiлений
елемент, є нейтральним для цiєї операцiї. Оскiльки
є нульмiсна операцiя, то насiй цiєї алгебри не може
бути порожнiм — порожнiх груп не буває.

Якщо операцiю називають множенням, то нейтраль-
ний елемент називають одиницею, а саму групу нази-
вають мультиплiкативною, записи тотожностей та-
кож називають мультиплiкативними. Практика до-
зволяє не виписувати знак множення.
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Аксiоми групи G = ⟨G; ·⟩ в мультиплiкативному
записi такi:

∀x, y, z ∈ G (xy)z = x(yz); (3)
∃1 ∈ G∀x ∈ G(1 · x = x · 1 = x); (4)

∀x ∈ G ∃y ∈ G (xy = yx = 1). (5)

Ми уже говорили, що аксiома (3) — це аксоiма асоцi-
ативностi бiнарної операцiї, а аксiома (4) — це аксi-
ома iснування одиницi. Аксiому (5) називають аксi-
омою iснування оберненого елемента. Якщо xy =

yx = 1, то елементи x, y ∈ G називають взаємно
оберненими, чи оберненими один до одного i пишуть

x = y−1, y = x−1.

Якщо операцiю називають додаванням, то нейтраль-
ний елемент називають нулем, а саму групу назива-
ють адитивною, записи тотожностей також назива-
ють адитивними.

Аксiоми групи G = ⟨G; +⟩ в адитивному записi
такi:

∀x, y, z ∈ G ((x + y) + z = x + (y + z)); (6)
∃0 ∈ G∀x ∈ G (0 + x = x + 0 = x); (7)
∀x ∈ G ∃y ∈ G (x + y = y + x = 0). (8)

Ми уже говорили, що аксiома (6) — це аксiома асоцi-
ативностi додавання, а аксiома (7) — це аксiома iсну-
вання нуля. Аксiому (8) називають аксiомою iснува-
ння протилежного елемента. Якщо x+y = y+x = 0,
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то елементи x, y ∈ G називають взаємно протиле-
жними, чи протилежними один до одного, i пишуть

x = −y, y = −x.

Оскiльки нейтральний елемент групи повнiстю ви-
значається бiнарною операцiєю, то розмовна практика
дозволяє казати, що група має єдину операцiю — бi-
нарну.

Знову ж, чи не найважливiшим прикладом групи
є група бiєкцiй непорожньої множини в себе. Одини-
цею в нiй є тотожне вiдображення id.

Групами є група цiлих чисел з операцiєю дода-
вання, група дiйсних чисел з операцiєю додавання,
група дiйсних чисел без нуля з операцiєю множення,
група обертань кола з операцiєю композицiї обер-
тань. Важливим прикладом є група бiєкцiй скiнчен-
ної множини в себе — так звана група пiдстановок.

7 Кiльце

Кiльцем називають унiверсальну алгебру з трьому
операцiями — двома бiнарними (їх називають дода-
ваням та множенням) i однiєю нульарною (видiле-
ний елемент — нуль). I додавання i множення асоцi-
ативнi, разом з додаванням носiй утворює групу, мiж
собою додавання та множення зв’язанi дистрибутив-
ним законом. Символьно, кiльцем R = ⟨R; +, ·, 0⟩
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називають множину R з двома бiнарними операцi-
ями ·,+ i видiленим елементом 0, що задовольняють
умови

∀x, y, z ∈ G ((x + y) + z = x + (y + z)); (9)
∃0 ∈ G∀x ∈ G (0 + x = x + 0 = x); (10)
∀x ∈ G∃y ∈ G (x + y = y + x = 0); (11)

∀x, y, z ∈ G ((xy)z = x(yz)); (12)
∀x, y, z ∈ G ((x + y)z = xy + xz); (13)
∀x, y, z ∈ G (x(y + z) = xy + xz). (14)

Аксiоми (13), (14) називають лiвим i правим роз-
подiльним законом, або лiвим i правим дистрибутив-
ним законом.

Прикладом кiльця є кiльце цiлих чисел з опера-
цiями додавання, множення та видiленим елементом
0.

Поле. Поле має чотири операцiї — двi бiнарнi (дода-
вання та множення) i двi нульарнi (нуль та одиниця).
Носiй разом з додаванням множенням та нулем утво-
рює кiльце. Ненульовi елементи разом з множенням
утворюють мультиплiкативну групу. В полi обов’яз-
ково одиниця вiдрiзняється вiд нуля. Тому в полi є
два рiзнi елементи — нуль та один. Отже нi поро-
жнього нi одноелеентного поля не iснує. Двоелемен-
тне поле iснує, його поначають Z2 або Z/2Z.
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Прикладами полiв є поле рацiональних чисел, поле
дiйсних чисел.

Нехай маємо поле R дiйсних чисел. Декартiв ква-
драт

R2 = {(a, b)|a, b ∈ R}
перетворимо у поле ввiвши вiдповiднi операцiї. Ви-
значимо додавання i множення на декартовому ква-
дратiправилом

(a, b)+(c, d) = (a+c, b+d), (a, b)·(c, d) = (ac−bd, ad+bc).

Виберемо нуль (0, 0) та одиницю (1, 0). Прямою пе-
ревiркою переконуємося, що утворена множина R2

разом з чотирма введеними операцiями є полем. Це
п оле називають полем комплексних чисел. Його по-
значають C. полi C є пiдполе {(a, 0)|a ∈ R}, , що
канонiчно iзоморфне полю дiйсних чисел — вiдоба-
ження (a, 0) 7→ a є потрiбним канонiчним iзоморфi-
змом.

Нехай маємо поле R дiйсних чисел. Множину

{
(

a b

−b a

)
|a, b ∈ R}

перетворимо у поле ввiвши вiдповiднi операцiї.
Визначимо додавання i множення на введенiй мно-

жинi таблиць (матриць) правилом(
a b

−b a

)
+

(
c d

−d c

)
=

(
a + c b + d

−b− d a + c

)
,

(
a b

−b a

)
·
(

c d

−d c

)
=

(
ac− bd ad + bc

−bc− ad ac− bd

)
.
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Виберемо нуль
(

0 0

0 0

)
та одиницю

(
1 0

0 1

)
. Пря-

мою перевiркою переконуємося, що утворена мно-
жина разом з чотирма введеними операцiями є по-
лем. Це поле називають полем комплексних чисел.
Його позначають C. В полi C є пiдполе

{
(

a 0

0 a

)
|a ∈ R},

що канонiчно iзоморфне полю дiйсних чисел — вiд-
обаження (

a 0

0 a

)
7→ a

є потрiбним канонiчним iзоморфiзмом.
Нехай маємо поле R дiйсних чисел. Множину

{a + bi|a, b ∈ R}
( i це символ) перетворимо у поле ввiвши вiдповiднi
операцiї. Визначимо додавання i множення введених
виразiв правилом

a+bi+c+di) = a+c+(b+d)i, (a+bi)·(c+di) = (ac−bd)+(ad+bc)i.

Виберемо нуль 0+0i та одиницю 1+0i. Прямою пере-
вiркою переконуємося, що утворена множина разом
з чотирма введеними операцiями є полем. Це поле
називають полем комплексних чисел. Його познача-
ють C. В полi C є пiдполе {a + 0i|a ∈ R}, що кано-
нiчно iзоморфне полю дiйсних чисел — вiдобаження
a + 0i 7→ a є потрiбним канонiчним iзоморфiзмом.
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Ми ввели три рiзнi поля, а назвали їх однаково —
поле комплексних чисел, тому що всi цi поля iзомор-
фнi, а поля розглядаються з точнiстю до iзоморфi-
зму.
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BПокажчик

аксiома
асоцiативностi додава-

ння, 11
iснування нуля, 11
iснування протилежного,

11
алгебра

унiверсальна, 1
бiн, 7
додавання, 9
елемент

нейтральний, 9
проитежний, 11

елементи
взаємно протилежнi, 11

епiморфiзм, 3
група, 9

адитивна, 9
бiєкцiй множини, 9
цiлих чисел, 11
мiльтиплiкативна, 9
ненульових дiйсних чи-

сел, 11
обертань кола, 11

пiдстановок, 11
iзоморфiзм, 3

канонiчний, 15
кiльце

цiлих чсел, 12
многочленiв, 12

мiркування
з точнiстю до iзомор-

фiзму, 3
множиення, 9
мономорзiзм, 3
морфiзми

унiверсальних алгебр, 2
напiгрупа

порожня, 7
напiвгрупа, 7

натуральних чисел з до-
даванням, 9

натуральних чисел з мно-
женням, 9

носiй
алгебричної системи, 1
унiверсальної алгебри,

1
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нуль
двостороннiй, 8
групи, 9
лiвий, 8
правий, 8

обмеження
операцiї, 6

одиниця
двостороння, 8
групи, 9
лiва, 8
права, 8

операцiя
бiнарна асоцiативна, 7
нульмiсна, 12

пiдалгебра, 6
пiдмножина

замкнена вiдносно опе-
рацiї, 6

пiднапiвгрупа, 8
пiдполе

дiйсних чисел, 15
пiдунар, 6
поле

дiйсних чсел, 13
двоелементне, 13
комплексних чсел, 15

рацiональних чисел, 13
сигнатура

алгебраїчної системи, 1
унiверсальної алгебри,

1
сигнатури

рiвнi, 2
система алгебрична, 1
унар, 6
унари

iзоморфнi, 6
вiдображення

комутує з операцiєю, 3
перестановне з операцiєю,

3
тотожне, 11
узгоджене з операцiєю,

3
закон

лывий дистрибутивний,
12

лiвий розподiльний, 12
правий дистрибутивний,

12
правий розподыльний,

12
запис
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адитивний, 9
мультиплiкативний, 9
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