
Дiї з матрицями

Курiнний Г.Ч. Невмержицька О.М. Шугайло О.О.

Травень — 2015

1 Дiї з матрицями.

Нагадаємо, що матриця (над кiльцем K) це прямокутна таблиця елементiв iз K. Ма-
трицi будемо позначати великими латинськими буквами, а їх елементи вiдповiдними
малими буквами з iндексами - перший iндекс вказує на номер рядка а другий - на
номер стовпчика, в яких стоїть цей елемент.

Про матрицю, що має n рядкiв i m стовпчикiв, кажуть що вона має розмiр n×m, або
має порядок n×m. Коли йде розмова про квадратну матрицю n-го порядку, то мають
на увазi, що ця матриця має n рядкiв i n стовпцiв.

Матрицi, що розглядаються нижче, мають елементи iз певного асоцiативного, кому-
тативного кiльцi з одиницею K, — наприклад, iз кiльця цiлих чисел K = Z, або кiльця
дiйсних многочленiв K = R(x). Звичайно, замiсть словосполучення “елемент кiльця“
там, де не виникає небезпека плутанини, вживаємо слово “число“

На множинi усiх матриць над кiльцем K визначена одна унарна (або одномiсна)
операцiя — транспонування, унарнi операцiї множення на елементи кiльця K (їх стiльки
ж, скiльки i елементiв кiльця), i двi частковi бiнарнi (або двомiснi) операцiї — додавання
та множення.

Будь-яку матрицю A можна помножити на елемент λ кiльця K,

λA = B, bij = λaij.

Пiсля множення матрицi на число ми одержуємо матрицю такого ж самого розмiру.
Можна сказати, що при множеннi матрицi на число всi її елементи множаться на це
число. Наведемо приклади
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Будь-яку матрицю можна транспонувати:

A 7→ AT = B, bij = aji.
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Можна сказати, що рядками транспонованої матрицi є стовпчики заданої матрицi. Та-
ким чином, коли
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Сума двох матриць визначена тiльки у випадку, коли розмiри доданкiв збiгаються.

A+B = C, cij = aij + bij,
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Сума двох матриць має той же рзмiр, що i доданки.
Якщо кiлькiсть стопчикiв у матрицi A (тобто довжина рядка) дорiвнює кiлькостi

рядкiв у матрицi B (тобто довжинi стовпчика), тодi визначений добуток AB. Якщо
кiлькiсть рядкiв правого множника i кiллькiсть стовпчикiв лiвого множника дорiвню-
ють n, то

AB = C, cij =
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aikbkj.
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Якщо для двох матриць A,B виконується спiввiдношення

AB = BA, (1)

то кажуть, що матрицi A та B комутують. Якщо матрицi комутують, то вони обов’яз-
ково квадратнi одного розмiру.

Справдi, нехай для деяких матриць A,B виконується рiвнiсть (??), при цьому ма-
триця A має n1 рядок i m1 стовпчик, а матриця B має n2 рядкiв i m2 стовпчикiв. Щоб
добуток AB iснував, необхiдно, щоб виконувалася рiвнiсть m1 = n2, при цьому ма-
триця AB матиме n1 рядок m2 стовпчикiв. Щоб добуток BA iснував, необхiдно, щоб
виконувалася рiвнiсть m2 = n1, при цьому матриця BA матиме n2 рядкiв m1 стовпчик.
Щоб матрицi AB та BA мали однаковi розмiри, потрiбно, що виконувалися рiвностi
n2 = n1,m2 = m1. Отже при виконаннi умови (??) будуть виконуватися рiвностi

n1 = n2 = m1 = m2.

Теорема 1.1 (Теорема про кiльце матриць) Квадратнi матрицi одного розмiру над
комутативним кiльцем з oдиницею утворюють кiльце. Якщо матрицi мають бiльше
одного рядка чи стовпчика, то це кiльце некомутативне.

Доведення. Потрiбно доводити асоцiативнiсть додавання, асоцiативнiсть множе-
ння, наявнiсть нуля, наявнiсть протилежної матрицi, лiву та праву дистрибутивнiсть.
При доведеннi кожної властивостi використовуємо вiдповiдну властивiсть елементiв ма-
трицi, якi належать кiльцю, в якому всi властивостi виконуються.

Доведемо асоцiативнсть множення квадратних матриць розмiру n×n над K. Беремо
три матрицi A,B,C i доводимо, що (AB)C = A(BC). Позначаємо AB = D, BC = F,
DC = U, AF = V . В цих позначеннях потрiбно довести, що uij = vij. Для доведення
виписуємо потрiбнi елементи, потiм перетворюємо один у другий за допомогою власти-
востей елементiв матриць.
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)
=
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Подiбним чином перевiряється решта властивостей операцiй. Кiнець доведення тео-
реми.

Теорема 1.2 (Теорема про зв’язок мiж транспонуванням та множенням матриць)
Якщо A,B двi такi матрицi, що добуток AB iснує, то добуток BTAT також iснує i

(AB)T = BTAT .
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Доведення. Нехай матриця A має n рядкiв i m стовпчикiв, а матриця B має k рядкiв
i l стовпчикiв. Щоб добуток AB iснував, порiбно щоб виконувалася рiвнiсть m = k.
Матриця AT має m рядкiв i n, а матриця BT має l рядкiв i k стовпчикiв. Для iснування
BTAT також необхiдно i достатньо, щоб виконувалася рiвнiсть m = k. Отже, коли одна
з двох матриць AB, BTAT iснує, тодi i друга матриця також iснує.

Нехай матриця A має n рядкiв i m стовпчикiв, а матриця B має m рядкiв i k стов-
пчикiв. Позначимо

AB = C, (AB)T = CT = U, AT = D, BT = F, BTAT = FD = V.

Потрiбно довести, що для будь-яких 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ k виконується рiвнiсть

uij = vij.

За означеннями

uij = cji =
m∑
p=1

ajpbpi =
m∑
p=1

.fipdpj = vij.

Потрiбна рiвнiсть доведена.

Теорема 1.3 Для будь-яких двох матриць A,B однакового розмiру

(A+B)T = AT +BT .

Доведення.Для доведення досить виписати вiдповiднi елементи матриць AT + BT i
(A+B)T ..
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