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1 Колiнеацiї, рухи та гомотетiї афiнної площини.

1.1 Гомотетiї та їх властивостi

Досвiд математичної дiяльностi показав, що дослiдження симетрiй геометричних
утворень приводить до досить глибоких результатiв, що суттєво прояснюють бу-
дову цих утворень. Симетрiями площини є колiнеацiї, серед яких виявилися ко-
рисними рухи i гомотетiї. Рухи переводять трикутник у конгруентний (рiвний)
йому, а гомотетiї переводять трикутник у подiбний йому — це у тiй площинi, в
якiй є вiдрiзки i є довжини вiдрiзкiв. В афiннiй площинi немає вiдрiзкiв (немає
тернарного вiдношення “точка A лежать мiж точками B i C “) i немає рiвних
чи подiбних трикутникiв, оскiльки з площиною не асоцiюється жодним чином
числове поле. Але рухи i гомотетiї маєть властивостi, що формулюються без ви-
користання рiвностi вiдрiзкiв чи рiвностi кутiв. От цi властивостi можна взяти
визначальними i узагальнити поняття руху та гомотетiї так, що їх можна вико-
ристовувати в афiннiй площинi.

В шкiльнiй практицi гомотетiї мають нерухому точку, а спiльної назви для
пералельних перенесень (без нерухомих точок) i перетворень подiбностi з неру-
хомою точкою не викорастовують. Ми будемо згiдно з мiжнародною практикою
перетворення подiбностi з нерухомою точкою називати дилатацiями (розширен-
нями), а перетворення подiбностi без нерухомої точки будемо називати паралель-
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ними перенесеннями. Спiльною назвою для дилатацiй i паралельних перенесень
буде гомотетiя.

Нижче будемо розглядати колiнеацiї площини, тобто колiнеацiї iз заданої пло-
щини в себе

Означення 1.1 Нехай є двi площини π1, π2 з множинами точок Point1, Point2
i множинами прямих Line1, Line2 вiдповiдно. Вiдображеня

f : Point1 −→ Point2

називається колiнеацiєю iз площини π1 в площину π2, якщо для будь-яких трьох
колiнеарних точок (всi вони належать певнiй прямiй l1 ∈ Line1) їх образи
f(A), f(B), f(C) знову колiнеарнi (належать певнiй прямiй l2 ∈ Line2.

Колiнеацiя називається iзоморфiзмом, якщо вона бiєктивна i обернене вiд-
ображення знову є колiнеацiєю.

Колiнеацiя називається виродженою, якщо вона всi точки прообраза пере-
водить в одну й ту ж точку образа.

Теорема 1.1 (Необхiдна i достатня умова iзоморфностi площин) Колiнеацiя
є iзоморфiзмом тодi i тiльки тодi, коли вона бiєктивна.

Звернемо увагу на те, що наведена теорема не настiльки очевидна, як може
видатися. Зокрема, її неможливо довести без використання єдиностi прямої, яка
паралельна данiй прямiй i проходить через точку поза межами цiєї прямої.

Наведемо приклад бiєктивної колiнеацiї, для якої обернене вiдображення не є
колiнеацiєю. В цьому прикладi розглядаються двi площини, в яких точкам є пари
(x, y), x, y ∈ GF (3) чисел x, y iз поля GF (3) класiв лишкiв за модулем 3 — цих
точок 9. В першiй площинi π1 прямими є двоелементнi пiдмножини множини

GF (3)2 = {(0, 0), (0, 1), 0, 2), (0, 3), (1, 1), (1, 0), (1, 2), (2, 0), (2, 1), (2, 2).}

В другiй площинi π2 прямими є триелементнi пiдмножини множини GF (3)2, що
складаються iз розв’язкiв рiвнянь вигляду

ax+ by + c = 0, a, b, c ∈ GF (3), (a, b) ̸= (0, 0).

В першiй площинi порушується аксiома єдиностi прямої, що паралельна данiй
i проходить через задану точку. Тому перша площина не є афiнною. А друга
площина афiнна. Будь-яка бiєкцiя iз множини точок GF (3)2 першої площини в
множину GF (3)2 точок другої пллощини буде колiнеацiєю, а колiнеацiй iз другої
площини в першу не iснує — причиною є вiдсутнiсть трьох рiзних колiнеарних
точок в першiй площинi.
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Теорема 1.2 (Про те, що кожна бiєктивна колiнеацiя є iзоморфiзмом)
Кожна бiєктивна колiнеацiя афiнної площини в iншу афiнну площину є iзомор-
фiзмом,

Доведення. Доведення теореми проводимо методом вiд протилежного. Отже,
припускаємо що є двi афiннi площини π1, π2 з множинами точок вiдповiдно
Point1,Point2, I є бiєктивна колiнеацiя f : Point1 → Point2, така, що обернене вiд-
ображення не є колiнеацiєю, тобто для деяких колiнеарних точок f(A), f(B), f(C) ∈
Point2 їх прообази A,B,C не колiнеарнi (див. рис. 1.1).
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Рис. 1: Якщо образи трьох неколiнеарних точок A,B,C лежать на однiй прямiй l, то образ
будь-якої точки R лежить на цiй прямiй

Потрiбно довести, що припущення про бiєктивнiсть колiнеацiї f приводить до
суперечностi.

Спочатку розглянемо випадок, коли площина π1 має на деякiй прямiй рiвно
двi точки. Тодi будемо вважати зрозумiлим, що i площина π1 i площина π2 мають
всього чотири точки i шiсть прямих. Теорема в такому випадку виконується.

Переходимо до випадку, коли прямi площини π1 мають на кожнiй прямiй бiль-
ше двох точок. На прямiй A + B вибираємо точку U ̸= A,U ̸= B. Iз означання
колiнеацiї одержуємо, що образи всiх точок прямої A+B (включаючи U) i образи
всiх точок прямої B + C лежать на l.

Через точку U проводимо пряму m паралельно прямiй B + C. Пряма m не
паралельна прямiй A + C, отже прямi m i A + C перетинаються. Ми маємо на
прямiй m двi точки, чиї образи лежать на прямiй l. Iз означння колiнеацiї бачимо,
що образи всiх точок прямої m лежать на прямiй l.

Вибираємо довiльну точку R площини π1. Через точку R проводимо пряму
n паралельно прямiй A + B. Ця пряма перетне пряму B + C i пряму m в двох
рiзних точках P,Q, чиї образи лежать на l. Тому образ f(R) двiльної точки R
також лежать l, що суперечить наявностi трьох неколнеарних точок площини π2
i бiєктивностi f

Нижче розглядаємо колiнеацiї iз площини π в себе.

3



Означення 1.2 Нехай Point множина точок площини π. Колiнеацiя

f : Point −→ Point

називається

• гомотетiєю, якщо для будь-яких двох рiзних точок A,B i прямих l1, l2

(l1 ∥ l2, A,B ∈ l1, f(A) ∈ l2) ⇒ f(B) ∈ l2;

• дилатацiєю, якщо колiнеацiя є гомотетiєю i є нерухома точка, тобто
така точка A, що f(A) = A;

• паралельним перенесенням, якщо колiнеацiя є гомотетiєю i немає нерухо-
мих точок.

• Тотожна колiнеацiя id, тобто така колiнеацiя, що id(A) = A для будь-якої
точки A ∈ Point є, за означенням, i рухом, i дилатацiєю i паралельним
перенесенням.

• дилатацiю, що переводить всi точки площини в одну назвемо виродже-
ною. Не вироджена дилатацiя називається невиродженою.

Прикладом колiнеацiї декартової площини над полем k є так званi афiннi
перетворення (x, y) → (x′, y′)

x′ = a1x+ b1y + c1,

y′ = a2x+ b2y + c2,

де a1, a2, b1, b2, c1, c2 ∈ k. Якщо∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣ ̸= 0,

то це афiнне перетворення є iзоморфiзмом.
Афiнне перетворення

x′ = ax+ b1,

y′ = ax+ b2,

є гомотетiєю; якщо a = 0, то гомотетiя вироджена; якщо a = 1, то гомотетiя
буде паралельним перенесенням; якщо a /∈ {0, 1}, то гомотетiя буде дилатацiєю.

Але в декартових площинах iснують i iншi колiнеацiї — крiм афiнних пере-
творень. Так колiнеацiєю буде перетворення (x, y) → (x′, y′)
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x′ = a1x+ b1y + c1,

y′ = a2x+ b2y + c2,

де a1, a2, b1, b2, c1, c2 ∈ k, а x → x — автоморфiзм поля k.

Пряму, що проходить через двi рiзнi точки A,B позначаємо A+B.

Теорема 1.3 (Про визначенiсть гомотетiї образами двох точок) Нехай A,B
двi рiзнi точки площини π i f, g — гомотетiї цiєї площини. Якщо

f(A) = g(A), f(B) = g(B), (1)

то для будь-якої точки C площини π

f(C) = g(C). (2)

Доведення. Припукаємо, що виконуються рiвностi (1) i доводимо (2). Ми може-
мо вважати, що точка C не лежить на прямiй A+B i, вiдповiдно, A+C, B +C
не паралельнi. Якщо ж C ∈ A+B, то спочатку доводимо теорему для всiх точок
D /∈ A + B, А потiм в припущеннi змiнюємо A на D так, щоб C /∈ D + B i цим
завершуємо доведення.

У випадку, коли прямi A + C,B + C не паралельнi, точка f(C) лежить на
перетинi двох непаралельних прямих — одна проходить через f(A) паралельно
A+ C, а друга проходить через f(B) паралельно B + C (див. рис. 2).

�
�
�
�

Q
Q
Q
Q

Q
Q

A

B

C �
�
�
�

Q
Q
Q
Q

Q
Q

f(A)

f(B)

f(C)

Рис. 2: Образи двох точок однозначно визна-
чають образ третьої
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Рис. 3: Образи двох точок однозначно визна-
чають прообраз будь-якої точки

Теорема 1.4 Якщо f(A) = f(B) для деяких двох рiзних точок A,B площини
π i гомотетiї f цiєї площини, то для будь-якої точки X цiєї площини f(X) =
f(A) i гомотетiя вироджена. Якщо f(A) ̸= f(B) для деяких двох рiзних точок
A,B, то гомотетiя f є iзоморфiзмом.

Доведення. Вироджена гомотетiя, що переводить всi точки в точку U = f(A) =
f(B) переводить також нашi видiленi двi точки A,B в U . За попередньою те-
оремою гомотетiя однозначно визначається образами двох рiзних точок. Звiдси
випливає, що задана гомотетiя є виродженою.
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Оскiльки неiн’єктивнiсть зразу ж призводить до виродженостi, то iз сказаного
вище випливає, що невироджена гомотетiя iн’єктивна.

Доведемо сюр’єктивнiсть невиродженої гомотетiї.
Образи f(A), f(B), f(C) трьох неколiнарних точок A,B,C є неколiнеарними

точками, оскiльки

f(A) + f(B) ∥ A+B, f(A) + f(C) ∥ A+ C, f(C) + f(B) ∥ C +B.

Звiдси випливає, що для заданої точки D можна вказати двi точки A,B такi,
що f(A), f(B), D неколiнеарнi. Точка C, образом якої є точка D, знаходиться як
точка перетину двох непаралельних прямих l1, l2

A ∈ l1, l1 ∥ f(A) +D, B ∈ l2, l2 ∥ f(B) +D.

(див. рис. 3). Сюр’єктивнiсть доведена.
Неколiнеарнiсть прообразiв приводить до неколiнеарностi образiв, отже колi-

неарнiсть образiв приводить до колiнеарностi прообразiв. Звiдси випливає, що
обернене вiдображення до гомотетiї є колiнеацiєю. Симетричнiсть вiдношення
паралельностi приводить до того, що обернене вiдображення до гомотетiї є го-
мотетiєю.

Наслiдком теореми 1.4 є те, що коли гомотетiя має двi нерухомi точки, тодi
це тотожна гомотетiя.

Означення 1.3 Якщо P точка площини π i f — гомотетiя цiєї площини,
f(P ) ̸= P , то слiдом точки P при гомотетiї f називають пряму

P + f(P ).

Теорема 1.5 Нехай π — площина, f — невироджена гомотетiя цiєї площини,
P,Q — двi точки, P ̸= f(P ), Q ∈ P + f(P ). Тодi f(Q) ∈ P + f(P ).

Доведення. Якщо Q = P , Q = f(Q), то Q ∈ P + f(P ) за умовою. Якщо
Qnef(Q), Q ̸= P , то прямi P + Q = P + f(P ), f(P ) + f(Q) паралельнi i мають
спiльну точку f(P ),отже спiвпадають, f(Q) ∈ P + f(P ).

Наслiдком теореми 1.5 є те, що точка перетину двох непаралельних слiдiв є
нерухомою точкою гомотетiї.

Вiдмiтимо ще декiлька наслiдкiв тореми 1.5.
Якщо гомотетiя має єдину неухому точку, то пряма є слiдом тодi i тiльки тодi,

коли ця пряма проходить через нерухому точку.
Якщо гомотетiя не має нерухомої точки, то всi слiди належать одному пучку

паралельних прямих.
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Рис. 4: Образ точки B однозначно визначений образом точки A.

Теорема 1.6 Паралельне перенесення однозначно визначається образом однiєї
точки.

Доведення.
Нехай f — не тотожне паралельне перенеcення, A — точка, i A+ f(A) — слiд

точки A. Потрiбно довести, що образ будь-якої точки однозначно визначений.
Доведення розбивається на двi частини — в першiй частинi розглядаємо точку
B /∈ A+ f(A), а в другiй розглядаємо точки C ∈ A+ f(A).

Якщо B /∈ A + f(A), то f(B) знаходиться на перетинi двох непаралельних
прямих l1, l2: l1 проходить через B паралельно A + f(A) , а l2 проходить через
f(A) паралельно A+B,

Якщо точка C лежить на прямiй A + f(A), то ми можемо (з огляду на вже
доведене) замiнити точку A на певну точку B так, щоб виконувалась умова
C /∈ B + f(B) (див. рис. 1.1).

Теорема 1.7 Невиродженi гомотетiї разом з операцiю композицiї вiдображень
утворюють групу, а паралельнi перенесення утворюють пiдгрупу в цiй групi.

Доведення. Асоцiативнiсть операцiї композицiї вiдображень перевiряти не
потрiбно — вважаємо це уже вiдомим. Нейтральний елемент — тотожне вiдобра-
ження є як серед гомотетiй, так i серед паралельних перенесень. Наявнiсть обер-
нених гомотетiй та паралельних перенесень гарантується теоремою 1.4.

Перевiримо замкненiсть пiдгрупи паралельних перенесень вiдносно операцiї
множення.

Припустимо, що f, g — два паралельнi перенесення. Потрiбно перевiрити, що
або f · g тотожна колiнеацiя, або f · g не має нерухомих точок. Справдi, якщо
для деякої точки A виконується рiвнiсть

(f · g)(A) = A,
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то скористаємося тим, що паралельне перенесення визначається образом однiєї
точки (теорема 1.6), i з того, що

f(g(A)) = A, g(A) = f−1(A),

робимо висновок, що g = f−1

1.2 Властивостi групи паралельних перенесень.

Далi групу гомотетiй будемо позначати D, а групу паралельних перенесень бу-
демо позначати T .

Означення 1.4 Напрямок нетотожного паралельного перенесення це пучок
паралельних прямих, якому належать слiди точок.

Теорема 1.8 Якщо α — гомотетiя i f — не тотожне паралельне перенесе-
ння, то гомотетiя g = αfα−1 є паралельним перенесенням, що має той же
напрямок, що i f .

Доведення. Припущення, що g = αfα−1 має нерухому точку A приводить до
суперечностi — з одного боку нетотожне паралельне перенесення f не має неру-
хомої точки, а з другого

g(A) = αfα−1(A) = A ⇒ f(α−1(A)) = α−1(A).

Отже g = αfα−1 є паралельним перенесенням.
Нехай A довiльна точка i B = α−1(A). Тодi пряма B+ f(B) є слiдом точки B

для паралельного перенесення f . Оскiльки гомотетiя переводить точки прямої в
точки паралельної прямої, то

B + f(B) ∥ α(B) + α(f(B)) = A+ (αfα−1)(A).

Iз того, що слiд точки B для паралельного перенесення f паралельний слiду
точки A для паралельного перенесення αfα−1, випливає, що цi два паралельнi
перенесення — f i αfα−1 мають один i той же напрямок.

Теорема доведена.

Теорема 1.9 Паралельнi перенесення, що мають заданий напрямок, разом з
тотожим паралельним перенесенням, утворюють iнварiантну пiдгрупу (нор-
мальний дiльник) групи паралельних перенесень.
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Доведення. Нехай f, g — два паралельнi перенесення з одним i тим же на-
прямком. Це означає, що слiди кожниої точки для цих паралельних перенесень
збiгаються. Отже для заданої точки A

A+ f(A) = f(A) + (gf)(A) = A+ gf(A), A+ f(A) = f−1(A) + A,

що доводить замкненiсть множини паралельних перенесень iз заданим напрям-
ком вiдносно множення i знаходження оберненого.

Нагадаємо, що пiдгрупа T групи D називаєтья iнварiантною, або нормальним
дiльником, коли для будь-яких f ∈ T, α ∈ D можна стверджувати, що α·f ·f−1 ∈
T . А ця властивiсть випливає iз теореми 1.8.

Теорема доведена.

Приклад площини, в якiй група паралельних перенесень не комутатвна, невi-
домий.

Теорема 1.10 Якщо в групi T паралельних перенесень iснують два паралельни
х перенесення з рiзними напрямками, то група T комутативна.

Доведення. Вибираємо два нетотожнi паралельнi перенесення f, g i доводимо
рiвнiсть

fg = gf. (3)

Доведення розбиваємо на двi частини — в першiй частинi ми вважаємо, що f, g
мають рiзнi напрямки, а в другому — однаковi.

Отже припускаємо, що паралельнi перенесення f, g мають два рiзнi напрямки.
Розглядаємо добуток паралельних перенесень h = f · g · f−1 · g−1 i розставляємо
в ньому дужки двома способами:

h = h1 = (f · g · f−1) · g−1, h = h2 = f · (g · f−1 · g−1).

Використовуючи теореми 1.8, 1.9 ми можемо стверджувати, що паралельнi пе-
ренесення f · g · f−1, g−1 отже i h1 мають той же напрям, що i g, а паралельнi
перенесення g · f−1 · g−1, f , отже i h2 мають той же напрям, що i f . Оскiльки не-
тотожне паралельне перенесення не може мати два рiзнi слiди, то h є тотожним
вiдображенням — h = id.

Рiвностi
f · g · (f−1 · g−1) = id, f · g · (g−1 · f−1) = id

показують, що елемент f · g вгрупi T має два оберненi — f−1 · g−1 i g−1 · f−1.
Елемент групи може мати лише один обернений. Тому

f−1 · g−1 = g−1 · f−1.

Знаходячи оберненi до лiвої i правої частини одержаної рiвностi переконуємося
в правильностi (3).
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Далi розглядаємо другу частину доведення, — випадок, коли f i g мають
один i той же напрямок. Оскiльки iснують два паралельнi перенесення з рiзни-
ми напрямками, то можна знайти паралельне перенесення h з напрямком, що
вiдрiзняється вiд напрямкiв f i g. Тодi за доведеним

fh = hf, gh = hg. h · (fg) = (fg) · h.
Паралельне перенесення fh не може мати той же напрям, що i f чи g — в

протилежому випадку h i f мали б однаковий напрямок. Тому також

(fh)g = g(fh), (gh)f = f(gh).

Звiдси випливає, що

(fg)h = f(gh) = (gh)f = g(hf) = g(fh) = (gf)h.

Домноживши рiвнiсть (fg)h = (gf)h справа на h−1 одержуємо 3.
Терема доведена.

1.3 Побудова числового поля.

Далi будемо цiкавитися питанням, за яких умов площина iзоморфна декартовiй
площинi над деяким (можливо, некомутативним) полем.

Наступна аксiома виконується в декартовiй площинi.

Аксiома 6-1. Для будь-яких точок A,B iснує паралельне перенесення
(позначимо його fPQ), яке переводить точку P в точку Q.

Далi будемо розглядати новi вiдображення

α : T → T, f
α→ fα, (4)

якi будемо називати ендоморфiзмами, що зберiгають напрямки.

Означення 1.5 Вiдображення (4) називається ендоморфiзмом, що зберiгає на-
прямки, якщо воно є гомоморфiзмом, тобто узгоджене з операцiями в групi T :

idα = id, f ∈ T ⇒ (f−1)α = (fα)−1, f, g ∈ T V (fg)α = fαgα

i якщо f, fα ̸= id, то напрямки цих паралельних перенесень f, fα збiгаються.

Вiдмiтимо, що вiдображення f
α→ id є гомоморфiзмом, який зберiгає напрям-

ки - позначимо його 0. I вiдображення f
α→ f є гомоморфiзмом, що зберiгає

напрямки - позначимо його 1.
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Далi вважаємо, що в площинi виконується аксiома 6-1, вiдповiдно, є пара-
лельнi перенесення з рiзними напрямками, i група T комутативна. Це дозволяє
стверджуати, що вiдображення f

α→ f−1 є гомоморфiзмом, що зберiгає напрямки
- позначимо його −1.

Ще один ендоморфiзм, що зберiгає напрямки, задає елемет α ∈ D:

fα = α · f · α−1. (5)

Вiдома наступна теорема

Теорема 1.11 Ендоморфiзми комутативної групи утворюють кiльце з одини-
цею.

Доведення.
Вiдтворимо ключовi моменти доведення.
Нехай G — комутативна група з операцiєю додавання (адитивна абелева гру-

па) i k — множина її ендоморфiзмiв. Введемо на k операцiї додавання та множе-
ння наступни чином: для α, β ∈ k, x,∈ G

(α+ β)(x) = α(x) + β(x), (α · β)(x) = α(β(x)). (6)

Формули (6) дають коректно визначенi додавання та множення ендоморфi-
змiв, i цi операцiї задовольняють аксiоми кiльця, тобто

додавання та множення ендоморфiзмiв асоцiативнi:

∀α, β, γ ∈ k (αβ)γ = α(βγ), ∀α, β, γ ∈ k (α+ β) + γ = α+ (β + γ);

додавання комутативне:

∀α, β ∈ k α + β = β + α;

є нейтральний елемент по додаванню - нуль 0:

∃0 ∈ k ∀α ∈ k 0 + α = α + 0 = α;

є протилежний елемент по додаванню:

∀α ∈ k∃β ∈ k α + β = β + α = 0;

є нейтральний елемент по множенню — одиниця 1:

∃1 ∈ k∀α ∈ k 1 · α = α · 1 = α;

мiж собою додавання та множення зв’язанi двома дистрибутивними
законами — лiвим:

∀α, β, γ ∈ k α(β + γ) = αβ + αγ, (7)

та правим:
∀α, β, γ ∈ k (α + β)γ = αγ + βγ.
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Iз усiх вказаних властивостей перевiримо лише двi — коректнiсть визначення
додавання ендоморфiзмiв та лiвий дистрибутивний закони. Решта властивостей
перевiряються подiюним чином.

Нехай α, β ∈ k i x, y ∈ G. Потрiбно перевiрити, що α + β є ендоморфiзмом,
тобто (α + β)(0) = 0, (α+ β)(−x) = −(αβ)(x) i

(α+ β)(x+ y) = (α+ β)(x) + (α+ β)(y). (8)

Iз трьох властивостей ендоморфiзму перевiримо лише (8).
Дiйсно,

(α+ β)(x+ y)
1

(=) α(x+ y) + β(x+ y)
2

(=) α(x) + β(x) + α(y) + β(y)
3

(=)

α(x) + α(y) + β(x) + β(y)
4

(=) α(x+ y) + β(x+ y). (9)

В (9) (1) i (3) виконуються за означенням суми ендоморфiзмiв; (2) виконується
за означенням ендоморфiзма, а (3) виконуєтьсся тому, що група G комутативна.
Перевiпка (8) завершена.

Переходимо до перевiрки лiвого дистрибутивного закону (7). Для α, β ∈ k i
x ∈ G використовуючи означення суми та добутку гомоморфiзмiв маємо

α(β + γ)(x) = α(β(x) + γ(x)) = α(β(x)) + α(γ(x)) = (αβ)(x) + (αγ)(x).

Перевiрка (7) завершена

Теорема 1.12 Ендоморфiзми групи T паралельних перенесень, що зберiгають
напрямки, утворюють пiдкiльце кiльця всiх ендоморфiзмiв цiєї групи.

Доведення. Твердження теореми випливає з того, що для будь-якого паралель-
ного перенесення f ∈ T i для будь-яких ендоморфiзмiв α, β, якi зберiгають на-
прямки,

паралельне перенесення fαβ має той же напрямок, що i fα, а fα має
той же напрямок, що i f — отже fαβ має той же напрямок, що i f i
ендоморфiзм αβ зберiгає напрямки;

паралельне перенесення fα+β = fα · fβ має той же напрямок, що i f i
ендоморфiзм α+ β зберiгає напрямки;

паралельне перенесення f−α = (f−1)α має той же напрямок, що i f i
ендоморфiзм −α зберiгає слiди;

Цим завершується перевiрка того, що всi ендоморфiзми групи T , якi
зберiгають напрямки, утворюють кiльце.
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Далi через k будемо позначати кiльце всiх ендоморфiзмiв групи T , якi зберiгають
напрямки. Нулем в цьому кiльцi є 0k

∀f ∈ T 0k(f) = id.

Позначимо через DA напiвгрупу дилатацiй з нерухомою точкою A. Нулем в
цiй напiвгрупi є вироджена дилатацiя 0A, яка переводить всi точки в точку A, а
одиницею є гомотетiя id: для будь-якої точки B

0A(B) = A, id(B) = B.

Без окремого нагадування будемо користуатся теоремою (1.4), згiдно з якою всi
ненульовi дилатацiї мають оберненi дилатацiї.

Теорема 1.13 Для будь-якої заданої точки A площини мультиплiкативна на-
пiвгрупа k iзоморфна мультиплiкативнiй напiвгрупi DA. Iзоморфiзм

α 7→ α̂

iз DA в k визначається правилами 0A 7→ 0k i для будь-якого α ∈ DA, α ̸= 0A,
f ∈ T

α̂(f) = α · f · α−1. (10)

Доведення. Коректнiсть задання вiдображення випливає iз теореми (1.8). А
узгодженiсть цього вiдображення з операцiям моження випливає з рiвностi

f, g ∈ T, α ∈ DA, α ̸= 0 ⇒ α · (fg) · α−1 = (α · f · α−1)(α · g · α−1).

Лишилося перевiрити бiєктивнiсть цього вiдображення.
Перевiряємо iн’єктивнiсть, тобто

α ∈ DA, α ̸= 0A ⇒ α̂ ̸= 0k (11)

i
α, β ∈ DA, α, β ̸= 0A, α ̸= β ⇒ α̂ ̸= β̂. (12)

Для будь-якої ненульової дилатацiї α гомоморфiзм α̂ має обернений ˆα−1, а
гомоморфiзм 0k оберненого не має. Отже α̂ ̸= 0k i (11) виконується.

Переходимо до перевiрки (12) (див. рис. 5) Нехай α, β ∈ DA, α, β ̸= 0A, α ̸=
β. Вибираємо паралельне перенесення f ∈ T, f ̸= id, f(a) = B ̸= A. Оскiльки
дилатацiя iз DA визначаєтья образом однiєї точки, що вiдрiзняється вiд A, то
α ̸= β ⇒ C1 = α(B) ̸= β(B) = C2 i

αfα−1(A) = αf(A) = α(B) = C1 ̸= C2 = β(B) = βf(A) = βfβ−1(A),
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A B = f(A) C1 = α(B) C2 = β(B)
d d d d

Рис. 5: Рiзнi дилатацiї задають рiзнi ендомор-
фiзми групи паралельних перенесень
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A B = f(A) B1 = fβ(A) = α(B)
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C1 = gβ(A) = α(C)
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Рис. 6: Кожен ендоморфiзм β дорiвнює α̂ для
деякої дилатацiї α

α̂(f) = αfα−1 ̸= βfβ−1 = β̂(f), α̂ ̸= β̂.

Перевiрка iн’єктивностi вiдображення α 7→ α̂ iз DA в k завершена. Для перевiрки
сюр’єктивностi цього вiдобаження виберемо довiльний ендоморфiзм β : T → T,
що зберiгає напрямки. Для кожної точки B беремо паралельне перенесення f ∈
T , для якого

f(A) = B,

застосовуємо до нього ендоморфiзм β ∈ k, результат застосування позначаємо
fβ ∈ T , i за означенням беремо

α(B) = B1 = fβ(A)

(див. рис. 6) Для звершення доведення сюр’єктивностi вiдображення α 7→ α̂
iз DA в k потрiбно перевiрити, що побудоване вдображення α є дилатацiєю з
нерухомою точкою A i те, що α̂ = β.

Оскiльки паралелне перенесення, що переводить A в A, є нулем в групi пара-
лельних перенесень, то ендоморфiзм β переводить його в себе (лишає на мiсцi)
i, вiдповiдно, α(A) = A.

Для перевiрки того, що α є дилатацiєю, вибираємо двi рiзнi точки B i C,
розглядаємо три паралельнi перенесення f, g, h ∈ T

f(A) = B, g(A) = C, h(B) = C = gf−1(B).

Позначимо
B1 = α(B) = fβ(A), C1 = α(C) = gβ(A).

Потрiбно довести, що
B + C ∥ α(B) + α(C). (13)

Оскiльки h = gf−1, то

hβ(B1) = (gf−1)β = gβ((f−1)β(B1)) = gβ(A) = C1
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i B1 + C1 слiдом паралельного перенесення hβ. Враховуючи, що ендоморфiзм
зберiгає напрямки, i слiдом паралельного перенесення h є B + C, то (13) вико-
нується.

Iз (13) випливає, що α є колiнеацiєю, тобто коли B,C,D — три рiзнi точки на
прямiй B + C = C + D i B1 = α(B), C1 = α(C), D1 = α(D) їх образи пiд
дiєю α, то цi три точки знову лежать на однiй прямiй. Дiйсно, згiдно (13)

B1 + C1 ∥ B + C, C1 +D1 ∥ C +D

i
B + C = C +D ⇒ B1 + C1 = C1 +D1.

В наведених вище позначеннях

fβ(A) = B1, αfα−1(A) = αf(A) = α(B) = B1.

Отже, β = α̂.
Ми завершили перевiрку сюр’єктивностi вiдображення α 7→ α̂ iз DA в k i,

таким чином, завершили доведення теореми.

Теорема 1.14 Ендоморфiзми групи паралельних перенесень, що породженi ди-
латацiями iз заданою нерухомою точкою, утворюють поле (можливо, неко-
мутативне, тобто тiло).

Доведення. Твердження теореми є безпосереднiм наслiдком теорем 1.11 i 1.13
— теорема 1.11 забезпечує, те, що ендоморфiзми утворюють кiльце, а теорема
1.13 зебезпечує те, що кожен ненульовий елемент в цьому кiльцi має обернений.
А тiло i є кiльце, в якому ненульовi елементи мають оберненi.

Теорема 1.15 Якщо для деяких двох ендоморфiзмiв β1, β2 ∈ k i для деякого
паралельного перенесення f ∈ T, f ̸= id виконується рiвнiсть fβ1 = fβ2, то
β1 = β2.

Доведення. Знаходимо двi дилатацiї α1, α2 з нерухомою точкою A такi, що для
будь-якого паралельного перенеення g ∈ T

gβ1 = α1gα
−1
1 , gβ2 = α2gα

−1
2 .

Припустимо,що для деякого паралельного перенесення f ∈ T, f ̸= id виконується
рiвнiсть fβ1 = fβ2, i, вiдповiдно,

α1fα
−1
1 = α2fα

−1
2 .
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Тодi
α1fα

−1
1 (A) = α1f(A) = α2fα

−1
2 (A) = α2f(A),

тобто
α1(f(A)) = α2(f(A)).

Звiдси, враховуючи, що дилатацiя визначається образом однiєї точки (крiм не-
рухомої), одержуємо α1 = α2 i β1 = β2.

Теорема доведена.

1.4 Введення координат.

Як i вище, через k позначаємо тiло ендоморфiзмiв комутативної групи пара-
лельних перенесень, що зберiгають напрямки. Також будемо користуватися тим,
що iснує природний iзоморфiзм мiж тiлом k i тiлом DA дилатацiй iз заданою
нерухомою точкою A.

Аксiома 6-2. Для будь-яких паралельних перенесень

f, g ∈ T, f ̸= id (14)

в тiлi k знайдеться такий елемент α ∈ k, що g = fα.

Теорема 1.16 (Про iснування дилатацiй) Для будь-яких трьох колiнеарних
точок P,Q,R, P ̸= Q iснує така дилатацiя α, що

α(P ) = P, α(Q) = R.

Доведення.
Якщо R = P, то α = 0P — вироджена дилтацiя з нерухомою точкою P . Якщо

R = Q, то α = 1 = id — тотожне вiдображення.
Нехай P,Q,R три рiзнi колiнеарнi точки. Будуємо два паралельнi перенесення

f, g такi, що
f(P ) = Q, g(P ) = R.

Так побудованi паралельнi перенесення задовольняють (14), тому iснує гомомор-
фiзм β : T → T такий, що fβ = g. Згiдно з теоремою 1.13 iснує дилатацiя α iз
заданою нерухомою точкою P така, що для будь якого h ∈ T буде hβ = αhα−1.
Для так вибраної дилатацiї можна записати

fβ = αfα−1 = g, αf = gα, gα(P ) = αf(P ), g(P ) = α(Q), α(Q) = R,

i α — потрiбна нам дилатацiя.
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Теорема 1.17 (про введення координат) Нехай маємо два паралельнi пере-
несення f, g ∈ T з рiзними напрямками (отже, ненульовi i комутують). Тодi
для будь-якого перенесення h можна знайти, i до того ж єдиним чином, два
елементи α, β ∈ k такi, що

h = fαgβ = gβfα.

Доведення. Нехай паралельнi перенесення f, g, h такi, як вказанi в умовi
теореми. Вибираємо довiльну точку P i позначємо

R = f(P ), Q = h(P ).

Будуємо двi прямi — m = P +R i l, що проходить через Q в напрямку паралель-
ного перенесення g. Прямii l,m не паралельнi. Позначаємо S точку перетину цих
прямих, i нехай T = g(S) (див. рис. 7)

�
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�
��

P R S

T

Q

l

m

d
d

d

d d
Рис. 7: Розкладення паралельного перенесення в добуток.

За аксiомою 6-2 iснують ендоморфiзми α, β ∈ k такi, що

fα(P ) = S, gβ(S) = Q.

Для так вибраних α, β ∈ k

gβfα(P ) = Q = h(P ), gβfα = h,

Iснування потрiбних ендоморфiзмiв α, β ∈ k довели.
Припустимо, що для деяких α1, α2, β1, β2 ∈ k

gβ1fα1 = gβ2fα2.

Тодi можна сказати, що паралельне перенесення e = gβ1−β2 = fα2−α1. повинно
мати той же напрям, що i f i g. А це можливо лише коли β1 − β2 = 0 = α2 − α1

i β1 = β2, α2 = α1.
Теорема доведена.

Системою координат називаємо репер ⟨P ; f, g⟩, а координатоми точки Q на-
зиваємо α, β ∈ k, що задовольняють умовам теореми 1.17
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Рис. 8: Креслення до аксiоми D1.

1.5 Теорема Дезарга.

Аксiоми 6-1 та 6-2 стосуються вiдображень, а вiдображення, починаючи з Евклi-
да i донедавна, вважалися хистким грунтом для побудови геометрiї. В аксiома-
тичних побудовах площин, що не використовують колiнеацiй, вводять так звану
аксiому Дезарга, що стосується певних конфiгурацiй (взаємного розташування
точок i прямих площини), Нам будуть потрiбнi двi такi конфiгурацiї, так званi
конфiгурацiї дезарга (див. рис. 8, 9 ).

Аксiома D-1. Нехай l1, l2, l3 три рiзнi паралельнi прямi. i Q, Q′ двi точки
прямої l1, R, R′ точки прямої l2, a S, S ′ точки прямої l3. Якщо

Q+R ∥ Q′ +R′, Q+ S ∥ Q′ + S ′.

то (див рис. 8 )
R + S ∥ R′ + S ′.

Аксiома D-2. Нехай l1, l2, l3 три рiзнi прямi, що проходять через точку
P . i Q, Q′ двi точки прямої l1, R, R′ точки прямої l2, a S, S ′ точки
прямої l3, що вiдрiзняються вiд P . Ящо

Q+R ∥ Q′ +R′, Q+ S ∥ Q′ + S ′.

то (див рис. 9 )
R + S ∥ R′ + S ′.

Аксiоми D-1, D-2 у випадках, коли виконується одна iз чотирьох умов

• R = R′;

• Q = Q′;

• S = S ′;
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• Q+R = R + S

не несуть нової iнформацiї, є наслiдками аксiом 1, 2, 3, 4, 5. Для прикладу,
якщо Q = Q′, то Q + R = Q′ + R = Q′ + R′, R = R′ i S = S ′. Тому далi
розглядаємо лише випадки, коли точки P,Q,R не колiнеарнi, i P,Q,R, P ′, Q′, R′

— шiсть рiзних точок.

Теорема 1.18 Аксiома D-1 є наслiдком аксiоми 6-1, а аксiома 6-1 є наслiдком
аксiоми D-1.

Доведення. Нехай виконується аксiома 6-1, а прямi l1, l2, l3 та точки Q,R, P ′, Q′, R′

такi, як в умовi аксiоми D-1. Розглядаємо паралельне перенесення f : T → T ,
для якого f(Q) = Q′. Тодi образ f(R) лежить на l2 i на прямiй, що проходить
через Q′ паралельно Q + R, тобто f(R) = R′. Тепер образ f(S) лежить на l3 i
на прямiй, що проходить через R′ паралельно S + R, тобто f(S) = S ′. Звiдси
випливає, що Q+ S ∥ Q′ + S ′.

Нехай виконується аксiома D-1. Вибираємо двi рiзнi точки Q,Q′ i доводимо
iснування паралельного пренесення f , що переводить Q б Q′, тобто f(Q) = Q′,
— доводимо конструктивно, тобто будуємо це паралельне перенесення.

Образ f(R) будь-якої точки R, яка не лежить на прямiй Q + Q′, будуємо як
точку f(R), що лежить на перетинi прямої, що прохдить через R паралельно
прямiй Q+Q′, i прямої, що проходить через Q′ паралельно Q+R. Коректнiсть
такого визачення, тобто незлежнiсть побудови образу S ′ довiльної точки S вiд
вибору допомiжної точки Q чи R, забезпечується аксiомою D-1.

Теорема доведена.

Теорема 1.19 Аксiома D-2 є наслiдком аксiоми 6-2, а аксiома 6-2 є наслiдком
аксiоми D-2.

Доведення. Нехай виконується аксiома 6-1 i прямi l1, l2, l3 та точки P , Q,R, P ′, Q′, R′

такi, як вказанi в умовi аксiоми D-2. Розглядаємо дилатацiю f з нерухомою то-
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Рис. 9: Креслення до аксiоми D2.
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чкою P , яка переводить Q в Q′, тобто f(Q) = Q′. Послiдовно переконуємося, що
f(R) = R′ i f(S) = S ′. Звiлси одержуємо, що Q+ S ∥ Q′ + S ′.

Нехай виконується аксiома D-2. Вибираємо двi рiзнi точки Q,Q′ так, що P +
Q = P + Q′ i доводимо iснування дилатацiї f з нерухомою точкою P , що пере-
водить Q б Q′, тобто f(Q) = Q′, — доводимо конструктивно, тобто будуємо цю
дилатацiю.

Образ f(R) будь-якої точки R, яка не лежить на прямiй Q + Q′, будуємо
як точку f(R), що лежить на перетинi P + R i прямої, що проходить через Q′

паралельно Q+R. Далi, використовуючи уже побудованi образи точок за межами
Q+Q′ , будуємо образи точок на прямiй Q+Q′.

Коректнiсть такого визачення, тобто незлежнiсть побудови образу S ′ довiльної
точки S вiд вибору допомiжної точки Q чи R, забезпечується аксiомою D-2.

Теорема доведена.

Лiтература

[1] А. В. Погорелов “Лекции по основаниям геометрии“ — Харьков:ХГУ, 1959.

[2] А.Д. Александров “Основания геометрии“ — М:Наука, 1987.

[3] Р. Хартсхорн “Основы проективной геометрии“ — Современная математика,
популярная серия. — Москва:Мир, 1970 (переклад з “Foundation of projecti-
ve geometry“ by Robin Hartshorn — Harvard University, Lecture notes, — New
York:W.A.Benjamin, 1967)

[4] Ф.Картеси “Введение в конечние геометрии“ — М:Наука, 198. (Переклад з
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