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АНОТАЦIЯ

Заварзiна О. О. Iзометрiї та стискання пiдмножин банахового

простору. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття ступеня доктора фiлософiї за спецiальнiстю

111 – Математика (Галузь знань 11 – Математика та статистика). –

Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В. Н. Каразiна Мiнiстерства

освiти i науки України, Харкiв, 2020.

У вступi обґрунтовано вибiр теми дисертацiйної роботи,

сформульованi мета, об’єкт, предмет, завдання та методи дослiдження.

Наданi вiдомостi про наукову новизну i значення отриманих результатiв,

зв’язок з науковими програмами, планами, темами.

Перший роздiл присвячений огляду наукової лiтератури та iсторiї

розвитку питань, що розглядаються в дисертацiї.

Означення. Метричний простiр називається пластичним, якщо кожна

нерозтягувальна бiєкцiя цього простору на себе є iзометрiєю.

Результати дисертацiї зосередженi навколо наступних питань:

Питання 1. Одиничнi кулi яких банахових просторiв є пластичними?

Питання 2. Як можна описати пластичнi опуклi обмеженi замкненi

пiдмножини гiльбертового простору?

Проблема Тiнглi. Чи можна iзометрiю мiж одиничними

сферами двох банахових просторiв продовжити до лiнiйного бiєктивного

вiдображення мiж цими просторами?

Першi два питання вмотивованi результатами та прикладами з [9],

[20] i [6]. А саме: пластичнiстю цiлком обмежених метричних просторiв

та прикладами не цiлком обмежених i навiть необмежених пластичних

просторiв; пластичнiстю одиничних куль строго опуклих банахових

просторiв, зокрема гiльбертових, та прикладом непластичного елiпсоїда

у гiльбертовому просторi.

Проблема Тiнглi, незважаючи на велику кiлькiсть часткових

результатiв, як то [13] чи [8], є нерозв’язаною навiть у двовимiрному
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випадку. У [23] проблема Тiнглi розв’язана для так званих локальних

GLcпросторiв, зокрема, GL-просторiв, а також доведено, що 𝑐0-, ℓ1- i

ℓ∞-суми зберiгають клас GL-просторiв. У цьому свiтлi нас зацiкавили

властивостi GL-просторiв, зокрема описання GLR-просторiв.

Другий роздiл присвячений вивченню питання 1, та його природному

розширенню.

Питання 3. Для яких пар, взагалi кажучи, рiзних банахових

просторiв нерозтягувальна бiєкцiя мiж їхнiми одиничними кулями має бути

iзометрiєю?

Головнi результати роздiлу – теореми 2.9, 2.23, 2.20, 2.28, 2.38 –

розв’язують цю проблему для пар просторiв (𝑋, 𝑌 ), де 𝑋 – довiльний

банахiв простiр, а 𝑌 – строго опуклий, ℓ1, скiнченновимiрний, сума

строго опуклих просторiв по ℓ1 та такий простiр, одинична сфера

якого є об’єднанням усiх своїх скiнченновимiрних полiедральних крайнiх

пiдмножин вiдповiдно. У теоремi 2.10 ця задача розв’язана для довiльного

простору 𝑌 i строго опуклого простору 𝑋. Таким чином, вiдповiдь на

питання 1 додатково отримана для простору ℓ1, суми строго опуклих

просторiв по ℓ1 та простору, одинична сфера якого є об’єднанням усiх своїх

скiнченновимiрних полiедральних крайнiх пiдмножин.

У третьому роздiлi мiстяться результати з приводу питання 2. А

саме, отриманий критерiй лiнiйної пластичностi тiлесного елiпсоїда у

сепарабельному гiльбертовому просторi.

Пiд елiпсоїдом у гiльбертовому просторi ми розумiємо множину

вигляду

𝐸 =

{︃
𝑥 =

∑︁
𝑛∈N

𝑥𝑛𝑒𝑛 ∈ 𝐻 :
∑︁
𝑛∈N

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑛
𝑎(𝑛)

⃒⃒⃒⃒2
6 1

}︃
,

де {𝑒𝑖}𝑖∈N позначає ортонормований базис, а числа 𝑎(𝑛) > 0 називають

пiвосями 𝐸. Ми накладаємо на функцiю 𝑎 : N → R+ вимоги:

inf
𝑛
𝑎(𝑛) > 0,

sup
𝑛

𝑎(𝑛) < +∞,
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що забезпечує непорожнiсть внутрiшностi i обмеженiсть 𝐸. Позначимо

𝐴 = 𝑎(N) множину пiвосей 𝐸, i для кожного 𝑡 ∈ 𝐴 ми називатимемо його

кратнiстю кiлькiсть елементiв у множинi 𝑎−1(𝑡).

Означення. Нехай𝑀 – пiдмножина нормованого простору𝑋. Будемо

говорити, що 𝑀 лiнiйно пластична, якщо будь-який лiнiйний оператор 𝑇 :

𝑋 → 𝑋, чиє обмеження на𝑀 є бiєктивним нерозтягуючим вiдображенням

з 𝑀 на 𝑀 , є iзометрiєю на 𝑀 .

Головний результат роздiлу наступний.

Теорема. Елiпсоїд 𝐸 є лiнiйно пластичним тодi i тiльки тодi, коли

кожна пiдмножина 𝐵 множини 𝐴 пiвосей 𝐸, що складається бiльш нiж з

одного елемента, має принаймнi одну з наступних властивостей:

1. 𝐵 має максимум скiнченної кратностi;

2. 𝐵 має мiнiмум скiнченної кратностi.

Четвертий роздiл присвячений вивченню властивостей

GL-просторiв.

Означення. Замкненою зрiзкою одиничної кулi 𝐵𝑋 банахового

простору 𝑋 називається пiдмножина 𝐵𝑋 вигляду

𝒮(𝑥*, 𝛼) = {𝑥 ∈ 𝐵𝑋 : 𝑥*(𝑥) > 1− 𝛼},

де 𝑥* ∈ 𝑆𝑋* i 𝛼 ∈ (0, 1).

Означення. Банахiв простiр 𝑋 називається узагальнено-пишним, або

GL-простором, якщо для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 i будь-якого 𝜀 > 0 знайдеться

зрiзка 𝒮(𝑥*, 𝜀), така що 𝑥 ∈ 𝒮(𝑥*, 𝜀) i

dist (𝑦,𝒮(𝑥*, 𝜀)) + dist (−𝑦,𝒮(𝑥*, 𝜀)) < 2 + 𝜀

для всiх 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 .

Означення. Гранню одиничної кулi банахового простору 𝑋 будемо

називати непорожню множину вигляду

ℱ(𝑥*) = {𝑥 ∈ 𝐵𝑋 : 𝑥*(𝑥) = 1},

де 𝑥* ∈ 𝑆𝑋*.
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Означення. Пiдмножину 𝐴 ⊂ 𝐵𝑋 називатимемо пухкою, якщо для

будь-якого 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 знайдуться 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴, такi що

‖𝑦 − 𝑎1‖+ ‖𝑦 + 𝑎2‖ 6 2.

Означення. Нормований простiр 𝑋 називається ультра-GL вiдносно

пiдпростору 𝑊 ⊂ 𝑋* (ультра-GL(𝑊 )-простiр), якщо для будь-якого 𝑥 ∈
𝑆𝑋 знайдеться 𝑥* ∈ 𝑆𝑊 , такий що 𝑥 ∈ ℱ(𝑥*) i ℱ(𝑥*) пухка. У випадку,

коли 𝑊 = 𝑋*, простiр 𝑋 будемо називати ультра-GL.

Нехай 𝐸 = (R𝑛, ‖ · ‖𝐸) – нормований простiр. Позначимо 𝑒𝑘, 𝑘 =

1, . . . , 𝑛, елементи канонiчного базису: координата з номером 𝑘 вектора

𝑒𝑘 дорiвнює 1, усi iншi – нулю. Норму ‖ · ‖𝐸 будемо називати абсолютною,

якщо вона задовольняє наступнi умови:

(i) ‖𝑒𝑘‖𝐸 = 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛;

(ii) для будь-якого 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) вектор

|𝑎| := (|𝑎1|, ..., |𝑎𝑛|)

має таку ж норму, як 𝑎:

‖(𝑎1, ..., 𝑎𝑛)‖𝐸 = ‖(|𝑎1|, ..., |𝑎𝑛|)‖𝐸.

Нехай 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 – нормованi простори, i 𝐸 = (R𝑛, ‖ · ‖𝐸) – простiр з

абсолютною нормою. 𝐸-сума просторiв 𝑋𝑘 (позначимо її 𝐸(𝑋𝑘)
𝑛
1) – це

векторний простiр усiх 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝑥𝑘 ∈ 𝑋𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, з нормою

‖𝑥‖ = (‖𝑥1‖, . . . , ‖𝑥𝑛‖)𝐸.

Означення. Простiр 𝐸 = (R𝑛, ‖ · ‖𝐸) з абсолютною нормою

називається GL-зберiгаючим (коротко – GLR-простором), якщо для

кожного набору 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 GL-просторiв вiдповiдна 𝐸-сума 𝐸(𝑋𝑘)
𝑛
1 є

GL-простором.

Означення. Нехай 𝐸 = (R𝑛, ‖ · ‖𝐸) – простiр з абсолютною нормою,

𝑑* = (𝑑1, ..., 𝑑𝑛) ∈ ext(𝐵𝐸*) з 𝑑𝑘 > 0. Грань ℱ(𝑑*) ⊂ 𝑆𝐸 називається
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монотонно пухкою якщо, позначивши 𝐷 = {𝑘 : 𝑑𝑘 ̸= 0}, для будь-якого

𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) ∈ 𝑆𝐸 з 𝑎𝑘 > 0 i будь-якого 𝑧 = (𝑧1, ..., 𝑧𝑛) ∈ 𝐵𝐸 з

0 6 𝑧𝑘 6 𝑎𝑘 для 𝑘 ∈ 𝐷

знайдеться 𝑏 = (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ ℱ(𝑑*), такий що ‖𝑏 − 𝑧‖ = 1 − 𝑑*(𝑧) i 𝑏𝑘 > 𝑎𝑘

для 𝑘 ∈ 𝐷. Простiр 𝐸 називається GL-монотонним (GLM-простором),

якщо для будь-якого 𝑑* ∈ ext(𝐵𝐸*) з 𝑑𝑘 > 0 вiдповiдна грань ℱ(𝑑*) ⊂ 𝑆𝐸 є

монотонно пухкою.

У роздiлi детально розглядається взаємодiя наведених вище понять.

Головними результатами роздiлу є наступнi теореми та наслiдок.

Теорема. Одинична куля будь-якого скiнченновимiрного GL-простору

є багатогранником з пухкими максимальними гранями.

Теорема. Простiр 𝐸 = (R𝑛, ‖ · ‖𝐸) з абсолютною нормою є

GL-зберiгаючим тодi i тiльки тодi, коли вiн GL-монотонний.

Теорема. Нехай𝑋 – банахiв простiр, i U – нетривiальний ультрафiльтр

на N. Тодi наступнi твердження еквiвалентнi:

(I) 𝑋 – GL-простiр,

(II) 𝑋U – ультра-GL вiдносно пiдпростору 𝑊 = (𝑋*)U.

Теорема. Нехай 𝑋 – дiйсний двовимiрний GL-простiр. Тодi

𝑋 iзометричний або простору, чия одинична куля є шестикутником з

одиничними ребрами, або (R2, ‖ · ‖ℓ1).
Наслiдок. Єдиними двовимiрними GLR-просторами є ℓ21 i ℓ

2
∞.
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