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Анотацiї

Горбачевська Iрина. Вiдображення траєкторiй канонiчної си-
стеми на траєкторiї деяких нелiнiйних систем .

У роботi розглядається задача побудови вiдображення траєкторiй кано-
нiчної лiнiйної керованої системи третього порядку на траєкторiї нелi-
нiйної системи спецiального виду з одновимiрним керуванням. Побудова
вiдображення ґрунтується на пiдходi В. I. Коробова побудови неперерв-
ного вiдображення, що зводиться до розв’язання лiнiйного рiвняння в
частинних похiдних першого порядку. Проведений чисельний експери-
мент iлюструє отриманi результати.

Ключовi слова: керованi системи, канонiчна система, нелiнiйна систе-
ма спецiального виду, S-дифеоморфiзм, поверхня перемикання керуван-
ня.

Horbachevska Iryna. Mapping trajectories of the canonical system
onto trajectories of certain nonlinear systems.

The thesis deals with the construction of a mapping of trajectories of a third-
order canonical linear control system onto trajectories of a nonlinear system
of a special form with one-dimensional control. The construction is based
on V. I. Korobov’s approach to constructing a continuous mapping which
leads to solving a first-order linear partial differential equation. A provided
numerical experiment illustrates the results obtained.

Keywords: control systems, canonical system, nonlinear system of special
form, S-diffeomorphism, switch surface of control.
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1 Вступ

Важливу роль у сучаснiй теорiї керування вiдграють задачi вiдобра-
ження траєкторiй одних керованих систем на траєкторiї iнших. На-
приклад, це актуально у проблемах еквiвалентностi систем, синтезу ке-
рувань, нелiнiйної лiнерiзацiї та дослiдженнi оптимальних властивостей
керованих процесiв тощо. Сама iдея замiнити складну нелiнiйну систе-
му бiльш простою (лiнiйною або канонiчною) бере початок з класичних
робiт з геометричної теорiї керування, де вивчались питання локальної
еквiвалентностi та нормальних форм ([4], [1]).

Для спецiального класу керованих нелiнiйних систем з одновимiрним
керуванням суттєвий внесок у теорiю було зроблено у роботах В. I. Ко-
робова та його спiвавторiв ([3], [5], [6], [2]). У цих роботах розвинуто пiд-
хiд, що ґрунтується на побудовi S-дифеоморфiзмiв – вiдображень, якi
переводять траєкторiї однiєї системи у траєкторiї iншої при збереженнi
керування.

У цiй квалiфiкацiйнiй роботi вiдображення траєкторiй, якi вiдповiда-
ють тому самому керуванню, будується для канонiчної системи та нелi-
нiйної системи третього порядку, яка у зазначених вище роботах не роз-
глядалась. Для побудови такого вiдображення застосовано пiдхiд, роз-
роблений у цих роботах.
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2 Постановка задачi

Розглянемо канонiчну лiнiйну керовану систему третього порядку
ẋ1 = u,

ẋ2 = x1,

ẋ3 = x2,

(2.1)

де x = (x1, x2, x3)
⊤ ∈ R3 — вектор стану, а u = u(t) — обмежене керува-

ння, |u(t)| ≤ 1. Система (2.1) називається канонiчною системою [3].
Нехай задана також нелiнiйна керована система спецiального виду

ẏ1 = u,

ẏ2 = y1,

ẏ3 = y31,

(2.2)

де y = (y1, y2, y3)
⊤ ∈ R3. Цю систему будемо називати нелiнiйною систе-

мою спецiального виду.
Мета роботи — побудувати таке вiдображення

y = Φ(x), Φ : R3 → R3, Φ ∈ C(R3),

щоб для будь-якого допустимого керування u(t) траєкторiї канонiчної си-
стеми (2.1) вiдображались на траєкторiї нелiнiйної системи (2.2). Iншими
словами, потрiбно знайти таку змiну змiнних, яка переводить розв’язки
однiєї системи в розв’язки iншої, якi вiдповiдають тому самому керуван-
ню.

Побудова такого вiдображення (S-дифеоморфiзму у термiнах робiт
В. I. Коробова) докладно розглянута для iнших класiв систем у [5, 6, 2].
В цiй роботi будується таке вiдображення для траєкторiй систем (2.1),
(2.2).
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Будемо шукати вiдображення траєкторiй систем у виглядi
y1 = x1,

y2 = x2,

y3 = F (x1, x2, x3),

(2.3)

де F : R3 → R — невiдома неперервна функцiя. Для того, щоб початок
координат вiдображався в початок координат, покладемо F (0, 0, 0) = 0.
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3 Побудова вiдображення

Позначимо через x(t) траєкторiю системи (2.1), яка вiдповiдає деякому
керуванню u(t). Тодi, враховуючи (2.3), визначимо

y(t) = Φ(x(t)) =
(
x1(t), x2(t), F (x1(t), x2(t), x3(t))

)⊤
.

Вектор-функцiя y(t) має задовольняти систему (2.2) з тим же керуван-
ням u(t). Першi два рiвняння обертаються на тотожнiсть, бо

ẏ1 = ẋ1 = u, ẏ2 = ẋ2 = x1 = y1.

Рiвняння для F отримаємо iз третього рiвняння системи, а саме,

ẏ3 = y31 = x31.

Похiдна функцiї F в силу системи (2.1) має вигляд,

ẏ3 =
d

dt
F (x1(t), x2(t), x3(t)) = Fx1

ẋ1 + Fx2
ẋ2 + Fx3

ẋ3,

де
Fxi

= ∂F/∂xi, ẋ1 = u, ẋ2 = x1, ẋ3 = x2.

Отже, маємо квазiлiнiйне рiвняння в частинних похiдних першого по-
рядку для знаходження функцiї F :

uFx1
(x) + x1 Fx2

(x) + x2 Fx3
(x) = x31. (3.1)

Розв’яжемо рiвняння (3.1) та, з урахуванням умови неперервностi вiд-
ображення, побудуємо явне вiдображення F . Зазначимо також, що рiв-
няння (3.1) будемо розв’язувати окремо для значень керування 1 та −1,
оскiльки саме такi керування є розв’язком задачi швидкодiї для кано-
нiчної системи, аналiтичний вигляд якого отримано в роботi [3]. Проте,
питання швидкодiї до початку координат в силу нелiнiйної системи не
розглядається у цiй роботi. Дослiджується лише питання про попадання
до початку координат в силу нелiнiйної системи (2.2).
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3.1 Метод характеристик i першi iнтеграли

Розглянемо систему характеристик для рiвняння (3.1):

dx1
u

=
dx2
x1

=
dx3
x2

=
dF

x31
, (3.2)

де u = ±1. Цi спiввiдношення використовуються для пошуку перших
iнтегралiв рiвняння (3.1) та його загального розв’язку.

Знайдемо першi iнтеграли системи характеристик (3.2).
Iз рiвностi перших двох дробiв, маємо перший iнтеграл

p1 = x2 −
1

2u
x21. (3.3)

Перевiримо, що p1 справдi є сталим уздовж характеристик. Диференцi-
юючи за змiнною t i враховуючи (2.1), маємо:

dp1
dt

= ẋ2 −
1

2u
· 2x1ẋ1 = x1 −

1

u
x1u = x1 − x1 = 0.

Отже, p1 є першим iнтегралом системи характеристик (3.2).
Ще один перший iнтеграл знаходимо iз рiвностi першого i третього

дробiв системи характеристик (3.2), враховуючи вигляд x2(t) iз . Маємо,
що

p2 = x3 −
1

6
x31 −

x1
u

(
x2 −

1

2u
x21

)
. (3.4)

Аналогiчно, диференцiюючи (3.4) за змiнною t та пiдставляючи ẋ1 = u,
ẋ2 = x1, ẋ3 = x2 iз (2.1), одержуємо пiсля перетворень, що

dp2
dt

= 0,

тобто p2 також набуває сталих значень вздовж розв’язкiв рiвняння (3.1),
тобто, за означенням, є першим iнтегралом цього рiвняння.

Знайдемо тепер перший iнтеграл p3 та загальний вигляд функцiї F .
Iз рiвностi першого i четвертого дробiв системи характеристик (3.2)

маємо, що
dF

dx1
=
x31
u
.

Iнтегруючи за x1, отримуємо ще один перший iнтеграл системи характе-
ристик (3.2):

p3 = F (x1, x2, x3)−
1

4u
x41. (3.5)
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Тодi загальний розв’язок рiвняння (3.1) можна записати у виглядi

Φ̂
(
p1, p2, p3

)
= 0, (3.6)

де Φ̂ — довiльна неперервно диференцiйовна функцiя трьох змiнних така,
що ∂Φ̂

∂p3
̸= 0. Тодi p3 є функцiєю вiд p1, p2, тобто p3 = Φ̃(p1, p2), звiдки,

враховуючи (3.5), знаходимо, що

F (x1, x2, x3) =
1

4u
x41 + Φ̃

(
p1, p2

)
, (3.7)

де Φ̃ — довiльна неперервно диференцiйовна функцiя двох змiнних, а
p1, p2 заданi формулами (3.3), (3.4).

Отже, на цьому етапi ми побудували загальний вигляд F уздовж ха-
рактеристик. Коефiцiєнт перед x41 залежить вiд вибору u. Тому далi роз-
щеплюємо F на двi частини вiдповiдно до u = +1 та u = −1, вводячи
функцiї, що φ та ψ, та будуємо геометричнi об’єкти (лiнiю l+, поверхню
S+), на яких задаються додатковi умови для визначення цих функцiй, а
саме, умови неперервностi вiдображення Φ, зокрема, функцiї F .

3.2 Розщеплення загального розв’язку i введення функцiй φ

та ψ

У попередньому роздiлi ми отримали загальний вигляд розв’язку рiвня-
ння з частинними похiдними (3.1):

F (x1, x2, x3) =
1

4u
x41 + Φ̃(p1, p2),

де
p1 = x2 −

1

2u
x21, p2 = x3 −

1

6
x31 −

x1
u

(
x2 −

1

2u
x21

)
.

Далi, аналогiчно до статтей [5], [2], спробуємо знайти явний вигляд
функцiї F . Для цього

• першi iнтеграли системи характеристик рiвняння (3.1), якi вiдповiд-
ають u = +1 та u = −1, позначимо C1, C2 та D1, D2 вiдповiдно;

• розглянемо дiлянки, де керування u є сталим, тобто u = +1 та
u = −1, i для кожної такої дiлянки отримаємо формулу для F , а
саме, визначимо функцiї φ, ψ;
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• функцiї φ, ψ знайдемо так, щоб функцiя F була неперервною на
спецiально вибраних лiнiях i поверхнях, а саме, на лiнiї та поверхнi
перемикання керування для задачi швидкодiї до початку координат
для канонiчної системи.

Якщо на певнiй дiлянцi траєкторiї системи (2.1) (або (2.2)) u = +1,
то iз (3.7) маємо, що частина функцiї F , яку позначимо через F+, має
вигляд

F+(x1, x2, x3) =
1

4
x41 + φ(C1, C2), (3.8)

де φ — невiдома неперервно диференцiйовна функцiя двох змiнних, а
C1, C2 — першi iнтеграли системи характеристик рiвняння (3.1), якi вiд-
повiдають керуванню u = +1, а саме,

C1(x1, x2) = x2−
1

2
x21, C2(x1, x2, x3) = x3−

1

6
x31−x1

(
x2−

1

2
x21

)
. (3.9)

Якщо ж на дiлянцi u = −1, то аналогiчно маємо, що

F−(x1, x2, x3) = −1

4
x41 + ψ(D1, D2), (3.10)

де ψ — невiдома неперервно диференцiйовна функцiя, а D1, D2 — першi
iнтеграли системи характеристик рiвняння (3.1), якi вiдповiдають керу-
ванню u = −1, а саме,

D1(x1, x2) = x2+
1

2
x21, D2(x1, x2, x3) = x3−

1

6
x31+x1

(
x2+

1

2
x21

)
. (3.11)

Розщеплення таким чином дозволяє розглядати двi гiлки функцiї F ,
що вiдповiдають рiзним знакам керування. Також це дає нам змогу по-
будувати φ i ψ окремо в кожнiй областi, а потiм "зшивати"їх по лiнiях i
поверхнях, на яких керування змiнює знак.

Iз умови F (0, 0, 0) = 0 отримуємо, що

φ(0, 0) = 0, ψ(0, 0) = 0. (3.12)
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3.3 Умова неперервностi вiдображення ( F+ = F− ) на кривiй
l+ ∪ l−

Розглянемо тепер лiнiю перемикання керування l+ ∪ l− для канонiчної
системи (2.1), а саме, траєкторiї, якi ведуть до початку координат без
перемикання керування. Ця лiнiя вiдiграє роль спiльного ребра для двох
гiлок F+ та F−.

Частина l+ визначається так:

l+ : x2 =
1

2
x21, x3 =

1

6
x31, x1 ≤ 0. (3.13)

Знайдемо вирази для C1, C2, D1, D2 на l+.
Пiдставимо (3.13) у визначення C1, C2, D1, D2 – (3.9) та (3.11). Пiсля

зведення подiбних доданкiв матимемо, що

C1(x1, x2)
∣∣
l+
=
(
x2 −

1

2
x21

)∣∣∣
l+
=

1

2
x21 −

1

2
x21 ≡ 0,

C2(x1, x2x3)
∣∣
l+
=
(
x3 −

1

6
x31 − x1

(
x2 −

1

2
x21

))∣∣∣
l+
=

=
1

6
x31 −

1

6
x31 − x1

(1
2
x21 −

1

2
x21

)
≡ 0.

D1(x1, x2)
∣∣
l+
=
(
x2 +

1

2
x21

)∣∣∣
l+
=

1

2
x21 +

1

2
x21 = x21,

D2(x1, x2x3)
∣∣
l+
=
(
x3 −

1

6
x31 + x1

(
x2 +

1

2
x21

))∣∣∣
l+
=

=
1

6
x31 −

1

6
x31 + x1

(1
2
x21 +

1

2
x21

)
= x31.

Тодi iз (3.8) на l+ маємо, що

F+
∣∣
l+
=

1

4
x41 + φ(0, 0).

Оскiльки iз умови (3.12) маємо φ(0, 0) = 0, то

F+
∣∣
l+
=

1

4
x41.

Iз (3.10) на l+ маємо, що

F−∣∣
l+
= −1

4
x41 + ψ

(
D1

∣∣
l+
, D2

∣∣
l+

)
= −1

4
x41 + ψ(x21, x

3
1).

11



Тодi iз умови неперервностi функцiї F на лiнiї l+, тобто F+
∣∣
l+
= F−

∣∣
l+

,
отримуємо спiввiдношення

1

4
x41 = −1

4
x41 + ψ(x21, x

3
1),

iз якого знаходимо
ψ(x21, x

3
1) =

1

2
x41. (3.14)

Позначимо через z = x21 ≥ 0. Тодi x31 = −z3/2, оскiльки x1 ≤ 0 на l+, i
x41 = z2.

Тодi (3.14) набуває вигляду

ψ
(
z,−z3/2

)
=

1

2
z2, z ≥ 0. (3.15)

Ця рiвнiсть означає, що для аргументiв спецiального вигляду функцiя
ψ(D1, D2) визначена.

Аналогiчно розглядаємо криву l−, яка визначається так:

l− : x2 = −1

2
x21, x3 =

1

6
x31, x1 ≥ 0. (3.16)

Нi цiй лiнiї

C1(x1, x2)
∣∣
l−

=
(
x2 −

1

2
x21

)∣∣∣
l−

= −1

2
x21 −

1

2
x21 = −x21,

C2(x1, x2x3)
∣∣
l−

=
(
x3 −

1

6
x31 − x1

(
x2 −

1

2
x21

))∣∣∣
l−

=

=
1

6
x31 −

1

6
x31 − x1

(
−1

2
x21 −

1

2
x21

)
= x31.

D1(x1, x2)
∣∣
l−

=
(
x2 +

1

2
x21

)∣∣∣
l−

= −1

2
x21 +

1

2
x21 ≡ 0,

D2(x1, x2x3)
∣∣
l−

=
(
x3 −

1

6
x31 + x1

(
x2 +

1

2
x21

))∣∣∣
l+
=

=
1

6
x31 −

1

6
x31 + x1

(
−1

2
x21 +

1

2
x21

)
≡ 0.

Тодi iз (3.8) на l− маємо, що

F+
∣∣
l−

=
1

4
x41 + φ(C1

∣∣
l−
, C2

∣∣
l−
) =

1

4
x41 + φ(−x21, x31).
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Iз (3.10) на l− маємо, що

F−∣∣
l−

= −1

4
x41 + ψ

(
0, 0
)
.

Оскiльки iз умови (3.12) маємо φ(0, 0) = 0, то

F−∣∣
l−

= −1

4
x41.

Тодi iз умови неперервностi функцiї F на лiнiї l−, тобто F+
∣∣
l−

= F−
∣∣
l−

,
отримуємо спiввiдношення

1

4
x41 + φ(−x21, x31) = −1

4
x41,

iз якого знаходимо
φ(−x21, x31) = −1

2
x41. (3.17)

Позначимо через z = −x21 ≤ 0. Тодi x31 = (−z)3/2, i x41 = z2.

Тодi (3.17) набуває вигляду

φ
(
z, (−z)3/2

)
= −1

2
z2, z ≤ 0. (3.18)

Ця рiвнiсть означає, що для аргументiв спецiального вигляду функцiя
φ(C1, C2) визначена.

3.4 Умова неперервностi вiдображення ( F+ = F− ) поверхнi
S+ ∪ S−

Далi переходимо до поверхнi S+∪S− - поверхнi перемикання керуван-
ня для задачi швидкодiї до початку координат в силу канонiчної системи.
Спочатку розглянемо її частину S+, яка вiдповiдає керуванню u = +1.
На цiй частинi отримаємо вираз для функцiї ψ i, вiдповiдно, для функцiї
F−.

Поверхня S+ задається рiвнянням [3]

S+ : x3 +
1

3
x31 − x1x2 −

(1
2
x21 − x2

)3/2
= 0, (3.19)

причому

x2 +
1

2
x1|x1| ≤ 0. (3.20)

13



Знайдемо вираз для функцiї ψ на S+.
Як i в попередньому пунктi, спочатку знайдемо вирази для C1, C2,

D1, D2 на цiй поверхнi. Для цього пiдставимо x3 iз (3.19) у визначення
(3.9) та (3.11). Пiсля зведення подiбних доданкiв матимемо, що

C1(x1, x2) = x2 −
1

2
x21,

C2(x1, x2, x3)
∣∣
S+ = −1

3
x31 + x1x2 +

(
−x2 +

1

2
x21

)3/2
− 1

6
x31 − x1x2 +

1

2
x31 =

=
(
−x2 +

1

2
x21

)3/2
,

D1(x1, x2) = x2 +
1

2
x21,

D2(x1, x2, x3)
∣∣
S+ = −1

3
x31 + x1x2 +

(
−x2 +

1

2
x21

)3/2
− 1

6
x31 + x1x2 +

1

2
x31 =

= 2x1x2 +
(
−x2 +

1

2
x21

)3/2
.

Тодi на поверхнi S+ (тобто для точок, що задовольняють (3.19)–(3.20)),
враховуючи (3.18), маємо

φ(C1, C2)
∣∣
S+ = φ(C1, (−C1)

3/2) = −1

2
C2

1 . (3.21)

Пiдставляючи знайденi C1, C2 та (3.21) у (3.8), отримуємо вигляд фун-
кцiї F+ на S+:

F+(x1, x2, x3)
∣∣
S+ =

1

4
x41 −

1

2

(
x2 −

1

2
x21

)2
. (3.22)

Пiдставляючи знайденi D1, D2 у (3.10), отримуємо вигляд функцiї F−

на S+:
F−(x1, x2, x3)

∣∣
S+ = −1

4
x41 + ψ(D1, D2) = (3.23)

= −1

4
x41 + ψ

(
x2 +

1

2
x21, 2x1x2 +

(1
2
x21 − x2

)3/2)
.

Iз умови неперервностi функцiї F на S+ маємо спiввiдношення

1

4
x41−

1

2

(
x2−

1

2
x21

)2
= −1

4
x41+ψ

(
x2+

1

2
x21, 2x1x2+

(1
2
x21−x2

)3/2)
, (3.24)

звiдки

ψ
(
x2 +

1

2
x21, 2x1x2 +

(1
2
x21 − x2

)3/2)
=

1

2
x41 −

1

2

(
x2 −

1

2
x21

)2
. (3.25)
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Аналогiчно, iз умови неперервностi функцiї F на S−, яка задається
рiвнянням [3]

S− : x3 +
1

3
x31 + x1x2 +

(1
2
x21 + x2

)3/2
= 0, x2 +

1

2
x1|x1| ≥ 0, (3.26)

отримуємо спiввiдношення

φ
(
x2 −

1

2
x21,−2x1x2 −

(
x2 +

1

2
x21

)3/2)
= −1

2
x41 +

1

2

(
x2 +

1

2
x21

)2
. (3.27)

3.5 Якобiан системи для змiнних D1, D2

Розглянемо вираз для функцiї ψ з формули (3.25). Позначимо

v = x2 +
1

2
x21, w = 2x1x2 +

(1
2
x21 − x2

)3/2
.

Розглянемо в областi

D =
{
(x1, x2) : x2 +

1

2
x1|x1| < 0

}
систему алгебраїчних рiвнянь вiдносно x1, x2:

x2 +
1

2
x21 = v,

2x1x2 +
(1
2
x21 − x2

)3/2
= w

(3.28)

Обчислимо Якобiан цiєї системи.
Матриця частинних похiдних має вигляд

J(x1, x2) =
∂(v, w)

∂(x1, x2)
=


∂v

∂x1

∂v

∂x2
∂w

∂x1

∂w

∂x2

 .

Оскiльки
v = x2 +

1

2
x21,

маємо
∂v

∂x1
= x1,

∂v

∂x2
= 1.

Далi,

w = 2x1x2 +
(1
2
x21 − x2

)3/2
,
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тому
∂w

∂x1
= 2x2 +

3

2

(1
2
x21 − x2

)1/2
· x1,

∂w

∂x2
= 2x1 −

3

2

(1
2
x21 − x2

)1/2
.

Отже, Якобiан

∆(x1, x2) = det J(x1, x2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 1

2x2 +
3

2
x1

√
1

2
x21 − x2 2x1 −

3

2

√
1

2
x21 − x2

∣∣∣∣∣∣∣∣
дорiвнює

∆(x1, x2) = x1

(
2x1 −

3

2

√
1

2
x21 − x2

)
−

(
2x2 +

3

2
x1

√
1

2
x21 − x2

)

= 2x21 − 2x2 − 3x1

√
1

2
x21 − x2.

Розв’язуючи рiвняння ∆(x1, x2) = 0, одержуємо

2x21 − 2x2 = 3x1

√
1

2
x21 − x2.

За умови x1 ̸= 0 обидвi частини можна пiднести до квадрату, пiсля чого
пiсля елементарних перетворень отримуємо два можливi розв’язки:

x2 = −1

2
x21, x2 =

1

4
x21.

З iншого боку, в областi D маємо

x2 +
1

2
x21 < 0 =⇒ x2 < −1

2
x21,

отже жодна з кривих x2 = −1
2x

2
1, x2 =

1
4x

2
1 не належить областi D. Звiдси

випливає, що
∆(x1, x2) ̸= 0 для всiх (x1, x2) ∈ D.

Тому, згiдно з теоремою про неявне вiдображення, у кожнiй точцi
областi D система (3.28) однозначно розв’язується вiдносно x1(v, w) та
x2(v, w), причому функцiї x1(v, w), x2(v, w) є неперервно диференцiйов-
ними. Це забезпечує коректнiсть задання функцiї ψ через змiннi v, w i,
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вiдповiдно, гiлки F−. Пiдставляючи замiсть v, w вирази (3.11), отримує-
мо явний вигляд функцiї F−.

Аналогiчно отримуємо, що функцiя φ i, вiдповiдно, гiлка F+, теж
задається коректно, i її явний вигляд отримаємо з використанням (3.9)
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4 Чисельний експеримент

Розглядається канонiчна керована система

ẋ1 = u, ẋ2 = x1, ẋ3 = x2, (4.1)

та нелiнiйна система вигляду

ẏ1 = u, ẏ2 = y1, ẏ3 = y31. (4.2)

У попередньому роздiлi побудовано вiдображення траєкторiй канонiчної
системи, якi вiдповiдають керуванням u = ±1 на траєкторiї нелiнiйної
системи, якi вiдповiдають тому самому керуванню.

4.1 Траєкторiї канонiчної системи

У випадку сталого керування

u(t) ≡ 1, t ∈ [0, T ], (4.3)

система (4.1) iнтегрується аналiтично:

x1(t) = t+ c1, x2(t) =
1

2
t2 + c1t+ c2, (4.4)

x3(t) =
1

6
t3 +

1

2
c1t

2 + c2t+ c3, t ∈ [0, T ].

На Рис. 1 зображено траєкторiю, яка вiдповiдає керуванню (4.3) та
проходить через початок координат.

4.2 Поверхня S+ ∪ S−

На Рис. 2 показано поверхню S+ ∪ S−, яка отримана в [3] i задається
рiвняннями (3.19), (3.26). Чисельне побудування цих поверхонь викону-
валось шляхом обчислення x3 з використанням цих формул на прямоку-
тнiй сiтцi за змiнними x1, x2 з урахуванням умов на знак виразу 1

2x
2
1−x2

та нерiвностей для x2 + 1
2x1|x1|.
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Рис. 1: Траєкторiя канонiчної системи (4.1) при керуваннi (4.3).

Рис. 2: Поверхня S+ ∪ S−.
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4.3 Використання вiдображення траєкторiй систем

Розглянемо початкову точку для канонiчної системи (4.1):

x(0) = x0 = (x01, x
0
2, x

0
3)

⊤ = (−1, 2, −5)⊤.

Для цiєї точки обчислюємо значення перших iнтегралiв для гiлки u =

+1:
C0

1 = x02 −
1

2
(x01)

2 = 2− 1

2
=

3

2
,

C0
2 = x03 −

1

6
(x01)

3 − x01

(
x02 −

1

2
(x01)

2
)
= −5− (−1)3

6
− (−1) · 3

2
= −10

3
.

На цiй парi значень (C0
1 , C

0
2) розв’язується система, що виникає з умов

потрапляння на поверхню S+ та подальшого переходу мiж гiлками u =

±1 (аналогiчно до побудови в [6]). Чисельно (у середовищi Mathematica)
одержано значення функцiї φ(C1, C2) у точцi (C0

1 , C
0
2):

Φ0 ≈ 1.34856.

Вiдповiдне початкове значення для нелiнiйної системи (4.2) має першi
двi координати, що збiгаються з канонiчною системою, а третю коорди-
нату визначено за допомогою побудованого вiдображення:

y(0) = y0 = (y01, y
0
2, y

0
3)

⊤ = (x01, x
0
2, F (x

0))⊤,

F (x0) =
1

4
(x01)

4 + φ(C0
1 , C

0
2) ≈

1

4
· 1 + Φ0 ≈ 1.59856,

тобто
y0 ≈ (−1, 2, 1.59856)⊤.

Далi обчислюються моменти перемикань керування u(t), яке має ви-
гляд

u(t) =


+1, 0 ≤ t < t1,

−1, t1 ≤ t < t2,

+1, t2 ≤ t ≤ T :

t1 ≈ 1.38606, t2 ≈ 3.05627, T ≈ 4.34042,

20



Це керування переводить задану початкову точку x0 до початку коор-
динат за час T в силу канонiчної системи. Вiдповiднi графiки координат
(x1(t) – червоний, x2(t) – синiй, x3(t) – зелений) та фазова траєкторiя
зображенi на Рис. 3 та 4.

Рис. 3: Графiки координат x1(t), x2(t), x3(t) канонiчної системи для початкової точки
x0.

Рис. 4: Фазова траєкторiя канонiчної системи з керуванням (4.3) для початкової
точки x0.
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Те саме керування u(t) переводить початкове значення y0 до початку
координат за час T в силу нелiнiйної системи (4.2).

Кiнцева точка, отримана таким пiсля чисельного iнтегрування нелi-
нiйної системи, має вигляд

y(T ) ≈
(
−1.67 · 10−10, 1.84 · 10−10, 1.65 · 10−10

)⊤
.

На Рис. 5 подано графiки координат компонент (y1(t) – червоний,
y2(t) – синiй, y3(t) – зелений), а на Рис. 6 — фазову траєкторiю нелiнiйної
системи.

Рис. 5: Графiки координат y1(t), y2(t), y3(t) нелiнiйної системи для початкової точки
y0.
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Рис. 6: Фазова траєкторiя нелiнiйної системи з керуванням (4.3) для початкової точки
y0.
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5 Висновки

У роботi було побудовано вiдображення траєкторiй канонiчної системи
третього порядку

ẋ1 = u, ẋ2 = x1, ẋ3 = x2,

на траєкторiї нелiнiйної системи спецiального виду

ẏ1 = u, ẏ2 = y1, ẏ3 = y31.

Побудова вiдображення зводилася до знаходження неперервно дифе-
ренцiйовної функцiї F (x1, x2, x3). Для її знаходження було розв’язано
лiнiйне рiвняння в частинних похiдних першого порядку

uFx1
+ x1Fx2

+ x2Fx3
= x31,

i методом характеристик отримано повний набiр перших iнтегралiв. Це
дозволило подати загальний розв’язок у виглядi

F (x1, x2, x3) =
1

4u
x41 + Φ(p1, p2),

де p1, p2 — першi iнтеграли системи характеристик.
З урахуванням рiзних знакiв керування u = ±1 було отримано двi

гiлки розв’язку:

F+ =
1

4
x41 + φ(C1, C2), F− = −1

4
x41 + ψ(D1, D2),

де (C1, C2) та (D1, D2) — першi iнтеграли системи характеристик, якi
вiдповiдають керуванню u = +1 та u = −1 вiдповiдно. На лiнiї l+∪ l− та
на поверхнi перемикання кервання S+∪S− знайдено умови для функцiй
φ i ψ.

Розв’язання системи, що пов’язує змiннi (x1, x2) та (D1, D2), потребу-
вало аналiзу якобiана. Показано, що визначник цiєї системи

∆(x1, x2) = 2x21 − 2x2 − 3x1

√
1
2x

2
1 − x2

невироджений, що гарантує коректнiсть параметризацiї.
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У пiдсумку було отримано явний кусково-диференцiйовне вiдображе-
ння

Φ(x1, x2, x3) =

 x1

x2

F (x1, x2, x3)

 ,

де F задається формулами

F (x) =


1
4x

4
1 + φ(C1, C2), u = +1,

−1
4x

4
1 + ψ(D1, D2), u = −1,

а функцiї φ та ψ визначенi з умов неперервностi на l+∪ l− та на S+∪S−.
Чисельний експеримент пiдтвердив правильнiсть побудови, а саме тра-

єкторiї нелiнiйної системи iз керуванням, занайденим для вiдповiдної то-
чки канонiчної системи, ведуть до початку координат.

Отриманi результати можуть бути використанi для подальшого роз-
витку теорiї побудови вiдображень траєкторiй систем та їх застосувань у
задачах нелiнiйного керування. Зокрема, подальшi дослiдження можуть
бути спрямованi на такi напрямки:

• Видiлення класу нелiнiйних систем, для яких можливо побудувати
таке вiдображення траєкторiй.

• Дослiдження задач оптимального керування (наприклад, швидко-
дiї) для нелiнiйних систем.
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А Додаток A. Python-коди для побудови графiчних
iлюстрацiй

У цьому додатку наведено фрагменти коду мовою Python, що були ви-
користанi для побудови графiчних матерiалiв у роздiлi чисельного екс-
перименту.

A.1. Траєкторiя канонiчної системи у просторi (x1, x2, x3)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Аналiтичний розв’язок для u = 1
T = 1.0
t = np.linspace(0, T, 400)

x1 = t
x2 = 0.5 * t**2
x3 = (1/6) * t**3

fig = plt.figure(figsize=(7,5))
ax = fig.add_subplot(111, projection=’3d’)
ax.plot(x1, x2, x3, ’k’, linewidth=2)

ax.set_xlabel(’x1’)
ax.set_ylabel(’x2’)
ax.set_zlabel(’x3’)
ax.set_title(’Траєкторiя канонiчної системи у просторi (x1,x2,x3)’)

plt.savefig(’Figure1.png’, dpi=300)
plt.show()
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A.2. Поверхнi S+, S−, лiнiя l+ та траєкторiя системи

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Густина сiтки
x1 = np.linspace(-2, 2, 200)
x2 = np.linspace(-2, 2, 200)
X1, X2 = np.meshgrid(x1, x2)

# Формула поверхнi
inside = 0.5*X1**2 - X2
inside[inside < 0] = np.nan # Заборона вiд’ємних значень пiд коренем

X3 = -1/3*X1**3 + X1*X2 + inside**1.5

fig = plt.figure(figsize=(8,6))
ax = fig.add_subplot(111, projection=’3d’)

ax.plot_surface(X1, X2, X3, cmap=’viridis’, alpha=0.55)

# Лiнiя зшивання
x1_l = np.linspace(-2, 0, 200)
x2_l = 0.5 * x1_l**2
x3_l = (1/6) * x1_l**3
ax.plot(x1_l, x2_l, x3_l, ’r’, linewidth=3, label=’l+’)

# Траєкторiя канонiчної системи
t = np.linspace(0, 1, 200)
ax.plot(t, 0.5*t**2, (1/6)*t**3, ’k’, linewidth=2, label=’x(t)’)

ax.set_xlabel(’x1’)
ax.set_ylabel(’x2’)
ax.set_zlabel(’x3’)
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ax.set_title(’Поверхнi S+, S-, лiнiя l+ та траєкторiя канонiчної системи’)
ax.legend()

plt.savefig(’Figure2.png’, dpi=300)
plt.show()
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A.3. Траєкторiя y(t) = Φ(x(t)) у просторi y

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

T = 1.0
t = np.linspace(0, T, 400)

# Канонiчна система
x1 = t
x2 = 0.5 * t**2
C1 = x2 - 0.5 * x1**2 # тут C1 = 0
y3 = 0.25 * x1**4 # F+(x) на траєкторiї

fig = plt.figure(figsize=(7,5))
ax = fig.add_subplot(111, projection=’3d’)
ax.plot(x1, x2, y3, ’m’, linewidth=2)

ax.set_xlabel(’y1’)
ax.set_ylabel(’y2’)
ax.set_zlabel(’y3’)
ax.set_title(’Траєкторiя y(t) = (x(t)) у просторi y’)

plt.savefig(’Figure3.png’, dpi=300)
plt.show()
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A.4. Порiвняння значень F+ та F− на лiнiї l+

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Лiнiя зшивання
x1 = np.linspace(-2, 0, 300)
z = x1**2

F_plus = 0.25 * x1**4
F_minus = -0.25*x1**4 + 0.5*x1**4 # (z, -z^{3/2}) = 0.5 z^2

plt.figure(figsize=(7,5))
plt.plot(x1, F_plus, label=’F’, linewidth=2)
plt.plot(x1, F_minus, label=’F’, linewidth=2)

plt.xlabel(’x1’)
plt.ylabel(’F’)
plt.title(’Порiвняння частин $F^{+}$ i $F^{-}$ на лiнiї зшивання $l^{+}$’)
plt.legend()
plt.grid(True)

plt.savefig(’Figure4.png’, dpi=300)
plt.show()
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