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ВСТУП 

 

 Низькочастотні електромагнітні хвилі з частотою нижче електронної ленг-

мюрівської у магнітоактивній плазмі є предметом інтенсивних наукових дослі-

джень. Це обумовлено широкими практичними застосуваннями цих хвиль. 

 Теоретичні й експериментальні дослідження поширення, загасання, збу-

дження і конверсії швидких магніто звукових хвиль (ШМЗХ) і альфвенівських 

хвиль (АХ) інтенсивно проводяться протягом останніх п'ятдесятьох років. Насам-

перед, це пов'язано з численними застосуваннями здобутків цих досліджень у 

проблемі керованого термоядерного синтезу (КТС), ряді задач геофізики й астро-

фізики. ШМЗХ і АХ є потужнім засобом створення і нагрівання плазми в тороїд-

них магнітних уловлювачах (токамаках і стеллараторах) [1 – 3]. За допомогою ви-

сокочастотного нагрівання уже на теперішній час у токамаках досягнуті темпера-

тури порядку десяти кілоелектронвольт. Поряд з інжекцією нейтралів, іонним ци-

клотронним, нижньогибридним і електронним циклотронним нагріванням МГДХ 

передбачається використовувати як основний метод нагрівання плазми в майбут-

ньому термоядерному реакторі. ШМЗХ і АХ можуть бути також використані для 

створення струмів захоплення [4]. Розв’язання задачі підтримання струму захоп-

лення при введенні до плазми ВЧ потужності допоможе створенню стаціонарного 

токамака і на його основі термоядерного реактора - токамака. Створення струмів 

захоплення може бути використаним також і в стеллараторах – з метою керування 

профілем обертального перетворення і досягнення, за рахунок цього, кращої МГД 

стійкості плазми. 

Конструктивна простота токамака, яка дозволяє споруджувати пристрої усе 

більш великих розмірів, удосконалювання техніки експерименту, використання 

потужних джерел додаткового нагрівання забезпечили одержання плазми з пара-

метрами, близькими до термоядерних. Разом з тим, на стадії розробки проектів 

реактора на основі токамака виявилися певні труднощі. Перш за все - це дисруп-

тивна нестійкість (небезпека для першої стінки реактора), нестаціонарність (вплив 

на терміни служби конструкційних матеріалів) і малість аспектової частки (частки 
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великого радіуса тора до малого), що призводить до великих технологічних скла-

дностей [5]. 

Якщо ці труднощі виявляться такими, що їх важко перебороти, то можна 

розраховувати на використання стелларатора, якому не загрожують зазначені ви-

ще небезпеки. На відміну від токамака, в якому обертальне перетворення силових 

ліній поля створюється за рахунок струму, що протікає по плазмі, у стеллараторі 

воно здійснюється за допомогою зовнішніх відносно плазми провідників зі стру-

мом. Для утримання плазми в стеллараторі немає необхідності пропускати струм 

крізь плазму, тому стелларатор є стаціонарним уловлювачем; у стеллараторі зада-

чі створення і нагрівання плазми відокремлені від задач її утримання. Ідея стелла-

ратора була запропонована в 1951р. Л.Спітцером [6] і набула на теперішній час 

поширення в багатьох країнах. Зокрема, стеллараторний напрямок найінтенсив-

ніше розвивається на теперішній час у Німеччині і Японії. 

Після їх передбачення Ханнесом Альфвеном у 1942 році [7] з’ясувалось, що 

АХ відіграють важливу роль у різноманітних плазмових процесах. В експеримен-

ті АХ вперше спостерігались наприкінці п’ятдесятих років минулого століття 

(див., напр., [8]). Докладні теоретичні дослідження МГД коливань плазмового ци-

ліндра із застосуванням спрощуючих припущень, зокрема, про однорідність аксі-

ального магнітного поля (див., наприклад [9 - 13] і цитовану там літературу) іні-

ціювались у п’ятдесятих - сімдесятих роках, головне, термоядерними проблема-

ми. А от розв’язання такої задачі в складному магнітному полі реальної геометрії 

аналітичними чи навіть числовими методами є дуже складним і поки що нездійс-

ненним завданням. Це ініціює численні новітні аналітичні і числові дослідження 

питань розповсюдження МГД хвиль в неоднорідній плазмі термоядерних уловлю-

вачів.  

 Слабка періодична неоднорідність магнітного поля 
0

B

r

 може істотно впли-

вати на властивості МГДХ. На перший погляд, цей вплив може здатися очевид-

ним. Дійсно, наприклад, з фізики твердого тіла [14] відомо, що періодичний "по-

тенціал" (подібний до неоднорідності плазми, викликаної періодичною неоднорі-

дністю магнітного поля) призводить до виникнення в спектрі щілин, відомих як 
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заборонені енергетичні зони. Однак, докладне дослідження ролі періодичної не-

однорідності 
0

B

r

 відкриває деякі нові фізичні явища. Для демонстрації інтенсив-

ності вивчення впливу періодичної неоднорідності 
0

B

r

 (еліптичності полоїдних 

перерізів магнітних поверхонь, гвинтової і тороїдної неоднорідності, а також гоф-

рування магнітного поля) на властивості ВЧ хвиль, нижче наведено лише кілька 

прикладів таких досліджень. Наприклад, в роботі [15] здобуто систему рівнянь, 

які визначають неперервний спектр ідеальної магнітної гідродинаміки в набли-

женні малого плазмового тиску для аксіально симетричної тороїдної рівноваги. В 

наступній роботі [16] здобуто аналогічну систему рівнянь, які визначають спектр 

ідеальної магнітної гідродинаміки для аксіально несиметричної тороїдної геомет-

рії, і показано, що власні значення цієї системи рівнянь є реальними. Власні альф-

венівські коливання радіально неоднорідної циліндричної плазми розглянуто в 

[17] на основі детального дослідження асимптотично розкладених розв’язків рів-

нянь четвертого порядку з малим параметром при старшій похідній. В роботі [18] 

було показано, що еліптичність перерізів магнітних поверхонь токамаків спричи-

няє виникнення щілин в альфвенівському континуумі плазми з поздовжнім стру-

мом. Існування власних альфвенівських мод, обумовлених еліптичністю полоїд-

них перерізів плазми, так званих ЕАМ, було показано в роботі [19]. Ці альфвенів-

ські моди мають свою макроструктуру, існують у плазмі з однорідною густиною і 

мають багато спільних рис із власними альфвенівськими модами, обумовленими 

тороїдністю. В наступній роботі [20] ці ж автори продемонстрували можливість 

збудження цих мод енергетичними альфа частинками завдяки транзитному резо-

нансу. Вплив тороїдності плазми і еліптичності перерізів плазмового шнура на 

власні частоти і власні моди МГД хвиль було вивчено в [21]. Щілини в альфвенів-

ському континуумі, які обумовлені тороїдністю, вивчалися в [22, 23]. Існування 

обумовлених тороїдністю альфвенівських власних мод у плазмі із широм з часто-

тами усередині відповідних щілин було передбачено в цій же статті і спостеріга-

лося експериментально, зокрема, в наступних двох роботах. А саме, збудження 

тороїдних альфвенівських власних мод іонами, що утворюються внаслідок інжек-

ції енергетичних нейтральних частинок до плазми TFTR (Tokamak Fusion Test 
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Reactor), було продемонстровано в [24]. Крім того, гарний збіг теоретичних пе-

редбачень і експериментальних спостережень для тороїдних альфвенівських вла-

сних мод на пристрої Doublet – III – D показано в [25], тоді як вимірювані частоти 

ЕАМ виявились дещо вищими за теоретично передбачені. Вимірювання спектрів 

АХ у плазмі із широм в залежності від перпендикулярного хвильового числа в 

режимі, коли альфвенівська швидкість є близькою до теплової швидкості елект-

ронів, проведено в [26].  

Стале магнітне поле 
0

B

r

 часто буває гофрованим у лабораторній плазмі. Це 

має місце в адіабатичних уловлювачах з гофрованим магнітним полем [27, 28], 

зокрема, в токамаках, де гофрування обумовлене дискретністю котушок тороїдно-

го магнітного поля, а також у тороїдних системах з гофрованим магнітним полем 

типу ELMO BUMPY TORUS [29, 30]. Планується [31], що так звана «дзеркальна» 

неоднорідність буде переважати в утримуючому магнітному полі модульного 

стелларатора Helias. Якщо в представленні напруженості магнітного поля Helias 

реактора, запропонованому в [31], потокові координати замінити циліндричними 

координатами, то це представлення «дзеркальної» неоднорідності збіжиться з 

представленням гофрованого магнітного поля, яке використане у другому Розділі 

даної дисертації. У цьому сенсі запропонований там розгляд можна застосовувати 

для дослідження поширення, конверсії і поглинання МГД хвиль у Helias конфігу-

рації. 

Теорія поширення МГД хвиль у плазмовому шнурі, що міститься в слабо-

гофрованому магнітному полі, розглянута в роботах [32 - 35]. У гофрованому ма-

гнітному полі електромагнітне збурювання поширюється у вигляді хвильового 

пакета, у якому поряд з основною гармонікою присутнє, узагалі кажучи, нескін-

ченна кількість сателітних гармонік. Проведене в [32] дослідження показало, що 

обумовлена гофруванням магнітного поля багатомодовість МГД хвиль призво-

дить у загальному випадку до зсуву власної частоти МГД хвиль на величину дру-

гого порядку за малим параметром гофрування. У роботах [36 - 39] передбачено 

власні коливання, обумовлені так званою “дзеркальною” неоднорідністю утри-

муючого магнітного поля модульного стелларатора Helias, чия просторова залеж-
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ність є аналогічною до гофрування магнітного поля.  

Створення і нагрівання плазми в пристроях КТС ініціювали інтенсивні дос-

лідження процесів конверсії і поглинання електромагнітних хвиль поблизу альф-

венівського резонансу [1 – 3, 40]. Досить докладний аналіз застосовності рівнянь 

МГД до випадку альфвенівського резонансу можна знайти, наприклад, у роботі 

[41]. Теоретичні дослідження АР проводяться останнім часом з урахуванням фак-

торів, характерних для магнітних уловлювачів: тороїдності, омічного струму в 

плазмі, нелінійності тощо [42 - 51]. Вплив тороїдної неоднорідності плазми на 

форму альфвенівських резонансних поверхонь вивчався в [42, 43]. Конверсію 

швидких хвиль, які збуджуються антеною, в повільні хвилі на периферії термоя-

дерної плазми досліджено в [52]. 

Потужність ВЧ хвиль, що поглинається поблизу АР у випадку лінійного ра-

діального профілю густини, є зворотно пропорційною до градієнта густини [53]. З 

цієї причини випадок, при якому профіль густини досягає екстремуму поблизу 

АР, становить особливий інтерес [54 - 57]. Зазвичай збурення густини, що має ек-

стремум, описується квадратичною параболою (див., наприклад, [54 - 56]). Такий 

підхід виправданий тільки або для електромагнітних коливань, що локалізовані 

дуже близько біля екстремуму, де профіль густини слабко відрізняється від квад-

ратичної параболи, або у випадку збурення густини досить великої глибини. Дис-

персійні властивості електромагнітних коливань у цьому випадку добре вивчені. 

Відомо, що спектр такої задачі має нескінченне число рівнів, що зв'язано з нескін-

ченно високими стінками квадратичної параболи. Таким чином, наближення збу-

рення густини у вигляді параболи, власно кажучи, є наближенням досить глибокої 

«потенційної ями». За реальних умов, однак, збурення завжди має скінченну гли-

бину. Спектральні характеристики задачі зі збуренням скінченної глибини істотно 

відрізняються від відповідних характеристик задачі із нескінченно глибокою «по-

тенційною ямою» [58]. Тому моделювання збурення густини плазми скінченної 

глибини квадратичною параболою може виявитися недостатньо точним набли-

женням.  

Потоки швидких іонів, що утворюються при інжекції швидких нейтральних 
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частинок у токамаку, можуть забезпечити створення безіндуктивного струму і рі-

вновагу плазми. У роботі [59] показано, що широві АХ можуть бути збуджені за-

вдяки резонансу із високоенергетичними іонами пучка поблизу магнітної осі то-

камака, якщо пучок є радіально неоднорідним. У роботі [60] функції розподілу 

пучка енергетичних іонів здобуті з приблизних розв’язків рівняння Фокера - Пла-

нка і вивчені щодо ВЧ мікро нестійкостей. Показано, що тороїдна система із ти-

повими параметрами плазми і пучка є стійкою до ВЧ мод при паралельній інжек-

ції неперервним моноенергетичним джерелом. Колективні процеси в плазмі, які 

ініційовані альфа – частинками, а також класичні механізми втрат альфа – части-

нок в токамаках і стійкість енергетичного балансу термоядерної плазми представ-

лені в огляді [61]. Числові та аналітичні дослідження нестійкості АХ (об’ємних 

АХ і кінетичних АХ) у плазмі токамака – реактора проведені в роботі [62]. Стій-

кість об’ємних АХ досліджено в роботі [63] за наявності надальфвенівських енер-

гетичних частинок, тобто альфа – частинок, які є продуктом реакції в дейтерій - 

тритієвій плазмі токамака. Збудження АХ енергетичними іонами і вплив АХ на 

утримання енергетичних іонів широко і інтенсивно експериментально вивчається 

в таких гвинтових пристроях, як CHS і LHD [64]. 

Дисперсійне рівняння для МГД хвиль, що поширюються майже уздовж ма-

гнітного поля в безструмовому плазмовому торі з некруглими полоїдними перері-

зами магнітних поверхонь, отримано в [65] - для вищих, у [66] - для нижчих і в 

[67] - для довільних радіальних мод. Розкладання квадрата поперечного показни-

ка заломлення МГД хвилі в ряд Тейлора за координатами поблизу точки макси-

муму дозволяє розділити змінні, виразити власні функції крайової задачі для рів-

нянь Максвела через функції Ерміта і визначити власні частоти МГД хвиль. 

 Дослідження дисперсійних властивостей плазмових хвилеводів, починаючи 

з найбільш простих моделей [68], продовжується дотепер як для випадків газової 

плазми [69 – 78], так і для твердотільної [79 – 83] плазми. В останнє десятиліття 

інтерес до власних мод плазмових хвилеводів дещо підсилився в зв'язку з викори-

станням їх для підтримки газових розрядів [74, 84 – 86]. Властивості газового роз-

ряду, підтримуваного аксіально - симетричними (m=0) і дипольними (m=±1) 
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ХПТ, що поширюються уздовж осі циліндричної камери, тобто мають ненульові 

аксіальні хвильові числа, експериментально досліджено в [86 - 88]. Можливість 

використання квадрупольних (m=±2) і октопольних (m=±3) ХПТ для підтримки 

газового розряду в магнітоактивному плазмовому стовпі вивчено числовими ме-

тодами в роботах [74, 89]. 

За незвичайними електромагнітними хвилями, що поширюються поперек 

зовнішнього сталого аксіального магнітного поля за азимутом уздовж межі плаз-

ми в круглих циліндричних хвилеводах, закріпилася назва азимутальних поверх-

невих хвиль (АПХ) [90 – 95]. Ці хвилі активно досліджуються головним чином у 

зв'язку з їхнім можливим використанням при створенні приладів плазмової [95] і 

напівпровідникової [93] електроніки.  

АПХ також можна було б застосовувати для створення джерел плазми. Еле-

ктродинамічну модель мікрохвильового розряду, що підтримується АПХ, запро-

поновано в роботі [85] для випадку магнітоактивної плазми. Однак, використання 

магнітного поля, природно, приводить до подорожчання одиниці об'єму плазми, 

виробленої таким джерелом [84]. Тому для підвищення економічності газового 

розряду краще використовувати ХПТ, що можуть поширюватися за відсутності 

зовнішнього магнітного поля [96, 97]. Такими хвилями є, наприклад, АПХ. Влас-

тивості газового розряду, який підтримується АПХ, досліджено в роботах [98, 99], 

в тому числі за умов відсутності сталого магнітного поля [100 - 107]. 

Дисперсійні властивості АПХ, що поширюються в циліндричних плазмових 

хвилеводах без магнітного поля з однорідним радіальним профілем густини, дос-

ліджено в [108]. Вплив неоднорідності радіального профілю густини плазми на 

властивості ХПТ із нульовим аксіальним хвильовим числом, kz=0, і ненульовим 

азимутальним номером моди, 0≠m , вивчено в роботі [109], а властивості аксіа-

льно симетричних хвиль (випадок, коли 0≠
z
k , а m=0) розглянуто у [110]. Відзна-

чимо, що на відміну від магнітоактивних плазмових хвилеводів, за відсутності зо-

внішнього магнітного поля АПХ не поширюються уздовж межі холодна плазма - 

метал, що відповідає уявленням теорії плазмових хвилеводів [68].  

 При пучковому методі збудження часто використовують уповільнюючи 
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елементи: гребінки, диски тощо. Це дає змогу подовжити час взаємодії частинок 

пучка із відповідною власною хвилею структури, а внаслідок цього підвищити 

к.к.д. генераторів ВЧ коливань [70, 111]. Додаткові можливості при конструюван-

ні ефективних приладів ВЧ електроніки надає створення багатокомпонентних 

хвилеводних структур [79, 80, 112]. Наявність різних плазмових та діелектричних 

вставок у металевому хвилеводі призводить до збільшення кількості його власних 

хвиль та, відповідно, фізичних ефектів, які пов’язані із їх поширенням та взаємо-

дією. Ця обставина знаходить своє відображення під час проектування різномані-

тних радіотехнічних пристроїв різного призначення у плазмовій та напівпровід-

никовій електроніці [80, 113, 114]. Цим обумовлена актуальність проблеми розра-

хунків уповільнюючих резонансних багатокомпонентних структур. 

 Інтерес до дисперсійних властивостей ПХ, які розповсюджуються у плазмо-

вих хвилеводах, обумовлений можливістю їх використанні у приладах надвисоко-

частотної електроніки [80, 83, 115]. Властивості ПХ, які розповсюджуються 

вздовж плоскої межі гіротропної плазми з металом, в тому числі і нелінійні, дета-

льно досліджено в роботах [116 - 118]. Огляд досягнень з теорії ПХ, які поширю-

ються у плазмових хвилеводах поперек зовнішнього магнітного поля (геометрія 

Фойгта), подано в огляді [119]. Як показано в [120], врахування кривини поверхні 

вздовж напрямку розповсюдження ПХ істотно впливає на властивості хвиль: тан-

генціальний компонент електричного поля хвилі перестає дорівнювати нулю (в 

планарній геометрії це можливо або у випадку плазми неоднорідної густини, або 

при урахуванні скінченного тиску), змінюються частотні діапазони існування ПХ. 

Однак розповсюдження ПХ уздовж межі плазми з металом в поперек вісі гіротро-

пного хвилеводу довільного перерізу раніше не було розглянуто. Але ж перші ек-

спериментальні дослідження [121] ПХ на межі плазми з металом було проведено з 

використанням n - напівпровідникових зразків прямокутного перерізу, вакуумні 

хвилеводи такого перерізу широко використовуються в радіотехніці.  

Дисперсійні характеристики прямокутної дифракційної ґратки вперше ви-

значено точно на основі метода сингулярного інтегрального рівняння (СІР) з ме-

тою використання для проектування ВЧ підсилювачів у роботі [122]. Зокрема, 
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можливість застосування асимптотичних методів там показано шляхом порівнян-

ня результатів, які здобуто точним і асимптотичними методами. Числовий аналіз 

показав напрочуд добре узгодження дисперсійних кривих, які побудовано на ос-

нові метода СІР, з кривими, які отримано асимптотичними методами. 

Актуальність теми. Теоретичні й експериментальні дослідження поширен-

ня, конверсії та поглинання магнітогідродинамічних хвиль (МГДХ) інтенсивно 

проводяться протягом останніх п'ятдесяти років. Насамперед, це пов'язано з чис-

ленним застосуванням результатів цих досліджень у розв’язанні проблеми керо-

ваного термоядерного синтезу (КТС), у ряді задач геофізики й астрофізики. 

МГДХ є потужнім засобом створення й нагрівання плазми в тороїдних магнітних 

пастках (токамаках і стеллараторах). За допомогою високочастотного нагрівання 

уже на теперішній час у токамаках досягнуті температури порядку десяти кілое-

лектронвольт. Поряд з інжекцією нейтралів, іонним циклотронним, нижньогибри-

дним і електронним циклотронним нагріванням МГДХ передбачається викорис-

товувати для нагрівання плазми в майбутньому термоядерному реакторі. МГДХ 

можуть бути також використані для створення струмів захоплення. Розв’язання 

проблеми створення та підтримання струмів захоплення при введенні до плазми 

ВЧ потужності має на меті створення стаціонарного токамака і на його основі 

термоядерного реактора - токамака. Створення струмів захоплення може бути ви-

користаним також і в стеллараторах – з метою керування профілем обертального 

перетворення і досягнення, за рахунок цього, кращої МГД стійкості плазми. 

Добре відомо, що гвинтова неоднорідність утримуючого магнітного поля 

(так само, як і тороїдність, еліптичність і гофрування магнітного поля) породжує 

різні процеси в плазмі, що знаходять практичне застосування. Існування власних 

альфвенівських мод, обумовлених гвинтовою неоднорідністю утримуючого маг-

нітного поля, із високими значеннями тороїдного хвильового числа усередині щі-

лини в альфвенівському континуумі, обумовленої гвинтовою неоднорідністю 
0

B

r

, 

було передбачено в [123]. При інжекції нейтралів у стеллараторі Wendelstein W7-

AS спостерігалася когерентна МГД активність, що збуджувалася енергетичними 

частинками пучка при помірних і низьких значеннях плазмового тиску [124, 125]. 
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Пояснення цієї активності було дано в термінах мало стійких об'ємних альфвенів-

ських власних мод, що збуджувалися в діапазоні нижче альфвенівського контину-

ума. Власні альфвенівські коливання в складній магнітній конфігурації майбут-

нього Helias реактора розраховані числовими методами в роботах [36 - 39]. Зок-

рема, там передбачено власні коливання, обумовлені гвинтовою неоднорідністю 

утримуючого магнітного поля в Helias реакторі. Ефективне застосування число-

вих кодів для дослідження власних МГД коливань в складній магнітній конфігу-

рації Wendelstein 7-AS продемонстровано в роботі [126]. У роботі [127] концеп-

цію руху дрейфових островів запропоновано для усунення попелу та інжекції ви-

соко енергетичних іонів з великими паралельними швидкостями в пристроях з 

гвинтовим зовнішнім магнітним полем. 

Нагрівання плазми термоядерних пасток у режимі резонансного збудження 

МГДХ (цей режим реалізується за умов, коли частота генератора збігається з час-

тотою власних МГД коливань плазмового шнура) може бути ефективним у паст-

ках малих розмірів і/або при використанні хвиль накачування із частотою, що є 

набагато меншою за іонну циклотронну частоту (оскільки загасання таких МГДХ 

є слабким). Успіхи в нагріванні плазми ВЧ методами у великих пастках пов’язані 

з застосуванням режимів випромінювання у напівпростір. Для аналізу обох цих 

режимів нагрівання необхідно попередньо знати дисперсійні властивості плазмо-

вих резонаторів із послідовним, якомога повнішим урахуванням численних харак-

теристик плазми та магнітної конфігурації пасток. До числа таких характеристик, 

що визначають особливості поширення, збудження, конверсії і поглинання МГД 

хвиль, належать неоднорідність густини і температури плазми, складна форма ма-

гнітних поверхонь, обумовлена тороїдністю й обертальним перетворенням, що 

роблять задачу істотно двовимірною чи навіть тривимірною. За наявності резона-

нсних областей, у яких відбувається конверсія МГД хвиль у дрібномасштабні 

хвилі (ці області також двовимірно чи тривимірно неоднорідні), розв’язання зада-

чі про поширення, трансформацію і поглинання МГДХ навіть за допомогою ЕОМ 

є дуже складним і поки що не здійсненим. Саме тому ці обставини стимулюють і 

виправдовують спроби аналітичного розв’язання задач цього типу. 
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Локальний альфвенівський резонанс (АР) у випадку прямого постійного ма-

гнітного поля 
0

B

r

 інтенсивно вивчається, починаючи з робіт [53, 128 - 136], тощо, 

головним чином, завдяки застосуванню цього явища для ефективного одержання і 

нагрівання плазми в термоядерних уловлювачах. Детальний огляд теоретичних 

досліджень АР поданий, наприклад, в роботах [2, 40]. При нагріванні плазми ВЧ 

полями, більшість ВЧ потужності поглинається в області локального АР. АР ефе-

ктивно використовується для створення плазми та її нагрівання на стеллараторах 

"Ураган" в ННЦ “ХФТІ” [137, 138]. При цьому була створена плазма з густиною 

до 1013 см−3 та температурою електронів та іонів порядку кількох сотень електрон-

вольт. Створення такої плазми дало можливість дослідити цілий ряд фізичних 

явищ. Перенесення тепла і частинок, включаючи нейтральні, при високочастот-

ному нагріванні з використанням АР експериментально і теоретично досліджені в 

роботі [139]. В роботі [140] теоретично пояснено поглинання альфвенівських 

хвиль (АХ) за рахунок параметричної іонної циклотронної нестійкості, пораховані 

профілі енерговиділення і на цій основі вивчено перенесення частинок плазми і 

тепла в "Урагані –3 М".  

Разом із тим, добре відомо, що при збільшенні густини й розмірів плазмово-

го шнура області АР зміщаються на його периферію. Це знижує ефективність 

альфвенівського метода нагрівання плазми в пастках КТС, оскільки призводить 

до нагрівання периферійної плазми, а не її центральної області, що, в свою чергу, 

підсилює небажану взаємодію плазми зі стінкою. Аби уникнути нагрівання пери-

ферійної плазми і гріти центральну область плазми, можна застосовувати хвилі із 

великим значенням поздовжнього хвильового числа kz, для яких область локаль-

ного АР розташована в глибині плазми. Але електромагнітні хвилі з великими kz 

погано проникають до плазми через широкий бар'єр непрозорості на краю плазми 

для таких хвиль. Можна також застосувати хвилі із низькою частотою і малим kz, 

для яких область локального АР також знаходиться в глибині плазми. Але для 

цього потрібна довга в аксіальному напрямку антена. Ці несприятливі обставини 

ускладнюють використання альфвенівського методу нагрівання плазми у великих 

пастках і ініціюють пошук нових фізичних шляхів підвищення його ефективності, 
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чому і присвячена значна частина даної дисертаційної роботи. 

Сильно нерівноважний розподіл швидких іонів, які виникають, зокрема, при 

інжекції нейтралів, може призводити до збудження нестійких альфвенівських і 

швидких магнітозвукових хвиль, якщо густина струму перевищить граничне зна-

чення, що визначається загасанням хвиль унаслідок черенковського й іонного ци-

клотронного загасання. Розгляд цього питання стосовно токамаку ITER для спро-

щеної моделі плазми у вигляді порожнього циліндра показав, що граничне зна-

чення густини струму визначається збудженням перших радіальних мод. Це гра-

ничне значення виявилося дуже чуттєвим до параметрів пучка іонів і параметрів 

хвиль [141, 142]. Розв’язання задачі про збудження МГД хвиль пучком швидких 

іонів вимагає знання власних частот у якомога більш реалістичній моделі.  

Іншою сферою практичного застосування знань про власні частоти хвиле-

водів із плазмовим заповненням є плазмова електроніка. Ці знання є необхідними 

для вибору оптимального режиму генерації коливань у них, тому що найбільш 

ефективна взаємодія плазми з пучками заряджених частинок [113, 143, 144] чи з 

зовнішнім перемінним електричним полем [145] відбувається саме поблизу влас-

них частот. При цьому наявність плазмового заповнення не лише дозволяє істотно 

збільшити струм пучка, який можна транспортувати в такому хвилеводі, але й 

призводить також до розширення спектра власних частот хвилеводу.  

Збудження електромагнітних хвиль поверхневого типу (ХПТ), що поши-

рюються точно уздовж азимуту в циліндричних плазмових хвилеводах з однорід-

ним радіальним профілем густини, може бути використане в різних приладах ра-

діотехніки і плазмової електроніки, наприклад, для генерації електромагнітного 

випромінювання в сантиметровому і навіть міліметровому (у випадку викорис-

тання напівпровідникової плазми з концентрацією носіїв заряду n>1013см −3) діа-

пазонах довжин хвиль.  

Власні моди плазмових хвилеводів використовуються для підтримання га-

зових розрядів [86]. Плазмові джерела, що працюють на ХПТ без використання 

зовнішнього магнітного поля, знаходять широке застосування в плазмових техно-

логіях, наприклад, для обробки твердотільних пластин із великою робочою пове-
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рхнею [96]. Перевагою АПХ у порівнянні з іншими ХПТ є та обставина, що вони 

не виносять своєї енергії за межі області взаємодії, бо вони поширюються за ази-

мутом уздовж стінки розрядної камери. Унаслідок цього підвищується ефектив-

ність розряду. Поширюючись вздовж межі плазма – метал АПХ є односпрямова-

ними. Тобто в заданому частотному діапазоні можуть поширюватись АПХ лише с 

певним знаком азимутального хвильового числа. Це унеможливлює наявність ві-

дбитого сигналу і може бути дуже корисним при розробці радіотехнічних при-

строїв.  

Узагальнюючи сказане вище, можна встановити, що у дисертації вивчають-

ся об’ємні МГД хвилі та ХПТ, що поширюються точно вздовж малого азимуту 

або є довгохвильовими в аксіальному напрямку. Беручи до уваги, що МГДХ ефе-

ктивно застосовуються для нагрівання плазми в пастках КТС, і ХПТ активно ви-

користовується у багатьох плазмових технологічних процесах, можна впевнено 

стверджувати, що вибір об'єкту досліджень у даній дисертації є дійсно актуаль-

ним для фізики плазми, а розробка запропонованої теми і практичне використання 

її теоретичних результатів буде на користь Україні. 

Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Досліджен-

ня, що склали зміст дисертації, проведені відповідно до державних науково-

дослідних програм, що виконувалися і виконуються на поточний час на кафедрі 

загальної та прикладної фізики фізико - технічного факультету Харківського на-

ціонального університету імені В.Н. Каразіна відповідно до координаційного пла-

ну “Взаємодія електромагнітного випромінювання і потоків заряджених часток з 

речовиною”, а саме: - “Дослідження нелінійних, параметричних явищ при висо-

кочастотному нагріванні плазми та матеріалів для її діагностики”, номер держреє-

страції № 0194U018582 (при виконанні цієї науково-дослідної роботи дисертант 

був виконавцем); - “Дослідження електродинамічних властивостей пучково – пла-

змових систем”, номер держреєстрації № 0197U002500 (дисертант був науковим 

керівником); - “Електродинамічні та оптичні властивості фрактальних та надроз-

мірних систем”, номер держреєстрації № 0100U003299 (дисертант був науковим 

керівником). 
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Певна частина досліджень за темою дисертаційної роботи виконана відповід-

но до технічних завдань наступних проектів Державного Фонду Фундаменталь-

них Досліджень (ДФФД) Міністерства України у справах науки й технологій: - 

Проект # 09.02.02/005-92.8303 «Розробка теорії взаємодії електромагнітних хвиль 

з плазмою і стійкості плазми при нагріванні плазми і підтримання стаціонарного 

струму в магнітних пастках” (дисертант був виконавцем); - Проект # 2.5.2/21 «Па-

раметричні ефекти в пучково-плазмових системах у магнітному полі” (дисертант 

був відповідальним виконавцем); - Проект # 2-4/700 “Вплив неоднорідності рів-

новажних параметрів плазми та магнітного поля на дисперсію, стійкість та погли-

нання електромагнітних хвиль в плазмових пастках” (дисертант був відповідаль-

ним виконавцем). На теперішній час дисертант є виконавцем проекту ДФФД # 

02.07/246 «Параметричні ефекти в магнітоактивних пучково-плазмових систе-

мах”. 

 Дослідження додаткового нагрівання плазми поблизу сателітних АР (САР) у 

торсатронах, що увійшли до першого розділу дисертації, виконані в межах проек-

тів Міжнародної Агенції з Атомної Енергії (контракт № 8931/RO) i Науково-

Технологічного Центру в Україні (НТЦУ) (Проект № 253 “Дослідження механіз-

мів нагрівання плазми електромагнітними полями та явищ плазмохімії”), де дисе-

ртант брав участь у якості виконавця. Тонка структура АР в тривимірно неоднорі-

дному магнітному полі вивчалась за двома зазначеними нижче проектами НТЦУ, 

в яких дисертант відповідно був та є керівником: Проект № Р054 “Перенесення 

домішкових іонів у стеллараторах та розвиток методів нанесення покриттів на ан-

тени, що працюють у діапазоні іонного циклотронного резонансу”; - Проект № 

2313 “Перенесення домішків та електромагнітні хвилі в периферійній плазмі в 

конфігурації ГЕЛІАС реактора та Вендельштайн 7X”. 

Мета і задачі дослідження. Основною метою дисертаційної роботи є тео-

ретичне дослідження поширення, конверсії й поглинання об’ємних МГДХ і попе-

речних ХПТ у плазмових металевих хвилеводах з урахуванням тривимірної неод-

норідності утримуючого сталого магнітного поля та металевої поверхні камери, а 

також визначення можливості застосування цих хвиль у термоядерних пастках і у 
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приладах плазмової електроніки. Для досягнення цієї мети в дисертації сформу-

льовано й розв’язано ряд задач про дисперсійні властивості об’ємних МГДХ і по-

перечних ХПТ, їхнє поглинання в області АР: 

1. Аналітично дослідити вплив періодичної неоднорідності плазми вздовж на-

прямку поширення електромагнітних хвиль на власні частоти і просторовий роз-

поділ полів власних мод об’ємних і поверхневих хвиль, включаючи розщеплення 

спектрів за рахунок цієї неоднорідності. 

2. Аналітично дослідити альфвенівське нагрівання плазми поблизу САР, ви-

никнення яких обумовлено періодичною неоднорідністю плазми: гвинтовою – у 

торсатронах і гофруванням - в адіабатичних пастках і токамаках. Показати мож-

ливість істотного додаткового нагрівання плазми поблизу САР у магнітних паст-

ках керованого термоядерного синтезу.  

3. З’ясувати умови, за яких тонка структура основного і сателітних АР визна-

чається саме періодичною неоднорідністю плазми, включаючи випадок, коли ця 

неоднорідність зв’язує в один пакет дві основні гармоніки. Дослідити альфвенів-

ське нагрівання плазми за цих умов. 

4. Вивчити можливість існування власних дрібномасштабних АХ і підсилене 

альфвенівське нагрівання плазми поблизу мінімуму (максимуму) на радіальному 

профілі густини плазми, а також вплив поздовжнього струму в токамаках на дис-

персійні властивості АХ, що поширюються поблизу локального максимуму попе-

речного показника заломлення. 

5. З’ясувати можливість поширення і дослідити дисперсійні властивості АПХ 

у замагнічених плазмових хвилеводах.  

6. Узагальнити теорію АПХ на випадок ХПТ із малими аксіальними хвильо-

вими числами, а також на випадок тороїдних хвилеводів. 

7. Вивчити поширення поперечних ХПТ уздовж межі плазма – метал поперек 

зовнішнього аксіального магнітного поля у металевих хвилеводах некруглого пе-

рерізу, аж до майже прямокутних, включаючи хвилеводи із двошаровим n – напі-

впровідниковим заповненням.  

Об'єкт дослідження – процеси поширення, конверсії й поглинання 
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об’ємних МГД і поперечних ХПТ у дво – і тривимірно неоднорідній плазмі магні-

тних пасток і циліндричних плазмових хвилеводів з металевими стінками.  

Предмет дослідження – дисперсійні властивості швидких магнітозву-

кових і альфвенівських хвиль при їхньому поширенні в плазмі термоядерних пас-

ток із сталим магнітним полем, яке є періодично неоднорідним (гофрованим або 

гвинтовим); обумовлена періодичною неоднорідністю плазми тонка структура ос-

новних і сателітних АР у таких пастках за умови, що вплив цієї неоднорідності є 

сильнішим за вплив інших ефектів, як то зіткнень між частинками плазми, інерції 

електронів, скінченності ларморівського радіуса іонів, стрикційної нелінійності, 

іонної циклотронної турбулентності; власні хвилі поверхневого типу, що поши-

рюються в ізотропних плазмових хвилеводних структурах типу метал-діелектрик-

плазма і поперек сталого зовнішнього магнітного поля у металевих хвилеводах 

довільного перерізу, що є повністю заповнені плазмою. 

Методи дослідження. Для вивчення дисперсійних властивостей елек-

тромагнітних хвиль у періодично неоднорідній плазмі був використаний метод 

Флоке - Блоха: у загальному випадку хвильовий пакет складається з основної і 

двох найближчих просторових гармонік, у резонансному випадку хвильовий па-

кет складається з двох основних гармонік і двох найближчих просторових гармо-

нік. Задачі розглядаються на підставі розв’язання рівнянь Максвелла із залучен-

ням тензора діелектричної проникливості холодної плазми, в якому враховано зі-

ткнення між частинками. Періодична неоднорідність плазми вважається слабкою, 

що поряд з урахуванням симетрії задачі дозволяє звести тривимірно неоднорідну 

задачу до одновимірної. Диференціальні рівняння розв’язуються за допомогою 

спеціальних функцій, методом варіації сталої і методом Лапласа. Дисперсійні рів-

няння розв’язуються аналітично - методом послідовних наближень і за допомо-

гою ПЕОМ. Вплив іонної циклотронної турбулентності враховується шляхом 

уведення ефективної частоти розсіяння електромагнітних хвиль на турбулентних 

пульсаціях. При вивченні тонкої структури АР, а також властивостей АХ поблизу 

точки мінімуму (максимуму) на радіальному профілі густини застосовувався ме-

тод “вузького шару”. 



 21 

Наукова новизна результатів. У дисертаційній роботі вперше аналітично 

вивчений вплив багатомодовості МГДХ на їхні дисперсійні властивості і тонку 

структуру АР у випадку, коли зв’язок просторових гармонік обумовлено періоди-

чною неоднорідністю сталого магнітного поля в термоядерних пастках типу то-

камак і стелларатор.  

Уперше встановлено, що періодична неоднорідність магнітного поля може 

справляти вирішальний вплив (замість інших слабких ефектів, зокрема, інерції 

електронів і скінченності ларморівського радіуса іонів) на тонку структуру лока-

льних АР у периферійній плазмі, де ріпли магнітного поля є більшими і плазма – 

холоднішою, ніж у глибині плазми. Уперше доведено можливість додаткового на-

грівання термоядерної плазми поблизу САР. 

Уперше враховано скінченність збурення радіального профілю густини при 

дослідженні дисперсійних властивостей дрібномасштабних АХ, локалізованих 

поблизу цього збурення.  

Уперше дисперсійні властивості ХПТ із малими аксіальними хвильовими 

числами в ізотропних хвилеводах із діелектричним прошарком між плазмовим 

стовпом і металевою стінкою камери досліджені аналітично для довільних номе-

рів азимутального номера моди. Вперше з’ясовано умови, за яких можлива резо-

нансна взаємодія довгохвильових ХПТ незвичайної поляризації з довгохвильови-

ми об’ємними хвилями звичайної поляризації у металевих хвилеводах, які повніс-

тю заповнені плазмою.  

Уперше доведено, що поперечні ХПТ можуть поширюватися уздовж межі 

плазма-метал поперек сталого магнітного поля в тороїдних хвилеводах круглого 

перерізу і у хвилеводах майже прямокутного перерізу, які заповнені двома шара-

ми n-напівпровідників, а також вивчені дисперсійні властивості ХПТ у таких хви-

леводах.  

Уперше вказано на можливість поширення поперечних поверхневих коли-

вань іонної компоненти плазми в замагнічених циліндричних плазмових хвилево-

дах. 

 Уперше досліджено уповільнення поперечних ХПТ і розщеплення їхніх 
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спектрів у плазмових хвилеводах некруглого перерізу без магнітного поля, а та-

кож доведено можливість їхнього використання для підтримання газових розря-

дів.  

Практичне значення результатів. Оскільки збудження електромагнітних 

хвиль відбувається найбільш ефективно на власних частотах плазмових пасток і 

хвилеводів, важливо знати ці власні частоти з максимально можливим врахуван-

ням усіх деталей облаштування цих хвилеводів. Вимірювання частоти биттів із 

певною аксіальною довжиною хвилі у хвилеводах із періодичною неоднорідністю 

плазми можуть бути використані для діагностики плазми. 

В дисертаційній роботі визначено тонку структуру АР за умов, коли вона 

керується саме періодичною неоднорідністю зовнішнього магнітного поля. Пока-

зано, що ці умови можуть виконуватись в периферійній плазмі сучасних термоя-

дерних пасток.  

В роботі знайдено також наступні умови, за яких додаткове нагрівання пла-

зми поблизу САР у термоядерних пастках може бути суттєвим і компенсувати не-

доліки, властиві для основного АР. По - перше, коли збуджується МГДХ, в якої 

аксіальна довжина хвилі основної гармоніки є великою порівняно до періоду не-

однорідності плазми, тоді основний АР може знаходитись на периферії густої 

плазми. При цьому один або навіть обидва САР знаходяться в глибині плазми та 

забезпечують нагрівання центральної плазми. По – друге, у плазмі малої густини 

основний АР може бути взагалі відсутнім, тоді наявність саме САР може забезпе-

чити поглинання хвилі накачування. По – третє, швидкі магнітозвукові хвилі (у 

яких аксіальне хвильове число є більшим за вакуумне, і частота є більшою за іон-

ну циклотронну), на відміну від АХ, узагалі не відчувають основного резонансу. 

Тоді для цих хвиль САР може зробити помітний внесок до небажаного нагрівання 

периферії плазми термоядерної пастки. 

Оскільки відомо, що величина ВЧ потужності, що поглинається поблизу ло-

кального АР за умов лінійного радіального профілю густини, є зворотно пропор-

ційною до градієнта густини, природно було передбачити підсилене поглинання 

хвилі накачування поблизу локального АР, в якому спостерігається екстремум ра-
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діального профілю густини. Проведене в дисертаційній роботі дослідження пока-

зало, якою мірою зростає поглинання хвилі накачування в цьому випадку, що є 

важливим для пояснення результатів експериментів. 

ХПТ із малими аксіальними хвильовими числами можуть бути застосовані 

для підтримання газового розряду низького тиску з високим ступенем азимуталь-

ної однорідності в плазмово - технологічних пристроях. 

Знання дисперсійних властивостей ХПТ з урахуванням неоднорідності гус-

тини плазми, магнітного поля і металевої камери можуть бути використані для 

проектування приладів плазмової електроніки, а також пояснення підвищеної не-

бажаної взаємодії плазми з камерою в експериментах з КТС. Необхідність враху-

вання некруглої форми металевої камери хвилеводу пояснюється використанням 

уповільнюючих структур у приладах плазмової електроніки, хвилеводів прямоку-

тного перерізу в радіофізиці, можливістю моделювати в такий спосіб форму ано-

дного блока магнетрона, шафранівський зсув осі, D- подібну форму перерізу ка-

мери токамака тощо. Властивість поперечних ХПТ поширюватися вздовж межі 

плазма-метал поперек зовнішнього магнітного поля лише в одному певному на-

прямку, тобто неможливість для них виникнення відбитої хвилі, може бути важ-

ливою з точки зору радіотехнічних застосувань. Джерела електромагнітного ви-

промінювання на поперечних ХПТ мали б малі поздовжні розміри і високий кое-

фіцієнт передачі енергії від кільцевого пучка заряджених частинок до хвилі. 

Особистий внесок здобувача. В усіх роботах, що опубліковані за темою 

дисертаційної роботи, здобувач брав визначальну участь при постановці задач і 

написанні тексту всіх робіт. З 26 статей, що опубліковані за темою дисертації, 

шість робіт є одноосібними.  

Здобувач особисто довів можливість поширення ХПТ уздовж межі метал –

магнітоактивна плазма в циліндричних хвилеводах із довільним перерізом, вивів 

дисперсійне рівняння й одержав аналітичні вирази для малих поправок до власних 

частот у роботі [146]. У статті [147] дисертантом визначений просторовий розпо-

діл електромагнітних полів поблизу сателітного альфвенівського резонансу, а та-

кож порахована високочастотна потужність, що поглинається поблизу цього ре-
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зонансу, для випадку слабко гофрованого магнітного поля. Аналітичне дослі-

дження дисперсійних властивостей поперечних ХПТ у металевому хвилеводі 

майже прямокутного перерізу, що повністю заповнений однорідною напівпровід-

никовою плазмою, виконано здобувачем у роботі [148]. Просторовий розподіл 

полів альфвенівської хвилі і поглинання високочастотної потужності поблизу са-

телітних альфвенівських резонансів, обумовлених гвинтовою неоднорідністю 

плазми торсатронів, визначені дисертантом у роботі [149]. Роботи [150 - 155] на-

писані без співавторів. У роботі [156] здобувач провів аналітичне дослідження 

впливу відмінності форми перерізу межі поділу плазма – діелектрик і діелектрик – 

метал на дисперсійні властивості поперечних ХПТ у хвилеводі без магнітного по-

ля. У роботі [157] дисертант здобув просторовий розподіл полів поперечних ХПТ 

у магнітоактивному хвилеводі з діелектричним прошарком між плазмою і метале-

вою камерою некруглого перерізу. У роботі [158] здобувач знайшов умови, за 

яких відбувається розщеплення спектрів МГД коливань плазми в гофрованому 

магнітному полі, і порахував величину цього розщеплення. Аналітичне дослі-

дження дисперсійних властивостей АПХ у замагнічених плазмових хвилеводах 

дисертант провів у статті [159], де ним також зроблено висновок про можливість 

поширення в них поперечних поверхневих коливань іонної компоненти плазми. В 

статті [160] дисертант проаналізував можливість підсилення турбулентного нагрі-

вання плазми поблизу сателітних альфвенівських резонансів у гофрованому маг-

нітному полі. У роботі [55] здобувач провів аналіз залежності потужності, що по-

глинається поблизу локального АР, коли там міститься точка максимуму (мініму-

му) профілю густини, від параметрів плазми. Просторовий розподіл електромаг-

нітних полів і розв’язок дисперсійного рівняння МГДХ, що поширюються у гвин-

товому магнітному полі торсатрона, здобуті дисертантом у статті [161]. У роботі 

[67] здобувач проаналізував вплив обертального перетворення, властивого тока-

макам, на спектри АХ, що поширюються поблизу точки локального максимуму 

поперечного показника заломлення. У статті [57] дисертантом аналітично визна-

чений просторовий розподіл полів і проведено аналітичне дослідження диспер-

сійного рівняння дрібномасштабних АХ, що поширюються поблизу точки макси-
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муму (мінімуму) на радіальному профілі густини. У роботі [162] здобувач вивів 

дисперсійне рівняння поперечних ХПТ, що поширюються за малим азимутом по-

перек зовнішнього тороїдного магнітного поля в металевих хвилеводах, що повні-

стю заповнені плазмою, та здобув їхні аналітичні розв’язки у певних граничних 

випадках. Вплив малого аксіального хвильового числа на дисперсійні властивості 

ХПТ в циліндричних хвилеводах із діелектричним прошарком між ізотропною 

плазмою і металевою камерою врахований дисертантом у роботі [163]. У роботі 

[164] здобувач одержав дисперсійне рівняння довгохвильових ХПТ в циліндрич-

них металевих хвилеводах, що повністю заповнені плазмою, знайшов його аналі-

тичні розв’язки і показав можливість резонансної взаємодії у таких хвилеводах 

ХПТ незвичайної поляризації з об’ємними хвилями звичайної поляризації. У ро-

боті [165] дисертант аналітично визначив просторовий розподіл полів АХ у випа-

дку, коли дві просторові гармоніки із протилежними значеннями поздовжнього 

хвильового числа, для яких співпадає просторове положення їхніх альфвенівських 

резонансів, зв’язані в спільний хвильовий пакет гвинтовою неоднорідністю плаз-

ми торсатрона. У статті [166] дисертант аналітично дослідив дисперсійне рівнян-

ня дрібномасштабних АХ, що поширюються поблизу точки максимуму (мініму-

му) на радіальному профілі густини, з урахуванням скінченності збурення густи-

ни. У роботі [167] здобувач порахував високочастотну потужність, що поглина-

ється поблизу АР за умови, коли в ньому відбувається поглинання двох основних 

гармонік, які зв’язані в спільний хвильовий пакет гвинтовою неоднорідністю тор-

сатрона. Просторовий розподіл полів електромагнітної хвилі поблизу локального 

АР в пастках з помірно гофрованим магнітним полем визначений здобувачем у 

роботі [168], де ним також пораховано ВЧ потужність, що поглинається поблизу 

цього резонансу за рахунок роботи над радіальними ВЧ струмами.  

Апробація результатів дисертації. Основні результати досліджень за те-

мою дисертації доповідалися на наступних Міжнародних конференціях: IEEE 

International Conference on Plasma Sciences, Canada, Vancouver, 1993; 20-th 

European Physical Society Conference on Controlled Fusion and Plasma Physics, 

Portugal, Lisboa, 1993; IEEE International Conference on Plasma Sciences, USA, Santa 
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Fe, 1994; International Conference on Plasma Physics Combined with 6 Latin 

American Workshop on Plasma Physics, Brazil, Foz Do Iguacu, 1994; 22-nd European 

Physical Society Conference on Controlled Fusion and Plasma Physics, United 

Kingdom, Bournemouth, 1995; The Eighth Beer-Sheva International Seminar on MHD-

Flows and Turbulence, Israel, Jerusalem, 1996; IEEE International Conference on 

Plasma Sciences, USA, Boston, 1996; 23-rd European Physical Society Conference on 

Controlled Fusion and Plasma Physics, Ukraine, Kyiv, 1996; 6-th International 

Conference on Mathematical Methods in Electromagnetic Theory, Ukraine, Lviv, 1996; 

Symposium “Plasma-97”, Poland, Opole, 1997; 7-th International Conference on 

Mathematical Methods in Electromagnetic Theory, Ukraine, Kharkiv, 1998; 6-th 

Ukrainian Conference and School on Plasma Physics and Controlled Fusion, as a 
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Публікації. За темою дисертації надруковані двадцять шість журнальних 

статей, список яких приведено наприкінці автореферату. 

Структура й обсяг дисертації. Дисертаційна робота містить вступ, п'ять 

розділів основного тексту з 68 рисунками, висновки і список використаних літе-

ратурних джерел із 257 найменувань. Повний обсяг дисертації складає 348 сторі-

нок, обсяг, що займають малюнки, розташовані по всій площі сторінки, складає 5 

сторінок. Список використаних літературних джерел міститься на 25 сторінках. 

Зміст дисертації. 

У першому Розділі дисертації вивчено поширення, конверсію і поглинання 

МГД хвиль з урахуванням гвинтової неоднорідності утримуючого магнітного по-

ля, і, як наслідок, відповідної відмінності форми магнітних поверхонь від цилінд-
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рів. При цьому бралося до уваги, що в цьому випадку для МГД коливань можна 

знехтувати інерцією електронів. На відміну від випадку аксіального магнітного 

поля, у якому кожна просторова гармоніка електромагнітної хвилі розповсюджу-

ється незалежно, гвинтова неоднорідність утримуючого магнітного поля 
0

B

r

 стел-

ларатора призводить до зачеплення окремих гармонік електромагнітних полів. 

Тому електромагнітні хвилі розповсюджуються у гвинтовому магнітному полі у 

формі пакета.  

Просторовий розподіл ВЧ полів власних МГД хвиль у стеллараторі аналіти-

чно визначено з урахуванням малих сателітів першого порядку. Поправку до час-

тоти власних коливань, обумовлену відмінністю форми магнітних поверхонь 

стелларатора від циліндрів, визначено як малу величину другого порядку. Дослі-

джено розщеплення спектрів МГД хвиль з аксіальною довжиною основної гармо-

ніки, що вдвічі перевищує крок гвинтового провідника, і з азимутальним номе-

ром, що є вдвічі меншим за мультиполярність стелларатора. Показано, що в цьому 

випадку поправка до частоти є малою величиною першого порядку.  

Показано можливість можливість додаткового нагрівання плазми поблизу 

сателітних альфвенівських резонансів, у яких відбуваються підростання малих са-

телітних гармонік електромагнітних хвиль і їхня конверсія в дрібномасштабні кі-

нетичні хвилі. Знайдено просторовий розподіл ВЧ полів і величину ВЧ потужнос-

ті, що поглинається поблизу цих сателітних альфвенівських резонансів, у випад-

ку, коли структура САР визначається тепловим рухом іонів та інерцією електро-

нів, а також у випадку, коли структура САР визначається помріною гвинтовою 

неоднорфідністю утримуючого магнітног поля. 

Показано, що зворотний вплив сателітних гармонік на радіальну залежність 

амплітуди основної гармоніки може призводити до усунення нескінченного роз-

риву розв’язків рівнянь Максвелла для полів хвилі в області АР, що спостеріга-

ється в прямому магнітному полі, якщо АР має місце в периферійній плазмі, де 

ріпли утримуючого магнітного поля є найбільшими і плазма найхолоднішою.  

У другому розділі дисертації досліджено вплив гофрування сталого магніт-

ного поля, в якому знаходиться плазмовий циліндр, на поширення, конверсію й по-
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глинання МГД хвиль. 

Досліджено власні МГД коливання неоднорідного плазмового шнура у ви-

падку, коли аксіальна довжина МГД хвилі вдвічі перевищує період гофрування. 

Просторовий розподіл електромагнітних полів МГД хвилі знайдено у вигляді па-

кета, в якому поряд із двома основними гармоніками, які характеризуються про-

тилежними значеннями аксіального хвильового числа, взяті до уваги також дві са-

телітні гармоніки. Показано, що в цьому випадку гофрування зовнішнього магні-

тного поля призводить до розщеплення власних частот МГД хвиль, причому поп-

равки до частот виявляються величинами першого порядку малості за параметром 

гофрування. 

Показано, що в уловлювачах з гофрованим магнітним полем можливе існу-

вання поряд зі звичайним АР додаткових резонансних областей (сателітних АР), у 

яких відбуваються підростання малих сателітних гармонік МГД хвиль і їхня кон-

версія в дрібномасштабні кінетичні хвилі. Визначено величину ВЧ - потужності, 

що поглинається поблизу цих додаткових резонансів, і декремент обумовленого 

цим поглинанням загасання МГД хвилі.  

Визначено тонку структуру локальних АР за умов, що вплив гофрування на 

цю структуру є сильнішим за вплив зіткнень між частинками плазми, теплового 

руху іонів і інерції електронів. Ці умови можуть реалізуватись у периферійній 

плазмі, де гофрування найбільше і плазма – найхолодніша. 

Третій розділ дисертації присвячено дослідженню дисперсійних властивос-

тей АХ, локалізованих там, де міститься екстремум електродинамічних характе-

ристик магнітоактивної плазми, та поглинання хвилі накачування в цих областях.  

Досліджено електромагнітні коливання, що локалізовані в області, де радіа-

льний профіль густини плазми досягає екстремуму між двома локальними АР. 

Знайдено аналітичні вирази для власних частот і власних мод. Показано, що кіне-

тичні АХ можуть поширюватися поблизу максимуму, і інерціальні – поблизу мі-

німуму густини. Розглянуто граничний перехід до збурення густини нескінченно 

великої глибини.  

Вивчення впливу обертального перетворення на власні частоти АХ, які по-
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ширюються у плазмі великих токамаків майже уздовж зовнішнього магнітного 

поля поблизу локального максимуму поперечного показника заломлення, уза-

гальнено на випадок довільної еліптичної форми полоїдних перерізів магнітних 

поверхонь. На основі теорії збурень визначено поправку до власних частот АХ, 

яку обумовлено обертальним перетворенням. 

 Проаналізовано підсилення поглинання АХ у неоднорідній плазмі магніт-

них пасток, яке відбувається за умови наявності максимуму в області локального 

АР, порівняно з випадком лінійного профілю густини. Аналітичне дослідження 

проведено з урахуванням скінченності ларморівського радіуса іонів, інерції елек-

тронів та зіткнень. Підсилення поглинання хвилі накачування пояснюється збіль-

шенням ширини АР та збільшенням характерної величини полів АХ в області АР. 

Здобуто аналітичні оцінки для величини ВЧ потужності, що поглинається в АР, 

на підставі яких проаналізовано залежність величини потужності від ширини мак-

симуму на профілі густини та температури електронів в області резонансу. Здобу-

ті аналітичні результати добре узгоджуються з результатами числового аналізу 

поглинання в області АР. 

Четвертий розділ присвячено розвитку електродинамічної теорії хвиль по-

верхневого типу (ХПТ) у металевих хвилеводах круглого перерізу з плазмовим 

наповненням.  

Досліджено дисперсійні властивості азимутальних поверхневих хвиль в за-

магнічених плазмових хвилеводах. Показано можливість поширення в таких хви-

леводах поверхневих коливань іонного компонента. 

Теоретично досліджено дисперсійні властивості електромагнітних ХПТ з 

довільними значеннями азимутального номера моди і малим значенням аксіаль-

ного хвильового числа, що поширюються в циліндричних хвилеводах, що мають 

тонке діелектричне покриття внутрішньої поверхні і є частково заповненими пла-

змою без магнітного поля. Розраховано електродинамічні параметри стаціонарно-

го газового розряду, підтримуваного даними ХПТ у діапазоні малих аксіальних 

хвильових чисел, для яких аксіальним переносом енергії ХПТ можна знехтувати в 

порівнянні з азимутальним. Обчислено потужність, що поглинається газорозряд-
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ною плазмою в режимах омічного і резонансного загасання цих мод, а також по-

казано, що вироблена в розряді плазма є азимутально однорідною.  

Вивчено поширення ХПТ з довільними значеннями азимутального номера 

моди і малим значенням аксіального хвильового числа в циліндричних металевих 

хвилеводах, які повністю заповнено холодною магнітоактивною радіально неод-

норідною плазмою. Визначено частотні діапазони існування досліджуваних 

хвиль. Визначено умови резонансної взаємодії поверхневої незвичайної й об'ємної 

звичайної мод.  

На основі теорії збурень вивчено поширення ХПТ поперек кругової осі то-

роїдного металевого магнітоактивного хвилеводу, який повністю заповнено плаз-

мою, а також поперек сталого тороїдного магнітного поля навколо металевого кі-

льця, яке поміщено в плазму. Досліджено розподіл полів цих хвиль у зазначених 

хвилеводних структурах. Показано, що врахування тороїдності дає поправку дру-

гого порядку малості до власної частоти. 

 Досліджено поширення ХПТ поперек сталого аксіального магнітного поля в 

циліндричному хвилеводі, одну половину якого (0<ϕ <π) заповнено напівпровід-

ником одного сорту, а другу (−π <ϕ <0) - напівпровідником іншого сорту, елект-

родинамічні властивості яких слабко відрізняються один від одного. Просторовий 

розподіл полів знайдено у вигляді хвильового пакета. Амплітуду основної гармо-

ніки пораховано з точністю до доданків другого порядку малості. Показано, що 

амплітуди сателітних гармонік є величинами першого порядку малості.  

П'ятий розділ дисертації присвячено дослідженню дисперсійних властиво-

стей поперечних ХПТ у металевих хвилеводах з плазмовим наповненням некруг-

лого перерізу.  

 Досліджено уповільнення поперечних ХПТ у хвилеводі із діелектричним 

покриттям металевих стінок довільного перерізу і плазмовим заповненням без 

сталого магнітного поля. Просторовий розподіл полів ХПТ знайдено у вигляді 

хвильового пакета. Амплітуду основної гармоніки пораховано з точністю до до-

данків другого порядку малості за глибиною гофрування хвилеводу, при цьому 

амплітуди сателітних гармонік виявились величинами першого порядку малості. 
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Здобуто наочні аналітичні вирази для поправки до частоти, яка є величиною дру-

гого порядку малості, у граничних випадках широких і вузьких хвилеводів. Про-

аналізовано залежність цієї поправки від параметрів плазмового наповнення, діе-

лектричного шару і хвилі. На основі секулярного рівняння досліджено розщеп-

лення спектрів цих ХПТ. Таке розщеплення виникає за умови, що кутовий період 

неоднорідності межі поділу плазма - діелектрик або діелектрик - метал є у два ра-

зи меншим за кутовий період основних гармонік хвилі. 

Досліджено дисперсійні властивості ХПТ, які поширюються поперек аксіа-

льного сталого магнітного поля вздовж межі плазми з металевим хвилеводом не-

круглого перерізу аж до випадку хвилеводу майже прямокутного перерізу, який 

повністю заповнено двома плоскопаралельними шарами n - напівпровідників з 

близькими діелектричними властивостями. При цьому виявилося, що навіть у ви-

падку хвилеводу, поперечний переріз якого подібний до прямокутника, сторони 

якого розрізняються в два рази, застосування методу послідовних наближень до-

зволяє визначити частоту ХПТ із точністю до 4 % вже в нульовому наближенні. 

У Висновках сформульовано основні наукові результати роботи.  
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РОЗДІЛ 1 

ПОШИРЕННЯ, КОНВЕРСІЯ І ПОГЛИНАННЯ МАГНІТОГІДРОДИНАМІЧНИХ  

ХВИЛЬ У ПЛАЗМОВОМУ ШНУРІ, ЩО МІСТИТЬСЯ В СИЛЬНОМУ  

АКСІАЛЬНОМУ МАГНІТНОМУ ПОЛІ І СЛАБКОМУ МАГНІТНОМУ ПОЛІ  

З ГВИНТОВОЮ СИМЕТРІЄЮ 

 

 Сформулюємо основні положення моделі плазмового хвилеводу з сильним 

аксіальним магнітним полем і слабким магнітним полем з гвинтовою симетрією. 

Ми розглядаємо поширення, конверсію і поглинання МГДХ із частотою ω<<|ωce|, 

ωpe (ωcα і ωpα – циклотронна і ленгмюрівська частоти частинок сорту α, α=e для 

електронів, α=i для іонів) у плазмовому шнурі, що розташовано коаксіально в 

ідеально провідній металевій камері.  

При нагріванні плазми ВЧ полями (ω<ωci), більшість ВЧ потужності погли-

нається в області локального АР, r=rA, де виконується наступна умова, 

( )2||
2
||1 /ckN ωε ≡≈ ,    (1.1) 

де ε1 - компонент тензора діелектричної проникливості, N|| - поздовжній показник 

заломлення, k|| - проекція хвильового вектора на напрямок зовнішнього магнітно-

го поля 
0

B

r

.  

У холодному наближенні (при нехтуванні інерцією електронів, іонним Лар-

морівським радіусом і зіткненнями між частинками плазми), розв’язки рівнянь 

Максвелла для полів електромагнітних хвиль, як відомо, мають наступні особли-

вості в області АР: 

Er, ( ) 1
2

1

−

−∝ NB ε
ϑ

, 2

1zr
NlnB,B,E −∝ ε

ϑ
, ( ) 2

2

1

−

−∝ NE
z

ε .  (1.2) 

Навіть слабкі ефекти (тепловий рух частинок, скінченна інерція електронів, слаб-

ка нелінійність і зіткнення) можуть істотно впливати на конверсію цих хвиль у 

дрібномасштабні коливання і забезпечувати їхнє ефективне поглинання в цій об-

ласті.  

У навколоосевому наближенні cтале магнітне поле (у циліндричних коор-
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динатах (r,ϕ,z)) z0z0r0r0
BeBeBeB

rrr

r

++=
ϕϕ  для стелларатора з мультиполярні-

стю l≥2 можна записати в спрощеному вигляді [169]: 

B0r=∈h
(l)
 B00 sin(lθ), B0ϕ=∈h

(l)
 l(ksr)

–1
B00 cos(lθ), B0z=B00 –∈h

(l)
B00 cos(lθ),    (1.3) 

де  

∈h
(l)
(r)≡ lblIl(ksr)/B00 , ∈h

(l)
(r)≡ lblIl

’
(ksr)/B00; bl=8Jbks

2
Kl

’
(ksb)(lc)

-1
, 

B00 – однорідне поле, створюване тороїдними котушками, θ=ϕ–αz, b – радіус ци-

ліндричної поверхні, на яку покладений тонкий гвинтовий провідник зі струмом J 

(у нашій постановці задачі b відповідає радіусу металевої камери), Kl(ξ) – функція 

Макдональда, Il(ξ) – модифікована функція Бесселя, штрих означає похідну за ар-

гументом. У припущенні про малість струмів у гвинтових провідниках у порів-

нянні зі струмом у котушках тороїдного магнітного поля величини ∈h
(l)

 і∈h
(l)

 мо-

жна розглядати як малий параметр задачі, ∈h
(l)
<<1,∈h

(l)
<<1, що дозволяє вико-

ристовувати теорію збурень.  

Гвинтовою неоднорідністю моделюється утримуюче магнітне поле стелла-

раторів. У випадку Helias реактора, гвинтова неоднорідність утримуючого магніт-

ного поля викликана, насамперед, відмінністю просторової магнітної осі від кола, 

∈(1)
h=0.08r/ap (див. [31]). Мультиполярності l=2 відповідає [170] залежність ∈(2)

h= 

0 для r<1.5 м і ∈(2)
h≈0.002 для 1.5 м<r<1.8 м, де 1.8 м – середній радіус граничної 

магнітної поверхні. Задля спрощення запису в подальшому індекси h і (l) при ма-

лих множниках ∈h
(l)

 і∈h
(l)

 писати не будемо. 

Рівноважну густину плазми n(r,ϕ,z) вважаємо функцією магнітної поверхні: 

n(r,ϕ,z)=n(r0). Рівняння магнітної поверхні для поля (1.3) має вигляд 

r0=r –∈ (lα)
–1
cos(lθ) – ∈2

/(2l
2α2

r) cos
2
(lθ)+Ο(∈3

),  (1.4) 

де r0 слід розглядати як «номер магнітної поверхні». Точний другий інтеграл сис-

теми рівнянь силових ліній для l – західного магнітного поля здобуто в [171]. Рів-

няння силових ліній, що враховує доданки другого порядку малості за струмом у 

гвинтових провідниках, наведено в [172]. 

Вигляд магнітних поверхонь для поля (1.3) показаний на рис. 1.1, 1.2. На 

рис. 1.1 показано одну з магнітних поверхонь двозахідного стелларатора (l=2), на  
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Рис.1.1 Загальний ви-

гляд магнітної поверхні 

для поля (1.3), l=2 

Рис.1.2 Поперечний переріз магнітних поверхонь 

для поля (1.3), l=3. 
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Рис.1.3 Модуль магнітного поля (1.3) вздовж силової лінії 
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рис. 1.2 – переріз магнітних поверхонь для поля (1.3). Модуль магнітного поля 

(1.3) змінюється вздовж силової лінії; це показано на рис. 1.3. 

Для утримуючого магнітного поля у вигляді (1.3) у циліндричній системі 

координат усі дев'ять компонентів тензора діелектричної проникливості плазми 

відмінні від нуля. Можна, однак, увести локальну систему координат, пов'язану із 

силовими лініями зовнішнього магнітного поля (1.3), у якій тензор діелектричної 

проникливості плазми має достатньо простий вигляд: 1

лок

22

лок

11
εεε == , 

2

лок

21

лок

12
iεεε =−= , 3

лок

33
εε = , всі інші компоненти тензора в локальній системі ко-

ординат є нульовими. При цьому компоненти векторів електричної індукції D
r

 і 

напруженості електричного поля E
r

 хвилі пов’язані між собою в наступний спо-

сіб: 

( ) EeieEeEeED

r

rrrr

r

×−++=
3233322111

εεε .                                  (1.5) 

Компоненти тензора діелектричної проникливості холодної плазми із малою час-

тотою зіткнень в цій локальній системі координат дорівнюють 

( ) ( )∑ −−=
i

cipi
r

22

0

2

1
1 ωωωε ,  ( ) ( )[ ]∑ −−=

i
ci

2
ci

2
0

2
pi2 r ωωωωωε  ,                  (1.6) 

ε3 - оператор, що визначає величину поздовжньої густини струму (поздовжньої 

складової вектора D
r

), являє собою інтегральний оператор. Значення циклотрон-

ної частоти в (1.6) визначається повним магнітним полем B0(r,ϕ,z) з (1.3), тобто 

ωcα=eB0 /(mα c), B0={B0r
2
 + B0ϕ

2
 + B0z

2
}

1/2
. Базисні вектори цієї локальної системи 

координат вибираються в такий спосіб: вектор 
3
e

r

 спрямовано уздовж магнітної 

силової лінії: 
003

/ BBe

r

r

= , вектор 
1
e

r

 є перпендикулярним до магнітної поверхні: 

1
e

r

=∇r0/|∇r0|, вектор 
2
e

r

 доповнює всю систему векторів до правої трійки: 

132
eee

rrr

×= . 

Компоненти тензора діелектричної проникливості плазми можна розкласти 

за ступенями малого параметра ∈,∈: 

ε1,2=ε1,2
(0)
(r)+ε1,2

(1)
(r)cos(lθ)+ε1,2

(2)
(r)+Ο(∈3

),   (1.7) 

де ε1,2
(0)
(r) – основні доданки, які мають місце в нульовому наближенні, 
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ε1,2
(1)
(r)cos(lθ) – поправки першого порядку малості, |ε(1)

1,2|~  |∈ε
(0)

1,2|, в другому 

наближенні за малим параметром враховуємо поправки лише до основної Фур’є 

гармоніки, |ε1,2
(2)
(r)|~|∈ 2

*ε(0)
1,2|,  

22)0(
ci

2
pi)0(

1

)r(
1

ωω

ω

ε

−

+=  ,      (1.8) 
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де ωci
(0)

=ωci(B00) пораховано в нульовому наближенні, тобто за нехтування стру-

мами у гвинтових провідниках, NA(r)=ωpi(r)/ωci
(0)

 – альфвенівський показник за-

ломлення. Кутова залежність у розкладанні (1.7) компонентів ε1,2 визначається 

симетрією утримуючого магнітного поля (1.3).  

Для спрощення системи рівнянь Максвелла скористаємося тим, що при дос-

лідженні швидкої магнітозвукової і альфвенівської гілок МГД хвиль можна знех-
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тувати інерцією електронів. Для МГД хвиль у розглянутому частотному діапазоні 

|ε3|→∞; це дозволяє приблизно вважати E3=0. Умова Е3=0 дозволяє виразити Ez 

через Er і Eϕ: 

Ez= –∈(r)Er sin(lθ) – Eϕ l∈(r)/(ksr)[cos(lθ)+∈(r)/2].      (1.14) 

Після цього рівняння Максвелла в області плазми зводяться до трьох рівнянь для 

компонентів Bz, Er і Eϕ (у циліндричних координатах): 
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{ε11Er+ε12Eϕ–ε13(a13Er+a23Eϕ)}.  (1.17) 

Тут a13=B0r/B00, a23=B0ϕ /B00 – елементи матриці переходу від локальної до цилінд-

ричної системи координат; вони можуть бути обчислені за формулою aki=(ek
ц
,ei), 

де ek
ц
– одиничні вектори циліндричної системи координат, k=r,ϕ,z ; εkl=аki εij

лок
 ajl 

– компоненти тензора діелектричної проникливості плазми в циліндричних коор-

динатах. Величини aki=(ek
ц
,ei) з точністю до другого порядку малості за ∈,∈ ма-

ють наступний вигляд: 
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a32 = (
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) ≈ ∈ sin(lθ) ( 1+∈ cos(lθ) ) ,   (1.24) 
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Розв’язки системи рівнянь (1.15) – (1.17) для полів МГД хвиль мають задо-

вольняти наступним крайовим умовам: 

- поля хвилі мають бути обмеженими в усьому об’ємі камери,  

- тангенціальний компонент електричного поля має дорівнювати нулю на внутрі-

шній поверхні металевої камери; 

- якщо плазма відокремлена від металевої камери вакуумним прошарком, то тан-

генціальні компоненти електричних і магнітних полів хвилі мають бути непере-

рвними при переході через криву межу поділу плазма - вакуум; а саме, у локаль-

ній системі координат мають бути неперервними компоненти E2 електричного і B3 

магнітного полів. 

 

1.1. Власні магнітогідродинамічні коливання плазми, що міститься  

в сильному аксіальному магнітному полі і  

слабкому полі з гвинтовою симетрією (загальний випадок) 

 

У цьому підрозділі досліджено вплив гвинтової неоднорідності зовнішнього 

магнітного поля (1.3) на власні МГД коливання радіально неоднорідного плазмо-

вого шнура [161, 173]. У межах теорії збурень здобуто дисперсійне рівняння, яке 

описує розповсюдження магнітогідродинамічних хвиль у плазмі, яка міститься в 

гвинтовому магнітному полі стелларатора. Знайдено просторовий розподіл ВЧ 

полів та поправку δω до власної частоти, яка зумовлена слабким відхиленням фо-

рми магнітних поверхонь від круглого циліндра.  
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Симетрія утримуючого магнітного поля (1.3) (див. також розкладання (1.7) 

для полів) дозволяє шукати розв’язки рівнянь Максвелла для аксіального компо-

нента магнітного поля МГД хвиль у вигляді 

Bz=exp{i(kzz+mϕ-ωt)} [B
~
(r)+B

(+)
(r)exp(ilθ)+B

(–)
(r)exp(-ilθ)] ,     (1.27) 

де B~
(r)=B

(0)
(r)+B

(2)
(r), B(2)

~∈2
B
(0), B(±)

~∈B
(0), m– азимутальне хвильове число, kz - 

аксіальне хвильове число основної гармоніки МГД хвиль, B(0)
(r) – амплітуда ос-

новної гармоніки, яку вважаємо відомою з розв’язання задачі про поширення 

МГД хвиль у прямому магнітному полі (з нульового наближення). Амплітуди са-

телітних гармонік B(±)
(r) і малу поправку B(2) другого порядку до амплітуди осно-

вної гармоніки можна знайти за теорією збурень. Такий підхід до розв’язання рів-

нянь Максвелла прийнято називати методом Флоке - Блоха (див., наприклад, 

[174]). Тут і далі ми будемо нехтувати малими доданками другого порядку, про-

порційними до exp[±2ilθ], які, зрештою, дають малий внесок до власної частоти 

більш високого порядку, ніж ∈2. 

 Нагадаємо основні положення розв’язання задачі в нульовому наближенні, 

тобто задачі про власні МГД коливання плазмового циліндра в аксіальному зов-

нішньому магнітному полі. Після розв’язання системи рівнянь (1.15) – (1.17) у ну-

льовому наближенні амплітуди основних гармонік електричних полів МГДХ ви-

ражаються через B(0): 
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Nz=kzc/ω – аксіальний показник заломлення хвилі. Аксіальна компонента магніт-

ного поля B(0) хвилі задовольняє рівнянню  
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Його розв’язок, що є скінченним на осі циліндра: B(0)
=A0f0(r), A0 - постійна інтег-

рування. Для довільного профілю густини рівняння (1.30) може бути розв’язане в 

числовий спосіб (див., наприклад [13, 175] і наступні роботи), тому функцію f0(r) 

вважаємо відомою. 

Застосувавши крайові умови в нульовому наближенні (циліндрична межа), 

здобудемо дисперсійне рівняння МГД хвиль в однорідному магнітному полі у ви-

гляді 

D
(0)

(ω, kz ,m)=0 ,      (1.31) 

де  
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Розв’язок ω=ω0 цього дисперсійного рівняння вважається відомим. Відзна-

чимо, що в наближенні круглого циліндра Ez=0 також і в області вакуумного ша-

ру, тому для одержання дисперсійного рівняння умови неперервності Ez і Bϕ на 

круглій циліндричній межі поділу плазма - вакуум не використовуються. 

Розглянемо тепер процедуру розв’язання рівнянь Максвелла в першому на-

ближенні. Амплітуди перших сателітних гармонік електричного поля хвилі вира-

жаються через магнітне в такий спосіб: 
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де k±=k⊥(kzm ks), µ
(±)

=µ(kz m ks). Функції G± (r) і F± (r) є величинами першого і дру-

гого порядку малості і виражаються через електричні поля хвилі в нульовому на-

ближенні: 
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де NZ
(±)

=(kzm ks)c/ω – аксіальний показник заломлення сателітних гармонік. 

Рівняння для амплітуд сателітних гармонік аксіальної компоненти магніт-

ного поля хвилі має вигляд 
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Розв’язок рівняння (1.37) одержуємо методом варіації постійної:  

B
(±)

(r)=A
(±)

f1
(±)

(r)+g±(r) ,    (1.39) 

де A
(±)– постійна інтегрування, f1

(±)
(r)– загальний розв’язок рівняння (1.37) з ну-

льовою правою частиною, він є скінченним при r=0 (другий розв’язок f2
(±)

(r) роз-

ходиться у нулі), g±(r)– частинний розв’язок неоднорідного рівняння (1.37), 

g±(r)=C1(r) f1
(±)

(r)+C2(r) f2
(±)

(r),    (1.40) 

де  
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r

b

Λ±(r) f2
(±)

(r) W
 –1

(f1
(±)

,f2
(±)
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C2(r)= ∫
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) dr ,    (1.42) 

W(f1
(±)

,f2
(±)

) = f1
(±)

(r) df2
(±)

(r)/dr – f2
(±)

(r) df1
(±)

(r)/dr – вронскіан функцій f1
(±)

, f2
(±)

. 

Врахування малих доданків першого порядку при застосуванні крайових 

умов не змінює дисперсійного рівняння, але дозволяє визначити амплітуди пер-

ших сателітних гармонік А(±). Виділивши в крайових умовах доданки, які є пропо-
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рційними до exp[i(kzm ks)z + i(m±l)ϕ], одержимо, що 
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де D±=D
(0)

(ω0, kzm ks, m± l). 

Скажемо коротко про поляризацію сателітних гармонік. Виходячи з аналізу 

цього питання в нульовому наближенні, можна говорити про поляризацію гармо-

нік, ґрунтуючись на поводженні тільки першого доданка в правій частині (1.39). З 

рівняння (1.30) випливає, що область прозорості плазми для даної хвилі визнача-

ється умовою k⊥
2
>0. На Рис. 1.4 представлено діаграму, на якій заштриховані об-

ласті, де k⊥
2
>0. Уздовж осі абсцис відкладено поточний радіус, який віднормовано 

на радіус камери b, профіль густини вважається параболічним, n(r)=n0(1–r
2
/b

2
). 

Уздовж осі ординат відкладено аксіальне хвильове число kz , нормоване на альф-

венівське хвильове число kA(0)=ωωpi(r=0)/(cωci), узяте на осі плазми. Частоту хви-

лі обрано так, що ω=0.3ωci. В області I поляризація хвилі відповідає альфвенівсь-

кій гілці, а в області II– швидкій магнітозвуковій хвилі (ШМЗХ). Розглянемо як 
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приклад хвилю з досить малим аксіальним хвильовим числом kz основної гармо-

ніки, позначеним на діаграмі суцільною горизонтальною лінією. У навколоосевій 

області основна гармоніка поляризована як ШМЗХ, далі від осі лежить область 

непрозорості основної гармоніки, потім в області I основна гармоніка поляризо-

вана як АХ, і, нарешті, поблизу металевої камери лежить ще одна область непро-

зорості. В однієї з сателітних гармонік з аксіальним хвильовим числом (kz–ks), по-

значеним на діаграмі нижньою пунктирною горизонтальною лінією, поляризація 

якісно така ж, як і в основної гармоніки. Друга ж сателітна гармоніка з аксіальним 

хвильовим числом (kz+ks), позначеним на діаграмі верхньою пунктирною лінією, 

у навколоосевій області поляризована як АХ, а область плазми поблизу камери є 

непрозорою для цієї гармоніки. 

Видно, що поляризація сателітних гармонік може відрізнятися від поляри-

зації основної гармоніки. Можливі й інші випадки при інших співвідношеннях kz, 

ks і kA(0). Відзначимо, зокрема, що якщо яка-небудь пунктирна лінія взагалі не пе-

ретинає заштриховану область, то відповідна сателітна гармоніка поширюється у 

вигляді поверхневої хвилі. 

Розв’яжемо тепер систему рівнянь (1.15) – (1.17) у другому наближенні за 

малими параметрами ∈,∈. Поправки другого порядку до амплітуд основних гар-

монік електричних полів хвилі виражаються через магнітне поле аналогічно до 

того, як це є у першому наближенні (див. (1.33), (1.34)): 
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Тут функції G(2)
(r) і F(2)

(r) є величинами другого порядку малості: 
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Рівняння для поправки B
(2) до амплітуди основної гармоніки аксіального 

магнітного поля хвилі має такий самий вигляд, як і рівняння (1.30) для амплітуди 

основної гармоніки B(0), але з відмінною від нуля правою частиною: 
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Його розв’язок також знаходиться методом варіації постійної:  

B
(2)

(r)=A
(2)

f0(r)+g
(2)

(r) ,    (1.50) 

де A(2)– постійна інтегрування, g(2)
(r)– частинний розв’язок неоднорідного рівнян-

ня(1.48),  

g
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rf  ,    (1.51) 

де 
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f ) dr .   (1.53) 

Тут )(
~
0
rf – лінійно незалежний від f0(r) розв’язок рівняння (1.30), що має особли-
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вість при r=0, W0 – вронскіан функцій )(
~
0
rf  і f0(r). 

Застосування крайових умов з урахуванням доданків другого порядку мало-

сті дозволяє здобути дисперсійне рівняння для МГДХ у гвинтовому магнітному 

полі (1.3) у вигляді 

D
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+D
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=0  .     (1.54) 

Розв’язок дисперсійного рівняння (1.54) знаходимо у вигляді ω=ω0+δω, де 
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Доданок D(2) є величиною другого порядку малості, 
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Якщо вигляд залежності D(0)
(ω) аналітично не заданий, наприклад, коли ро-

зподіл полів f0(r) знаходиться у числовий спосіб, похідна ∂D
(0)

/∂ω може бути об-

числена [32] за теорією збурень, 
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Тут оператор Ω̂  визначається співвідношенням 
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Константа інтегрування А(2) є малою величиною другого порядку. Коли підс-

тавити поправку B(2) (1.50) до хвильового пакету (1.27), доданок A(2)
f0(r) виявляєть-

ся подібним до B(0). Тому константа А(2) визначається не з крайових умов. Для визна-

чення А
(2) необхідно скористатися умовою, аналогічною умові нормування хви-

льової функції в теорії збурень у квантовій механіці. У нашому випадку ця умова 

полягає в рівності електромагнітних енергій хвилі, обчислених у нульовому і в 

другому наближеннях. Разом з тим, вигляд дисперсійного рівняння (1.54) і вели-

чина поправки (1.55) не залежать від значення А(2). 

Скористаємося отриманим результатом для здобуття простих аналітичних 

оцінок: дослідимо вплив неоднорідності утримуючого магнітного поля стеллара-

тора на дисперсійні властивості МГД хвиль у плазмі з однорідним профілем гус-

тини. У цьому випадку рівняння (1.30) для В
(0) можна розв’язати точно, і 

f0(r)=Jm(k⊥r), де Jm(k⊥r)– функція Бесселя. Розглянемо поширення аксіально - си-

метричних (m=0) дрібномасштабних (k⊥b>>1) МГД хвиль у двозахідному стелла-

раторі (l=2) з великим кроком гвинтового провідника (ksb<<1). У цьому випадку  

D
(0)

=J0
’
(k⊥b) = – J1(k⊥b) .       (1.59) 

Для ШМЗХ із частотою вище іонної циклотронної (Ω=ω /ωci>>1) і великою 

аксіальною довжиною хвилі (kz/k<<(kAb/Ω)
2)  розв’язок дисперсійного рівняння 

має вигляд: 

ω0 ≈ j1,S c / (bNA) ,       (1.60) 
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Тут j1,S – s-й корінь функції Бесселя першого порядку, J1(j1,S)=0. 

 У випадку альфвенівських хвиль з частотою порядку іонної циклотронної, 

що поширюються майже уздовж магнітного поля (kz>>kA , j1,S /b), поправка до ча-

стоти  

ω0 ≈[1–(kA /kz)
2
]ωci ,    (1.62) 

має вигляд 
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при цьому передбачається, що (kz/kA)
2
(kzb/j1,S)

2
(kSb)

2
/24>>1. 

 Підіб’ємо підсумки досліджень, що їх виконано в цьому підрозділі. У ньому 

досліджено поширення МГД хвиль у тривимірно неоднорідній плазмі прямого 

стелларатора. Показано, що симетрія утримуючого магнітного поля і малість 

струму в гвинтових провідниках дають можливість звести задачу про власні МГД 

коливання тривимірно неоднорідної плазми стелларатора до одновимірно (радіа-

льно) неоднорідної задачі, розв’язок якої добре відомий. У випадку відсутності 

альфвенівського резонансу знайдений розподіл ВЧ полів з урахуванням малих до-

данків другого порядку (див. (1.33)-(1.36), (1.39)-(1.42)). Визначено поправку δω  

(1.55) до власної частоти МГД хвиль, що виявилася величиною другого порядку 

малості за параметром ∈ (див. (1.3)), що характеризує малість струму в гвинтових 

провідниках у порівнянні зі струмом у котушках тороїдного магнітного поля. 

Отримано наочні асимптотичні вирази (1.61), (1.53) для поправки δω у випадку 

однорідного профілю густини плазми, умови малості яких |δω|<<ω0 дають мож-

ливість оцінити застосовність моделі прямого магнітного поля для дослідження 

МГД хвиль у стеллараторі.  
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1.2. Розщеплення спектрів МГД коливань плазми  

гвинтовою неоднорідністю зовнішнього магнітного поля 

 

В цьому підрозділі досліджені власні МГД коливання неоднорідного плаз-

мового циліндра в резонансному випадку [151, 176, 177], коли аксіальна довжина 

основної гармоніки вдвічі перевищує крок гвинтового провідника, і її азимуталь-

ний номер є вдвічі менший за мультиполярність стелларатора, 

k
s
=2k

z
,          l=-2m.                                                  (1.64) 

Резонансні умови (1.64) можуть бути реалізовані в стеллараторі з парною мульти-

полярністю і парною кількістю періодів магнітного поля. Як видно з Табл. 1.1, яку 

взято з [178], парна мультиполярність є властивою для багатьох стеллараторів, 

побудованих у різних країнах. Спираючись на наведені в Табл.1.1 дані, подаль-

ший розгляд проведено для випадку двозахідного стелларатора (торсатрона). 

Таблиця 1.1 

№ 

з/п 

Назва стелларатора Місто Країна Західність Кількість періо-

дів поля 

1 «Ливень-2» Москва СРСР 2 14 

2 ATF Ок-Рідж США 2 12 

3 CHS Нагоя Японія 2 8 

4 Ураган-2М Харків Україна 2 4 

 

Малість магнітного поля гвинтової обмотки дозволяє використовувати тео-

рію збурень для випадку вироджених спектрів. При цьому досить обмежитись 

врахуванням доданків першого порядку малості. (Розщеплення спектрів МГД ко-

ливань плазми в гофрованому магнітному полі досліджено в [158, 179].) 

 За умови нехтування зіткненнями між частинками плазми, інерцією елект-

ронів і ефектом скінченності ларморівського радіуса іонів виводимо з рівнянь 

(1.15) – (1.17) наступну систему рівнянь для компонентів магнітного поля 

( )
zr

BBBB ,,
ϑ

=

r

 і електричного поля E
r
 і Eϑ в циліндричних координатах для випа-

дку двозахідного стелларатора: 
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Тут введено позначення 
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 Виходячи з симетрії задачі (див. співвідношення (1.7)) шукаємо розв’язок 

системи рівнянь (1.65) – (1.69) для аксіальної компоненти магнітного поля МГД 

хвилі відповідно до відомої процедури здобуття секулярного рівняння (застосу-

вання теорії збурень у випадку виродженого спектра) в наступному вигляді: 
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де 
)0(

1
)(

02
)(

3,1
)(

3,1 C~C ψ∆ψ
±±±

. Інші компоненти магнітного і електричного полів 

МГД хвилі представимо у вигляді, що є аналогічним до (1.71). 

 Обговоримо розв’язання системи рівнянь (1.65) – (1.69) у цьому резонанс-

ному випадку в нульовому наближенні. За відсутності струму у гвинтових прові-

дниках (∈=0) радіальна залежність аксіальної компоненти магнітного поля МГД 

хвилі 
( )( )r
j

0
ψ  (j=1,3) визначається наступним рівнянням: 
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Тут Nz=cα/ω - аксіальний показник заломлення для основної гармоніки. 

Розв’язки задачі в нульовому наближені, тобто обмежені при r=0 розв’язки 

( )( )r
j

0
ψ  рівняння (1.72) і такі, що мають при r=0 особливість, розв’язки 

( )( )r
j

0~
ψ , які 

відповідають хвилям з аксіальним хвильовим числом (jα), вважаємо відомими. 

Розподіл ВЧ полів МГД хвиль в плазмовому циліндрі з радіально неоднорідним 

профілем густини можна отримати з (1.72) аналітичними (за умови виконання пе-

вних спрощуючих припущень) і числовими методами (див., напр., [13, 175]).  

Профіль густини обираємо таким, щоб основний АР, в якому  

ε1
(0)
(r)=Nz

2
,                                                              (1.76) 

а також сателітний АР [149, 180, 181] були відсутні. В цьому випадку функції 
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ψ  можуть бути обрані дійсними. 

Дисперсійне рівняння МГД коливань однорідного плазмового циліндра в 

аксіальному магнітному полі добре відоме, 
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Тут 22222
/cj

j
ωακ −= , r=ap – це поверхня поділу плазма - вакуум. Якщо плазма 

повністю заповнює металеву камеру, дисперсійне рівняння зводиться до обер-

нення на нуль виразу в квадратних дужках в (1.77). Рівняння (1.77) може бути 

розв’язане або числовими (у загальному випадку) або аналітичними методами (за 

умови виконання певних спрощуючих припущень). Розв’язок рівняння (1.77) 

ω=ω0, який слугує нульовим наближенням для МГД коливань плазми стеллара-
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тора, будемо вважати відомим. 

 Проаналізуємо дисперсійне рівняння (1.77) с метою визначення тих МГД 

хвиль, для яких ефектом невзаємності (різницею між власними частотами, що 

обумовлена протилежністю знака азимутального номера моди) можна знехтува-

ти. Відзначимо передовсім той факт, що гвинтова неоднорідність утримуючого 

магнітного поля призводить до зачеплення гармонік з різними азимутальними 

номерами. Це виключає з нашого розгляду аксіально симетричні (m=0) коливан-

ня. З (1.77) видно, що ефект невзаємності є слабким (другий доданок в квадрат-

них дужках в (1.77) є нехтовно малим) для дрібномасштабних МГД коливань 

(коли вздовж радіусу плазми вкладається багато довжин хвиль), а також для ни-

зькочастотних коливань (коли 
( ) ( )( )20

1

0

2 z
N−<< εε ). Дійсно, власні аксіально неси-

метричні МГД коливання, наприклад, однорідного тонкого (κ1ap<<1, k1ap<<1) 

плазмового шнура, відокремленого від металевої камери вузьким (a-ap<<a) ваку-

умним прошарком, поширюються лише з від’ємними азимутальними номерами 

(m<0). А от для дрібномасштабних швидких магнітозвукових коливань однорід-

ного плазмового циліндра, що поширюються майже перпендикулярно до магніт-

ного поля (k1≈kA>>κ1), ефект невзаємності виявляється слабким, 
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ωω

ω
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≈

−−+

,        (1.78) 

де nr - кількість напівдовжин хвиль, які вкладаються вздовж радіусу плазми. Саме 

для цих хвиль з азимутальним номером m=±1 і аксіальним хвильовим числом 

kz=mα слід очікувати на розщеплення власної частоти неоднорідністю утримую-

чого магнітного поля стелларатора. 

 Розв’яжемо систему рівнянь (1.65) – (1.69) у першому наближенні. Неодно-

рідні лінійні диференціальні рівняння для амплітуд ψj
(±)

(r) дістанемо, підставив-

ши компоненти Er,ϑ електричного і Br,ϑ,z магнітного полів МГД хвилі у вигляді 

(1.71) до системи рівнянь (1.65) – (1.69) і виділивши в ній доданки ∝exp(ijαz). Ці 

рівняння для ψj
(±)

(r) мають вигляд 
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де оператор Ĝ j
(±)

визначається в наступний спосіб: 
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Величини A j
(±)

 і F j
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, що входять до (1.80), для j=3 дорівнюють 
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Тут і в подальшому індекс 2 у величин ∆n і n
∆  - опустимо для спрощення запису. 

Для визначення малої поправки першого порядку до амплітуди основних гармо-

нік ψj
(±)
(r) скористаємось для Aj

(±)
 і Fj

(±)
 виразами (1.81) і (1.82), в яких слід покла-

сти j=1 і всюди в правій частині замінити горішні індекси (±)→ ( )m . Амплітуди 

основних гармонік радіального Er0
(±)

 і азимутального Εϑ0

(±)
 компонентів електри-

чного поля дорівнюють 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )±±±±±
+−=

1112

1

2

2

00r
FA

kc
ruCE µ

ω
,                                    (1.83) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )±±±±±
+−=

1112

1

2

2

00
AF

kc

i
rviCE µ

ω

ϑ
 ,                                  (1.84) 
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Для обчислення оператора Ĝ j
(±)

 в (1.79) досить взяти амплітуди Er0
(±)

 і Eϑ0

(±)
 з то-

чністю до доданків нульового порядку за ∆. 

 Обмежені при r=0 розв’язки рівняння (1.79) мають вигляд  
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де вронскіан Wj дорівнює, Wj=ψj
(0)

( )
( )

( )

dr

d

dr

d
j

j

j

0

0

0

~

~
 ψ

ψ
ψ

− . Константи інтегрування 

H3
(±)
∼∆C0

(±)
 визначаються з умови обернення на нуль амплітуд ( )±

1
E
ϑ

 сателітних 

(пропорційних до exp(±3iθ)) гармонік азимутального електричного поля МГД 

хвилі на металевій поверхні камери, ( )±
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Константи інтегрування H1
(±)
∼∆C0

(±)
 визначаються з умови 
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a
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±±
ψψ ,                                        (1.89) 

яка означає, що енергія магнітного поля (1.71) МГД хвилі, що обчислена з ураху-

ванням доданків першого порядку малості за ∆, співпадає зі значенням, що обчи-

слено в нульовому наближенні. В квантовій механіці [58] ця вимога відповідає 

виконанню умови нормування хвильової функції. 

Проаналізуємо дисперсійне рівняння МГД хвиль в стеллараторі, що є повні-

стю заповнений плазмою. Тобто припустимо спочатку, що плазма повністю запо-

внює об’єм камери, яка має форму граничної магнітної поверхні  

( ) ( )( )θ2cos5,01 aar ∆+= .                                                 (1.90) 

Виділення в крайовій умові на металевій поверхні основних (пропорційних до 

exp(±iθ)) гармонік призводить до дисперсійного рівняння 

D
(0)2

-D
(+)
D

(-)
=0,                                                          (1.91) 

де 
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 Власну частоту МГД хвиль знайдемо з розв’язання дисперсійного рівняння 

(1.91) у вигляді 

ω=ω0±δω.                                                                  (1.94) 

 Поправка δω до власної частоти, яка обумовлена гвинтовою неоднорідністю 

зовнішнього магнітного поля, дорівнює 
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У випадку, коли вигляд залежності D
(0)
(ω) аналітично не задано, наприклад, коли 

розподіл полів 
( )0
1

ψ  і 
( )0
1

~
ψ  знаходять числовими способами, похідна 
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


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



∂ω

∂
0

D
, що 

входить до (1.95), може бути порахована [32] за теорією збурень (див. (1.57)). 

 Скористаємось здобутими результатами для дослідження впливу гвинтової 

неоднорідності утримуючого магнітного поля на частоту дрібномасштабних 

швидких магнітозвукових хвиль, що розповсюджуються в плазмі з однорідним 

профілем густини. В цьому випадку розв’язок рівняння (1.72) виражається через 

функцію Бесселя першого порядку, Ψ1
(0)
= J1(k1r). Частота ω0 задається в цьому 

випадку виразом (1.60). Для цих хвиль поправка до частоти дорівнює 

( )
0

25,0 ωδω a∆= .                                              (1.96) 

 Дослідимо дисперсійне рівняння МГД хвиль в плазмовому циліндрі, відо-

кремленому від камери вакуумним прошарком. В сучасних стеллараторах реалі-

зація можливості, коли плазма повністю заповнює металеву камеру стелларатора, 
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вбачається малоймовірною через наступні три причини. По-перше, перед тим, як 

плазма повністю заповнить об’єм стелларатора, відбуваються кілька попередніх 

етапів, пов’язаних із створенням і нагріванням плазми, протягом яких може ста-

тись зривання розряду. По-друге, створення металевої камери, яка б мала форму 

граничної магнітної поверхні, супроводжується великими технічними проблема-

ми. Хоча такі камери і споруджуються, наприклад, для стелларатора 

«Wendelstein-VII-X» в Грайфсвальді, Німеччина [182], також існують і пристрої з 

круглим полоїдним перерізом, наприклад, «Ураган-2М» в Інституті фізики плаз-

ми Національного Наукового Центра «Харківський фізико - технічний інститут», 

Україна. В цьому випадку середній радіус r0 магнітних поверхонь, які не торка-

ються камери, також менший за радіус камери a, ( )( )aar ∆−≤ 5,01
0

. По-третє, ма-

гнітна конфігурація стелларатора передбачає наявність сепаратриси, і радіус ap 

граничної замкнутої магнітної поверхні знов-таки менший за радіус камери. 

Тому слід дослідити вплив неоднорідності магнітного поля на дисперсійні 

властивості МГД хвиль в плазмовому шнурі, відокремленому від круглої цилінд-

ричної камери вакуумним зазором. Нехай гранична магнітна поверхня описується 

рівнянням 

( ) ( )( )θ2cos5,01
pp

aar ∆+= .                                           (1.97) 

 Залежність аксіальної компоненти магнітного поля МГД хвилі в вакуумі, 

що задовольняє крайовій умові на металевій камері, має вигляд 
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де 
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κκκκ ′−′≡)( .                                   (1.99) 

 Дотримання крайових умов на граничній магнітній поверхні (1.97) призво-

дить до дисперсійного рівняння у вигляді (1.91), в якому 
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Дослідимо на основі формул (1.95) і (1.100) - (1.106) розщеплення спектрів 

магнітозвукових коливань великого плазмового циліндра, відокремленого від 

круглої металевої камери вузьким (|m|(a-ap)<<a) вакуумним шаром. Для ШМЗХ, 

які розповсюджуються майже перпендикулярно до магнітного поля, 2
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A
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де альфвенівське хвильове число дорівнює kA=ωωpi/(cωci). Вираз для поправки, 

яка обумовлена гвинтовою неоднорідністю магнітного поля, має для таких 

ШМЗХ наступний вигляд: 

( ) ( )
0

22

1
25.0 ωδω

pp
aaak ∆−= .                                   (1.108) 

Розщеплення частоти ШМЗХ (1.108) є слабшим за те, що обчислено в поперед-
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ньому випадку (1.96). Це пов’язано, по-перше, з тим, що малий параметр задачі 

∆  (1.70) різко (майже експоненціально) зменшується із зменшенням радіусу, 

( ) )a(a
p

∆∆ < . Це послаблення пояснюється також тим, що основний внесок до 

величини δω (1.96) вносить кривина металевої камери, тоді як в другому випадку 

(1.108) камера вважається круглою. 

 Якщо плазмовий шнур відокремлений від металевої камери широким  

(κ1(a-ap)>>1) вакуумним прошарком, то поправка (1.95) до частоти МГД хвиль 

стає експоненціально малою. Частота ШМЗХ дорівнює в цьому випадку 

( )( )
AkpA kjav

1,10
κω += .                                           (1.109) 

Поправка до частоти таких ШМЗХ, обумовлена гвинтовою неоднорідністю 
0

B

r

, 

визначається наступним простим виразом: 

( )
0

25.0 ωδω
p

a∆= .                                             (1.110) 

Підіб’ємо підсумки. Проведене в цьому підрозділі дослідження впливу гви-

нтової неоднорідності утримуючого магнітного поля на власні моди і власні час-

тоти МГД хвиль з резонансними (1.64) значеннями аксіального хвильового числа і 

азимутального номера моди дозволяє зробити наступні висновки. 

Показано, що в резонансному випадку гвинтова неоднорідність утримуючо-

го магнітного поля призводить до розщеплення власних частот МГД хвиль, 

ω=ω0±δω, якщо для цих хвиль ефект невзаємності є слабким. При цьому доданки 

δω до частот виявляються величинами першого порядку малості на відміну від 

нерезонансного випадку, коли вони є величинами другого порядку малості. 

Показано, що власними модами в резонансному випадку є стоячі хвилі. Пу-

чності (вузли) стоячої хвилі з більшою частотою ω=ω0+δω, (з меншою частотою 

ω=ω0−δω) розташовані там, де максимальна (мінімальна) напруженість утримую-

чого магнітного поля. Це пояснюється тим, що власні частоти АХ і ШМЗХ в од-

норідному магнітному полі тим більші, чим сильніше 
0

B

r

. 

Внаслідок додавання двох власних стоячих хвиль з близькими частотами 

ω=ω0±δω виникають биття. Частота цих биттів δω залежить як від зовнішніх па-
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раметрів (J, ωci, L, ap, a), так і від густини плазми (k
2
A∝n). Тому вимірювання час-

тоти биттів з аксіальним періодом 2L може бути використано для діагностики гу-

стини плазми. 

Досліджене тут розщеплення частоти МГД хвиль гвинтовим магнітним по-

лем можна спостерігати експериментально. Аналогічний ефект зняття вироджен-

ня відносно знаку аксіального хвильового числа спектрів МГД коливань у тока-

маках, викликаного поздовжнім електричним струмом, було експериментально 

знайдено (див., напр., [183]). 

Відзначимо також, що в неоднорідній плазмі стеллараторів сателітні альф-

венівські резонанси (див. підрозділ 1.3), в яких відбувається конверсія обох сате-

літних гармонік МГД хвиль, пропорційних exp(±3iθ), в дрібномасштабні кінетичні 

хвилі, розташовані в глибині плазми, де густина в 9 раз вища, ніж в основному 

альфвенівському резонансі (1.76). Це дає підстави [149, 180] передбачати істотне 

додаткове нагрівання плазми стеллараторів поблизу сателітних альфвенівських 

резонансів МГД хвиль, основна гармоніка яких ∝exp(±iθ). 

Здобуті в цьому підрозділі результати можуть бути корисними також і для 

вивчення дисперсійних властивостей МГД хвиль, основна гармоніка яких 

exp(±3iθ - iωt) характеризується аксіальним хвильовим числом і азимутальним 

номером моди, які втричі перевищують резонансне значення (1.64). При дослі-

дженні впливу гвинтової неоднорідності утримуючого магнітного поля на власти-

вості таких хвиль [161, 173] ми залишали лише перший, основний, доданок в пов-

ному виразі [169] для магнітного поля  

( )∑∆=
∞

=0
00

sin
j

nr
nrBB θα , ( )∑∆=

∞

=0
00
cos

j
n

nBB θ
ϑ

, 

( )∑∆−=
∞

=0
000

cos

j
nz

nrBBB θα ,  (1.111) 

де n=(2j+1)l, оскільки амплітуди наступних гармонік в (1.111) швидко зменшу-

ються із зростанням j. Врахування поряд з основним, нерезонансним, доданком з 

j=0  резонансного доданку з j=1 призведе в цьому випадку до виникнення попра-

вки 
1=

∆∝
j

δω , величина якої визначається виразом (1.95), в той час, як основний 
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доданок (нерезонансний) дає поправку до власної частоти 0
2

=∆∝ jδω . Таким чи-

ном, числові значення цих двох поправок можуть виявитись приблизно однако-

вими.  

 

1.3. Додаткове нагрівання плазми поблизу сателітних альфвенівських  

резонансів у стеллараторі 

 

Наявність гвинтової симетрії в прямому стеллараторі (торсатроні) призво-

дить, як показано в [149, 180], до того, що поряд з основним АР, r=rA
(0)

 (див. 

(1.76)), можуть існувати додаткові резонанси, r=rA
(±)

, у яких 

( )2sz
)0(

1 NN)r( ±=ε  .         (1.112) 

Поблизу резонансів (1.112) відбуваються зростання амплітуд сателітних га-

рмонік електричних і магнітних полів МГД хвиль і конверсія цих коливань у дрі-

бномасштабні "кінетичні" альфвенівські хвилі. Ці резонанси природно назвати са-

телітними альфвенівськими резонансами (САР). Незважаючи на те, що ВЧ поту-

жність, що поглинається поблизу САР, є величиною, квадратичною за парамет-

ром  

( )0slsl
2
s

)l(
h cB/)rk(I)ak(KaJk8 ′≡ε  ,           (1.113) 

величина якого тут вважається малою (|εh
(l)

|<<1), можливими є ситуації, коли до-

сліджений ефект може бути істотним для нагрівання плазми.  

При нехтуванні зіткненнями, інерцією електронів і ефектом скінченності 

ларморівського радіуса іонів одержуємо з рівнянь Максвелла систему рівнянь 

(1.65) – (1.69) для компонентів магнітного поля B
r

=(Br,Bϑ ,Вz) і електричного поля 

Еr і Eϑ  у циліндричних координатах. Умова слабкості магнітного поля гвинтової 

обмотки ( )1)l(
h <<ε  дозволяє скористатися теорією збурень для розв’язання пос-

тавленої задачі і, зокрема, знайти розв’язок системи рівнянь (1.65) – (1.69) для ак-

сіального компонента магнітного поля хвилі з точністю до доданків першого по-

рядку малості за )l(
hε  в наступному вигляді:

 

Bz=[B
(0)

(r)+B
(+)

(r)exp(ilθ)+B
(-)

(r)exp(-ilθ)]exp[i(kz z+mϑ-ωt)], (1.114) 
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де |B
(±)

|∼|εh
(l)

 B
(0)

|. 

За відсутності струму в гвинтових провідниках ( 0
)l(

h =ε ) залежність аксіа-

льного компонента магнітного поля хвилі B
(0)

(r) визначається рівнянням (1.30). 

Розв’язання задачі про розподіл ВЧ полів з ω<ωci у плазмовому циліндрі з радіа-

льно неоднорідним профілем густини, поміщеному в однорідне аксіальне постій-

не магнітне поле, можна знайти (див. [13, 175] і наступні численні роботи) добре 

апробованими числовими методами. Тому обмежений при r=0 розв’язок рівняння 

(1.30) B
(0)

(r)=ψ(kz,m,r) вважаємо відомим. 

Представлення інших компонентів магнітних і електричних полів хвилі у 

вигляді рядів за ступенями ε
(l)
h є аналогічними до (1.114). 

Радіальний і азимутальний компоненти електричного поля хвилі в нульово-

му наближенні визначаються виразами (1.28). 

Поза областями САР (1.112) амплітуди сателітних гармонік B
(±)

(r) знайдемо, 

нехтуючи зіткненнями, інерцією електронів і ефектом скінченного ларморівсько-

го радіуса іонів ρLi=vTi/ωci (vTi=  /mT
ii

 - теплова швидкість іонів, Тi - їхня темпе-

ратура) за теорією збурень. Диференціальне рівняння другого порядку для В
(±)

(r) 

одержимо, підставивши в систему рівнянь (1.65) – (1.69) вирази для Вz(r,ϑ,r) у ви-

гляді (1.114) і виділивши в рівняннях доданки першого порядку малості за εh
(1)

, які 

є пропорційними до exp[i(kzm ks)z+i(m±l)ϑ - iωt]. Тоді в області 0≤ r≤ r
(±)

 маємо 

B
(±)

=ψ± 

( )

( )( )
∫
− ±±
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±

r

xr
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W

rdBG

ψψ

ψ

~,
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( )
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− ±±

±±

±

±

r

xr
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W

rdBG

ψψ

ψ
ψ ~,

ˆ
~

0

+C±ψ±.  (1.115) 

Тут ψ±≡ψ(kzm ks,m±l, r) і 
±

ψ
~

≡ψ
~ (kzm ks,m±l, r) - лінійно незалежні розв’язки рівнян-

ня (1.30), що відповідають хвилі з аксіальним хвильовим числом kzm ks, азимута-

льним номером моди m±l і k⊥=k±≡k⊥(kzm ks, r) (одне з них,ψ± , є обмеженим при 

r=0, інше, 
±

ψ
~ , при r=0 має особливість), С± - постійні інтегрування, W(ψ±, ±

ψ
~ ) - 

вронскіан функцій ψ± і ±
ψ
~ , 

W(ψ±, ±
ψ
~ )≡ψ±

r∂

∂
±

ψ
~

 - 
±

ψ
~

r∂

∂
±

ψ
~

= const
r

k
2

±  .   (1.116) 
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Оператор 
±

Ĝ  визначається співвідношенням 

±
Ĝ  B

(0) 
=

r

lm ±
 k±

2
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(±)
+µ±A2

(±)
) - 

r

k
2

±

r∂

∂
[r (A1
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)],      (1.117) 

де µ±=µ(kz m ks, r) і 

k±
2
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Межі зміни відстані х, що входить до (1.115), точніше будуть визначені да-

лі, при розв’язанні задачі про розподіл поля поблизу САР. На даному етапі до-

сить, щоб було виконано умову r )(±
A

 >х>0. 

Удалині від точки САР, при r )(±
A

 <r≤а, скористаємося для B
(±)

 виразами 
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З умови рівності нулю амплітуд сателітних гармонік азимутального компонента 

електричного поля  
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µ ,     (1.121) 

на поверхні металевої камери (Eϑ

(±)
(a)=0) визначаємо постійні інтегрування 

±
S
~

: 
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Подібно до того, як поблизу точок основного АР (1.76) величини µ(kz, r) і 

k⊥
2
(kz, r) мають особливість (µ, k⊥

2
∝[ε1

(0)
 – Nz

2
]
-1

), і внаслідок цього амплітуда ос-

новної гармоніки АХ має логарифмічну особливість, B
(0)
∝ln[ε1

(0)
 – Nz

2
], поблизу 

САР r=rA
(±)

 відбуваються зростання амплітуд сателітних гармонік електричних і 

магнітних полів хвилі, B
(±)
∝ln[ε1

(0)
 – (Nzm Ns)

2
], і конверсія цих коливань у дрібно-

масштабні "кінетичні" хвилі. Зазначений ефект має місце як для АХ і швидких 

магнітозвукових хвиль (ШМЗХ) з ω<ωci (якщо (kzm ks)
2
>ω

2
/c

2
), так і для ШМЗХ із 

ω>ωci (якщо (kzm ks)
2
<ω

2
/c

2
) – у розрідженій плазмі. Спільне поширення АХ (чи 

ШМЗХ) і дрібномасштабних хвиль поблизу точок САР r=rA
(±)

 описується рівнян-

ням 
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Тут доданок (iε1
(c)

) враховує зіткнення частинок [184], 
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де ea - заряд частинок сорту а, vab - частота зіткнень частинок сорту а з частинка-

ми сорту b, 

vab=(4/3) π2  ea
2
eb

2
nbLC[ma

3
(1+ma/mb)]

-1/2
,   (1.125) 

LC - кулонівський логарифм. Величина εT у (1.123) враховує скінченність лармо-

рівського радіуса іонів [185], 

εT = ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]∑ −−

i

20
ci

20
ci

22
Ti

22
pi c4rvr3

22

ωωωωωω  .  (1.126) 

Інерція електронів врахована в (1.123) у компоненті тензора діелектричної прони-

кливості ε3. Припущення про малість струму гвинтових провідників дозволяє ско-

ристатися тут виразами для ε3, отриманими в нульовому наближенні, 
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Функція W(ze) дорівнює 

W(ξ)=exp(-ξ
 2
) ( ) 





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ξ

π 0

2
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2
1 dtt

i
 .    (1.128) 

Якщо загасання Ландау є слабким (ze>>1), то вираз (1.127) для ε3 спрощується: 

ε3 = - 
2

2

ω

ω
pe

(1 – 2i π  ze
3

2
e
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e
−

 ).    (1.129) 

У цьому випадку необхідно врахувати зіткнення електронів з іонами, 

ε3 =
( )ei

pe

iv+

−

ωω

ω
2

 .     (1.130) 

При розв’язанні рівняння (1.123) скористаємося тією обставиною, що поб-

лизу точок САР r=rA
(±)

 амплітуда B
(±)

 змінюється повільніше, ніж її похідна (мож-

на порівняти з [53, 147, 186]). Це дозволяє в результаті інтегрування за координа-

тою r одержати з (1.123) для F±(r)≡ − (c/ω)∂Β
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/ ∂ r неоднорідне рівняння Ейрі  
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де C1
(±) 

- постійна інтегрування. Зміну параметрів плазми поблизу точок САР вва-

жаємо слабкою, тому при розв’язанні рівняння (1.131) скористаємося значенням 

його правої частини і величин εT, ε3 і ε1
(c)

 у точці r=rA
(±)

. Вирази для амплітуд сате-

літних гармонік аксіального компонента магнітного поля хвилі В
(±)

, які асимпто-

тично зшиваються з (1.115) і є справедливими поблизу r=rA
(±)

, одержимо з (1.131) 

у вигляді 

B
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де 
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u0(ξ)=s ( )[ ]∫
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ξ=k1(r-r ( )±
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) - iη, k1= ( )
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s=sgn
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Відзначимо, що, хоча залежність B
(±)

(r) у вигляді (1.115), (1.120) і має особливість 

у точці r=rA
(±)

, комбінація ( ) ( )
( )

( )







 ±
+ ±±

B
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lmc
iE

0

2
εω

ϑ
, що входить до (1.135), повільно 

міняється поблизу r=rA
(±)

. Подібна методика використовувалась в [53, 147, 186]. 

Співвідношення (1.135) не тільки вводить позначення F1
(±)

, але і зв'язує константи 

інтегрування C1
(±)

 з (1.131) з константами C± з (1.115). 

З огляду на асимптотику розв’язка рівняння (1.131) при Re(ξ)→−∞ 
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будемо вважати, що при віддаленні від точки САР дрібномасштабна кінетична 

хвиля (другий доданок у (1.138)) сильно загасає в малій околиці точки резонансу 

за рахунок зіткнень або за рахунок механізму Ландау. Дрібномасштабність кіне-

тичної хвилі (k1>>(kz±ks), |mm l|/r
(±)

) дозволяє так вибрати відстань х, що входить у 
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визначення (1.115), (1.120) і (1.132), щоб вона була малою в порівнянні з rA
(±)

 і ха-

рактерної для В
(±)

 (1.115) довжини хвилі і разом з тим досить великою, щоб на ві-

дстані х від точки САР дрібномасштабною кінетичною хвилею вже можна було 

знехтувати і скористатися для визначення значення амплітуди сателітної гармоні-

ки В
(±)

(r
(±)

 - x) виразом (1.115). Якщо ж загасання дрібномасштабної хвилі слабке, 

то асимптотику (1.138) варто зшити з розв’язком рівняння (1.123), який одержу-

ють методом ВКБ і який відповідає хвилям, що несуть енергію від точки конверсії 

в глиб плазми чи до її периферії. Ми припускаємо в такому випадку, що ці дріб-

номасштабні хвилі цілком поглинаються на одному проході. Тим самим ми не до-

сліджуємо різні ефекти, що можуть з'явитися при дуже слабкому загасанні, зок-

рема, виникнення в цьому випадку глобальних резонансів з високим значенням 

радіального номера. 

Умова сильного загасання дрібномасштабної кінетичної хвилі дозволяє 

провести асимптотичну зшивку виразів (1.115), (1.120) і (1.132) для В
(±)

. Визначені 

в результаті цього постійні інтегрування C
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 дорівнюють 
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тут W±=W(ψ±, ±
ψ~ ). 
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Обчислимо величину потужності, що поглинається поблизу точки САР на 

одиниці довжини плазмового шнура, 

P
(±)

=π r
(±) ( ) ( )( )( )∫

±∗±∗
+ drEjEj

zzrr
 .   (1.141) 

Вона складається з роботи поля над радіальними ВЧ струмами 
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і роботи над аксіальними ВЧ струмами 
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Відомі вирази [147, 186] для потужності P
(0)

, що поглинається в основному 

АР (1.76), виходять з (1.142) і (1.143), якщо в них замінити rA
(±)
→rA

(0)
, (Nz±Ns)→Nz, 

Eϑ
(±)
→Eϑ

(0)
, B

(±)
→B

(0)
, (mm l)→m і у виразі (1.135) для F1

(±)
 покласти величину А1

(±)
 

рівною нулеві. 

Відзначимо, що внесок Рz
(±)

 у нагрівання на сателітній гармоніці не є малим 

у порівнянні з Рr
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, якщо Im(ε3)≥Re(ε3): 
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Визначимо тепер умови, за яких можна знехтувати впливом тривимірної 

неоднорідності магнітного поля і густини в стеллараторі на розподіл електромаг-

нітного поля в області конверсії в САР r≈rA
(±)

. У цій області 

ε1(r, ϑ, z)=(Nz±Ns)
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Конверсія хвиль відбувається в області шириною ∆r, де 
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Останній доданок у (1.145), що залежить від координати θ =ϑ−α z, виявляється 
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несуттєвим у цій області, якщо  ∆r>>
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Умова резонансу за наявності компонентів В0r і В0ϑ стеллараторного поля у на-

ближенні ВКБ має вигляд 
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Найбільший доданок у правій частині цієї умови, що залежить від θ і є пропор-

ційним до добутку krВ0r, виявляється малим у порівнянні з (∂ε1
(0)
/∂ r)∆r, якщо 
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Інші доданки в правій частині (1.148), що залежать від θ, виявляються несуттєви-

ми при виконанні менш жорстких умов, 
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Умови (1.149) і (1.150) можуть виконуватися в стеллараторах, якщо область САР 

розташована в глибині плазми, де εh
(l)

 малий, а температура плазми велика. 

У загальному випадку гвинтове магнітне поле стелларатора може бути 

представлене у вигляді (1.111) ряду Фур'є за кутом θ [169]. Виділення однієї гар-

моніки в (1.111) з j=0 (див. (1.3)) є справедливим або тільки в навколоосевій обла-

сті, або в усьому об’ємі плазми, якщо ks a<<1. Урахування членів з j≠0 призведе до 

появи при розв’язанні рівнянь Максвелла сателітних гармонік, пропорційних 

exp{i[(kz±nα)z+(mm  (2j+1)l)ϑ −ω t]}, для яких можливе виникнення САР в області, 

де 

ε1(r, ϑ, z)≈
2

2

ω

c

 [kz±ks(2j+1)]
2
.    (1.151) 

Отримані вище вирази для амплітуд сателітних гармонік ВЧ поля (1.115), (1.120), 

(1.132) - (1.137) і потужності, що поглинається, (1.142), (1.143) залишаються спра-
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ведливими в цьому випадку при заміні l→l(2j+1). Однак амплітуди гармонік 

утримуючого поля з j≠0 швидко зменшуються при зростанні номера j, при цьому 

умови нехтування неодновимірними ефектами в резонансній області (1.151), де 

відбувається конверсія 

хвиль, є аналогічними до 

(1.147), (1.149) і (1.150), а їх 

виконання полегшується. 

Обговоримо здобуті в 

цьому підрозділі результати. 

Показано, що в плазмі стел-

лараторів може відбуватися 

додаткове (у порівнянні з 

основним АР (1.76)) погли-

нання енергії хвилі накачу-

вання в областях САР 

(1.112). Величина потужнос-

ті, що поглинається в області 

додаткових резонансів, ви-

значається виразами (1.142) і 

(1.143) і є пропорційною до 

квадрата малого параметра 

(1.113), який характеризує 

відмінність форми магнітних 

поверхонь від круглого ци-

ліндра, тобто зазвичай є малою в порівнянні з потужністю, що поглинається в ос-

новному АР. Однак, у деяких розглянутих випадках поглинання в області САР 

може виявитися більш істотним, ніж при основному АР. До таких випадків нале-

жать наступні. 

Перший випадок. Якщо величина kz досить мала, а густина плазми - велика, 

то основний резонанс r=rA
(0)

 знаходиться на периферії плазми. При переміщенні 



 69 

точки резонансу r=rA
(0)

 на периферію плазми градієнт густини збільшується, а по-

тужність, що поглинається в області резонансу, зменшується, 

Р(0)∝(ε2
(0)

)
2
(∂ε1

(0)
/∂ r)

-1
. При досить великих ks САР r=rA

(±)
 можуть знаходитися в 

глибині плазми (див. Рис.1.5 - 1.7). Частка Рr
(±)

 до Рr
(0)

, згідно (1.142), дорівнює за 

порядком величини 

Рr
(±)

/Рr
(0)

~[n(r
(±)

)/n(r
(0)

)] 

×[(kz±ks)/kz]
2
|F1

(±)
/F1

(0)
|
2
. (1.152) 

Звідси видно, що Рr
(±)

 може бути більше, ніж Рr
(0)

, якщо ks досить велике в порів-

нянні з kz, а густина n(r
(0)

) мала в порівнянні з n(r
(±)

). При цьому варто врахувати, 

що через малість kz поле В
(0)

 може мати вузький бар'єр непрозорості на периферії 

плазми [13] і тому добре проникати в глибину плазми, де в області досить вели-

ких густин ( )[ ]( )22

zcicipi
N>+ωωωω  поле В

(0)
 являє собою ШМЗ хвилю і його сате-

літи В
(±)

 відчувають резонансне поглинання в точках САР. 

Хвиля В
(0)

 може бути власною зі слабким загасанням для розглянутого пла-

змового хвилеводу (плазмового резонатора, у випадку плазмового тора - плазмо-

вого циліндра з ототожненими кінцями). У цьому випадку резонансно підростуть 

і сателітні гармоніки В
(±)

, і відповідно збільшиться потужність, що поглинається 

як у точці r=rA
(0)

, так і в точках r=rA
(±)

. 

Поглинання на сателітних гармоніках у точці r=rA
(±)

 також може бути поси-

лене в тому випадку, коли хвиля з подовжнім хвильовим числом (kz±ks) і азимута-

льним номером (mm l) є власною для хвилеводу. У цьому випадку резонансно під-

ростають два останні доданки в круглих дужках в (1.135) 

( ) ( )
( )

( )

( )±
=

±±









+

A
rr

B
r

lmc
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0

2
εω

ϑ

m
. 

Другий випадок. У плазмі малої густини усюди Nz
2
>ε1

(0)
, і основний резо-

нанс відсутній. Однак у цьому випадку можлива наявність резонансу r=rA
(−)

, що 

забезпечить поглинання хвилі накачування. У цьому резонансі поглинання також 

може бути посилене за рахунок того, що сателітна хвиля B
(−)

 буде власною модою 

хвилеводу. 
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Третій випадок. Швидкі магнітозвукові хвилі з аксіальним хвильовим чис-

лом |kz|>ω/c і частотою ω>ωci на відміну від АХ узагалі не відчувають основного 

резонансу (1.76). (Конверсія і резонансне поглинання ШМЗХ із |kz|>ω/c і частотою 

ω>ωci у периферійній плазмі досліджені в [187].) Якщо ж при цьому |kz+ks|<ω/c, то 

для таких ШМЗХ у плазмі стелларатора утвориться САР (1.112). Оскільки в гли-

бині термоядерної плазми ωpi
2
>ωci

2
, точка r=rA

(+)
 цього САР розташована на пери-

ферії плазмового шнура. Хоча, з одного боку, густина n(rA
(+)

) і квадрат аксіально-

го хвильового числа гармоніки (kz+ks)
2
, що входять співмножниками до виразів 

(1.142) і (1.143) для ВЧ потужності, яка поглинається, у цьому випадку є невели-

кими, з іншого боку, відмінність форми магнітних поверхонь від прямого цилінд-

ра найбільше помітна саме на периферії плазми (параметр εh
(l)

 зростає при збіль-

шенні радіуса), до того ж амплітуда поля накачування також зазвичай максималь-

на саме поблизу поверхні плазми. Тому відзначений тут САР може зробити помі-

тний внесок до небажаного нагрівання периферії плазми стелларатора. 

 

1.4. Тонка структура основного альфвенівського резонансу в плазмовому шнурі,  

що міститься в сильному аксіальному магнітному полі  

і помірному полі з гвинтовою симетрією 

 

 У цьому підрозділі розподіл полів електромагнітної хвилі в області локаль-

ного альфвенівського резонансу вивчено за умов, коли він визначається саме 

гвинтовою неоднорідністю утримуючого магнітного поля, а не інерцією елек- 
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тронів чи ефектом скінченного ларморівського радіуса іонів [188]. Показано, що 

врахування саме гвинтової неоднорідності постійного магнітного поля (замість 

інших слабких ефектів) може усувати нескінченний розрив полів хвилі, що має 

місце в прямому магнітному полі. Поглинання ВЧ потужності в області локально-

го АР обчислено і порівняно з випадком, коли структура АР визначається іншими 

слабкими ефектами.  

Здобудемо систему рівнянь, що визначає поводження амплітуд основної й 

сателітних гармонік в області локального АР. Виходячи із симетрії задачі, зокре-

ма, із вигляду виразів (1.7), слід шукати розв’язок рівнянь Максвелла в наступно-

му вигляді, 

( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]θθ il1

r

il1

r

0

rr
erEerErEE
−−+

++= ( )tmzkiexp
z

ωϑ −+  .           (1.153) 

Представлення (1.153) відповідає пакету, що містить основну гармоніку і дві най-

ближчі сателітні гармоніки. Представлення у формі ряду Фур'є для інших компо-

нентів магнітних і електричних полів хвилі подібні до (1.153).  

Наслідуючи методику роботи [53] і інших авторів, ми використовуємо ме-

тод «вузького шару». Він означає повільну зміну густини плазми і постійного ма-

гнітного поля в області АР. Припускається також повільна зміна полів у всіх на-

прямках, крім радіального, 

rmaxr
EkrE >>∂∂ , ( )c,k,rmmaxk

zAmax
ω= .                    (1.154) 

 Підставимо вирази (1.153) для полів хвилі і (1.7) для компонентів тензора 

діелектричної проникливості до системи рівнянь (1.65) – (1.69) і виділимо додан-

ки, що є пропорційними до ∝exp{i[kzz+mθ−ω t]} і ∝exp{i[(kzm ks)z +(m±l)θ−ω t]}. 

Підкреслимо, що при цьому не слід звертати уваги на порядок величини цих до-

данків відносно малого параметра, який характеризує відмінність форми магніт-

них поверхонь від кола. Оскільки рівняння для радіального компонента електрич-

ного поля є найбільш зручним для вивчення структури АР, то наводимо тут тільки 

наступну замкнену систему трьох рівнянь для амплітуд основної й сателітних га-

рмонік радіального електричного поля, що виведена з рівнянь Максвелла, 
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Тут δ=nbnI’n(ksr)/B0 - це малий параметр, що характеризує слабку модуляцію раді-

ального компонента утримуючого магнітного поля. Комбінація 

( ) ( ) ( ) ( )0
z

00

2
B)r(cmEi ωε

ϑ
+  ≡A у лівій частині (1.155) виявляється такою, що повільно 

змінюється поблизу АР, хоча обидва поля ( )1
E

±

ϑ
 і ( )1

z
B

±  мають особливість (1.2) в 

області АР у холодному наближенні. (Повільна зміна подібної комбінації в аксіа-

льному магнітному полі добре відома – див., наприклад, роботу [53] і [155].) Саме 

тому природно розглядати цю комбінацію як константу, що фактично зв'язана з 

хвилею накачування, яка збуджується антеною. 

Нагадаємо про те, який вплив чинять обертальне перетворення і гвинтова 

неоднорідність утримуючого магнітного поля поза областю АР. Розподіл поля 

електромагнітної хвилі поза АР, у якому з урахуванням обертального перетворен-

ня має місце наступне рівняння, 

ε1
(0)
=Nz

2
 +2NzNϑι r/R,                                                (1.157) 

може бути ефективно визначено в рамках теорії збурень. Тут ι - обертальне перет-

ворення, R - великий радіус тора, Nϑ=cm/ωr - полоїдний показник заломлення. 

Оскільки в прямому магнітному полі (
z00
eBB
r

r

= ) окремі просторові гармоніки 

електромагнітної хвилі з різними аксіальними хвильовими векторами і полоїдни-

ми номерами мод поширюються незалежно, то можна припустити, що амплітуда 

основної гармоніки ∝exp{i[kzz+mθ-ω t]} є єдиною, що відрізняється від нуля в ну-

льовому наближенні. Розподіл полів хвилі поза межами АР в аксіальному магніт-

ному полі докладно вивчено (див., наприклад, [13, 175]), тому поводження полів 
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хвилі поза областю АР вважаємо тут відомим. Наявність обертального перетво-

рення змінює амплітуду основної гармоніки на малу величину першого порядку 

за параметром (ι r/R) (див., наприклад, [189]). Вплив гвинтової неоднорідності 

утримуючого магнітного поля на амплітуду основної гармоніки позначається 

тільки в другому наближенні за малим параметром (див., наприклад, підрозділ 

1.1). Амплітуди сателітних гармонік є меншими за порядком величини, ніж амплі-

туда основної гармоніки,  

|Er
(±1)

|~δ|Er
(0)
|,                                                     (1.158) 

усюди в плазмовому шнурі, крім області АР. Відзначимо, що при цьому не припу-

скається заздалегідь, що амплітуди ( )3
r

E
±  сателітних гармонік є такими малими в 

області АР, тобто не припускається заздалегідь, що співвідношення (1.158) є іс-

тинними в області АР. Більше того, отримані в цьому підрозділі результати підт-

верджують, що співвідношення (1.158) не є застосовним там. 

 Здобудемо і розв’яжемо спрощене основне рівняння для амплітуди основної 

гармоніки радіального електричного поля. Система рівнянь (1.155), (1.156) скла-

дається з трьох диференціальних рівнянь другого порядку. Вона може бути запи-

сана як наступне рівняння шостого порядку для амплітуди Er
(0)

 основної гармоні-

ки: 
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Ми приписали два нижніх індекси кожному з останніх чотирьох доданків у рів-

нянні (1.159). Пояснимо їхній зміст, взявши за приклад останній доданок. Індекси 



 74 

(2,1) показують, що похідна першого порядку помножена в цьому доданку на ма-

лий коефіцієнт другого порядку за δ. Аналіз співвідношення між порядком мало-

сті й порядком відповідної похідної дозволяє спростити рівняння (1.159) у такий 

спосіб: 
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Пізніше ми визначимо точність перетворення рівняння (1.159) до вигляду (1.160). 

Якщо радіальний профіль густини плазми є лінійним в області АР, так, що 
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тоді аналітичний розв’язок (1.160) може бути отриманий методом Лапласа в на-

ступному вигляді: 
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1
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)0(
1

*

A

dr/lnda
−

= ε  - характерний радіальний масштаб, на якому змінюється 

густина плазми в області АР. Цей розв’язок задовольняє наступним крайовим 

умовам: він є обмеженим; він описує конверсію електромагнітної хвилі в дрібно-

масштабну хвилю, що несе енергію геть від області АР; він загасає при врахуванні 

слабкої дисипації у ε1
(0)

. Поведінка функції u0(ξ) (яка описує амплітуду основної 

гармоніки радіального електричного ВЧ поля) показана на Рис. 1.8. Зазначимо, що 

абсолютне значення цієї функції досягає максимуму (max{|u0(ξ)|} = 1.459) не при 

ξ=0, а при ξ = −1.325. Таке радіальне положення максимуму є аналогічним випа-

дку, коли розподіл полів в АР визначається скінченним іонним ларморівським ра-

діусом або інерцією електронів [46].  

Асимптотичний вираз для розв’язка u0 (див. (1.162)) при Re(ξ)→ -∞ може 

бути записаний в наступному вигляді: 
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Рис. 1.8 Поводження реальної (суцільна лінія) і уявної (штрихова лінія) частин 

функції u0(ξ). 
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Він дозволяє припустити, що при віддаленні від АР, r=rA, амплітуда дрібномасш-

табної хвилі, що описується другим доданком у правій частині (1.163), швидко 

зменшується поблизу резонансної точки внаслідок загасання Ландау чи зіткнень 

між частинками плазми. 

Ширина ∆r=k1
-1
 АР є меншою в δ 

-2/15
 разів за ширину сателітного АР, ви-

вченого в підрозділі 1.6. Відповідно, характерне значення амплітуди Er
(0)

 основної 

гармоніки радіального компонента електричного поля хвилі в області АР може 

бути оцінене з (1.162) за порядком величини в такий спосіб, 

( )
A

cN

Na
~N/Aak~E

5
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48

z
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2

s

44
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z1

0

r 
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δ

ω
 .                               (1.164) 
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Радіальне електричне ВЧ поле може сприяти дифузії частинок плазми, якщо воно 

порівнянне з амбіполярним електричним полем ~T/(ea). У цьому випадку амплі-

туда хвилі накачування мала б наступний порядок величини: 

8.0

l

ci
32

Lii

ae

m
~E ∆

ω

ωρ
ϑ

,     (1.165) 

за цих умов стрикційна нелінійність залишається слабкою в області АР. 

Нагадаємо, що при розв’язанні цієї задачі не використовувалося припущен-

ня про те, що амплітуди ( )1
r

E
±  сателітних гармонік є малими в порівнянні з Er

(0)
. 

Тепер можна і слід оцінити характерне значення ( )1
r

E
± , ( )2

rE
±  … в області АР. Ви-

користовуючи рівняння (1.156), знаходимо,  

( ) ( ) ( )
drdEk2E

0

rs

1

r
δ−=

± ~(k1δ /ks)Er
(0)

, 

( ) ( ) ( )
drdEk4E

1

rs

2

r

±±
−= δ ~(k1δ /ks)

2
Er

(0)
... (1.166) 

Аналіз (1.166) показує, що, хоча амплітуди ( )1
r

E
±  сателітних гармонік і зростають в 

області АР навіть швидше, ніж амплітуда Er
(0)

 основної гармоніки, проте вони за-

лишаються меншими, ніж Er
(0)

, в області АР. Порівняння значень (1.158) і (1.166) 

показує, що розходження в порядку величини між Er
(0)

 і ( )1
r

E
±  не так виявляється в 

області АР, як поза ним. 

 Тепер можна оцінити точність перетворення рівняння (1.159) до спрощено-

го вигляду (1.160). Найбільший з відкинутих доданків, 

( )[ ]AER/rNN2N
dr

d
N

c )0(
rz

2
z

)0(
12

2
2
b

2

2

2

+−−− ιεδ
ω

ϑ
 ,                     (1.167) 

є малою величиною порядку ~δ
 2/5

 у порівнянні з третім доданком у (1.159), що ми 

залишили. Перший доданок у (1.159) є малою величиною порядку δ
 4/5

. Доданки, 

яким приписано індекси (i, j), можуть бути оцінені в порівнянні із залишеним до-

данком з індексами (4,4) як малі величини порядку δ
(і-4-0.8(j-4))

.  

Саме аксіальне електричне ВЧ поле зростає найбільш різко в області АР, 
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Цей компонент електричного поля залишається набагато меншим, ніж радіальний 

компонент Er
(0)

. Вплив Ez
(0)

 на перехід частинок плазми із замкнених у пролітні є 

незначним в лінійному наближенні за амплітудою ВЧ поля. 

Виведемо умови, за яких структура локального АР визначається слабкою 

гвинтовою неоднорідністю 
0

B

r

, а не інерцією електронів, іонним ларморівським 

радіусом або зіткненнями. Урахування цих слабких ефектів у (1.160) може бути 

легко виконано шляхом наступної заміни: 

( )
→−− R/r NN2N

s

2

s

0

1
ιε

ϑ
 

( ) ( )
++−−

c

1s

2

s

0

1
iR/r NN2N ειε

ϑ
( ) 2222

3

2

sT
rcN ∂∂ωεε + .       (1.169) 

Тут доданок iε1
(c)

 визначений 

формулою (1.124), він врахо-

вує зіткнення між частинками 

плазми [184]. Структуру АР 

при врахуванні самих тільки 

зіткнень між частинками пла-

зми показано суцільною ліні-

єю на Рис. 1.9. Вплив зіткнень 

на структуру АР у термоядер-

них уловлювачах є зазвичай 

слабкішим за вплив скінчен-

ного ларморівського радіуса 

іонів. Саме тому амплітуда 

основної гармоніки електрич-

ного поля хвилі 

(Er
(0)
~Aω/(Nz

2
νab)) виявляється 

найбільшою, та ширина АР 

(∆rcoll~ a
*
νab/ω) - найвужчою в 

порівнянні з Рис. 1.10 та Рис. 

1.11. 
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Множник εT (1.126) у заміні (1.169) враховує скінченний іонний ларморівсь-

кий радіус [185]. Скінченну інерцію електронів також взято до уваги в (1.169) че-

рез компонент ε3 (1.127) – (1.130) тензора діелектричної проникливості. Типову 

структуру АР, обумовлену впливом теплового руху іонів і скінченною інерцією 

електронів, показано суцільною лінією на Рис. 1.10. Вплив цих двох факторів на 

структуру АР зазвичай є в термоядерних уловлювачах (і вважається тут) більшим, 

ніж вплив зіткнень. Тому в порівнянні з Рис. 1.9 амплітуда основної гармоніки 

електричного поля хвилі (Er
(0)
~(A/Nz

2
)(a

*
/ρLi)

2/3
) показана меншою, а ширина АР 

(∆rT~ a
*
(ρLi/a

*
)

2/3
) - більшою. 

Аналіз основного рівняння (1.160) з урахуванням заміни (1.169) показує, зо-

крема, що вплив слабкої гвинтової неоднорідності 
0

B

r

 на структуру АР більш іс-

тотний, ніж вплив скінченного іонного ларморівського радіуса ρLi і інерції елект-

ронів, якщо справедлива наступна нерівність, 

δ
 12/5

>>(ρLi/a)
2
(kzksa

*2
)

6/5
.     (1.170) 

Отримана умова може бути виконана в периферійній плазмі, де гвинтова неодно-

рідність 
0

B

r

 найбільш істотна, і плазма холодніша, ніж у глибині плазмового шну-

ра. Нерівність (1.170) може мати місце для більш низької іонної температури, ніж 

подібна умова у випадку сателітного АР, вивченого в підрозділі 1.6. Умова (1.170) 

може бути інтерпретована в 

наступний спосіб. Радіальне 

відхилення r-rA магнітної по-

верхні (1.4) від циліндра із се-

реднім радіусом є більшим, 

ніж характерна ширина 

(ρLi
2
a)

1/3 
області АР, що є ві-

домою величиною для випад-

ку прямого магнітного поля. 

Демонстрацію перетво-

рення структури АР по мірі 
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послідовного включення в розгляд слабких явищ закінчено на Рис. 1.11. Пово-

дження амплітуди основної гармоніки радіального електричного поля хвилі пока-

зано там суцільною лінією при виконанні умови (1.170), яка означає, що вплив 

періодичної гвинтової неоднорідності плазми на структуру АР є найсильнішим у 

порівнянні з впливом зіткнень, теплового руху іонів і скінченної інерції електро-

нів. Саме тому амплітуда основної гармоніки електричного поля хвилі показана 

такою, що має найменшу величину, а ширина АР – найбільшу величину в порів-

нянні з Рис. 1.9 та Рис. 1.10. Пунктирні лінії на Рис. 1.9 – 1.11 відповідають випа-

дку нехтування всіма зазначеними слабкими ефектами. 

Обчислимо потужність, що поглинається в одиниці довжини плазмового 

тора поблизу області АР. Вона складається з роботи, що виконується полем осно-

вної гармоніки над радіальними ВЧ струмами, { }∫= rdr2EjRe5.0P
r

*

rr
π , і роботи, 

яка виконується над аксіальними ВЧ струмами, { }∫= rdr2EjRe5.0P
z

*

zz
π , де 
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Якщо замінити функцію u0 у виразі (1.171) функцією Ейрі, тоді цей вираз 

збігається з тим, що здобутий у випадку, коли структура АР визначається скін-

ченним іонним ларморівським радіусом або скінченною інерцією електронів 

(див., наприклад, [53] чи [149]). Числові розрахунки підтвердили, що інтеграл  

( )∫
+∞

∞−

dxxu )(Im
0

 =π 

так само, як і у випадку інтегрування функції Ейрі.  

Як було відзначено в [147], внесок від потужності Pz не є малим у порівнян-

ні з внеском від Pr, якщо Im (ε3) ≥ Re(ε3). Вираз (1.172) збігається з подібним, 

отриманим у випадку, коли структура АР визначається скінченним іонним лармо-

рівським радіусом або скінченною інерцією електронів (див., наприклад, [147] чи 

[149]), якщо замінити u0 функцією Ейрі від аргументу [kT(r-rA)] і видалити малий 
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множник (k1/kT)
3
. Тут  

2
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εε

εεω
 .                (1.173) 

Судячи з асимптотичного виразу (1.163), |u`0(ξ)|
2
∝(-ξ)

1/4
 при Re(ξ)→-∞, і інтеграл 

∫
+∞

∞−

′ dx)x(u
2

0
 у виразі (1.172) розходиться. Щоб перебороти цю проблему, можна 

взяти до уваги дисипативні явища (тобто врахувати в компоненті тензора діелект-

ричної проникливості Im(ε3)). Якщо Im(ε3)~Re(ε3), то відповідний інтеграл від ква-

драта похідної функції Ейрі можна оцінити за порядком величини як одиницю. 

Тоді можна обчислити коефіцієнт загасання Im(k1) із рівняння (1.160) з урахуван-

ням заміни (1.169): 

Im(k1)~k1
4
/(2k

3
).         (1.174) 

За цих умов підінтегральний вираз у правій частині (1.172) зменшується на коефі-

цієнт exp[2 Im(k1)(r-rA)] для від’ємної півосі, і величину інтеграла можна оцінити 

як kT
3
/k1

3
. Внаслідок цього, поглинання ВЧ потужності, що обумовлене роботою 

над аксіальними ВЧ струмами поблизу АР, у розглянутому випадку збігається з 

тим, що має місце, коли структура АР визначається скінченним іонним ларморів-

ським радіусом або скінченною інерцією електронів, принаймні, за порядком ве-

личини. 

 На закінчення підіб’ємо основні підсумки підрозділу. У ньому представлено 

результати теоретичного дослідження структури АР у циліндричній плазмі, яку 

поміщено у гвинтове магнітне поле. Розподіл електромагнітних полів в області 

АР визначений і проаналізований з урахуванням гвинтової неоднорідності утри-

муючого магнітного поля, інерції електронів, іонного ларморівського радіуса й 

зіткнень. Ширина АР і характерні значення амплітуд основної гармоніки (1.164) і 

сателітних (1.166) гармонік оцінені за порядком величини. Наступні висновки 

можуть бути зроблені за результатами дослідження. 

Гвинтова неоднорідність утримуючого магнітного поля викликає зв'язок 

просторових гармонік електромагнітних хвиль із різними значеннями аксіальних 

хвильових чисел і полоїдних номерів мод.  
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 У цьому підрозділі отримано умову (1.170), при виконанні якої просторовий 

розподіл електромагнітних хвиль в області локального АР визначається саме гви-

нтовою неоднорідністю утримуючого магнітного поля, а не інерцією електронів 

або скінченним іонним ларморівським радіусом. Нерівність (1.170) може бути ви-

конана в холодній периферійній плазмі, де ріпли утримуючого магнітного поля є 

найбільш істотними. Як відомо, область локального АР пересувається саме до 

межі плазми в результаті зростання густини плазми, що відбувається при одер-

жанні плазми в термоядерних уловлювачах. Характерна ширина області АР є бі-

льшою в цьому випадку, ніж у прямому магнітному полі за інших рівних умов. 

Амплітуди сателітних гармонік зростають при наближенні до області АР 

швидше, ніж амплітуда основної гармоніки. Це призводить до усунення у гвинто-

вому магнітному полі торсатрона розриву полів електромагнітних хвиль, що має 

місце в холодному наближенні в прямому магнітному полі. Характерне значення 

(1.164) радіального електричного поля хвилі у гвинтовому магнітному полі є 

меншим, ніж у випадку прямого магнітного поля за інших рівних умов. Виявля-

ється, що ВЧ потужність(1.170) і (1.171), що поглинається в області АР, у дослі-

дженому тут випадку збігається зі значенням, відомим для випадку, коли структу-

ра АР визначається скінченним іонним ларморівським радіусом або скінченною 

інерцією електронів. Величина цієї потужності є такою самою в наступних трьох 

випадках: у першому випадку поглинання викликне конверсією електромагнітної 

хвилі в області АР у дрібномасштабну хвилю, яка обумовлена помірною гвинто-

вою неоднорідністю плазми і яка потім поглинається за рахунок зіткнень або ме-

ханізму Ландау; у другому випадку поглинання обумовлене зіткненнями; у тре-

тьому випадку поглинання викликане конверсією електромагнітної хвилі в облас-

ті АР у дрібномасштабну кінетичну альфвенівську хвилю, що потім поглинається 

за рахунок зіткнень або механізму Ландау. 
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1.5. Резонансний вплив гвинтової неоднорідності утримуючого магнітного поля  

торсаторона на структуру основного альфвенівського резонансу 

 

 Цей підрозділ присвячений дослідженню особливостей структури локаль-

ного альфвенівського резонансу для електромагнітних хвиль з резонансними зна-

ченнями аксіального хвильового вектора kz і полоїдного номера m основної гар-

моніки (див. (1.64)), для яких аксіальний період основної гармоніки вдвічі пере-

вищує крок L гвинтового провідника і полоїдний номер m вдвічі менший за муль-

типолярність l гвинтових котушок [165, 167, 190, 191]. Ця резонансна умова вка-

зує на слабкий зв’язок гармонік, які характеризуються протилежними знаками ак-

сіального хвильового числа і полоїдного номера моди у випадку, коли цей зв’язок 

обумовлений гвинтовою неоднорідністю сталого магнітного поля (1.3).  

Умова (1.64) може спостерігатись лише в стеллараторах з парною мульти-

полярністю гвинтових котушок. Оскільки стелларатори з мультиполярністю l=4 

чи l=6 ані будуються, ані плануються будувати де б то не було, подальший розг-

ляд виконано саме для випадку l=2, який часто реалізується в сучасних стеллара-

торах (див. Табл.1.1). В цьому випадку поперечний переріз плазми має форму елі-

пса, який обертається, якщо рухатись в тороїдному напрямку. 

 Оскільки тут не розглядаються хвилі з аксіальними хвильовими векторами, 

які б відрізнялись від тих, що задовольняють резонансній умові (1.64) (це було 

предметом дослідження в підрозділі 1.4), тому важливість цієї розвідки для висо-

кочастотного нагрівання плазми, де, як правило, присутній широкий спектр аксіа-

льних хвильових векторів, може здаватись на перший погляд спірною. Але ВЧ 

потужність, що її випромінює антена, зазвичай вкладається саме в хвилі з аксіаль-

ними хвильовими числами, які за порядком величини дорівнюють 2π/Lz. Аксіаль-

ний розмір  Lz антени зазвичай обмежений відстанню між сусідніми портами, яка 

приблизно дорівнює кроку гвинтового провідника L. Тому ВЧ потужність, що по-

глинається плазмою і відповідає електромагнітним хвилям з резонансними зна-

ченнями (1.64) аксіального хвильового числа основної гармоніки, може бути істо-

тною. 
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В цьому підрозділі також здобуто умови, за яких структура АР визначається 

саме слабкою гвинтовою неоднорідністю плазми, а не іншими слабкими ефекта-

ми. Пояснено можливість виникнення щілини в альфвенівському континуумі. Ос-

новна фізична риса, якою цей матеріал відрізняється від матеріалу, що викладено 

в попередніх роботах інших авторів (напр., [23], де взято до уваги тороїдну неод-

норідність утримуючого магнітного поля, або [18], де враховано еліптичність по-

лоїдних перерізів магнітних поверхонь) полягає в тому, що тут враховано моду-

ляцію радіальної компоненти утримуючого магнітного поля, тобто B0r ≠ 0. 

Виведемо основне рівняння, яке визначає тонку структуру АР у цьому резо-

нансному випадку. Для двозахідного торсатрона з урахуванням малих доданків 

тільки першого порядку за малим параметром задачі система рівнянь (1.15) – 

(1.17) набуває вигляду (1.65) – (1.69) у циліндричних координатах. 

Виходячи із симетрії задачі, особливо, з вигляду виразів (1.7) для компонен-

тів тензора діелектричної проникливості, і враховуючи резонансну умову (1.64), 

ми шукаємо розв'язок системи рівнянь Максвелла (1.65) – (1.69) у наступному ви-

гляді, 

( ){ ( ) ( )( ) ++=
−−+ θθ i

r

i

rr
erEerEE

11 ( )( ) ( )( ) } ( )tierEerE
i

r

i

r
ω
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−+

−−+
exp

3333 .   (1.175) 

Представлення (1.175) відповідає випадку хвильового пакету, що містить дві ос-

новні гармоніки з резонансними значеннями kz = ±α аксіального хвильового чис-

ла і m= m  1 полоїдного номера моди і дві найближчі сателітні гармоніки з аксіа-

льними хвильовими числами kz = ± 3α і полоїдними номерами m= m  3. Представ-

лення у вигляді ряду Фур'є для інших компонентів магнітних і електричних полів 

хвилі є аналогічними (1.175). Амплітуди ( )3±
r

E  сателітних гармонік, як відомо, є 

малими (див., наприклад, [151]), 

( ) ( )1
2

3
~

±±
∆

rr
EE ,                                                    (1.176) 

усюди в плазмовому шнурі, крім області АР. Підкреслимо, що при розв’язанні за-

дачі не припускається заздалегідь, що амплітуди ( )3±
r

E  сателітних гармонік є ма-

лими в області АР, тобто не вважається заздалегідь, що співвідношення (1.176) 

виконано в області АР, і результати виконаного дослідження підтверджують, що 
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умова (1.176) дійсно не виконується там. 

Наслідуючи методику роботи [53], ми використовуємо тут метод «вузького 

шару». Він передбачає повільну зміну густини плазми і постійного магнітного по-

ля в радіальному напрямку в області АР. Також передбачається повільна зміна 

полів у всіх напрямках, крім радіального. 

 Підставляємо вирази (1.175) для полів МГД хвилі і (1.7) для компонентів 

тензора діелектричної проникливості до системи рівнянь Максвелла (1.65) – (1.69) 

і виділяємо доданки, що є пропорційними exp(± iθ) і exp(±3iθ). Підкреслимо ще 

раз, що не слід звертати при цьому уваги на порядок малості доданків відносно ∆2. 

Оскільки рівняння для радіального компонента електричного поля є найбільш 

зручним для вивчення структури АР, тому запишемо тут тільки наступну замкне-

ну систему чотирьох рівнянь, що отримана з (1.65) – (1.69), 
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Тут малі параметри ∆2 і 2
∆  визначені формулами (1.70). 

Виявляється, що комбінація ( ) ( ) ( ) ( )110

2
)( ±±

+
z

BrcmEi ωε
ϑ

( )
≡

±
A  в лівій частині рі-

вняння (1.179) змінюється повільно поблизу АР у випадку лінійного профілю гус-

тини, хоча обидва поля ( )1±
ϑ

E  і ( )1±
z

B  мають особливість (1.2) в області АР у холод-

ному наближенні. (Повільна зміна аналогічної комбінації в аксіальному магніт-

ному полі добре відома, див., наприклад, [53] чи [149].) Щоб переконатися в цьо-

му, можна розглянути рівняння (1.66) і (1.69). Після підстановки виразів (1.175) 
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для полів хвилі і (1.7) для компонентів тензора діелектричної проникливості в ці 

рівняння, ми залишаємо доданки, що зростають найбільш різко при наближенні 

до АР (а саме, ∝(ε1
(0)
-Ns

2
)
-1), і менш сингулярні доданки, що є пропорційними 

ln|ε1
(0)
-Ns

2
|, (ці останні доданки показано нижче в квадратних дужках): 
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Після інтегрування цих рівнянь за радіальною координатою слід помножити рів-

няння (1.181) на r/
)0(

2ε  і рівняння (1.182) - на r/1± . Потім складаємо їх і одер-

жуємо комбінацію A(±) у лівій частині. Найбільш сингулярні доданки в правій час-

тині, що є пропорційними )1(
rE
± , скорочуються. Менш сингулярні доданки в пра-

вій частині не викликають швидкої зміни A(±). Саме тому природно розглядати цю 

комбінацію як константу, що фактично зв'язана з хвилею накачування, яка збу-

джується антеною. Саме величина A(±) представляє вплив крайових умов на межі 

плазма - вакуум, на антені і на металевій поверхні камери. 

В (1.179) жирним шрифтом позначено ті доданки , що відрізняють це рів-

няння від рівняння у випадку прямого постійного магнітного поля. Тільки ці до-

данки визначають особливості структури АР. Важливо підкреслити, що права ча-

стина (1.179) не містить у точності жодного доданку першого, другого і третього 

порядку малості за ∆2. Щоб одержати потрібне рівняння для ( )1
r

E
± , підставимо рів-

няння (1.177), (1.178) і (1.180) до рівняння (1.179). 

Щоб спростити подальший розгляд, припускаємо другий доданок 22
r∂∂∝  

у квадратних дужках у лівій частині (1.180) малим у порівнянні з Ns
2
. У результаті 

одержуємо наступне рівняння для амплітуд ( )1
r

E
±  основних гармонік МГД хвилі, 
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 Подальший аналіз (1.183) показує, що можна знехтувати доданком, що міс-

тить першу похідну, у порівнянні з доданком, пропорційним четвертій похідній. З 

тією же самою точністю можна знехтувати другим доданком у квадратних дужках 

у (1.183). Тоді одержуємо остаточний вигляд основного рівняння, що підлягає ви-

вченню, 

( ) ( )1
4

4442

20

1
128

±












⋅

∆
−− r

ls
s E

r

rN
N

∂

∂
ε

( )
( )1

1

1

2

m

r
E

ε

+
)(±

−= A .                  (1.184) 

 Врахування гвинтової неоднорідності постійного магнітного поля призво-

дить до виникнення двох нових доданків в основному рівнянні (1.184) у порів-

нянні з випадком прямого магнітного поля. Перший доданок містить амплітуду 

іншої основної гармоніки, що характеризується протилежним значенням аксіаль-

ного хвильового числа і полоїдного номера моди. Цей доданок походить від слаб-

кої гвинтової неоднорідності аксіальної складової B0z утримуючого магнітного 

поля (1.3).  

Щоб проаналізувати вплив цього доданка на властивості МГД хвиль, зручно 

переписати систему рівнянь (1.184) у наступному вигляді: 
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тут диференціальний оператор четвертого порядку $Q  визначений у такий спосіб, 
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Власні значення Q̂  можуть бути отримані з (1.185),  

( ) 05,0
2)1(

1
2

>= εQ .                                             (1.187) 

Слід підкреслити позитивність знака Q2, бо ця обставина має особливе значення. 

Цей факт інтерпретується в такий спосіб. Розглянемо пряму на фазовій площині 

(kz , m/r), що перетинає наступні дві точки: (0,0) і (0.5ks, -0.5l/r). Іншими словами, 

це - лінія хвильових векторів, що є паралельними до незбуреного зовнішнього ма-

гнітного поля (0, ι r0/R,B0). Ця пряма відіграє роль осі абсцис на Рис. 1.12. Тепер  
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Рис. 1.12 Схематичний опис залежності локальної альфвенівської резонансної ча-

стоти від паралельного хвильового вектора. Суцільні лінії відповідають випадку 

незбуреного магнітного поля. Пунктирні лінії демонструють щілину в континуу-

мі, обумовлену періодичною неоднорідністю утримуючого магнітного поля. Точ-

кова лінія відповідає частоті генератора. 

 

введемо альфвенівський континуум Ω0(kz,m) = |kz +mι r/R|vA , тут величина альф-

венівської швидкості vA = cωci /ωpi(r) є фіксованою, і Ω0 - частота локального ре-

зонансу. У технічних термінах це означає, що, якщо антена збуджує електромаг-

нітні хвилі з частотою Ω0, то АР відбувається в точці r=rA для гармоніки з аксіа-

льним хвильовим вектором kz і полоїдним хвильовим числом m у постійному маг-

нітному полі без гвинтової модуляції. Розглянемо також функцію Ω-1(kz,m) =  

|(kz -ks) +(m+l) ι r/R|vA , що описує альфвенівських континуум для гармоніки, що 

зачеплюється в гвинтовому магнітному полі зі згаданою вище гармонікою і яку 

записано для тієї ж самої фіксованої величини альфвенівської швидкості. Якщо 

антена генерує ВЧ потужність з частотою Ω-1, то АР відбувається в точці r=rA для 

гармоніки з аксіальним хвильовим вектором kz -ks і полоїдним хвильовим числом 

m+l у незбуреному магнітному полі. Ці дві прямі перетинаються для резонансних 
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значень (1.64) аксіального хвильового числа і полоїдного номера моди. Тобто як-

що електромагнітна потужність генерується з частотою Ωg = Ω0(ks/2,-l/2) = Ω-

1(ks/2,-l/2), що відповідає перетинанню цих залежностей, тоді обидві гармоніки 

мають їхній локальний АР саме в точці r=rA. У гвинтовому магнітному полі в 

альфвенівському континуумі виникає щілина (див. Рис. 1.12), Ω 2
 = Ω0

2
(0.5 ks ,-

0.5l) (1+ ∆s), де 
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тут поправка першого порядку малості ε1
(1) визначена формулою (1.9). Тому ані 

гармоніка з аксіальним хвильовим вектором kz і полоїдним номером моди m, ані 

гармоніка з (kz -ks) і m+l не мають їхнього локального АР у точці r=rA, якщо анте-

на працює з частотою Ωg у гвинтовому магнітному полі.  

Розміри цієї щілини (1.188) слушно порівняти з результатом роботи [123], в 

якій ширина ∆s|classic щілини в континуумі визначено так: 
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Вирази (1.188) і (1.189) є рівними за порядком величини. Їхні перші доданки збі-

гаються. Другий доданок r∆/2a* у виразі (1.188) зв'язаний з градієнтом густини 

плазми, а вираз (1.189) не містить жодної вказівки на вплив радіального профілю 

густини плазми на ширину щілини. Другий доданок у виразі (1.189) дорівнює за 

порядком величини першому доданку, або більший за нього. 

Цю щілину (1.188) можна порівняти також із щілиною ∆el в альфвенівсько-

му континуумі, яка обумовлена еліптичністю (див. [19]),  

Ω
2
 = Ω0

2
 (1 + ∆el), тут  

∆el = ±  2 λ’,                                                   (1.190) 

параметр λ описує еліптичність поперечних перерізів магнітних поверхонь, 

r0 = r - λ(r) cos2ϑ.                                              (1.191) 

Розбіжність між величинами (1.188) і (1.190) щілин у континуумі полягає в тому, 

що вираз (1.188) містить доданок a2r∆ , пропорційний до градієнта густини пла-
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зми, а вираз (1.190) - ні. Ця розбіжність інтерпретується в такий спосіб. Наше дос-

лідження вивчає АР, що має місце в плазмі з неоднорідним профілем густини, то-

ді як у роботі [19] розглянуто випадок однорідного профілю густини. Для порів-

няння щілин (1.188) і (1.190) можна також зауважити, що величина λ у рівнянні 

(1.191) магнітної поверхні з еліптичним перерізом подібна 2r∆  в рівнянні (1.4) 

магнітної поверхні в гвинтовому магнітному полі. Тому порівняння величин щі-

лин зводиться до порівняння між drr5,0d ∆  і αr∆. Ці величини рівні за порядком 

величини, тобто має місце якісна згода між двома підходами. Однак, ці дві щіли-

ни є різними в принципі через наступну причину. Магнітні поверхні (1.4) в гвин-

товому магнітному полі не переходять в еліптичні магнітні поверхні (1.191) ні на 

якій границі, зокрема, в граничному переході α → 0.  

 Другий доданок в основному рівнянні (1.184), що відрізняє його від випадку 

прямого магнітного поля, є пропорційним до четвертої похідної. Він зв'язаний з 

модуляцією радіального компонента B0r утримуючого магнітного поля (1.3). Цей 

доданок більший за перший, що його обговорено вище, за порядком величини в 

2,0

2

−

∆  разів. Саме тому нижче ми нехтуємо доданком ( ) ( )11

1
5.0

m

r
Eε  при розв'язанні 

рівняння (1.184). 

Якщо радіальний профіль густини плазми є лінійним поблизу АР, 

( )( ) ( ) ( )
Ars
rrrN

A

−=− ∂∂εε
0

1

20

1
,                                   (1.192) 

то аналітичний розв'язок рівняння (1.184) може бути отримано методом Лапласа в 

наступному вигляді: 

( ) ( ) ( )
0

2

1

1
uANakE

sr

±±
= ( )[ ]

A
rrk −

1
,                                            (1.193) 

( ) ( )[ ]dtttiu ∫
∞

+=

0

5

0
5/exp ξξ ,      ( ) 5/1

44

1 128
−

∆= ark lA .                         (1.194) 

Залежність реальної і уявної частин функції u0(ξ) наведено на Рис. 1.8 і проаналі-

зовано в попередньому підрозділі 1.4.  

Характерне значення амплітуди ( )1±
r

E  основної гармоніки радіального ком-

понента електричного поля МГД хвилі в області АР може бути оцінене з (1.193) і 
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(1.194) за порядком величини в такий спосіб, 

( ) 2)(
1

1
~

sr
NAakE

±± .                                                 (1.195) 

 У виконаному дослідженні не використовувалося припущення про те, що 

амплітуди ( )3±
r

E  сателітних гармонік є малими в порівнянні з ( )1±
r

E . Тепер можна 

оцінити характерне значення ( )3±
r

E  в області АР за порядком величини, викорис-

товуючи рівняння (1.180), у такий спосіб, 

( ) ( ) ( ) ( )25315/13
~~ slrlr NAEE ∆∆

±±± .                                    (1.196) 

Порівняння значень (1.176) і (1.196) показує, що амплітуди ( )3±
r

E  сателітних гар-

монік зростають в області АР навіть швидше, ніж амплітуди ( )1±
r

E  основних гар-

монік. При цьому амплітуди ( )3±
r

E  залишаються в області АР меншими, ніж ( )1±
r

E , 

але розходження в порядку величини між ( )1±
r

E  і ( )3±
r

E  не є таким значним в межах 

області АР, як поза нею.  

Тепер можна також оцінити, що перетворення (1.179) у (1.183) і (1.183) у 

(1.184) справедливі з точністю ∆2

2/5
<<1. 

Знайдемо умови, за яких структура локального АР для хвиль з резонансни-

ми значеннями (1.64) аксіального хвильового числа і полоїдного номера моди ос-

новних гармонік визначається саме слабкою гвинтовою неоднорідністю 
0

B

r

, а не 

інерцією електронів, іонним ларморівським радіусом чи зіткненнями. Наведені 

слабкі ефекти можуть бути легко враховані в (1.184) шляхом наступної заміни: 

( ) ( ) ( )
++−→−

c

ss
iNN

1

20

1

20

1
εεε

( )( ) 2222

3

0

1
rc

T
∂∂ωεεε + .              (1.197) 

Тут доданок (iε1
(c)) наведений в підрозділі 1.3 формулою (1.124) якраз і враховує 

зіткнення між частинками плазми [184]. Коефіцієнт εT у заміні (1.197) також ви-

писаний у підрозділі 1.3 (див. формулу (1.126)), він враховує скінченний іонний 

ларморівський радіус [185]. Інерція електронів також врахована в (1.197) через 

компоненту ε3 тензора діелектричної проникливості, для якої можна скористатись 

наведеними в підрозділі 1.3 визначеннями (1.127) – (1.130).  

Аналіз основного рівняння (1.184) з урахуванням заміни (1.197) дозволяє 
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зробити висновок про те, що вплив слабкої гвинтової неоднорідності 
0

B

r

 на струк-

туру АР є суттєвішим за вплив, зокрема, скінченного ларморівського радіуса іонів 

і інерції електронів, якщо виконана наступна нерівність, 

( )25/12
aLil ρ>>∆ .                                  (1.198) 

Ця умова може бути виконаною в периферійній плазмі, де гвинтова неоднорід-

ність 
0

B

r

 істотніша, і плазма - холодніша, ніж у центрі. Умова (1.198) може бути 

інтерпретована в такий спосіб. Радіальне відхилення r-rA магнітної поверхні (1.4) 

від циліндра із середнім радіусом більше, ніж добре відома для випадку прямого 

магнітного поля характерна ширина (ρLi
2
a
*
)
1/3 області АР. 

 Таким чином, у цьому підрозділі представлено результати теоретичного до-

слідження структури АР у циліндричній плазмі, поміщеній в гвинтове магнітне 

поле (1.3), для хвилі з резонансними значеннями (1.64) аксіальних хвильових век-

торів і полоїдних номерів моди основних гармонік. Розподіл електромагнітних 

полів у межах області АР визначений і проаналізований з урахуванням неоднорі-

дності гвинтового магнітного поля, інерції електронів, ларморівського радіуса іо-

нів і зіткнень. Оцінено за порядком величини ширину АР і характерні значення 

амплітуд основних (1.195) і сателітних (1.196) гармонік в області АР. Наступні 

висновки можуть бути зроблені в результаті виконаного дослідження. 

 Гвинтова неоднорідність утримуючого магнітного поля викликає зв'язок 

просторових гармонік електромагнітних хвиль з різними значеннями аксіальних 

хвильових векторів і полоїдних хвильових чисел. Зокрема, у гвинтовому магніт-

ному полі з довжиною L кроку гвинтового провідника і мультиполярністю l гар-

моніки електромагнітної хвилі з резонансними значеннями kz=±π
 
l/L аксіального 

хвильового вектора і m=m l/2 полоїдного номера моди належать до одного хви-

льового пакету (див. рівняння (1.175)), у якому ми врахували також дві найближчі 

сателітні гармоніки з аксіальними хвильовими числами kz=±3π
 
l/L і полоїдними 

номерами мод m=m 3l/2. 

 У цьому підрозділі здобуто умову (1.198), за якої просторовий розподіл еле-
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ктромагнітних хвиль з резонансними значеннями аксіального хвильового числа і 

полоїдного номера моди в межах області локального АР визначається саме моду-

ляцією радіального компонента утримуючого магнітного поля, а не інерцією еле-

ктронів чи скінченним іонним ларморівським радіусом. Нерівність (1.198) може 

бути виконана в холодній периферійній плазмі, де модуляція утримуючого магні-

тного поля найбільш яскраво виражена. Як відомо, область локального АР зсува-

ється до периферії плазми при зростанні густини плазми, що відбувається при 

одержанні плазми в термоядерних пристроях. Характерна ширина області АР є 

більшою у випадку виконання умови (1.198), ніж у прямому магнітному полі за 

однакових інших умов. 

 Амплітуди сателітних гармонік зростають при наближенні до області АР 

навіть швидше, ніж амплітуди основних гармонік. Саме тому розрив полів елект-

ромагнітних хвиль, що має місце в холодному наближенні в прямому магнітному 

полі, усувається в гвинтовому магнітному полі. Характерне значення (1.195) раді-

ального електричного поля електромагнітної хвилі менше, ніж у прямому магніт-

ному полі за однакових інших умов. 

У цьому підрозділі обчислено і проаналізовано ширину щілини в альфве-

нівському континуумі, яка обумовлена періодичною гвинтовою неоднорідністю 

утримуючого магнітного поля. Розрахунки виконано на основі підходу, запропо-

нованого А. Єлфімовим [22], що відрізняється від методу, що його використано 

в[123]. Показано, що щілина виникає внаслідок зачеплення просторових гармонік 

електромагнітної хвилі з резонансними значеннями (1.64) аксіальних хвильових 

чисел і полоїдних номерів моди в гвинтовому магнітному полі. Гвинтова модуля-

ція поздовжньої складової утримуючого магнітного поля є фізичною причиною 

цього явища. 

 Відзначимо також, що сателітні альфвенівські резонанси (у яких обидві са-

телітні гармоніки хвилі (1.175) з амплітудами ( )3±
r

E  трансформуються в дрібнома-

сштабні кінетичні хвилі) розташовані глибше в плазмі, де густина плазми вище, 

ніж в основному АР, у дев'ять разів. Тому можна очікувати, що додаткове нагрі-

вання плазми поблизу сателітного АР для МГД хвиль, у яких основні гармоніки  
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характеризуються аксіальною довжиною хвилі 2L/l і полоїдним номером моди l/2, 

буде істотним [149, 151].  

 

1.6. Структура сателітного альфвенівського резонансу на периферії плазми,  

що міститься в сильному аксіальному магнітному полі  

і помірному полі з гвинтовою симетрією 

 

У Підрозділі 1.3 було показано можливість додаткового нагрівання плазми 

торсатронів поблизу сателітних альфвенівських резонансів (САР) за умови, що 

гвинтова неоднорідність утримуючого магнітного поля є настільки слабкою, що 

структура САР визначається скінченним іонним ларморівським радіусом або іне-

рцією електронів, як це зазвичай має місце і в основному АР в разі прямого маг-

нітного поля. В цьому підрозділі розглянуто тонку структуру САР в утримуючо-

му магнітному полі з помірною гвинтовою складовою, коли ця структура визна-

чається саме періодичною неоднорідністю плазми, а не іншими слабкими ефек-

тами [151, 176, 190].  

Для визначення розподілу полів МГД хвилі поблизу САР (1.112) скориста-

ємось системою рівнянь (1.65) – (1.69). Виходячи із симетрії задачі, розв’язок цієї 

системи рівнянь шукаємо у вигляді хвильового пакета  

( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]θθ il

r

il

rrr erEerErEE
2210 ++

++= ( )tmzki
z

ωϑ −+exp  .         (1.199) 

У ньому поряд з основною гармонікою ∝exp(ikzz), збуджуваною антеною, і пер-

шою сателітною гармонікою ∝exp[i(kz-ks)z], яка у холодній плазмі в прямому ма-

гнітному полі має в області САР особливість, ( ) ( ) ( )[ ] 120

1

1
−

+

−−∝
szr

NNE ε , враховує-

мо також і другу сателітну гармоніку ∝expi(kz-2ks)z, тому що гвинтова неоднорід-

ність утримуючого магнітного поля стелларатора призводить до зачеплення Er
(+1) 

насамперед з Er
(0) і Er

(+2). 

При аналізі системи рівнянь (1.65) – (1.69) використовуємо наближення ву-

зького шару [53], зокрема, вважаємо ширину резонансної області δr малою в по-

рівнянні з радіальним масштабом a*, на якому змінюється густина плазми, а та-
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кож вважаємо, що зміна полів уздовж радіальної координати поблизу резонансу 

значно перевершує зміну уздовж полоїдної і аксіальної координат. 

З урахуванням викладених припущень виводимо із системи рівнянь (1.65) – 

(1.69) наступну систему рівнянь, що зачіплюються, для амплітуд Er
(0)
, Er

(+1) і Er
(+2) 

гармонік з пакету (1.199), 
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Тут і надалі індекс l у величин 
l

∆  і ∆l , які визначені формулами (1.70), опускаємо 

для спрощення запису. Малий коефіцієнт β при другій похідній в (1.201) дорів-

нює, 

( ) ( )+−
∆

=
A
r

sz
NN

l

rc

ω

α
β

2

22

 .                                         (1.203) 

Права частина рівняння (1.201) повільно змінюється поблизу САР, 
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За порядком величини A(+)
~∆ (Nz-Ns)

2
Eϑ

(0)
  . 

Нехтуючи в (1.201) внаслідок наближення вузького шару доданком ∝Er
(+2), 

одержуємо неоднорідне рівняння Ейрі. Його розв’язок, що зменшується при від-

даленні від САР, а також переносить енергію від САР, має наступний вигляд: 
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sszr

uANNaikE ξ
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−−=  ,                                (1.205) 

де  
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Напрямок, у якому поширюється дрібномасштабна хвиля, визначається парамет-

ром s, 

( ) ( )
( )




= +

A
r

drdks
0

11
Resgn ε  .                                             (1.208) 

Поведінку Re[u(ξ)] з точністю до коефіцієнта наведено на Рис. 1.10. 

 Ширина резонансної області δ r~k1
-1 визначається в цьому випадку ступе-

нем неоднорідності утримуючого магнітного поля, за порядком величини 

aar <<∆
3/2

*~δ  .                                                (1.209) 

Поза областю САР амплітуда Er
(+2) другої сателітної гармоніки є величиною 

другого порядку малості Er
(+2)

~∆Er
(+1)

~∆
2
Er

(0) [161]. При наближенні до області 

САР амплітуда Er
(+2) зростає різкіше, ніж навіть Er

(+1), а саме 

( ) ( ) ( )[ ] 220

1

2
−

+

−−∝
szr

NNE ε . Внаслідок цього обмежується зростання першої сателі-

тної гармоніки. В області САР амплітуди сателітних гармонік є значно більшими, 

ніж поза цією областю. За порядком величини 

Er
(+2)

~∆ 
1/3
 Er

(+1)
~∆

2/3
Er

(0) ,                                       (1.210) 

що підтверджує правомірність нехтування доданком ∝Er
(+2) у рівнянні (1.201). Ці 

ж оцінки вказують на те, що обидві сателітні гармоніки нехтовно слабко вплива-

ють на радіальний розподіл Er
(0)
(r) навіть в області САР: права частина рівняння 

(1.200) дорівнює за порядком величини ~∆2/3
Nz

2
Er

(0). 

 Подібно до того, як в основному АР азимутальна компонента електричного 

поля МГД хвилі має слабку особливість, ( ) ( ) 20

1

0
ln

z
NE −∝ ε

ϑ
, амплітуда першої са-

телітної гармоніки азимутального електричного поля ( )1+
ϑ

E  слабко змінюється по-

близу САР, 

( )
( )1

1

+

+

+
≈

r
E

r

lm

dr

dE
ϑ  .                                           (1.211) 

Порядок величини цієї проекції електричного поля хвилі в області САР, 
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( ) ( )01
~

ϑϑ
EE ∆

+ , залишається таким самим, як і поза цією областю. 

 Амплітуда першої сателітної гармоніки аксіальної компоненти електрично-

го поля Ez
(+1) МГД хвилі має в області САР більш високий ступінь особливості, 

ніж Er
(+1), а саме ( ) ( ) ( )[ ] 220

1

1
−

+

−−∝
szz

NNE ε . Це можна побачити, розглянувши зв'я-

зок Ez
(+1) з Er

(+1), що випливає з рівнянь Максвелла, 

( ) ( ) ( )

dr

dEkkic
E

rsz

z

1

3

2

2

1

+

+
−

≈

εω

 .                                        (1.212) 

З іншого боку, при виведенні системи рівнянь (1.65) – (1.69) було знехтувано іне-

рцією електронів, 

( ) ( )
3

20

1

2 εωεβ c>>  ,                                            (1.213) 

і скінченністю ларморівського радіуса іонів, 

β>>εΤ .                                                       (1.214) 

Величина εΤ (1.126) в (1.214) враховує скінченність ρLi [185]. Співвідношення між 

амплітудами Ez
(+1) і Er

(+1) першої сателітної гармоніки в області САР, 

( )

( )

( ) ( ) 3/2

3
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1
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3

2
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~ 
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




+

+

ε

ε

εβω

εc

E

E

r

z

 ,                                    (1.215) 

складається з двох співмножників. Перший з них є малим у силу нерівності 

(1.213), а другий - завжди малий для МГД хвиль. 

 Порахуємо тепер ВЧ потужність (1.141), яка поглинається поблизу точки 

САР на одиниці довжини плазмового шнура за умов, коли структура САР визна-

чається гвинтовою неоднорідністю утримуючого магнітного поля. Та частина по-

тужності, що обумовлена роботою поля над радіальними ВЧ – струмами, визна-

чається виразом (1.142). Вираз для тієї частини потужності, яка пов’язана з робо-

тою поля над аксіальними ВЧ струмами, співпадає з виразом (1.143) отриманим в 

Підрозділі 1.3 за умов, коли структура АР визначається інерцією електронів або 

скінченним іонним ларморівським радіусом, при заміні в останньому хвильового 

вектора дрібномасштабної електромагнітної хвилі k1 величиною (1.207).  

 Здобуті в цьому Підрозділі результати дослідження тонкої структури САР 
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та поглинання ВЧ потужності поблизу САР переходять в ті, що здобуті в [149] 

при врахуванні зіткнень, скінченного ларморівського радіуса іонів і інерції елект-

ронів. Для врахування зазначених вище ефектів, досить зробити в (1.201) наступ-

ну заміну: 

( )
( )
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2

3

2

0

1

2

12

2

dr

dc
i
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d
T

c
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
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


+++→

εω

ε
εβεβ  ,                               (1.216) 

де доданок ( )c
i

1
ε  враховує зіткнення частинок [184]. Його величину (1.124) наве-

дено в Підрозділі 1.3. Внаслідок такої заміни змінюється аргумент ξ у розв’язку 

(1.206) рівняння (1.201), 

( )( ) ηξξ irrk
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,                                     (1.217) 
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( ) ( )( ) 10

112 )(

−

+−=
A
r

c

drdk εεη .                                    (1.219) 

 Із зростанням температури плазми в області САР (за інших рівних умов) 

вплив скінченного ларморівського радіуса іонів і інерції електронів на структуру 

САР збільшуються (сильні нерівності (1.213) і (1.214) втрачають силу), а потім і 

перевершує вплив неоднорідності утримуючого магнітного поля (сильні нерівно-

сті (1.213) і (1.214) переходять у протилежні). При цьому резонансна область стає 

ширшою і відповідне дрібномасштабне радіальне хвильове число визначається 

виразом (1.136). Амплітуди сателітних гармонік при цьому стають меншими, за 

порядком величини вони дорівнюють (порівн. з (1.210)) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )03/4213/22
/*~/*~

rLirLir
EaEaE ρρ ∆∆ ++  .                        (1.220) 

Дослідимо далі вплив стрикційної нелінійності і параметричної іонної цик-

лотронної турбулентності на структуру САР. Якщо хвиля накачування досить по-

тужна, то вплив нелінійних ефектів на розподіл полів МГД хвилі в області САР 

може виявитися істотним. У цьому Підрозділі досліджується вплив стрикційної 

нелінійності, бо саме вона відіграє вирішальну роль для швидких хвильових про-
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цесів (коли фазова швидкість хвилі vф>>vTi). Нелінійність на другій гармоніці пе-

реважає для повільних хвильових процесів [192, 193], vф≤vTi. Стрикція змінює 

густину плазми, n(r)→nNL, 

nNL=n(r)exp(-U
~
/T) .                                                (1.221) 

Потенційна енергія частинок [194] у полі хвилі накачування набуває наступного 

вигляду у випадку неоднорідного (1.3) гвинтового утримуючого магнітного поля: 

U
~
=U

(0)
+U

(2)
 ,                                                  (1.222) 

де 
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ωω EEEEiEE
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малий доданок ( ) 22
∆∝U  швидко змінюється в області САР, 

( )[ ] ( )[ ]22
)1(22

2
)1(2)2(

4 ωωω
α

α

ααα

++

+−∑=
zcre

EEnmneU  .               (1.224) 

Поле Ez
(0) нехтовно мале в області САР. Проте, як випливає з аналізу структури 

САР у лінійному за амплітудою хвилі накачування наближенні, другим доданком 

у квадратних дужках у (1.224) можна знехтувати, тільки якщо 

( ) ( ) 1/
3

22

2
<<− εωckkk

sz
 .                                    (1.225) 

Нерівність (1.225) виконується, наприклад, якщо структура САР визначається не-

однорідністю 
0

B

r

 (див. нерівності (1.213) і (1.214)). 

У силу припущення про слабість стрикції, U ~<<T, досить врахувати заміну 

n(r)→nNL в рівнянні (1.201) тільки для різниці ( ) ( )( )20

1 sz
NN −−ε , яка є малою в об-

ласті САР, 

( )2)0(

1 sz
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1 1)( TUTUrrr
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+ ε∂∂ε  .  (1.226) 

Оскільки амплітуди основних гармонік полів МГД хвилі слабко змінюють-

ся в області САР, врахування стрикційного потенціалу U(0) (1.223) призводить 

тільки до зсуву області САР на малу відстань від осі плазми 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
10

1

00

1
//1

−

+−=
A
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drdTUr εεδ  .                               (1.227) 
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Стрикційна нелінійність могла б уплинути на розподіл полів в області САР, 

якби виконувалася наступна нерівність, 

( )( ) ( )( ) 2

1

20

1
/1 kTU βε >−  .                                        (1.228) 

Умова (1.228), однак, не виконується, тому що вона рівнозначна нерівності 
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+ , що суперечить вихідному припущенню про слабість 

стрикції (U~
<<T ). Тут  

( )∑
−

−=
α

αα

αα

ωω
22

2

2

0
4

1

ce
Tnm

ne

E
 .                                   (1.229) 

 Розглянемо зворотний вплив кінетичних параметричних іонних циклотрон-

них нестійкостей плазми на хвилю накачування, що збуджує їх. На нелінійній 

стадії розвитку циклотронних коливань іони розсіюються на турбулентних пуль-

саціях, і можна говорити про виникнення ефективної частоти розсіювання - ефек-

тивної частоти зіткнень [145]. Врахування турбулентного поглинання МГД хвиль 

може бути здійснено шляхом заміни частоти зіткнень частинок плазми ефектив-

ною частотою зіткнень з турбулентними пульсаціями, 
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Оскільки ефективна частота розсіювання іонів на турбулентних пульсаціях ви-

значається амплітудою електричного поля хвилі накачування, а амплітуда сателі-

тної гармоніки є малою в порівнянні з амплітудою основної гармоніки, то наяв-

ність САР не може спричинити визначального впливу на турбулентне нагрівання 

плазми в стеллараторі. Проте врахування амплітуди Er
(+1) першої сателітної гар-

моніки призводить до помітного збільшення ε1eff в області САР у порівнянні з йо-

го значенням поза цією областю, за порядком величини ε1eff→ε1eff (1+1.5 3/2
∆ ). 

Підіб’ємо підсумки. У цьому підрозділі проведено дослідження розподілу 

електромагнітних полів МГД хвиль в області сателітних альфвенівських резонан-

сів (1.112) у периферійній плазмі стелларатора (див. вирази (1.205) - (1.207)). На 

додаток до результатів [149], де структура САР визначена з урахуванням зіткнень 
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частинок плазми, скінченного ларморівського радіуса іонів і інерції електронів, у 

цьому розділі вивчений вплив на розподіл електромагнітних полів в області САР 

наступних ефектів:  

* зв'язок просторових гармонік полів хвилі, що обумовлений гвинтовою не-

однорідністю утримуючого магнітного поля (1.3),  

* слабка стрикційна нелінійність, 

* параметрична іонна циклотронна турбулентність. 

Здобуті тут результати асимптотично переходять (див. заміни (1.216) - (1.219) і 

оцінку (1.220)) у ті, що наведені в [149], якщо неоднорідність 
0

B

r

 є малою. 

Визначено умови (1.213) і (1.214), за яких вплив неоднорідності 
0

B

r

 на стру-

ктуру САР є сильнішим, ніж скінченність величини ρLi та інерції електронів. Ці 

умови можуть виконуватися в периферійній плазмі стелларатора, де відмінність 

форми магнітних поверхонь від круглого циліндра є сильнішою, а плазма є холо-

днішою, ніж це має місце у глибині плазмового шнура. 

Амплітуди сателітних гармонік в області САР є більшими у випадку, коли 

структура САР визначається неоднорідністю 
0

B

r

, ніж коли переважає вплив скін-

ченності ρLi та інерції електронів (порівн. (1.210) і (1.220)). Незважаючи на те, що 

в області САР амплітуда Er
(+1) першої сателітної гармоніки радіального електрич-

ного поля МГД хвилі різко підростає, вона залишається одного порядку чи менше 

амплітуди основної гармоніки. 

Врахування амплітуди Er
(+1) першої сателітної гармоніки в області САР 

призводить до помітного збільшення турбулентного поглинання хвилі накачу-

вання в цій області. 

Врахування впливу неоднорідності 
0

B

r

 на структуру САР не змінює визна-

чене в [149] значення ВЧ потужності, що поглинається поблизу САР, але прове-

дений в цьому Підрозділі розгляд узагальнює проведений у [149] аналіз нагріван-

ня плазми поблизу САР у стелларатора на випадок, коли цей вплив порівняний чи 

навіть сильніший за вплив скінченності ларморівського радіуса іонів і інерції 



 101

електронів. 

 Слабка стрикційна нелінійність призводить до малого зсуву (1.227) поло-

ження області САР, але її вплив на розподіл полів МГД хвилі в області САР є ма-

лим. 

 Відзначимо, що швидкі магнітозвукові хвилі (ШМЗХ) з аксіальним хвильо-

вим числом |kz|>ω/c і частотою ω>ωci на відміну від АХ узагалі не мають основно-

го АР (1.76). (Конверсія і резонансне поглинання ШМЗХ з |kz|<ω/c і частотою 

ω>ωci в периферійній плазмі досліджені в [187].) Якщо все-таки при цьому |kz-

ks|<ω/c, то для таких ШМЗХ у плазмі стелларатора виникає САР (1.112). Оскільки 

в глибині термоядерної плазми 22

cipi
ωω > , значить, точка r=rA

(+) цього САР розта-

шована на периферії плазмового шнура. Тому відзначений тут САР може зробити 

помітний внесок до небажаного нагрівання периферії плазми стелларатора. 

 

1.7. Висновки до першого розділу 

 

У цьому розділі досліджено вплив тривимірної гвинтової просторової пері-

одичної неоднорідності утримуючого магнітного поля 0B
r

, а отже, і плазми у пас-

тках керованого термоядерного синтезу на поширення, конверсію і поглинання 

альфвенівських і швидких магнітозвукових хвиль. Показано, що гвинтова неод-

норідність 0B
r

 спричиняє зачеплення окремих просторових гармонік електромаг-

нітних хвиль, внаслідок чого вони поширюються у вигляді хвильових пакетів. У 

загальному випадку в цьому пакеті поряд з основною гармонікою враховано дві 

сателітні гармоніки, чиї амплітуди визначено як малі величини першого порядку. 

При цьому поправку до власної частоти МГД хвиль, яку обумовлено гвинтовою 

неоднорідністю 0B
r

, пораховано як малу величину другого порядку малості.  

Показано, що у випадку, коли аксіальна довжина основної гармоніки елект-

ромагнітної хвилі вдвічі перевищує крок гвинтового провідника, і її азимуталь-

ний номер є вдвічі менший за мультиполярність стелларатора, гвинтова неодно- 
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рідність 0B

r

 може спричинити розщеплення спектрів МГД коливань плазми. При 

цьому в хвильовому пакеті поряд з двома основними гармоніками, які 

характеризуються протилежними значеннями аксіального хвильового числа і 

азимутального номера моди, враховано також дві сателітні гармоніки. Поправку 

до власної частоти МГД хвиль, яку обумовлено гвинтовою неоднорідністю 0B

r

, 

пораховано як малу величину першого порядку малості.  

Показано можливість додаткового нагрівання плазми стеллараторів 

поблизу сателітних альфвенівських резонансів. Просторовий розподіл полів 

електромагнітних хвиль поблизу САР визначено як за умов слабкої гвинтовою 

неоднорідності 0B

r

, коли цей розподіл визначається інерцією електронів і 

тепловим рухом іонів, так і за умов помірної гвинтової неоднорідності 0B

r

, коли 

цей розподіл визначається саме просторовою неоднорідністю плазми. 

Розраховано високочастотну потужність, яка поглинається плазмою поблизу 

САР. Встановлено умови, за яких це додаткове нагрівання плазми може бути 

істотним.  

Встановлено, що гвинтова неоднорідність 0B

r

 усуває розрив розв’язків 

рівнянь Максвелла для електромагнітних полів поблизу локального 

альфвенівського резонансу (цей розрив добре відомий у разі нехтування 

тепловим рухом частинок плазми, зіткненнями, інерцією електронів, слабкою не 

лінійністю, тощо). Розраховано просторовий розподіл електромагнітних полів 

поблизу АР, а також ВЧ потужність, яка поглинається плазмою поблизу АР. 

Дослідження виконано також і для випадку, коли дві основні гармоніки, які 

зв’язані у хвильовому пакеті гвинтовою неоднорідністю 0B

r

, мають свої АР в 

одному місці. 
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РОЗДІЛ 2 

ПОШИРЕННЯ, КОНВЕРСІЯ І ПОГЛИНАННЯ МАГНІТОГІДРОДИНАМІЧНИХ  

ХВИЛЬ У ПЛАЗМОВОМУ ШНУРІ, ЩО МІСТИТЬСЯ В ЗОВНІШНЬОМУ  

МАГНІТНОМУ ПОЛІ ЗІ СЛАБКИМ ГОФРУВАННЯМ 

 

Стале магнітне поле 
zz0rr00
eBeBB
rr

r

+=  (у циліндричних координатах), яке 

використовують для утримання плазми в пристроях КТС, часто буває гофрованим 

(див. рис. 2.1.). Його радіальний і аксіальний компонент у випадку слабкого гоф-

рування (|εm|<<1) дорівнюють, відповідно: 

B0r=B0(ε’m/km) sin(kmz),     B0z=B0[1+εm(r)cos(kmz)],   (2.1) 

де εm’≡dεm/dr,km=2π/L, L - період гофрування.  

 Параметр гофрування εm зазвичай є малою величиною, |εm|<<1, у сучасних 

термоядерних пристроях. Наприклад, він досягає величини ~ 5⋅10 -2 поблизу межі 

плазми в токамаку ASDEX-U, Німеччина [33, 195]. У Helias конфігурації [36 – 39] 

 

 
                                                                                      B0z 

 
 
                                             ω−δω 
 

                  0                                          L                              Bz
~
         Z 

                                      L/2  
    ω0+δω 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.1. Схематичне зображення залежності модуля утримуючого магнітного по-

ля від аксіальної координати і розподілу стоячих власних МГД хвиль у випадку 

гофрованого магнітного поля. 
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“дзеркальна” неоднорідність планується більш значною, εm ~ 0.13. 

 Відзначимо, що рівняння (2.1) не забезпечують автоматичне виконання фу-

ндаментального рівняння div
0

B

r

=0. Підставивши визначення (2.1) до цього фун-

даментального рівняння, ми одержуємо співвідношення, що визначає залежність 

малого параметра εm від радіальної координати r. Це співвідношення має вигляд 

рівняння Бесселя. Розв'язання останнього рівняння дозволяє стверджувати, що εm 

є пропорційним до модифікованої функції Бесселя нульового порядку. Це озна-

чає, що εm можна вважати постійним, якщо період гофрування є великим у порів-

нянні з малим радіусом камери уловлювача. У протилежному випадку, якщо пері-

од гофрування є малим, величина εm зменшується приблизно за експонентою при 

віддаленні від межі плазми. При цьому неоднорідність утримуючого магнітного 

поля є істотною у вузькому шарі шириною kb
-1
 поблизу металевої стінки. 

Магнітні силові лінії, як відомо, є паралельними до вектора напруженості 

утримуючого магнітного поля 
0

B

r

 в кожній точці. Векторна форма цієї умови, 

]rd,B[
0

r

r

=0,      (2.2) 

дає нам наступне рівняння для силових ліній у циліндричних координатах, 

z0r0
B

dz

B

dr
= .      (2.3) 

Рівняння для магнітної поверхні одержуємо, інтегруючи рівняння (2.3) після підс-

тановки до нього явних виразів (2.1) для B0r і B0z,  

( ) ( )∫ +−=−

r

0

2

mm

b

0
drr

r

zkcos
rr εΟε .    (2.4) 

Беручи до уваги властивості εm(r) як модифікованої функція Бесселя, можна пере-

писати рівняння (2.4) у наступній, більш зручній, формі, 

( ) ( )( ) )(k/'zkcos5.01zkcosrr 3
m

2
mmmmm0 εΟεε +−−=  .  (2.5) 

У цьому розділі побудовано теорію поширення, конверсії і поглинання МГД 

хвиль з частотою ω<<|ωce|,ωpe у плазмовому циліндрі, що знаходиться в гофрова-

ному магнітному полі. Дослідження цього питання становить інтерес, головним 

чином, у зв'язку з задачею нагрівання плазми такими хвилями в плазмових улов-
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лювачах з гофрованим магнітним полем. Розглядається випадок плазми низького 

тиску, для якої при дослідженні швидкої магнітозвукової і альфвенівської гілок 

МГДХ інерцією електронів можна знехтувати. У такій плазмі рівноважна густина 

n(r,z) може бути введена як функція однієї змінної, роль якої грає «номер» магніт-

ної поверхні, n(r,z) = n(r0). Гофрування магнітного поля вважається слабким, що до-

зволяє використовувати теорію збурень при розв’язанні рівнянь Максвелла. 

Компоненти ε1,2 тензора діелектричної проникливості холодної плазми, що ви-

значають поширення МГДХ, зв'язують компоненти векторів електричної індукції 

D

r

 і напруженості електричного поля E
r

 хвилі в такий спосіб: 

Dr+γDz=ε1(1+γ
 2
)Er+iε2  

2

1 γ+ Eϑ,    (2.6) 

Dϑ=ε1Eϑ−iε2
2

1 γ+  Er,      (2.7) 

де γ=B0r /B0z. Компоненти ε1 і ε2 тензора діелектричної проникливості холодної 

плазми за умови нехтування зіткненнями між частинками плазми визначені фор-

мулами (1.6). Надалі нам будуть потрібні вирази для ε1,2  з точністю до членів другого 

порядку малості за ε
m
: 

( ) )r(zkcos)r()r()z,r(
)2(

2,1m
)1(
2,1

)0(
2,12,1 εεεε ++=  ;   (2.8) 

де 
)i(
2,1m

)1i(
2,1 ~ εεε
+

. За відсутності гофрування (ε
m
 = 0) компоненти ε1,2 визначаються 

виразами (1.8) і (1.11). Поправки першого порядку ε1,2 
(1) мають наступний вигляд: 

( )∑
−

=

−
′















∂

∂
=

12)0(
ci

2

2
m

m

0

2
pi)1(

1
kr

)r(

m

ωω

εω

ε

ε
( )

∑

−

−

i
22)0(

ci
2

2)0(
ci

2
pi

m

)r(
2

ωω

ωω

ε , (2.9) 

( )
)0(

22
m

m

0

2
pi)1(

2
kr
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)r(

m

ε

εω

ε

ε

′














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∑
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−

i
22)0(

ci
2)0(

ci

22)0(
ci

2
pi

m

3)r(

ωωω

ωωωω

ε . (2.10) 

Поправки ε1,2 
(2) другого порядку до компонентів тензора діелектричної проникли-

вості визначаються в такий спосіб: 

4
m

2

m

0
2

2
2,1)2(

2,1
k4r

n

n
m

εε

ε

ε

′

∂

∂

∂

∂
=

=

2

m

mm

0

2,1

k4r

n

n
m

εεε
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∂

∂

∂
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∂

∂
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2

m0

0
2

2,1

2

2

B

B
m










∂

∂
+

=

εε

ε

2
m

mm0

0

2,1
2

k2

B

r

n

nB
m

εεε

ε

′

∂

∂

∂∂

∂
−

=

 .  (2.11) 

До виразів (2.9) - (2.11) входить циклотронна частота іонів плазми, яка визначена 

за умови нехтування гофруванням магнітного поля, ( )cmeB
ici 0

)0(
=ω . 

Введемо ортонормовану систему координатних векторів (
221
e,e,e
rrr

), зв'язану 

із силовими лініями 
0

B

r

: перший вектор є перпендикулярним до магнітних повер-

хонь, 
1
e

r

=∇r0/|∇r0|, другий вектор співпадає з азимутальним ортом в циліндрич-

них координатах, 
ϑ
ee

2

rr

= , третій вектор є паралельним до силових магнітних лі-

ній, 
3
e

r

=
0

B

r

/|
0

B

r

|. Використання умов малості гофрування і малості інерції електро-

нів (|ε3|→∞) при розв’язанні рівнянь Максвелла призводить до рівності нулю у 

всьому об’ємі плазми поздовжнього компонента електричного поля хвилі: 

E3≡(B0zEz +B0rEr)/|B0|→0. Отримане звідси співвідношення між радіальним і аксіа-

льним компонентами електричного поля хвилі дозволяє за умови нехтування зіт-

кненнями між частинками плазми, інерцією електронів і ефектом скінченності ла-

рморівського радіуса іонів записати спрощену систему рівнянь Максвелла у цилі-

ндричних координатах: 

rr

z0

r0
B

c

i

z

E
E

B

B

r

im ω
ϑ =

∂

∂
− ,    (2.12) 

ϑ
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∂
−
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1 ω
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icr

B
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B
εε

ω

ϑ
.    (2.16) 

Розв’язок системи рівнянь (2.12) – (2.16) має задовольняти наступним кра-

йовим умовам. Поля хвилі мають бути обмеженими у всьому об’ємі камери, ази-

мутальний компонент електричного поля МГД хвилі має дорівнювати нулю на  
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металевій поверхні камери r=b. Якщо плазмовий шнур відділений від камери ва-

куумним прошарком, то азимутальна компонента електричного поля і поздовжня 

компонента магнітного поля (B3≡B0zBz+B0rBr)/|B0|) МГД хвилі повинні бути непе-

рервними при переході через граничну магнітну поверхню. 

 

2.1. Розщеплення спектрів МГД коливань плазми  

в гофрованому магнітному полі 

 

У цьому підрозділі досліджено власні МГД коливання неоднорідного плаз-

мового циліндра в резонансному випадку, коли аксіальна довжина МГД хвиль 

вдвічі перевищує період гофрування [33, 35, 158, 179]. Слабкість гофрування до-

зволяє скористатися при цьому теорією збурень для випадку вироджених спект-

рів. 

Для розв’язання системи (2.12) – (2.16) нам стануть у нагоді вирази для 

компонентів ε1 і ε2 з точністю до доданків першого порядку малості за εm: 

ε1,2(r,z)=ε
(0)

1,2(r)+ε
(1)

1,2(r) cos(kmz)+O(εm
2
).    (2.17) 

Виходячи із симетрії задачі (див. співвідношення (2.17)) будемо шукати 

розв’язок системи рівнянь (2.12) – (2.16) для аксіального компонента магнітного 

поля МГДХ відповідно до відомої [58] процедури одержання секулярного рівнян-

ня (застосування теорії збурень у випадку виродженого спектра) у наступному ви-

гляді: 

Bz=[(C0
(+)
ψ1

(0)
(r)+C1

(+)
ψ1

(+)
(r)) exp(ikzz) +(C0

(-)
ψ1

(0)
(r)+C1

(-)
ψ1

(-)
(r)) exp(-ikzz)+ 

+C3
(+)
ψ3

(+)
(r) exp(i3kzz) +C3

(-)
ψ3

(-)
(r)e exp(-i3kzz)] exp[i (mϑ-ωt)],  (2.18) 

де поправки до амплітуд основних гармонік і амплітуди сателітних гармонік є ма-

лими величинами першого порядку, |C1,3
(±)
ψ1,3

(±)
|~|εm C0

(±)
ψ1

(0)
|, m - азимутальний 

номер моди, kz – аксіальне хвильове число основної гармоніки МГД хвилі. Ми бу-

демо вважати, що kz задовольняє резонансній умові 

2kz=km.      (2.19) 

Інші компоненти магнітних і електричних полів МГД хвилі представимо у вигля-

ді, аналогічному до (2.18). 
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Розв’яжемо систему рівнянь (2.12) – (2.16) у нульовому наближенні. За умо-

ви відсутності гофрування радіальна залежність аксіального компонента магніт-

ного поля МГД хвилі ψj
(0)
(r) (j=1,3) визначається наступним рівнянням: 

,0q
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r

rr

1 )0(
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)0(
j

2
j

=+
∂

∂

∂

∂
ψ

ψ
    (2.20) 

де 

qj≡q(jkz,r)=1− ,
krr

m

rk

m
2
j

j

22
j

2















∂

∂
+

µ
    (2.21) 

kj
2
≡k⊥

2
(jkz,r)=(ω/c)

2
(ε1

(0)
− j

2
Nz

2
)(1−µj

2
),   (2.22) 

µj≡µ(jkz,r)=ε2
(0)
/(ε1

(0)
− j

2
Nz

2
).    (2.23) 

Тут Nz=ckz /ω - аксіальний показник заломлення для основної гармоніки. 

Розподіл ВЧ полів МГД хвиль у плазмовому циліндрі з радіально неоднорі-

дним профілем густини можна здобути з (2.20) числовими методами (див., напр., 

[13, 175]). Тому обмежені при r=0 розв’язки ψj
(0)
(r) рівняння (2.20), що відповіда-

ють хвилям з аксіальним хвильовим числом (jkz), і лінійно незалежні від них 

розв’язки ψ%j
(0)

(r), які мають при r=0 особливість, будемо вважати відомими. 

Припускаємо, що профіль густини є таким, що в плазмі немає ані основного АР, у 

якому  

ε1
(0)

(r)=Nz
2
,
      

(2.24) 

ані сателітних АР [147], у яких 

ε1
(0)

(r)=(3Nz)
2
.       (2.25) 

У цьому випадку функції ψj
(0)

(r) і ψ%j
(0)

(r) можуть бути обрані дійсними. 

Розв’яжемо систему рівнянь (2.12) – (2.16) у першому наближенні за малим 

параметром εm. Неоднорідні лінійні диференціальні рівняння для амплітуд ψj
(±)

(r) 

одержимо, підставивши компоненти Er,ϑ електричного і Br,ϑ,z магнітного полів 

МГД хвилі у вигляді (2.18) до системи рівнянь (2.12) – (2.16) і виділивши в ній 

доданки ∝ exp(ijkzz) першого порядку малості за εm. Ці рівняння для ψj
(±)

(r) мають 

вигляд 
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







+
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∂

∂

∂
jq

rrr

1
 Cj

(±)
ψj

(±)
=− )0(

1
)(

0
)(

j CĜ ψ
±± ,     (2.26) 

де оператор )(
jĜ
±  визначається в такий спосіб: 

)(
jĜ
±  C0

(±)
ψ1

(0)
= ( ) ( ))(

jj
)(

j2
j

)(
jj

)(
j2

j

FA
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m
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rcr

±±±± ++
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
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




+

∂

∂
µ

ω
µ

ω
 .  (2.27) 

Величини Aj
(±)

 і F j
(±)

, що входять до (2.27), для j=3 дорівнюють 

Aj
(±)

= ( ) ( ) )(
02

2
)(

0r2

2
)(

0r2

2
)(

0

1
2)(

0r

)1(
1 E

r4
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rE

rr4
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E
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,    (2.28) 

Fj
(±)

= )(
0r2

2
)(

0r

)1(
2)(

0

)1(
1 E

r4

mjc
E

2
E

i2

±±±
′

−−
ω

εεε

ϑ
.    (2.29) 

Для визначення малої поправки першого порядку до амплітуди основних гармо-

нік ψ1
(±)

(r) скористаємося 
 
для A1

(±) 
 і F1

(±)
 виразами (2.28) і (2.29), у яких потрібно 

покласти j=1 і усюди в правій частині зробити заміну верхніх індексів (±)→(m ). 

Амплітуди основних гармонік радіального Er0
(±)

 і азимутального Eϑ0
(±)

 компонен-

тів електричного поля дорівнюють, 

Er0
(±)

=C0
(±)

u(r)− ( ))(
11

)(
12

1
2

2

FA
kc

±±
+ µ

ω
,                             (2.30) 

Eϑ
(±)

=iC0
(±)

v(r)− ( ),AF
kc

i )(
11

)(
12

1
2

2
±±

+ µ
ω

   (2.31) 

де 

u(r)= 








∂

∂
+

−

rr

m

kc

)0(
1

1
)0(

12
1

ψ
µψ

ω
,    (2.32) 

v(r)= 








∂

∂
+

−

rr

m

kc

)0(
1)0(

1
1

2
1

ψ
ψ

µω
 .    (2.33) 

При обчисленні оператора )(
jĜ
±  (2.27) досить взяти амплітуди Er0

(±)
 і Eϑ0

(±)
 з точні-

стю до доданків нульового порядку за εm. 

Обмежені при r = 0 розв’язки рівняння (2.26) мають вигляд 

 Cj
(±)
ψj

(±)
=Hj

(±)
ψj

(0)
+ψj

(0)
rdCĜˆkW

)0(
1

)(
0

)(
j

)0(
j

2
j

a

r

1
j ψψ

±±−

∫    (2.34) 
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- ∫
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1
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)0(
j W

~
ψ  kj

2
ψj

(0) )(
jĜ
±  C0

(±)
ψ1

(0)
d r , 

де a - радіус плазмового шнура в нульовому наближенні, вронскіан Wj функцій 

ψj
(0)

 і )0(
j

~
ψ  дорівнює Wj=ψj

(0)
∂ )0(

j
~
ψ /∂r− )0(

j
~
ψ ∂ψj

(0)
/∂r. Константи інтегрування 

H3
(±)

~εm C0
(±)

 визначаються з умови рівності нулю на металевій поверхні камери 

амплітуд Eϑ1
(±)

 сателітних (пропорційних exp(±3 i kzz)) гармонік азимутального 

електричного поля МГД хвилі, Eϑ1
(±)

(b)=0, де 

Eϑ1
(±)

= 




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
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32
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Константи інтегрування H1
(±)

~εm C0
(±)

 визначаються з умови 

0rdrC
)(

1
)(

1

b

0

)0(
1 =∫

±±
ψψ  ,      (2.36) 

яка означає, що енергія магнітного поля (2.18) МГД хвилі, обчислена з урахуван-

ням доданків першого порядку малості за εm, збігається зі значенням, обчисленим 

у нульовому наближенні. У квантовій механіці [58] ця вимога відповідає вико-

нанню умови нормування хвильової функції. 

Здобудемо і проаналізуємо дисперсійне рівняння МГДХ у плазмі, що межує 

з гофрованою металевою камерою, тобто припустимо спочатку, що плазма повні-

стю заповнює об’єм камери, що має форму граничної магнітної поверхні, 

r=b(1+εbcos(2kzz)),     (2.37) 

де відповідно до визначення (2.4) 

εb= ∫
− b

0
2

rdr
b

1
ε .      (2.38) 

Крайова умова, що полягає в рівності нулю на металевій поверхні амплітуд Eϑ0
(±)

 

(2.31) основних (пропорційних exp(±i kz z)) гармонік азимутального поля МГДХ, 

дозволяє здобути дисперсійне рівняння 

D
(0)2

− D
(1)2

=0,      (2.39) 
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Власну частоту ω МГД хвиль знайдемо з розв’язання дисперсійного рівнян-

ня (2.39) у вигляді 

ω=ω0±δω,      (2.42) 

де ω0 – розв’язок дисперсійного рівняння в нульовому наближенні, D
(0)

(ω0)=0. 

Цей розв’язок можна отримати числовими методами або (у спеціальних випадках) 

аналітично. Наприклад, для вищих радіальних мод ШМЗ хвиль у плазмовому ци-

ліндрі з неоднорідним радіальним профілем густини дисперсійне рівняння 

D
(0)

(ω0)=0 отримане у вигляді умови квантування (див., наприклад, [196]), з якого 

здобуто наочні аналітичні вирази для частот ШМЗ хвиль. Будемо далі вважати ве-

личину частоти ω0(kz,m) відомою. 

Поправка δω до власної частоти, обумовлена гофруванням зовнішнього ма-

гнітного поля, дорівнює 

δω=D
(1)

1
)0(

0

D
−

=










∂

∂

ωω

ω
.     (2.43) 

У випадку, коли вигляд залежності D
(0)

(ω) аналітично не задано, наприклад, коли 

розподіл полів ψ1,3
(0)

 і 
)0(

3,1
~
ψ  знаходиться в числовий спосіб, похідна ( )ω∂∂

)0(
D , що 

входить до (2.43), може бути обчислена [32] за теорією збурень, 
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Оператор Ω̂ , що входить до (2.44), визначено співвідношенням (1.58) у підрозділі 

1.1. 

Скористаємося отриманими результатами для дослідження впливу гофру-

вання на частоту аксіально симетричних (m=0) МГДХ, що поширюються в плазмі 

з однорідним профілем густини. У цьому випадку розподіл амплітуд основних га-

рмонік визначається в явному вигляді, ψ1
(0)

=J0(k1 r), де Jm(x) - функція Бесселя по-

рядку m. 

Для АХ, що поширюється майже уздовж магнітного поля (kA
2
<<κ1

2
, тут 

κj
2
=(j kz)

2
−(ω/c)

2
), частота ω0 є близькою до іонної циклотронної частоти, 

ω0=ωci
(0)





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
−

2

1

2

A
k

1
κ

 ,     (2.45) 

де альфвенівське хвильове число kA=ωωpi/(cωci
(0)

). Величина поправки δω у цьому 

випадку визначається виразом 

δω=
( ) 









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
+

− 22

22

s,1

z2
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z

m

2
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b

cj5
N

к1Nb

)b(ck

ω

ε

,    (2.46) 

де j1,s - значення s - го кореня функції Бесселя першого порядку, J1(j1,s)=0. Вели-

чина δω (2.46) у 1/εm>>1 разів більша за порядком величини за значення для поп-

равки ∆ωm, отриманої для нерезонансного випадку в [32], 

[ ])(2exp
)(

2

,1

2

22

)0(
bdk

jk

dbkk
m

sA

mzmm
−−=

∆ ε

ω

ω

 .   (2.47) 

Відзначимо, що в розглянутому випадку АХ є короткохвильовою в аксіаль-

ному напрямку, так що κ1b>>j1,s, тому в силу резонансної умови 2kz=km (2.19) ве-

личина εm швидко (майже за експонентою) зменшується при віддаленні від повер-

хні плазми, εm(r)=εm(b)exp[-2|kz|(b-r)]. Тому вплив гофрування стаціонарного маг-
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нітного поля відчувається тільки у вузькому шарі, на відстанях ∆ r≤  (2kz)
-1

 від ма-

гнітних котушок. 

Для довгохвильової ШМЗХ, що поширюється майже перпендикулярно маг-

нітному полю, k1≈kA>>|kz|, частота ω0 визначена у підрозділі 1.1. формулою 

(1.60). Для цих хвиль поправка до частоти, обумовлена гофруванням, дорівнює 

δω=
( )
( ) 022

ci

sci

b4

Qcb
ω

ωω

ωπε

−
 .     (2.48) 

Індекс числового множника Qs, 

Qs= ( ) ( ) xdxJxxJ 1

j

0
0

s,1

∫  ,     (2.49) 

- відповідає номеру кореня функції Бесселя, значення Qs для перших десяти коре-

нів функції Бесселя змінюється неістотно (див. Табл.2.1). 

Таблиця 2.1. 

s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Qs 0.319 0.415 0.474 0.517 0.550 0.578 0.602 0.622 0.641 0.657 

 

Для цих хвиль |kzb|<<1, тому в силу резонансної умови 2kz=km (2.19) величина εm 

слабко залежить від радіуса, εm(r)≈εm(b). Саме цим пояснюється той факт, що ро-

зщеплення власної частоти ШМЗХ (2.48) у плазмі, що межує з гофрованою мета-

левою камерою, виявляється істотнішим за розщеплення АХ (2.46). 

Дослідимо тепер вплив гофрування на дисперсійні властивості МГД хвиль у 

плазмовому шнурі, який відокремлено від круглої циліндричної камери вакуум-

ним прошарком. Вважаємо для визначеності, що гранична магнітна поверхня 

описується рівнянням 

r=a(1+εacos(2kzz)),     (2.50) 

де відповідно до визначення (2.4) 

εa= ∫
− a

0

m2
drr

a

1
ε  .      (2.51) 

Залежність аксіального компонента магнітного поля МГДХ у вакуумі, що 

задовольняє крайовій умові на металевій камері, має вигляд 
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B=[P0
(+)

 q1(r)exp(ik
z
z)+P0

(-)
q1(r)exp(-ik

z
z)+    (2.52) 

P1
(+)

q3(r)exp(3ik
z
z)+P1

(-)
q3(r)exp(-3ik

z
z)]exp[i(mϑ-ωt)],    

де 

qj(r)≡K
’
m(κjb)Im(кjr)-I’m(кjb)Km(кjr),    (2.53) 

Im(x) - модифікована функція Бесселя і Km(x) - функція Макдональда порядку m. 

Наклавши крайові умови на граничній магнітній поверхні (2.50), одержимо 

дисперсійне рівняння у вигляді (2.39), у якому 

D
(0)

=α1δ1-β1γ1,      (2.54) 

D
(1)

=α1δ2-β1γ2+α2δ1-β2γ1,     (2.55) 
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γ1=ψ1
(0)

(a),   β2=
2

1
cκ

ω−

2

a
a

ε

2
ar|

1
2

r

g

=
∂

∂
.   (2.58) 

Дослідимо на основі формул (2.43) і (2.54) - (2.58) розщеплення спектрів ак-

сіально несиметричних (m<0) МГД коливань тонкого (κ1a<<1, k1a<<1) плазмово-

го шнура з радіально однорідною густиною, відокремленого від круглої металевої 

камери вузьким (|m|(b−a)<<a) вакуумним шаром. При цьому в силу резонансної 

умови (2.19) будемо вважати параметр гофрування незалежним від радіуса 

(εm(r)=ε(b)). 

Для АХ, що поширюються майже паралельно магнітному полю, kA
2
<<κ1

2
, 

частота ω0 є близькою до іонної циклотронної частоти ωci
(0)

: 

ω0=ωci
(0) ( )










 −
−

2

1

2

A
k

a

ab|m|
1

κ

 .     (2.59) 

Поправка δω до власної частоти таких АХ дорівнює 
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δω=ε(b)ωci
(0)

( )










+
−

1|m|24

cak

k 0

2
1

2
1

2
1

ω

κ

 .    (2.60) 

Величина розщеплення (2.60) частоти АХ є більшою, ніж у випадку великого пла-

змового циліндра (2.46), у якому гофрування істотне тільки в малій частині плаз-

мового об’єму. 

Для ШМЗХ, що поширюються майже перпендикулярно магнітному полю, 

kA
2
>>κ1

2
, частота дорівнює 

ω0=κ1vA
)ab(|m|

a

−
 <<ωci

(0)
.    (2.61) 

Вираз для поправки, обумовленої гофруванням магнітного поля, має для таких 

ШМЗХ наступний вигляд: 

δω=
)ab(4

a)b(

−

−ε








 −

+
+

)0(
ci

pi1

a|m|

ab

1|m|2

a
1

ω

ωκ

 ω0.   (2.62) 

Розщеплення частоти ШМЗХ (2.62) також є сильнішим, ніж у випадку великого 

плазмового циліндра (2.48). Це пояснюється тим, що у великому плазмовому ци-

ліндрі вздовж радіусу укладається багато довжин хвиль, а у випадку тонкого пла-

змового циліндра для існування ШМЗХ принциповою є наявність вакуумного 

прошарку, і відмінність форми граничної магнітної поверхні від круглого цилінд-

ра помітно впливає на дисперсійні властивості ШМЗХ у цьому випадку. 

Якщо плазмовий шнур відділений від металевої камери широким (κ1b>>1) 

вакуумним прошарком, то поправка (2.43) до частоти МГДХ стає експоненціаль-

но малою. Наприклад, частота АХ у випадку тонкого (κ1a<<1, k1a<<1) плазмово-

го циліндра є близькою до іонної циклотронної частоти ωci
(0)

, 

ω0=ωci
(0)

(1−kA
2
/(2κ1

2
)).                 (2.63) 

Обумовлена гофруванням магнітного поля поправка до частоти АХ дорівнює в 

цьому випадку 

δω=−ε%(b)exp(−2|kz|(b-a)) 
ck1m2

a
2
A

2
1

)0(
ci κω

+
ω0 .         (2.64) 

Частота ШМЗХ, для якої kA
2
>>κ1

2
>>b

-2
, дорівнює в цьому випадку 
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ω0=(vA/a)(jm,k+κ1/kA).                       (2.65) 

Поправка до частоти таких ШМЗХ, обумовлена гофруванням, визначається на-

ступним простим виразом: 

δω=−0.5ε(b)exp(−2|kz|(b−a))ω0.                (2.66) 

Підіб’ємо підсумки. В цьому підрозділі проведено дослідження впливу гоф-

рування зовнішнього магнітного поля на власні моди і власні частоти МГДХ у ре-

зонансному випадку, коли аксіальна довжина хвилі в два рази більша за аксіаль-

ний період гофрування. З проведеного розгляду можна зробити наступні виснов-

ки. 

Показано, що в резонансному випадку гофрування призводить до розщеп-

лення власних частот МГД хвиль, ω=ω0±δω, причому поправки δω до частот ви-

являються величинами першого порядку малості за параметром гофрування, 

δω∼εmω0, на відміну від нерезонансного випадку, коли вони є величинами другого 

порядку малості за цим параметром. 

Показано, що власними модами в резонансному випадку є стоячі хвилі. З ці-

єї причини варто очікувати падіння ефективності підтримання струмів захоплення 

МГД хвилями з резонансним значенням хвильового числа в умовах резонансного 

збудження таких хвиль сторонніми джерелами. 

Пучності (вузли) стоячої хвилі з більшою частотою ω=ω0+δω (з меншою ча-

стотою ω=ω0−δω) розташовані там, де напруженість утримуючого магнітного по-

ля є максимальною. Це пояснюється тим, що власна частота АХ і ШМЗХ у пря-

мому магнітному полі тим більша, чим сильніше |
0

B

r

|. 

Внаслідок додавання двох власних стоячих хвиль із близькими частотами 

ω=ω0±δω утворюються биття. Частота цих биттів δω залежить як від зовнішніх 

параметрів (ε(b),ωci
(0)

,L,a,b), так і від густини n плазми (kA
2
∝n). Тому вимірювання 

частоти биттів з аксіальною довжиною хвилі 2L може бути використане для діаг-

ностики густини плазми. 

Досліджений тут ефект розщеплення частоти МГД хвиль гофрованим маг-

нітним полем можна спостерігати експериментально. Аналогічний ефект зняття 
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виродження щодо знака аксіального хвильового числа спектрів МГД коливань у 

токамаках, викликаного поздовжнім електричним струмом, був експериментально 

виявлений (див., напр., [183]). Щоб розділити зазначені ефекти, слід врахувати, 

що поздовжній струм знімає виродження спектрів МГД коливань з довільним ак-

сіальним хвильовим числом, а гофрування призводить до розщеплення частоти 

лише для хвиль з резонансним значенням аксіального хвильового числа. Крім то-

го, для аксіально симетричних (m=0) ШМЗ хвиль у плазмі з однорідним профілем 

температури і густини розщеплення спектрів, обумовлене азимутальним магніт-

ним полем, є [189] ефектом більш високого, ніж (B0ϑ/B0)
2
, порядку малості. Роз-

щеплення спектрів МГД хвиль з аксіальним періодом 2L, обумовлене гофруван-

ням магнітного поля, відбувається, як показано в цьому підрозділі, і для аксіально 

симетричних хвиль. Зсув δωI частоти ШМЗ хвиль у великому плазмовому цилінд-

рі, обумовлений наявністю B0ϑ, має різний знак для хвиль з різними знаками аксі-

ального хвильового числа і є [189] величиною порядку 

δωI~
0

0

2
A

2)0(
ci

z
3
0

B

)a(B

ak

mk2
ϑ

ω

ω

 .      (2.67) 

З порівняння виразів (2.48) і (2.67) робимо висновок, що ефектом розщеплення 

частоти подовжнім струмом можна знехтувати для хвиль з резонансним значен-

ням аксіального хвильового числа в порівнянні з розщепленням частоти гофрова-

ним магнітним полем, якщо 

0

0

B

B
ϑ  <<

z

2
Am

mN4

Nε

 .                            (2.68) 

Ця умова (2.68) може виконуватися за реальних експериментальних умов. 

Відзначимо також, що в неоднорідній плазмі токамаків сателітні АР (2.25), 

у яких відбувається конверсія обох сателітних гармонік МГД хвилі, пропорційних 

exp(±3ikzz), у дрібномасштабні кінетичні хвилі, розташовані в глибині плазми, де 

густина у 9 разів вища, ніж в основному альфвенівському резонансі (2.24). Це дає 

підстави [147] передбачити істотне додаткове нагрівання плазми токамаків побли-

зу сателітних АР (2.25) МГД хвилями, основна гармоніка яких (∝exp(±ikzz)) хара-
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ктеризується довжиною хвилі 2L.  

Отримані в цьому підрозділі результати можуть бути корисними також і для 

вивчення дисперсійних властивостей МГД хвиль з аксіальним хвильовим числом 

2π/L, яке удвічі перевищує резонансне значення (2.19). При дослідженні нерезо-

нансного впливу гофрування на властивості таких хвиль у роботі [32] у повному 

виразі для утримуючого магнітного поля  

B0z=B0 ( ) ( )







∑ +⋅+
∞

=1j
j0j zjkcosr1 ϕε  ,    (2.69) 

залишено лише перший доданок, оскільки параметр гофрування εj, як правило, 

швидко зменшується при збільшенні номера j (величини ϕj у (2.69) є константа-

ми). Урахування, поряд з основним доданком з j=1, резонансного доданка з j=2 

призведе в цьому випадку до поправки δω ∝ εj=2, величина якої визначається ви-

разом (2.43), у той час, як основний доданок (нерезонансний) дає поправку до 

власної частоти δω ∝ ε
 2
j=2. Таким чином, числові значення обох цих поправок 

можуть виявитися близькими величинами. 

 

2.2. Додаткове нагрівання плазми поблизу сателітних альфвенівських резонансів  

в уловлювачах з гофрованим магнітним полем 

 

У цьому підрозділі досліджено можливість поглинання ВЧ потужності поб-

лизу сателітних АР, в яких відбувається різке зростання амплітуди сателітної гар-

моніки електромагнітних хвиль і їх конверсія в дрібномасштабні хвилі [147, 160, 

197, 198]. В гофрованому зовнішньому магнітному полі (2.1) МГДХ поширюють-

ся у вигляді пакета. Зокрема, для аксіальної компоненти магнітного поля МГДХ 

виберемо наступний вигляд для цього пакету: 

Вz= [B
(0)

(r) +B
(+)

(r)еxp(ikmz)+B
(-)

(r)еxp(-ikmz)]exp[i(kzz+mϑ-ωt)],  (2.70) 

де поряд із основною гармонікою ∝exp[i(kzz)] враховано дві найближчі сателітні 

гармоніки ∝exp[i(kz±km)z], чиї амплітуди вважаємо малими величинами, |В
(±)

| 

~εm|B
(0)

| згідно з результатами, здобутими в роботі [32], m - азимутальний номер 
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моди, kz - аксіальне хвильове число МГДХ у нульовому наближенні (у випадку 

вимушених коливань величина kz визначається антеною). Для даного дослідження 

нам будуть потрібні вирази (2.8) – (2.10) для компонентів тензора діелектричної 

проникності ε1,2 з точністю до членів першого порядку малості за εm. 

У цьому підрозділі показано, що поряд з основним АР r = rA
(0)

, у якому ви-

конується умова (2.24), в уловлювачах з гофрованим магнітним полем у випадку 

слабкого гофрування (|εm|<<1) можуть існувати два додаткових резонанси r =rA
(±)

, 

у яких 

( )2bz
)0(

1 NN)r( ±=ε  .     (2.71) 

Тут Nz=сkz /ω - поздовжній показник заломлення, Nb≡ckm /ω. Ці резонанси природ-

но назвати сателітними альфвенівськими резонансами (САР). Незважаючи на те, 

що ВЧ потужність, що поглинається поблизу САР, а також декремент обумовле-

ного цим поглинанням загасання МГДХ є величинами другого порядку малості за 

параметром εm, можливі ситуації, коли досліджений ефект може бути істотним 

для нагрівання плазми. 

За відсутності гофрування радіальна залежність аксіального компонента ма-

гнітного поля МГДХ Bz
(0)

(r) визначається рівнянням (2.20), яке наведено в підроз-

ділі 2.1, з індексом j=1. Обмежений при r=0 розв’язок рівняння (2.20) B
(0)

(r)=Ψ(r) 

вважається відомим. (Розподіл ВЧ полів ШМЗ хвиль у плазмовому циліндрі з ра-

діально - неоднорідним профілем густини можна отримати числовими методами, 

див. [1, 13, 175] і ін.) Якщо густина плазми є невеликою, то АР (2.24) відсутній. У 

цьому випадку функція Ψ(r) обмежена і дійсна на всьому інтервалі зміни коорди-

нати r від 0 до b, де b - радіус металевої камери, в якій знаходиться плазмовий ци-

ліндр. Вибираємо в цьому випадку нормувальний множник так, щоб Ψ(r) була 

дійсною. 

Якщо ж у плазмовому циліндрі є область АР (2.24), то поблизу точки rA
(0)

 

поле В
(0)

(r) підростає, і відбувається конверсія МГДХ у дрібномасштабні кінетич-

ні хвилі [2, 53, 186, 187]. У цьому випадку вибором нормувального множника мо-

жна досягти відсутності уявної частини Ψ(r) або тільки при r<rA
(0)

, або тільки при 
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r>rA
(0)

. На інтервалі, що залишився, Ψ(r) містить уявний доданок, обумовлений 

ефектом конверсії поблизу rA
(0)

. У загальному випадку ця уявна частина одного 

порядку величини з реальною частиною. При цьому наявність сателітних резона-

нсів призводить лише до виникнення малого доданка до величини потужності, що 

поглинається плазмою. Виключенням є лише випадок, коли ширина області не-

прозорості на периферії плазми для основної гармоніки є великою, і поле поблизу 

точки АР (2.24) є експоненціально малим в порівнянні з полем, створюваним ан-

теною на краю плазми. При цьому в області r=rA
(0)

 мала не лише уявна, але і реа-

льна частина В
(0)

(r). Тому далі будемо розглядати саме той випадок, коли уявна 

частина Ψ(r) є малою, і при обчисленні полів B
(±)

 будемо вважати Ψ(r) дійсною. 

Представлення інших компонентів магнітних і електричних полів МГДХ у 

вигляді ряду є аналогічним до (2.70). 

Нагадаємо, що радіальна Er
(0)

(r) і азимутальна Eϑ
(0)

(r) компоненти електрич-

ного поля МГДХ у нульовому наближенні визначаються виразами (1.28), наведе-

ними в підрозділі 1.1. 

Використання крайової умови на поверхні металевої камери дозволяє здо-

бути дисперсійне рівняння МГДХ 

D
(0)

=0,     (2.72) 

де D
(0)

=Eϑ
(0)

(b). Частоту ω
(0)

 МГД коливань плазмового циліндра за відсутності 

гофрування, яка є розв’язком (2.72), вважаємо відомою. Для вищих радіальних 

мод ШМЗХ рівняння (2.72) має вигляд правила квантування (див. напр., [196]). 

Амплітуди В
(±)

 сателітних гармонік, які є величинами першого порядку за 

малим параметром гофрування порівняно до B
(0)

, мають бути обмежені на осі ци-

ліндра. Знайдемо їх за умов нехтування зіткненнями між частинками плазми, іне-

рцією електронів і ефектом скінченності ларморівського радіуса іонів за допомо-

гою теорії збурень, 
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ψψ

ψψ
ψψ +C±ψ±.  (2.73) 

Тут ψ± і ±
ψ
~  - розв’язки (2.20), що відповідають хвилі з аксіальним хвильовим чис-
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лом kz±km і поперечним хвильовим числом k±=k⊥(kz±km,r) (1.29): один, ψ±, є обме-

женим, інший, 
±

ψ
~ , має особливість при r =0; С± - постійні інтегрування, W- вронс-

кіан функцій ψ± і ±
ψ
~ : 

W(ψ±, ±
ψ
~ )≡ψ±

r

~

∂
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ψ
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±
ψ
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ψ
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± .   (2.74) 

Оператор 
( )1ˆ
±

G , що входить до виразу (2.73), визначається наступною формулою: 
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де 
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частка ( )rkk
mz
,±≡

±
µµ  визначена формулою (1.29) в підрозділі 1.1. 

Амплітуди сателітних гармонік радіальної Er
(±) 

й азимутальної Eϑ
(±) 

 компо-

нент електричного поля МГДХ мають наступний вигляд: 
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Поблизу САР відбуваються зростання амплітуд сателітних гармонік елект-

ричних і магнітних полів МГДХ і конверсія цих коливань у дрібномасштабні пла-

змові хвилі. Зазначений ефект має місце як для альфвенівських хвиль з ω<ωci (ко-

ли (Nz±Nb)
2
> 1), так і для ШМЗХ із ω>ωci; (коли (Nz±Nb)

2
< 1) - у розрідженій плаз-

мі. 

Будемо вважати область конверсії вузькою в порівнянні з відстанню від то-
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чки резонансу до осі циліндра rA
(±)

 і до металевої камери [b−rA
(±)

]. Оскільки поб-

лизу точок САР величини µ± і k±
2
 мають, згідно визначень (1.29) і (2.71), особли-

вість: µ±, k±
2
 ∝ [ε1

(0)
−(Nz±Nb)

2
]
-1

, то і поправки В
(±)

 (2.73) мають особливість вигля-

ду В
(±)

 ∝ ln|ε1
(0)
−(Nz±Nb)

2
|, тому вирази (2.73) виявляється справедливими тільки 

для 0<r<rA
(±)

. Удалині від точки САР при rA
(±)

<r<b скористаємося для В
(±)

 вираза-

ми 
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Постійні інтегрування 
±

K
~

 визначаємо з граничних умов на металевій пове-

рхні камери, Еϑ
(±)

(b) = 0: 
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±
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Поблизу точок САР (2.71) амплітуди сателітних гармонік В
(±)

 описують спі-

льне поширення МГДХ і дрібномасштабних хвиль і визначаються з урахуванням 

інерції електронів, ефекту скінченності ларморівського радіуса і зіткнень між час-

тинками плазми з наступного рівняння: 
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( ) 0BĜBr,kkq

r

B

r

cNN
i )0()()(

bz2

2

2

2

3

2

bz
T

)c(
1 =+±+

∂

∂







∂

∂









 ±
++ ±±

±

ωε

εε . 

Тут доданок ε1
(c)

, який враховує зіткнення частинок [184], наведений у підрозділі 

1.3 у формулі (1.124). Величина εT у (2.82) враховує скінченність ларморівського 

радіуса іонів [185], вона наведена у підрозділі 1.3 у формулі (1.126). Інерція елек-

тронів врахована в (2.82) у компоненті тензора діелектричної проникності ε3 , ви-

гляд якої наведений у підрозділі 1.3 у формулах (1.127) – (1.130). 
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При розв’язанні рівняння (2.82) скористаємося тією обставиною, що побли-

зу точок САР (2.71) амплітуда В
(±)

(r) змінюється повільніше, ніж її похідна  

F±(r)=−(c/ω) ∂B
(±)

/∂ r (ця обставина зазвичай використовується при дослідженні 

АР [53, 186, 187]). Це дозволяє внаслідок інтегрування за координатою r одержати 

з (2.82) для F±(r) неоднорідне рівняння Ейрі, 
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Відстань x, яка входить до розв’язка (2.83), має бути малою в порівнянні з rA
(±)

 і 

характерною для В
(±)

 (2.73) радіальною довжиною хвилі. Водночас x має бути до-

сить великою, щоб для визначення значення В
(±)

(r
(±) 

- x) можна було скористатися 

виразом (2.73). Вважаємо зміну параметрів плазми поблизу точки САР слабкою, 

тому при розв’язанні рівняння (2.83) скористаємося значенням його правої части-

ни і величин εT, ε3 и ε )c(
1  у точці r=rA

(±)
. Вираз для В

(±)
, який асимптотично зшива-

ється з (2.73) і є справедливим поблизу r=rA
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, одержимо з (2.83) у вигляді 
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У випадку вимушених МГД коливань просторовий розподіл поля В
(0)

(r), а 

отже, і величина F1
(±) 

(2.87) задаються струмом в антені. Особливо відзначимо, 

що, хоча залежність B
(±)

(r) у вигляді (2.73), (2.80) і має особливість у точці r )(
A
± , 
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, що входить до (2.87), повільно змінюється поб-

лизу r )(
A
± , (можна порівняти з [53, 186, 187]). 

З огляду на асимптотику розв’язка рівняння (2.83) при Rеξ→−∞, 
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будемо вважати, що при віддаленні від точки САР дрібномасштабна кінетична 

хвиля (другий доданок у (2.89)) сильно загасає поблизу точки резонансу за раху-

нок зіткнень або за рахунок механізму Ландау. Якщо загасання слабке, то асимп-

тотику (2.89) слід зшити з розв’язком рівняння (2.83), одержаним методом ВКБ і 

таким, що відповідає хвилям, що несуть енергію від точки конверсії в глибину 

плазми чи до її периферії. В такому випадку припускається, що відбитої хвилі не 

існує, тобто, що ці дрібномасштабні хвилі повністю поглинаються на одному про-

ході вздовж радіуса плазмового шнура. Тим самим в цьому підрозділі не дослі-

джено різні ефекти, що можуть виявитися при слабкому загасанні, і утворення в 

цьому випадку глобальних резонансів з високим значенням радіального номера. 

Умова сильного загасання дрібномасштабної кінетичної хвилі дозволяє 

провести асимптотичну зшивку виразів (2.73), (2.80) і (2.84) для B
(±)

(r). Визначені 

в такий спосіб постійні інтегрування K
(±)

 і C
(±)

 дорівнюють 
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Обчислимо величину потужності МГДХ, що поглинається поблизу точки 

САР на одиниці довжини плазмового циліндра, 
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Вона складається з роботи поля сателітних гармонік МГДХ над радіальними ВЧ 

струмами jr∝exp[i(kz±km)z+imϑ−iω t)], 
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і роботи над аксіальними ВЧ струмами, 
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Відомі вирази [2, 53, 186, 187] для потужності P
(0)

, що поглинається в основному 

резонансі (2.24), виходять з (2.93), (2.94), якщо в них замінити rA
(±)
→rA

(0)
, 

Er,ϑ,z
(±)
→Er,ϑ,z

(0)
, (Nz±Nb)→Nz, B

(±)
→B

(0)
 і у виразах для F1

(±)
 (2.87) опустити доданки 

в квадратних дужках. 
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При обчисленні ВЧ потужності P
(±)

 (2.92), що поглинається, слід врахувати, 

що в точці r )(
A
±  (2.71) поряд із сателітною гармонікою ∞ехр[i(kz±kb)z], збуджува-

ною МГД хвилею з аксіальним хвильовим числом kz, резонансно поглинається та-

кож і сателітна гармоніка ∞ехр[i(-kz km b)z], збуджувана МГД хвилею з аксіальним 

хвильовим числом -kz. 

Відзначимо, що внесок Рz у нагрівання на сателітній гармоніці не є малим, 

якщо Im
3

ε  >Rе
3

ε  : 

.
Im

~
P

P

3

3

3T1

1

r

z

ε

ε

εεε

ε

+

    (2.95) 

Для визначення впливу гофрування зовнішнього магнітного поля на зна-

чення власної частоти МГДХ у дисперсійному рівнянні 

D
(0)

+D
(2)

=0,      (2.96) 

що уособлює рівність нулю азимутального компонента електричного поля МГДХ 

на металевій поверхні камери, необхідно врахувати доданки D
(2)

 другого порядку 

малості. Уявна частина доданка D
(2)

 визначає дійсну поправку до частоти хвилі 

ω=ω
(0)

+∆ω, залежність Rе(∆ω) від параметрів плазми докладно досліджено в ро-

боті [32].  

Унаслідок поглинання потужності МГДХ поблизу САР (2.71) з часом амп-

літуда коливань B
(±)

 в області САР (2.71) зростає, а амплітуда поля B
(±)

 в інших 

областях зменшується ∝ехр(-γ t) [199]. З (2.96) можна здобути вираз для декреме-

нта γ загасання МГД хвиль у вигляді 

γ ≡ − Im(∆ω)= − Re(D
(2)

)
,

1
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якщо внутрішня поверхня металевої камери збігається з магнітною поверхнею 
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(2.5) з r0=b. Якщо ж ця поверхня - прямий циліндр радіусом r=b, то останній до-

данок у (2.98) слід опустити. Величина D
(0)

 - уявна в силу зробленого раніше ви-

бору функції Ψ(r) дійсною. Функція 
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=
( ) ( )
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r
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що входить до (2.98) 
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m
ψε  - розв’язок рівняння (2.20), що лінійно 
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z

2

⊥
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Оператор )2(
Ĝ , що входить до (2.99), визначається співвідношенням 

−+=
⊥

)AA(k
r

m
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Im(E )(
r
± ) і Re(E ))( ±

ϑ
 виражаються по формулах (2.78) і (2.79) через уявну частину 

від B )r()( ± , обумовлену існуванням САР,  
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Обговоримо здобуті результати. У цьому підрозділі показано, що в плазмі з 

радіально - неоднорідним профілем густини, яку розміщено у гофрованому магні-

тному полі, відбувається додаткове (у порівнянні зі звичайним АР (2.24)) погли-

нання енергії МГДХ в областях САР (2.71). Величина потужності, що поглинаєть-

ся в області додаткових резонансів, визначається виразами (2.93), (2.94), а вели-

чина декремента обумовленого цим поглинанням загасання МГДХ - виразами 

(2.97) і (2.98). Величина потужності (2.93), (2.94), що поглинається плазмою, про-

порційна до квадрата малого параметра гофрування і зазвичай є малою в порів-

нянні з потужністю, що поглинається в основному АР. Однак у деяких розгляну-

тих нижче випадках поглинання в області додаткових резонансів виявляється 

більш істотним, ніж при основному АР. 

До цих випадків належать наступні. По – перше, якщо величина kz є досить 

малою, то резонанс r=rA
(0)

 знаходиться на периферії плазми, у той час як резонан-

си r=rA
(±)

 можуть знаходитися при досить великих kb у глибині плазми (див. Рис. 

1.5 – 1.7). Частка Pr
(±)

 до Pr
(0)

 згідно (2.93) дорівнює за порядком величини 
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Звідси видно, що Pr
(±)

 може бути більшим, ніж Pr
(0)

, якщо kb досить велике. При 

цьому слід врахувати, що через малість kz поле B
(0)

 може добре проникати до пла-

зми й в області досить великої густини 
( ) 








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


>

+
2
z

cici

2
pi

N
ωωω

ω

 являти собою швидку 

магнітозвукову хвилю. Ця ШМЗХ у гофрованому магнітному полі лінійно взає-

модіє [1] з альфвенівською хвилею з аксіальним хвильовим числом (kz±km) і за ра-

хунок цього резонансно поглинається в точках rA
(±)

. Хвиля B
(0)

 може бути власною 

зі слабким загасанням для розглянутого плазмового хвилеводу (плазмового резо-

натора, у випадку плазмового тора - плазмового циліндра з ототожненими кінця-

ми). У цьому випадку резонансно підростуть і сателітні гармоніки B
(±)

 і відповідно 

збільшиться потужність, що поглинається як у точці rA
(0)

, так і в точках rA
(±)

. 

Поглинання сателітних гармонік у точках rA
(±)

 також можна посилити в то-
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му випадку, коли МГДХ із поздовжнім хвильовим числом (kz±km) є власною для 

хвилеводу. У цьому випадку резонансно підростають два останні доданки в (2.87), 

а саме: − )(
Arr

)()(

)0(
2

iEB
r

cm
±

=

±±
−

ϑ
εω

. 

По – друге, у плазмі малої густини усюди Nz
2
>ε1

(0)
, і основний резонанс від-

сутній. У цьому випадку можлива наявність резонансу r=rA
(±)

, що забезпечить по-

глинання поля накачування. У цьому резонансі поглинання також можна посили-

ти за рахунок того, що сателітна хвиля B
(-)

 буде власною модою хвилеводу. 

По – третє, ШМЗ хвилі з аксіальним хвильовим числом |kz|>ω/c і частотою 

ω>ωci на відміну від АХ узагалі не відчувають основного резонансу (2.24). (Кон-

версія і резонансне поглинання ШМЗХ із |kz|>ω/c і частотою ω>ωci у периферійній 

плазмі досліджено в [187, 200].) Якщо ж при цьому |kz−km|<ω/c, то для таких 

ШМЗХ у плазмі утвориться САР (2.71). Оскільки в глибині термоядерної плазми 

ωpi
2
>ωci

2
, точка r=rA

(−)
 цього САР розташована на периферії плазмового шнура. З 

одного боку, густина n(rA
(−)

) і квадрат аксіального хвильового числа гармоніки 

(kz−km)
2
, що входять співмножниками до виразів (2.93) і (2.94) для ВЧ потужності, 

що поглинається, у цьому випадку є невеликими. Але з іншого боку, відмінність 

форми магнітних поверхонь від прямого циліндра найбільше помітна саме на пе-

риферії плазми (параметр гофрування εm зростає при збільшенні радіуса), до того 

ж амплітуда поля накачування також зазвичай максимальна саме поблизу поверх-

ні плазми. Тому досліджений у цьому підрозділі САР може зробити помітний 

внесок до небажаного нагрівання периферії плазми термоядерного уловлювача з 

гофрованим магнітним полем. 

 

2.3. Вплив аксіальної періодичної неоднорідності утримуючого магнітного поля  

на альфвенівське нагрівання циліндричної плазми поблизу основного АР 

 

 В цьому підрозділі досліджено тонку структуру локального АР і поглинан-

ня високочастотних хвиль в циліндричній плазмі у зовнішньому магнітному полі 
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з помірним гофруванням [168]. Утримуюче магнітне поле 

zzrr
eBeBeBB
rrr

r

0000
++= ϑϑ  (у циліндричних координатах) моделюємо так, що раді-

альна і аксіальна компоненти задані формулами (2.1), а азимутальна компонента 

B0ϑ(r ) <<B0 утримуючого магнітного поля описує обертальне перетворення, обу-

мовлене аксіальним струмом у плазмі токамаків або струмами в котушках моду-

льних стеллараторів. 

 У гофрованому магнітному полі електромагнітне збурювання поширюється 

у вигляді хвильового пакета, у якому поряд з основною гармонікою присутнє, 

узагалі кажучи, нескінченне число сателітних гармонік. Можливість додаткового 

нагрівання плазми поблизу сателітного АР у гофрованому магнітному полі було 

показано в [147]. У цьому підрозділі досліджено вплив помірного гофрування 

утримуючого магнітного поля на конверсію і поглинання АХ в області локально-

го АР для основної гармоніки. Показано, що внесок неоднорідності магнітного 

поля при визначенні структури АР може бути того ж порядку, що й обумовлений 

зіткненнями частинок, скінченним іонним ларморівським радіусом або інерцією 

електронів.  

 Сформулюємо постановку задачі. При дослідженні альфвенівської і швид-

кої магнітозвукової гілок МГД хвиль у плазмі з малим газокінетичним тиском 

інерцією електронів можна знехтувати усюди, крім вузької області локального 

АР. Використання умов малості гофрування і малості інерції електронів (|ε3|→∞) 

при розв’язанні рівнянь Максвелла призводить до рівності нулю у всьому об’ємі 

плазми поздовжнього компонента електричного поля хвилі: E3=(B0rEr+B0ϑEϑ+ 

) 0BEB
0zz0
→

r

. Отримане в такий спосіб співвідношення між компонентами еле-

ктричного поля хвилі дозволяє за умови нехтування зіткненнями між частинками 

плазми, інерцією електронів і тепловим рухом іонів записати спрощену систему 

рівнянь Максвелла в циліндричних координатах (2.12) – (2.16). 

 Для розв’язання системи (2.12) – (2.16) нам будуть потрібні вирази (2.8) – 

(2.10) для компонентів тензора діелектричної проникливості ε1,2 з точністю до до-

данків першого порядку малості за  εm . 
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 Виходячи з просторової залежності (2.8) компонентів тензора діелектричної 

проникливості, будемо шукати розв’язок системи рівнянь (2.12) – (2.16) для раді-

ального компонента електричного поля МГД хвилі в наступному вигляді: 
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110~ ( )tmzki
z

ωϑ −+exp  .           (2.107) 

У пакеті (2.107) поряд з основною гармонікою ∝exp(ikzz) ми враховуємо також дві 

найближчі сателітні гармоніки ∝exp[i(kz±kb)z)]. Представлення інших компонентів 

магнітних і електричних полів МГД хвилі у вигляді ряду є аналогічним до (2.107). 

Виведемо основне рівняння цієї задачі. Скориставшись виразом (2.8) для 

тензора діелектричної проникливості й умовою рівності нулю поздовжнього ком-

понента E3 електричного поля МГД хвилі, з рівнянь Максвелла одержуємо насту-

пну систему зачеплених рівнянь для амплітуд основної  Er
(0) і сателітних )1(±

r
E  га-

рмонік радіального компонента електричного поля хвилі: 

( )[ ]AEBBNNN
rzz

−−−

)0(
00

2)0(
1 /2 ϑϑε

)1()1(
12

)0(2

2

22

5.0

2

+
++ r

r
E

dr

Edc
ε

ω

δ
 

( )
dr

dE
kk

c

dr

dEkc r
bz

rb

)1(

2

2)1(

2

2

2

++

−++ δ
ωω

δ )1()1(
1

)1(

2

2

5.0

2

−

−

++ r
rb

E
dr

dEkc
ε

ω

δ
 

( ) 0

)1(

2

2

=+−

−

dr

dE
kk

c r
bzδ

ω
,                   (2.108) 

( ) ( ) )1(2
)0(

2

2

2

2

±
±++±− rbz

r
bz ENN

dr

dE
kk

c
δ

ω
 

)1(2

2

)1(2

2

22

2

±

±

−− rz
r

EN
dr

Edc

ω

δ
0

4

)1(

2

22

=+

dr

dEc
r

m

ω

δ
 . (2.109) 

Тут Nϑ =cm/ωr - азимутальний показник заломлення, малий параметр δ=εm′/kb ви-

ник внаслідок урахування малого радіального компонента утримуючого магнітно-

го поля (2.1).  

Обговоримо залежність малого параметра δ від періоду гофрування L. На 

перший погляд, ця залежність може видатися прямо пропорційною, оскільки δ мі-

стить множник 1/ km~L. Але крім того, δ пропорційний до похідної dεm/dr за радіу-

сом від амплітуди модуляції аксіального компонента сталого магнітного поля, а 
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εm у свою чергу пропорційна функції Бесселя нульового порядку. Таким чином, 

залежність малого параметра від періоду гофрування пропорційна до модифіко-

ваної функції Бесселя першого порядку I1(kmr). 

При виведенні системи рівнянь (2.108), (2.109) використано наближення вузь-

кого шару [53]. Це наближення означає повільну зміну полів хвилі в області АР в 

аксіальному і азимутальному напрямках і виражається в нерівностях 

)0(
max

)0(
zz

BkdrdB >>  ,  ( )c,k,k,rmmaxk
mzmax
ω= .                   (2.110) 

Це наближення передбачає також повільну зміну густини плазми в радіальному 

напрямку. 

 Нагадаємо, що азимутальна компонента магнітного поля хвилі так само різ-

ко, як і Er, змінюється в радіальному напрямку поблизу АР (див. (2.16)). Радіальна 

залежність інших компонентів електричних і магнітних полів хвилі поблизу АР 

виявляється слабкіше, а саме: 

( )( )00zz
0

1zr B/BNN2NlnE,B,B ϑϑϑ ε −−∝ , 

( )( ) 1

00z

2

z

0

1r
B/BNN2NB,E

−

−−∝ ϑϑϑ ε .  (2.111) 

Відзначимо, що незважаючи на те, що поля Bz
(0)  і Eϑ

(0) мають у холодному набли-

женні логарифмічну особливість поблизу резонансу, комбінація  

A= ( )
Arrz

BNEi
=

−−

)0()0()0(
2 ϑϑ

ε  у квадратних дужках у рівнянні (2.108) повільно змі-

нюється поблизу локального резонансу [53, 186, 187]. 

Нагадаємо, як впливає неоднорідність утримуючого магнітного поля, яку 

взято до уваги в цьому підрозділі, на поширення МГД хвиль поза областю лока-

льного резонансу. Поза областю АР, у якому 

2)0(
1 z

N=ε  +2NzΝϑB0ϑ/B0,                                              (2.112) 

система рівнянь Максвелла може бути розв'язана за теорією збурень [32, 189]. 

Оскільки за умови відсутності гофрування утримуючого магнітного поля (εm = 0) 

гармоніки МГД хвилі з різними аксіальними хвильовими числами й азимутальни-

ми номерами поширюються незалежно, вважаємо тут, що в нульовому наближен-

ні відмінна від нуля тільки амплітуда  Er
(0)  основної гармоніки МГД хвилі. Розпо-
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діл полів у цьому випадку докладно досліджено (див., наприклад, [13, 175]), тому 

розподіл ВЧ полів поза областю АР вважаємо тут відомим. Врахування азимута-

льної компоненти сталого магнітного поля змінює амплітуду основної гармоніки 

на малу величину порядку ( )
00

/ BB
ϑ

 [189]. Вплив гофрування утримуючого маг-

нітного поля на амплітуду основної гармоніки відчувається в другому порядку 

малості за параметром гофрування εm. Амплітуди сателітних гармонік при цьому 

на порядок менші [32] за амплітуду основної гармоніки,  

( ) ( )01
~

rr
EE ε

± .                 (2.113) 

Дослідимо тепер конверсію і поглинання МГД хвиль поблизу локального 

АР. Оскільки амплітуди основної гармоніки, а разом із нею і сателітних, резонан-

сно підростають поблизу АР, тому не слід використовувати умову (2.113) при 

аналізі системи рівнянь (2.108), (2.109) поблизу локального АР (2.112). Подаль-

ший розгляд показує, що співвідношення (2.113) дійсно перестає бути справедли-

вим поблизу АР. 

Система (2.108), (2.109) зводиться до наступного диференціального рівнян-

ня шостого порядку для амплітуди основної гармоніки ( )0
r
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У цьому рівнянні два нижніх індекси приписано кожному з останніх чотирьох до-

данків. Пояснимо їхній зміст на прикладі останнього доданка. Індекси (2,1) гово-

рять, що в цьому доданку квадратичний за малим параметром коефіцієнт стоїть 

при першій похідній. Аналіз співвідношення між порядком малості коефіцієнта і 
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порядком відповідної похідної дозволяє спростити рівняння (2.114) до наступного 

вигляду: 
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Після розв'язання рівняння (2.115) можна проаналізувати точність, із якою це рів-

няння відповідає рівнянню (2.114). 

 Розв'язок рівняння (2.115) знаходимо методом Лапласа, 
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( )
Ar

drda
1

0

1

*
/ln

−

= ε  - характерний радіальний масштаб, на якому змінюється гу-

стина плазми. Цей розв'язок задовольняє наступним крайовим умовам: він є об-

меженим як у точці резонансу, так і при віддаленні від неї; він описує конверсію 

електромагнітної хвилі в дрібномасштабну хвилю, що несе енергію від точки ре-

зонансу; він стає загасаючим при врахуванні слабкої дисипації в ε1
(0)
. Графік фун-

кції u0(ξ) наведено на рис. 1.8 (реальну частину зображено суцільною лінією, уяв-

ну – штриховою). 

 Коефіцієнт при другому доданку в рівнянні (2.115) звертається в нуль, і от-

же, наш розв'язок втрачає зміст для хвиль, у яких аксіальна довжина хвилі у два 

рази довша за період гофрування, 2kz=km. При цьому дві основні гармоніки, які 

зв’язані в один хвильовий пакет гофруванням сталого магнітного поля, відчува-

ють свій АР в одному й тому самому місці. Зазначимо, що вплив гофрування пос-

тійного магнітного поля на структуру АР у цьому резонансному випадку дослі-

джений в [152]. 

 Ширина ∆r=|k1|
-1 АР дорівнює за порядком величини ширині АР у резонан-
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сному випадку й у δ -2/15 разів менша ширини сателітного АР, вивченого у роботі 

[155] у випадку, коли його структура визначається гофруванням постійного маг-

нітного поля. Відповідно, характерне значення амплітуди Er
(0) основної гармоніки 

радіального компонента електричного поля хвилі в локальному АР може бути 

оцінене з рівнянь (2.116) і (2.117) за порядком величини, 
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Щоб поле Er
(0)(rA) хвилі було одного порядку з амбіполярним електричним полем 

~T/ea, необхідно, щоб поле хвилі накачування дорівнювало за порядком величи-

ни, 
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За цієї умови нелінійними ефектами поблизу АР можна знехтувати. 

 Коли ми приступали до аналізу системи рівнянь (2.108), (2.109), ми відмо-

вилися від використання співвідношення (2.113) поблизу АР. З точністю до дода-

нків порядку 5/2
δ  з рівняння (2.109) одержуємо спрощені вирази для амплітуд са-

телітних гармонік, 
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′−= ε ...                     (2.120) 

Тобто амплітуда n-ї сателітної гармоніки за порядком величини в δ -n/5 разів мен-

ша амплітуди основної гармоніки, 
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Незважаючи на те, що амплітуди сателітних гармонік поблизу АР зростають шви-

дше амплітуди основної гармоніки, вони все-таки залишаються меншими за неї. 

Однак їхня малість у порівнянні з амплітудою основної гармоніки стає поблизу 

АР менш вираженою, ніж поза резонансом. 

 Тепер можемо оцінити також і точність, з якою відбувся перехід від рівнян-

ня (2.114) до спрощеного рівняння (2.115). Найбільший з відкинутих доданків, 
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, є малим в порівнянні з зали-

шеним третім доданком у (2.114), як величина ~δ2/5. Перший доданок у (2.114) є 

малим, як величина порядку δ4/5. Доданки, яким приписані індекси (i,j), можуть 

бути оцінені в порівнянні з залишеним доданком з індексом (4,4), як малі величи-

ни порядку δ(і-4-0.8(j-4)).  

 Серед амплітуд основних гармонік найбільше зростає поблизу АР у порів-

нянні з величиною, якою вона характеризується поза АР, саме аксіальний компо-

нент електричного поля хвилі: 
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Цей компонент залишається набагато меншим за радіальний компонент поля Er
(0)
, 

і впливом Ez на перехід частинок плазми зі стану захоплених до стану пролітних в 

лінійному за амплітудою хвилі наближенні можна знехтувати. 

 Визначимо тепер умови, за яких структура локального АР визначається го-

фруванням постійного магнітного поля, а не інерцією електронів, ларморівським 

радіусом іонів  ρLi=νTi /ωci ( ααα
mTv

T
/=  - теплова швидкість частинок сорту α, 

Tα  - їхня температура) чи зіткненнями частинок плазми. Ці слабкі ефекти можна 

врахувати в рівнянні (2.115) шляхом наступної заміни: 
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- аналогічно тому, як це робилося у випадку аксіального магнітного поля [53, 186, 

187]. Зміна параметрів плазми в області АР вважається слабкою, тому можна ско-

ристатися значенням величин εT, ε3, 
)(

1
c

ε , )1,0(
2,1ε  і )2(

1ε   в точці  r = rA. Тут доданок 

(iε1
(c)) наведений в підрозділі 1.3 формулою (1.124) якраз і враховує зіткнення між 

частинками плазми [184]. Коефіцієнт εT у заміні (2.123) також виписаний у під-

розділі 1.3 (див. формулу (1.126)), він враховує скінченний іонний ларморівський 

радіус [185]. Інерція електронів також врахована в (2.123) через компоненту ε3 те-
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нзора діелектричної проникливості, для якої можна скористатись наведеними в 

підрозділі 1.3 визначеннями (1.127) – (1.130).  

Умови, за яких вплив слабкої аксіальної періодичної неоднорідності 
0

B

r

 на 

структуру АР сильніший за вплив інших слабких ефектів, можуть бути легко 

отримані з аналізу (2.123). Зокрема, вплив неоднорідності 
0

B

r

 сильніший за вплив 

скінченного Ларморівського радіуса іонів, якщо 

δ
 12/5

>>(ρLi/a)
2
(kzkba

2
)

6/5.      (2.124) 

Ця умова може бути виконана в периферійній плазмі, де гофрування сталого маг-

нітного поля найбільш істотне, і плазма холодніша, ніж у центрі. Умова (2.124) 

може реалізуватися за більш низьких температур, ніж аналогічна умова у випадку 

сателітного АР [155]. Нерівність (2.124) можна інтерпретувати в такий спосіб. Ра-

діальне відхилення r-rA магнітної поверхні (2.5) від циліндра із середнім радіусом 

більше характерної ширини (ρLi
2
a)

1/3 АР, відомої для випадку аксіального магніт-

ного поля [1]. За умови (2.124) ширина резонансної області ∆r є більшою, ніж у 

випадку аксіального магнітного поля, ∆r~k1
 –1
>>(ρLi

2
a)

1/3. 

Оцінимо значення малого параметра гофрування, при якому впливом гоф-

рування вже не можна знехтувати при дослідженні конверсії АХ в області лока-

льного АР в уловлювачах з параметрами Helias [170]. Вплив гофрування є одного 

порядку з ефектом скінченності ларморівського радіуса іонів (див. (2.124)), якщо 

при цьому аксіальне хвильове число є досить малим, kz
6/5
<<10 

–2
 (тут kz слід брати 

в сантиметрах), тобто для цілком реальних для сучасних пристроїв КТС значень 

kz.  

 Обчислимо електромагнітну енергію, що поглинається одиницею довжини 

плазмового шнура поблизу АР. Ця потужність складається з роботи, виконуваної 

електричним полем хвилі над радіальними ВЧ струмами, { }∫= rdrEjP
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Якщо замінити функцію u0 у виразі (2.125) функцією Ейрі, то цей вираз збі-

житься з виразом для потужності, що поглинається поблизу АР у випадку, коли 

його структура визначається скінченним ларморівським радіусом іонів чи скін-

ченною інерцією електронів (див., напр., [53, 187]). Інтеграл від уявної частини u0 

у правій частині (2.125) виявляється рівним π точно так само, як і у випадку інтег-

рування уявної частини функції Ейрі. Тобто, ВЧ потужність, що поглинається по-

близу АР за рахунок роботи над радіальними ВЧ струмами, не залежить від того, 

у якого типу дрібномасштабну хвилю (кінетичну чи обумовлену гофруванням) 

трансформується великомасштабна електромагнітна хвиля поблизу АР. 

Як було відзначено в [147], внесок ВЧ потужності Pz може бути не малим у 

порівнянні з Pr, якщо Im (ε3) ≥ Re(ε3). Вираз (2.126) збігається з аналогічним вира-

зом для ВЧ потужності, що поглинається поблизу АР за рахунок роботи ВЧ полів 

над аксіальними ВЧ струмами у випадку, коли структура АР визначається скін-

ченним ларморівським радіусом іонів чи скінченною інерцією електронів, з точні-

стю до заміни функції u0 функцією Ейрі від аргументу [k1(r-rA)], помноженої на 

малий множник (k1/kT)
3. Тут  

2

3

31

2

2

3

zT

T

Nrc
k

+∂

∂
−=

εε

εεω

 .                          (2.127) 

Виходячи з асимптотики функції u0, можна сказати, що |u’0(ξ)|
2
∝(-ξ)

1/4 при 

Re(ξ)→ -∞, і отже, інтеграл ∫ ′
+∞

∞−

dxxu
2

0
)(  у виразі (2.126) розходиться. Ця розхо-

димість усувається в результаті врахування дисипативних явищ – зіткнень між ча-

стинками плазми чи загасання Ландау (тобто Im(ε3)). Якщо дисипативні ефекти 

істотні настільки, що має місце співвідношення Im(ε3)~Re(ε3), то відповідний інте-

грал від квадрата похідної функції Ейрі можна оцінити як величину порядку оди-

ниці. Коефіцієнт загасання дрібномасштабної хвилі в розглянутому тут випадку 

легко оцінити з рівняння (2.115) з урахуванням заміни (2.123): 
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Im(k1)~k1
4
/(2kT

3
).             (2.128) 

У результаті підінтегральний вираз в (2.126) зменшується пропорційно до 

exp[2 Im(k1)(r-rA)] вздовж негативної півосі інтегрування, і інтеграл можна оціни-

ти за порядком величини, як kT
3
/k1

3. Це свідчить про те, що ВЧ потужність, яка по-

глинається поблизу АР за рахунок роботи над аксіальними ВЧ струмами, також 

не залежить від того, у дрібномасштабну хвилю якого типу трансформується ве-

ликомасштабна електромагнітна хвиля поблизу АР, принаймні, за порядком вели-

чини. 

Обговоримо здобуті результати. Відомо, що у випадку однорідного аксіаль-

ного магнітного поля структура локального АР і резонансне поглинання ВЧ по-

тужності визначаються зіткненнями, скінченним ларморівським радіусом іонів і 

інерцією електронів. У цьому підрозділі показано, що в циліндричній плазмі, яка 

знаходиться в сталому магнітному полі, яке є періодично неоднорідним в аксіаль-

ному напрямку, структура АР може істотно залежати від ступеня гофрування ма-

гнітного поля. Умови, за яких вплив дослідженого фактора є визначальним, реалі-

зуються, наприклад, у модульних стеллараторах серії Wendelstein, Німеччина. 

 Вплив гофрування утримуючого магнітного поля на структуру АР виявля-

ється також у зсуві точки АР від осі плазмового циліндра на малу відстань δr 

(rA→rA+δr), 

( ) 1)0(
1

)2(
1 /

−

=

−=

Arr
rr ∂ε∂εδ  ,    (2.129) 

де малу поправку другого порядку ε1
(2) задано формулою (2.11). З вигляду  )2(

1ε  не 

можна зробити однозначний висновок про знак δr. Але, наприклад, якщо область 

АР лежить у глибині плазмового циліндра (r ~0.5ap, де ap - радіус плазми) з пара-

болічним профілем густини, n(r)=n(0)(1-r2
/ap

2
), і гофрування слабко змінюється в 

об’ємі плазми, εε <<′r , то внаслідок гофрування 
0

B

r

 область АР віддаляється від 

осі на відстань порядку δr ~ε2
ap . 

Визначено умови (напр., (2.124)), за яких вплив гофрування магнітного поля 

на структуру АР сильніший, ніж інших малих факторів (диссипації, скінченного 

ларморівського радіуса іонів, інерції електронів). Ці умови можуть виконуватися 
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в периферійній плазмі, де гофрування є особливо істотним, і де плазма більш хо-

лодна. 

Розподіл ВЧ полів хвилі визначено з розв’язання скороченого рівняння 

(2.115), що є справедливим з точністю до малих доданків порядку εm
2/5. 

З рівняння (2.120) видно, що поблизу АР амплітуди сателітних гармонік 

зростають швидше, ніж амплітуда основної гармоніки, і майже симетрично: 

Er
(+1)

≈ Er
(-1), Er

(+2)
≈ Er

(-2)... Сателітні гармоніки залишаються малими величинами 

порядку εm
1/5 поблизу АР у порівнянні з амплітудою основної гармоніки. Їхній 

зворотний вплив на поведінку основної гармоніки Er
(0)
(r) призводить до усунення 

розриву розв’язків рівнянь Максвелла, що має місце поблизу АР у холодному на-

ближенні в прямому утримуючому магнітному полі. Цим аксіальна періодична 

неоднорідність плазми принципово відрізняється, наприклад, від тороїдної неод-

норідності утримуючого магнітного поля, вплив якої виражається в малій зміні 

форми поверхні, на якій відбувається зазначений розрив [42, 43]. 

Деякі висновки можна зробити також з порівняння здобутих результатів із 

результатами дослідження впливу неоднорідності гвинтового сталого магнітного 

поля (1.3) на структуру локального АР, виконаним у підрозділі 1.4. Зазначимо, що 

ці дві магнітні конфігурації відрізняються одна від одної в принципі: вони не мо-

жуть бути отримані одна з іншої ні в якому граничному випадку. Але результати 

цих двох досліджень призводять до наступного основного спільного висновку. 

Модуляція саме радіального компонента утримуючого магнітного поля визначає 

просторовий розподіл ВЧ хвилі в області АР при виконанні відповідних умов, по-

дібних до нерівностей (1.170) та (2.124). 

 У цій частині висновки нашої роботи суперечать висновкам роботи [201], де 

розглядалася близька задача про поширення АХ у магнітному полі одиночної аді-

абатичної пастки. Проведені там аналітичні оцінки і числові розрахунки показали, 

що двовимірна неоднорідність системи не усуває АР. Зазначене протиріччя пояс-

нюється використанням у роботі [201] дисперсійного рівняння, отриманого в на-

ближенні геометричної оптики (!), а це наближення не можна застосовувати поб-

лизу АР. 
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В даному підрозділі обчислено ВЧ потужність, що поглинається поблизу 

АР унаслідок конверсії електромагнітної хвилі в дрібномасштабні хвилі, існуван-

ня яких обумовлено гофруванням, що потім поглинаються за рахунок зіткнень 

між частинками плазми та механізму Ландау. Її величина збіглася з величиною 

ВЧ потужності, що поглинається поблизу АР як у випадку, коли поглинання ви-

значається зіткненнями, так і у випадку, коли поглинання обумовлене конверсією 

електромагнітної хвилі в дрібномасштабну кінетичну АХ. 

 Відзначимо, що локальний резонанс (2.112) може мати місце як для АХ і 

ШМЗХ із ω<ωci (якщо 222
ck

z
ω> ), так і для ШМЗХ із ω>ωci  (якщо 222

ck
z

ω< ) - 

у розрідженій плазмі. Конверсія і поглинання ШМЗХ з ω>ωci і 
222
ck

z
ω<  в обла-

сті локального резонансу (2.112) на периферії циліндричної плазми у випадку то-

чно аксіального магнітного поля досліджені в [198, 200]. 

 

2.4. Резонансний вплив періодичної аксіальної неоднорідності постійного магніт-

ного поля на структуру локального альфвенівського резонансу 

 

Цей підрозділ присвячено вивченню тонкої структури АР для МГД коли-

вань із резонансним значенням (2.19) аксіального хвильового вектора kz основної 

гармоніки [152, 155]. Тобто йдеться про такі електромагнітні хвилі, аксіальна до-

вжина основної гармоніки яких удвічі перевищує аксіальний період L неоднорід-

ності постійного магнітного поля (2.1). Умова (2.19) може бути виконана тільки в 

токамаках із парним числом N котушок тороїдного магнітного поля. Так відбува-

ється в TCV, Швейцарія (N=16); LCT-1, Сполучені Штати Америки (N=100); 

Ignitor, Італія (N=24); JET, ЄВРАТОМ (N=8) тощо. Ця резонансна умова вказує на 

слабкий зв'язок між гармоніками, що характеризуються протилежними значення-

ми аксіального хвильового числа, у випадку, коли цей зв'язок обумовлено аксіа-

льною періодичною неоднорідністю постійного магнітного поля (2.1). Тому обид-

ві основні гармоніки, які зв’язані в один хвильовий пакет гофруванням сталого 

магнітного поля, відчувають свій АР в одному місці. 
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Оскільки в даному підрозділі не вивчаються хвилі з аксіальними хвильови-

ми числами, що відрізняються від зазначених у резонансній умові (2.19) (це було 

вже виконано в попередньому підрозділі), значення результатів цього досліджен-

ня для задачі нагрівання плазми, під час якого зазвичай спостерігається широкий 

спектр аксіальних хвильових чисел, може видатися на перший погляд несуттєвим. 

Однак, відзначимо, що ВЧ потужність, збуджувана антеною, зазвичай найбільше 

накачується саме у хвилі з аксіальними хвильовими числами порядку 2π/Lz. У 

свою чергу аксіальний розмір Lz антени зазвичай обмежується відстанню між 

двома портами, що приблизно дорівнює періоду гофрування L. Тому поглинання 

ВЧ потужності в області АР, що відповідає електромагнітним хвилям із резонанс-

ним значенням (2.19) аксіального хвильового числа основної гармоніки, може бу-

ти істотним. 

У цьому підрозділі просторовий розподіл МГД полів в області АР визначе-

ний для умов резонансного випадку (2.19). Отримано умови, за яких структура АР 

визначається саме слабкою періодичною неоднорідністю плазми, а не іншими 

слабкими ефектами. Розраховано щілину в альфвенівському континуумі, викли-

кану гофруванням 
0

B

r

. Головна відмінність у фізичній постановці цієї роботи від 

попередніх робіт (наприклад, [23], у якій було враховано тороїдну неоднорідність 

сталого магнітного поля) полягає в тому, що стале магнітне поле містить нену-

льовий періодичний радіальний компонент, B0r ≠  0. 

Одержимо основне рівняння цієї задачі. Припущення про малість гофру-

вання дозволяє записати вирази для компонентів ε1,2 у формі ряду Фур'є (2.17), в 

якому досить утримати доданки лише першого порядку малості за εm. Нехтування 

інерцією електронів, ∞→
3

ε , дозволяє спростити систему рівнянь Максвелла до 

вигляду (2.12) – (2.16). При виведенні системи (2.12) – (2.16) знехтовано також зі-

ткненнями й ефектом скінченного іонного ларморівського радіуса ρLi=vTi/ωci. 

Виходячи із симетрії проблеми, зокрема, використовуючи симетрію виразів 

(2.18), і маючи на увазі резонансну умову (2.19), розв'язок рівнянь Максвелла 

(2.12) – (2.16) слід шукати у наступному вигляді, 
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Представлення у вигляді ряду Фур'є для інших компонентів магнітних і електрич-

них полів хвилі подібні (2.130). Амплітуди ( )3
r

E
±  сателітних гармонік, як відомо, є 

малими величинами, 

( ) ( )1
rm

3

r
E~E

±±
ε ,                                                   (2.131) 

усюди в плазмовому шнурі, крім області АР. Зазначимо, що тут наперед не зроб-

лено припущення про те, що амплітуди ( )3
r

E
±  сателітних гармонік є також малими 

й в області АР, тобто тут не вважається заздалегідь, що співвідношення (2.131) є 

таким, яке виконується в області АР. Результати проведеного дослідження підтве-

рджують, що ці співвідношення є несправедливими там. 

При розв’язанні задачі використовувався метод «вузького шару» [53]. Він 

передбачає повільну зміну густини плазми і постійного магнітного поля в радіа-

льному напрямку в області АР. Повільна зміна полів у всіх напрямках, крім радіа-

льного, також припускається, 

( )
rmaxr

EkrE >>∂∂ , ( )c,k,rmmaxk
zAmax
ω= .                                  (2.132) 

 Підставляємо вирази (2.130) для полів МГД хвилі і (2.18) для компонентів 

тензора діелектричної проникливості плазми до рівнянь Максвелла (2.12) – (2.16) 

і виділяємо члени, пропорційні до exp(±ikzz) і exp(±i3kzz). Слід підкреслити ще раз, 

що ми не звертаємо при цьому уваги на порядок цих доданків відносно εm. Оскі-

льки рівняння для радіального компонента електричного поля є найзручнішим 

для вивчення структури АР, то можна обмежитися тут тільки записом наступної 

замкнутої системи чотирьох рівнянь, яку дістаємо з (2.12) – (2.16), 
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,                                 (2.133) 
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Комбінація ( ) ( ) ( )
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(±) в лівій частині (2.135) виявляється такою, 

що повільно змінюється поблизу АР, хоча обидва поля ( )1
E

±

ϑ
 і ( )1

z
B

±  мають особли-

вість (1.2) в області АР у холодному наближенні. Саме тому природно розглядати 

цю комбінацію як константу, що фактично зв'язана з хвилею накачування. Щоб 

одержати необхідне рівняння для ( )1
r

E
± , слід підставити рівняння (2.133), (2.134) і 

(2.136) до рівняння (2.135). Жирним шрифтом в (2.135) позначено ті доданки, що 

відрізняють це рівняння від аналогічного у випадку прямого постійного магнітно-

го поля. Саме ці доданки визначають особливості структури АР. Важливо підкре-

слити, що права частина (2.135) не містить у точності доданків першого, другого і 

третього порядку за параметром εm. 

Щоб спростити подальший розгляд, припускаємо, що другий доданок 

∝∂
 2
/∂r

2 у квадратних дужках у лівій частині (2.136) є малим у порівнянні з Nz
2. У 

результаті можна здобути наступне рівняння для амплітуд ( )1
r

E
±  основних гармо-

нік МГД хвилі, 
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. (2.137) 

 Подальший аналіз (2.137) показує, що можна знехтувати доданком, який мі-

стить першу похідну в порівнянні з доданком, пропорційним до четвертої похід-

ної. З тією же самою точністю можна знехтувати другим доданком у квадратних 
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дужках у (2.137). У результаті цих спрощень основне рівняння набуває кінцевого 

вигляду, який і буде досліджено, 

( ) ( )1
r4

4

26

b

24

m2

z
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1
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rk32

c
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±


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∂
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( ) ( )±

−=+ AE
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1

r

1

1 mε

.                   (2.138) 

Врахування гофрування сталого магнітного поля призвело до виникнення 

двох нових доданків в основному рівнянні (2.138) у порівнянні з випадком прямо-

го магнітного поля. Перший з цих доданків містить амплітуду ( )1
r

E
m  іншої основ-

ної гармоніки, що характеризується протилежним знаком аксіального хвильового 

числа. Виникнення цього доданку обумовлено слабкою аксіальною періодичною 

неоднорідністю подовжньої складової B0z постійного магнітного поля (2.1).  

Щоб проаналізувати вплив цього доданка на властивості МГД хвилі, зручно  
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Рис. 2.2 Схематичний опис залежності резонансної альфвенівської частоти від ак-

сіального хвильового числа. Суцільні лінії відповідають випадку прямого магніт-

ного поля. Штрихові лінії демонструють виникнення щілини в гофрованому маг-

нітному полі. Точкова лінія відповідає частоті генератора. 
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переписати систему рівнянь (2.138) у наступному вигляді: 

)1(
r

)1(
1

)1(
r E5,0EQ̂ −+

−= ε ,          )1(
r

)1(
1

)1(
r E5,0EQ̂ +−

−= ε ,                 (2.139) 

де диференціальний оператор четвертого порядку $Q  визначений у такий спосіб, 
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Власні значення $Q  можуть бути отримані з (2.139)  

( ) 05,0Q
2)1(

1
2

>= ε .                                                (2.141) 

Слід підкреслити позитивність Q2 через її особливе значення. Цей факт інтерпре-

тується в такий спосіб. Уведемо залежність Ω0(kz) = |kzvA|, вважаючи при цьому, 

що значення альфвенівської швидкості vA=cωci/ωpi(r) є фіксованим. Тут Ω0 – це 

частота локального резонансу (тобто, якщо антена збуджує електромагнітні 

хвилі з частотою Ω0, то АР спостерігається в точці r=rA для гармоніки з аксіаль-

ним хвильовим числом kz у прямому магнітному полі). Потрібно також ввести за-

лежність частоти Ω-1(kz)= |(kz –kb) vA| для тієї ж самої фіксованої величини альф-

венівської швидкості: якщо антена випромінює ВЧ потужність з частотою Ω-1, то 

АР відбувається в точці r=rA для гармоніки з аксіальним хвильовим числом (kz –

kb) (див. рис. 2.2) у прямому магнітному полі. Ці дві криві перетинаються для ре-

зонансного значення (2.19) аксіального хвильового числа, тобто якщо електрома-

гнітна потужність генерується з частотою Ωg=Ω0(kb/2)=Ω-1(kb/2), що відповідає 

перетинанню цих кривих, то обидві гармоніки мають свої локальні АР у точці 

r=rA. Тоді у гофрованому магнітному полі (2.1) в альфвенівському континуумі 

виникає щілина, Ω2
=Ω0

2
(0.5 kb) (1 + ∆b), де 
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Іншими словами, ані гармоніка з аксіальним хвильовим числом kz, ані гармоніка з 

(kz – kb) не мають їхнього локального АР у точці r=rA, якщо антена працює на час-

тоті Ωg у гофрованому магнітному полі.  

Природно порівняти цю щілину з іншою, яка викликана тороїдністю і яка 
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описується наступною залежністю: Ω 2
=Ω0

2
 (1+∆t ). Для півширини щілини ∆t мо-

жна записати: 
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Зазначене вище порівняння зводиться до аналізу співвідношення між параметром 

гофрування, і параметром r/R тороїдності (R - великий радіус тора). Останній па-

раметр зазвичай є більшим у тороїдних уловлювачах. Але, з іншого боку, гофру-

вання 
0

B

r

 може забезпечувати утворення щілини в альфвенівському континуумі в 

Low Curvature Tokamak і прямих магнітних пастках. 

Щілини в альфвенівському континуумі, обумовлені тороїдністю, вивчалися 

в [22, 23]. Власні альфвенівські моди, обумовлені тороїдністю, із частотами усе-

редині відповідних щілин були передбачені в [23] і спостерігалися експеримента-

льно [24, 25]. 

Загальний вигляд виразу (2.142) добре узгоджується з висновками 

А. Єлфімова [22], який показав, що ширина обумовленої тороїдністю щілини в 

альфвенівському континуумі є пропорційною до амплітуди модуляції ε1
(1) компо-

нента тензора діелектричної проникливості ε1. 

Другий доданок, що відрізняє основне рівняння (2.138) від аналогічного у 

випадку прямого магнітного поля, є пропорційним до четвертої похідної. Він зв'я-

заний з радіальним компонентом B0r сталого магнітного поля (2.1). Цей доданок є 

трохи більшим за порядком величини, ніж перший, вплив якого досліджено вище. 

Якщо радіальний профіль густини плазми є лінійним в області АР, 

( )( ) ( ) ( )Ar
0
1

2
z

0
1 rrrN

A
−=− ∂∂εε ,                                    (2.145) 

то аналітичний розв’язок рівняння (2.138) можна отримати методом Лапласа в на-

ступному вигляді: 
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Поводження функції u0 (ξ) показано на рис. 1.8 і проаналізовано в підрозділі 1.4. 

Ширина ∆r=k1
-1 АР у випадку, що його досліджено в цьому підрозділі, має 

той самий порядок величини, що і ширина АР у нерезонансному випадку (див. 

(2.117)). Характерне значення амплітуди ( )1
r

E
±  основної гармоніки радіального 

компонента електричного поля МГД хвилі в області АР можна оцінити з (2.138) і 

(2.147) за порядком величини в такий спосіб, 

( ) 2
z

)(
1

1
r NAak~E

±± .                                                (2.148) 

Це значення має той же порядок величини, що й в нерезонансному випадку 

(2.118). 

Нагадаємо, що протягом цього дослідження не використовувалось припу-

щення про те, що амплітуди ( )3
r

E
±  сателітних гармонік є малими в порівнянні з 

( )1
r

E
± . Тепер можна оцінити характерне значення ( )3

r
E

±  в області АР за порядком 

величини, використовуючи рівняння (2.136), у такий спосіб, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2

z
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r
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3

r NakA~Eak~E εε
±±± .                       (2.149) 

Порівняння значень (2.131) і (2.149) показує, що амплітуди ( )3
r

E
±  сателітних гар-

монік зростають при наближенні до області АР навіть швидше, ніж амплітуди 

( )1
r

E
±  основних гармонік. Хоча амплітуди ( )3

r
E

±  і залишаються меншими, ніж ( )1
r

E
± , 

у межах області АР, але розбіжність в порядку величини між ( )1
r

E
±  і ( )3

r
E

±  не так 

яскраво виражена в межах області АР, як поза нею.  

Тепер можна також оцінити, що перетворення (2.135) у (2.137) та (2.137) у 

(2.138) є справедливими з точністю до ( )( ) 1ak/
5/2

bm
<<ε . 

Одержимо умови, за яких структура локального АР у цьому резонансному 

випадку (2.19) визначається саме слабкою аксіальною періодичною неоднорідніс-

тю 
0

B

r

, а не інерцією електронів, іонним ларморівським радіусом або зіткненнями. 

Врахування цих слабких явищ у (2.138) може бути легко виконано за допомогою 
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заміни (2.123). 

Аналіз основного рівняння (2.138) з урахуванням заміни (2.123) показує, зо-

крема, що вплив гофрування 
0

B

r

 на структуру АР є більш істотним, ніж вплив скі-

нченного іонного ларморівського радіуса й інерції електронів, якщо справедлива 

наступна нерівність, 

( ) ( )2
Li

512

b

5/12

m aak ρε >> .                                                (2.150) 

Ця умова може бути виконана в периферійній плазмі, де гофрування 
0

B

r

 найбільш 

істотне і плазма холодніша, ніж у глибині. Умову (2.150) можна інтерпретувати в 

такий спосіб. Радіальне відхилення r-rA магнітної поверхні (2.4) від циліндра із 

середнім радіусом є більшим за характерну ширину (ρLi
2
a)

1/3 області альфвенівсь-

кого резонансу, яка добре відома для випадку прямого магнітного поля. 

 Підіб’ємо підсумки. У цьому підрозділі представлені результати теоретич-

ного дослідження структури АР у циліндричній плазмі, яка знаходиться у гофро-

ваному магнітному полі (2.1), для хвилі з резонансним значенням (2.19) аксіаль-

ного хвильового числа. Розподіл електромагнітних полів у межах області АР ви-

значений і проаналізований з урахуванням гофрування сталого магнітного поля, 

інерції електронів, іонного ларморівського радіуса й зіткнень. 

 Встановлено, що аксіальна періодична неоднорідність магнітного поля ви-

кликає зв'язок просторових гармонік електромагнітних хвиль із різними значен-

нями аксіальних хвильових чисел. Зокрема, в гофрованому магнітному полі з пе-

ріодом гофрування L електромагнітні хвилі з резонансними значеннями kz=±π/L 

аксіального хвильового числа належать до одного пакета (див. рівняння (2.130)), у 

якому враховано також дві найближчі сателітні гармоніки з аксіальними хвильо-

вими числами kz=±3π/L. 

 Також у цьому підрозділі здобуто умову (2.150), при виконанні якої просто-

ровий розподіл електромагнітних хвиль із резонансними значеннями аксіального 

хвильового числа в межах області локального АР визначається саме модуляцією 

радіального компонента постійного магнітного поля, а не інерцією електронів чи 

скінченним іонним ларморівським радіусом. Нерівність (2.150) є справедливою в 
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холодній периферійній плазмі, де гофрування сталого магнітного поля є найбіль-

шим. І саме туди витісняється область локального АР внаслідок збільшення гус-

тини плазми, яке спостерігається при створенні плазми в термоядерних пастках. 

Характерна ширина області АР є більшою в цьому випадку, ніж у прямому магні-

тному полі, за однакових інших умов. 

Слід зазначити, що зараз розглядаються варіанти створення Helias реактора 

[31] або з чотирма, або з п’ятьма модулями. Якщо його буде створено з чотирма 

модулями, тоді дослідження резонансного впливу дзеркальної неоднорідності на 

структуру АР стає актуальним і для цього проекту.  

 Відзначимо, що представлення (2.1) сталого радіального магнітного поля у 

вигляді одиночної гармоніки ∝sin(kbz) є дуже спрощеним. У дійсності спектр маг-

нітного поля є широким і містить також гармоніки ∝sin(j kbz), j=2,3,4…У резуль-

таті аксіальна періодична неоднорідність 
0

B

r

 виступає також причиною резонанс-

ного впливу на структури локальних АР для електромагнітних хвиль з аксіальни-

ми хвильовими числами kz = jπ/L. Однак ці явища можуть бути істотні тільки, як-

що виконані умови, що подібні до нерівності (2.150). 

Амплітуди сателітних гармонік збільшуються при наближенні до області 

АР швидше, ніж амплітуди основних гармонік. Саме тому розриви розв’язків рів-

нянь Максвелла для полів електромагнітних хвиль, які виникають за умови нехту-

вання зіткненнями між частинками плазми, інерцією електронів і тепловим рухом 

іонів у випадку прямого магнітного поля, усуваються в гофрованому магнітному 

полі. Характерне значення (2.148) радіального електричного поля електромагніт-

ної хвилі є меншим, ніж у прямому магнітному полі, за однакових інших умов. 

Показано, що аксіальна періодична неоднорідність постійного магнітного 

поля служить причиною виникнення щілини в альфвенівському континуумі.  

Відзначимо також, що сателітний АР (поблизу якого обидві сателітні гар-

моніки хвилі (2.130) з амплітудами ( )3
r

E
±  конвертуються в дрібномасштабні кіне-

тичні хвилі) розташований глибше в плазмі, де густина плазми вища, ніж в основ-

ному АР, у дев'ять разів. Тому можна чекати, що додаткове нагрівання плазми в  
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сателітних АР для МГД хвиль, чия основна гармоніка характеризується аксіаль-

ною довжиною хвилі 2L, буде істотним [147].  

 

2.5. Тонка структура локального сателітного альфвенівського резонансу  

в холодній плазмі в помірно гофрованому магнітному полі 

 

Сформулюємо, що є специфічним об’єктом дослідження у цьому підрозділі. 

Можливість додаткового нагрівання плазми в САР, у яких виконується умова 

(2.71), доведено в підрозділі 2.2. Там радіальне відхилення магнітної поверхні від 

циліндра з радіусом ( )±
A
r  вважалося меншим за характерну ширину 

∆rT = ( ) 3/1
2

*a
Li
ρ  області АР, що добре відома для випадку прямого магнітного по-

ля [53]. Виникнення САР пояснюється різким зростанням амплітуд сателітних га-

рмонік поблизу резонансних точок r= ( )±
A
r  (2.71). Досліджений у цьому підрозділі 

розподіл електромагнітних хвиль поблизу САР [155] узагальнює результати дос-

ліджень підрозділу 2.2 на випадок, коли радіальне відхилення магнітної поверхні 

є більшим за ∆rT  і просторовий розподілів ВЧ полів в областях САР визначається 

саме аксіальною періодичною неоднорідністю гофрованого магнітного поля. 

 Для того, щоб здобути основні рівняння цієї задачі, слід передовсім обрати 

належну систему координат. Тільки в координатах, які зв'язані із силовими лінія-

ми магнітного поля, тензор діелектричної проникливості має найпростішу форму 

на відміну від циліндричних координат, у яких усі дев'ять компонентів тензора 

відрізняються від нуля для холодної плазми, розташованої в гофрованому сталому 

магнітному полі (2.1). Інерція електронів, як відомо, є нехтовно малою для альф-

венівської і ШМЗ гілок МГД коливань. Нехтування інерцією електронів для МГД 

хвиль, |ε3|→∞, означає, що поздовжня складова електричного поля хвилі дорівнює 

нулю усюди в плазмі. Використовуючи цю обставину, можна записати систему 

(2.12) – (2.16) рівнянь Максвелла, беручи до уваги також співвідношення (2.6) – 

(2.7) між компонентами вектора електричної індукції D
r

 і напруженості електрич-

ного поля E
r

 хвилі. Припущення про малість гофрування дозволяє записати вира-
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зи для компонентів ε1,2 у вигляді ряду Фур'є (2.17), утримуючи доданки тільки 

першого порядку малості за параметром εm. 

 Симетрія задачі (зокрема, вигляд виразів (2.17) для компонентів тензора εik) 

надає підстави шукати розв'язок рівнянь Максвелла для радіального компонента 

електричного поля хвилі у формі хвильового пакета: 

Er=[Er
(0)
(r)+Er

(+1)
(r)exp(ikmz)+Er

(+2)
(r)exp(2ikmz)]exp[i(kzz+mϑ-ωt)].     (2.151) 

Тут, поряд з першою сателітною гармонікою ∝ exp[i(kz+km)z], чия амплітуда має 

особливість у випадку холодної плазми в точці САР (2.71), також узято до уваги 

основну ∝ exp(ikzz) і другу сателітну ∝ exp[i(kz+2km)z] гармоніки, з якими вона як-

найсильніше зв'язана внаслідок аксіальної періодичної неоднорідності гофровано-

го магнітного поля (2.1). 

 Представлення у вигляді ряду Фур'є інших компонентів магнітних і елект-

ричних полів хвилі є аналогічними до (2.151). Такий підхід до розв'язання рівнянь 

Максвелла зазвичай називається методом Флоке - Блоха (див., наприклад, [174]). 

 При наближенні уздовж радіуса до області САР амплітуди сателітних гар-

монік електромагнітних полів розходяться у випадку холодної плазми в такий 

спосіб, 

Er
(+1)

,Bϑ
(+1)

∝(ε1
(0)
-(Nz+Nb)

2
)
-1
, Eϑ

(+1)
,Br

(+1)
,Bz

(+1)
∝ln|ε1

(0)
-(Nz+Nb)

2
|.   (2.152) 

 Наслідуючи методику роботи [53], скористаємось наближенням «вузького 

шару». Останнє передбачає повільну зміну густини плазми і постійного магнітно-

го поля в радіальному напрямку в області САР. Передбачається також повільна 

зміна (2.110) полів у всіх напрямках, крім радіального.  

 Амплітуди перших сателітних гармонік менші від амплітуд основних гар-

монік приблизно у εm
-1 разів усюди в плазмовому шнурі, крім області САР [147]. 

Однак у цьому підрозділі заздалегідь не припускається, що таке співвідношення 

можна застосовувати також і в області САР. Після підстановки виразів (2.151) для 

полів хвилі і (2.17) - для компонентів тензора діелектричної проникливості до рів-

нянь Максвелла (2.12) - (2.16) виділяємо в цих рівняннях доданки, що є пропор-

ційними до Фур'є – множників ∝ exp[i(kz+km)z], ∝ exp(ikzz) і ∝ exp[i(kz+2km)z], не 
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звертаючи уваги на порядок величини цих доданків відносно εm. Оскільки рівнян-

ня для радіального компонента електричного поля є найбільш зручним для ви-

вчення структури САР, тому достатньо навести тут тільки наступну систему рів-

нянь, які зачіпляються, для амплітуд основної і двох сателітних гармонік, що ви-

пливають з системи (2.12) – (2.16), 

Nb(2Nz+Nb)Er
(0)
+iε2

(0)
Eϑ

(0)
+NϑBz

(0)
 

=(2Nz+Nb)
dr

dE

k2

c
)1(

r

m

m
+

′

ω

ε

+
2

)2(
r

22

m

m

dr

Ed

k2

c
+








 ′

ω

ε

,  (2.153), 

[ε1
(0)
-(Nz+Nb)

2
+λ(d

2
/dr

2
)]Er

(+1)
=A

(+)
,     λ=-(Nz+0.5Nb)cεm’

2
/(2ωkm

3
),   (2.154), 

Er
(+2)

=(εm’/(2km
2
))dEr

(+1)
/dr.     (2.155) 

 Незважаючи на те, що поля Eϑ
(+1) і Bz

(+1) розходяться (2.152) поблизу САР у 

холодному наближенні, права частина рівняння (2.154) змінюється повільно поб-

лизу САР, 

A
(+)
=(-iε2

(0)
Eϑ

(+1) –NϑBz
(+1)

) )(
A
r

+
.    (2.156) 

Саме через цю обставину природно розглядати комбінацію (2.156) як константу, 

що фактично зв'язана з хвилею накачування. Величину A(+) можна порахувати, 

використовуючи розв'язки рівнянь Максвелла поза областями САР. Ці розв'язки 

можна отримати числовими методами для довільного профілю густини (див., на-

приклад, [13, 175]). Праву частину рівняння (2.154) можна оцінити за порядком 

величини в такий спосіб, A(+)
~εmε2

(0)
Eϑ

(0). Повільна зміна комбінації (2.156) побли-

зу областей САР є аналогічною до відомої для випадку прямого магнітного поля 

(див., наприклад, [53, 187]). Ця повільна зміна є наслідком того, що сингулярні 

доданки, які призводять до особливостей (2.152) для полоїдного електричного та 

аксіального магнітного полів хвилі, скорочуються, коли вони беруться в комбіна-

ції (2.156). 

 Перехід від системи рівнянь Максвелла (2.12) - (2.16) до системи (2.153) - 

(2.156) може видатися занадто складним. Тому наведемо детальніше процедуру 

переходу, яка умовно складається з семи кроків. 

 Перший крок. Нехтуємо різницею між абсолютним значенням утримуючого 
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магнітного поля |
0

B
r

| і модулем прямого магнітного поля B0, | 0
B
r

|=B0(1+O(εm
2
)). 

Зокрема, це зауваження застосоване до рівняння системи (2.15). 

Другий крок. Нехтуємо надалі доданком у рівнянні (2.15), що є пропорцій-

ним до Br, тому що він є меншим за порядком величини, ніж доданок, що є про-

порційним до Bz і Eϑ . Останні два доданки залишено без змін, тому що їхня ком-

бінація (2.156) змінюється повільно поблизу САР. Щоб переконатися в цьому, 

можна розглянути рівняння (2.14) і (2.16). Виділяємо доданки, пропорційні Фур'є 

множникам exp[i(kz+km)z] в цих рівняннях: 

dr

dc

ω

Bz
(+1)

=ε2
(0)
Er

(+1)
+i[(Nz+Nb)Br

(+1)
+ε1

(0)
Eϑ

(+1)
] 

+{0.5ε2
(1)
(Er

(0)
+Er

(+2)
)+0.5iε1

(1)
(Eϑ

(0)
+Eϑ

(+2)
)}, (2.157) 

id(rEϑ
(+1)

)/dr=-mEr
(+1)

-[ωrBz
(+1)

/c].    (2.158) 

Нехтуємо доданками у фігурних дужках у рівнянні (2.157) як малими величинами 

порядку εm
4/3
/(a

*
km)

1/3. Доданок у лівій частині рівняння і перший доданок у правій 

частині (2.157) і (2.158) є найбільш сингулярними, а саме: вони є пропорційними 

до (ε1
(0)
-(Nz+Nb)

2
)
-1. Доданки, що показані в рівняннях (2.157) і (2.158) у квадрат-

них дужках, є менш сингулярними: вони пропорційні до ln|ε1
(0)
-(Nz+Nb)

2
|. Після 

інтегрування цих рівнянь за радіальною координатою множимо рівняння (2.158) 

на ε2
(0)
/r, а рівняння (2.157) на m/r. Потім додаємо їх і одержуємо комбінацію 

iε2
(0)
Eϑ

(+1)
+ cmBz

(+1)
/(rω) в лівій частині. Найбільш небезпечні доданки в правій ча-

стині рівняння, що пропорційні Er
(+1), скорочуються. Доданки наступного порядку 

малості в правій частині рівняння не викликають швидкої зміни цієї комбінації. 

 Третій крок. Підставляємо поле Bϑ з рівняння (2.13) до рівняння (2.15), 

iε2Eϑ+NϑBz=(1+εmcos(kmz)) 










∂

∂
−−

2

r

2

2

2

r1

z

Ec
E

ω

ε  

+{(1+εmcos(kmz))(-1)
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c
2

2

2

∂∂

∂

ω

( )
( ) 


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+
r
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E
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zksin
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ε
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   (2.159) 
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де Nϑ=cm/(ωrs
(±)
) - азимутальний показник заломлення. 

 Четвертий крок. Використання методу "вузького шару" дозволяє розглядати 

рівняння (2.159) як рівняння з постійними коефіцієнтами. Обчислюємо також час-

тинну похідну ∂/∂z в доданку, позначеному фігурними дужками в правій частині 

рівняння (2.159), 

iε2Eϑ+NϑBz=-(1+εmcos(kmz)) 










∂

∂
+

2

r

2

2

2

r1

z

Ec
E

ω

ε  

-(0.5εm+cos(kmz)-0.5εmcos(2kmz))
r

Ec
r

m2

2

∂

∂
′ε

ω

-2 ( ) r

2
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2

m
m

m
E
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c
zksin

k ∂∂

∂′

ω
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2

2

2

m

2

m
c

k ω

ε ′
− (0.5-0.25εmcos(kmz)-0.5cos(2kmz)) r2

2

E
r∂

∂
.   (2.160) 

 П'ятий крок. Виділяємо в рівнянні (2.160) доданки, що є пропорційними до 

exp{i[kzz+mϑ-ωt]}, 

iε2
(0)
Eϑ

(0)
(0,0)+NϑBz

(0)
(0,0)=-ε1

(0)
Er

(0)
(0,0)+Nz

2
Er

(0)
(0,0)-0.5ε1

(1)
Er

(+1)
(2,-1) 

-0.5εmε1
(0)
Er

(+1)
(2,-1)-0.5εmε1

(1)
Er

(0)
(2,0)+0.5εm(Nz+Nb)

2
Er

(+1)
(2,-1) (2.161) 
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Два нижніх індекси присвоєні кожному доданку в рівнянні (2.161). Перший ниж-

ній індекс указує на порядок доданка щодо малого параметра εm. Другий нижній 

індекс указує на ступінь сингулярності доданка поблизу САР. Пояснимо процеду-

ру присвоєння індексів на прикладі доданків, виділених жирним шрифтом у рів-

нянні (2.161). Перший доданок -0.5
)0,2(

2

)0(
r

2

2

2

2
m

2
m

r

Ec

k ∂

∂′

ω

ε

 пропорційний ε’m
2, тому 

йому присвоєний перший нижній індекс "2". Як буде показано нижче, сателітні 

гармоніки слабко впливають на радіальну залежність поля Er
(0), тому другий ниж-
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ній індекс "0" приписаний цьому доданку. Множник ε’m
2 вносить дві одиниці до 

першого індексу доданка 0.25
)4,4(

2

)2(
r

2

2

2

2
m

2
m

r

Ec

k −

+

∂

∂′

ω

ε

. Ще дві одиниці походять від 

того, що цей доданок містить другу сателітну гармоніку Er
(+2) радіального елект-

ричного поля. Поле Er
(+1) розходиться (див. (2.152)) як (ε1

(0)
-(Nz+Nb)

2
)
-1. Тоді поле 

Er
(+2) розходиться (див. (2.155)) як (ε1

(0)
-(Nz+Nb)

2
)
-2 і його друга похідна ∂2Er

(+2)
/∂r

2 

пропорційна (ε1
(0)
-(Nz+Nb)

2
)
-4. Саме тому присвоюємо другий нижній індекс "- 4" 

цьому доданку в рівнянні (2.161).  

Поряд з доданками нульового порядку за εm в рівнянні (2.161), що не розхо-

дяться (їхні нижні індекси - (0,0)), залишаємо в (2.153) також найбільш небезпечні 

доданки (з індексами (2,-2) і (4,-4)) в той час, як, наприклад, доданком з індексами 

(4,-3) нехтуємо. Доданок (4,-4) утримуємо, бо він хоча і менший (на два порядки), 

але ж він відповідно більш сингулярний (на два порядки). Навпроти, доданок (4,-

3) має той самий порядок малості за εm, що і доданок з індексами (4,-4), але він є 

менш сингулярним і отже ним можна знехтувати. Нарешті, правило відбору мож-

на сформулювати в такий спосіб: доданком з індексами (i,j) нехтуємо порівняно з 

доданком з індексами (k,l), якщо i+2j/3>k+2l/3. Походження множника 2/3 при j 

та l пояснюється залежністю радіального короткохвильового числа ks~∂/∂r∝εm
-2/3, 

яку здобудемо у цьому підрозділі. Наприклад, доданком 

0.125εm
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2

)1(
r

2

2
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2
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2
m

r

Ec

k −
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∂
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ε

 нехтуємо з точністю (εm
2
a
*
km)1/3<<1. 

 Шостий крок. Виділяємо доданки ∝exp{i[(kz+2km)z+mϑ-ωt]} в рівнянні 

(2.160), 

iε2
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Залишаємо нижче тільки найбільш небезпечні доданки в рівнянні (2.162) з індек-

сами (2, -2), 
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Доданками з індексами (4, -4) нехтуємо з точністю (εm/(a
*
km))
2/3
<<1. Беручи до 

уваги тотожність 

m

mz

m

mz

k2

k3k2
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kk

2

1 +
=

+
+ ,     (2.164) 

і рівність 

(Nz+2Nb)
2
-ε1
(0)
(rs
(+)
)≈(2Nz+3Nb)Nb,    (2.165) 

- виводимо рівняння (2.155) з рівняння (2.163). 

Сьомий крок. Виділяємо доданки ∝exp{i[(kz+km)z+mϑ − ωt]} в рівнянні 

(2.160), 
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Залишаємо доданки з індексами (1,-1) і (3,-3) і два доданки в лівій частині рівнян-

ня, що утворять комбінацію (2.156), щоб одержати необхідне рівняння (2.154). 

Наприклад, доданком із індексами (3,-2) нехтуємо з точністю (εm
2
a
*
km)
1/3
<<1. 

 Розв'яжемо рівняння (2.153) - (2.155) у випадку, коли структура САР визна-

чається саме періодичною аксіальною неоднорідністю 
0

B

r

, а не іншими слабкими 

ефектами. Іншими словами, в цьому розв’язку знехтуємо зіткненнями між части-

нками плазми, інерцією електронів і скінченним ларморівським радіусом іонів. 

Радіальний профіль густини плазми вважаємо лінійним поблизу САР, 

ε1
(0)
-(Nz+Nb)

2
=(dε1

(0)
/dr) )(

sr
+
(r-rs
(+)
).     (2.167) 

Розв'язок неоднорідного рівняння Ейрі (2.154), амплітуда якого зменшуєть-

ся при віддаленні від САР і виносить енергію з САР, має наступний вигляд, 

Er
(+1)

=-iksa
*
(Nz+Nb)

-2
A
(+)
v(ks(r-rs

(+)
)),    (2.168) 

тут 

v(ξ)=s ( )[ ]∫
∞

+

0

3 dt3/ttisexp ξ ,   ks=((-1/λ)dε1
(0)
/dr)
1/3

)(
sr
+
=|ks|e

iϕ.    (2.169) 

Напрямок поширення дрібномасштабної хвилі визначається параметром s, 

s=sign[dε1
(0)
/dr) )(

sr
+
Re(ks)].     (2.170) 

Як було відзначено в [46], абсолютне значення неоднорідної функції Ейрі v(ξ) має 

максимум не в нулі, а у ξm≈ −1.8. 

 Характерну ширину δr області САР (2.71) можна оцінити з (2.169) у такий 

спосіб: 

δ r=(ε1
(0)
/(a
*
λ))
-1/3

~a
*
(εm/(kma

*
))
2/3
<<a
*
.     (2.171) 

Виконання нерівностей (2.171) підтверджує, зокрема, можливість застосовувати 

метод "вузького шару" (див. нерівності (2.110)). З аналізу рівняння (2.171) можна 

легко одержати, що ширина δ r області САР ширша за область основного АР за 

інших рівних умов. 

Характерне значення амплітуд Er
(±1) сателітних гармонік радіального елект-

ричного поля хвилі в області САР можна оцінити на основі (2.154) і (2.171) за по-
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рядком величини в такий спосіб, 

Er
(±1)

~A
(±)
(kma
*
)
2/3
/[(Nz+Nb)

2
εm
2/3
].     (2.172) 

 Оцінка (2.172) показує, що амплітуди сателітних гармонік менші, ніж амп-

літуда основної гармоніки, навіть у межах САР і тільки слабко впливають на по-

ведінку останньої в цій області. Радіальну залежність Er
(0)
(r) можна визначати при 

нехтуванні амплітудами Er
(±1,±2) сателітних гармонік навіть поблизу САР, тому що 

права частина рівняння (2.153) дорівнює за порядком величини 

(εm/(kma
*
))
2/3
Nz
2
Er
(0). Цю обставину використано вище, при поясненні п’ятого кроку 

переходу від системи рівнянь (2.12) – (2.16) до (2.153) – (2.155). 

Відомо, що амплітуда Er
(+2) другої сателітної гармоніки є малою величиною 

другого порядку поза областю САР, Er
(+2)

~εmEr
(+1)

~εm
2
Er
(0) [32]. При наближенні до 

області САР амплітуда Er
(+2) зростає ще більш різко, ніж Er

(+1), а саме, Er
(+2)

∝[ε1
(0)
-

(Nz+Nb)
2
]
-2. Це призводить до обмеження росту амплітуди першої гармоніки. Ам-

плітуди сателітних гармонік більші в межах області САР, ніж поза цією областю, 

за порядком величини Er
(+2)

~εm
1/3
Er
(+1)

~εm
2/3
Er
(0), але вони залишаються, проте, 

меншими від амплітуди основної гармоніки. Значення цього результату обумов-

лено також наступною обставиною. До виконання цього детального аналізу було 

природно припускати, що в області САР амплітуда Er
(+1) сателітної гармоніки мо-

же бути більшою, ніж амплітуда Er
(0) основної гармоніки. Тоді можна було б очі-

кувати, що в САР почне відігравати роль нелінійність за амплітудою хвилі і/або 

відбудеться турбулентне поглинання ВЧ потужності сателітної гармоніки за умо-

ви лінійного (за амплітудою хвилі) поширення основної гармоніки. Однак, ре-

зультати детального дослідження показали, що навіть в області САР амплітуда 

Er
(+1) сателітної гармоніки залишається меншою, ніж амплітуда Er

(0) основної гар-

моніки, тобто дане дослідження підтверджує неможливість згаданих явищ. 

 Можна показати, що амплітуда Eϑ
(+1)

(r) першої сателітної гармоніки азиму-

тального електричного поля має логарифмічну особливість (2.152) при наближен-

ні до САР, |r-rs
(±)
|>ks
-1. Ця особливість є найслабшою, саме тому порядок величи-

ни Eϑ
(+1) залишається тим же самим в області САР, що і поза ним, Eϑ

(+1)
~εmEϑ

(0). 
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Така радіальна залежність Eϑ
(+1)

(r) подібна до залежності Eϑ
(0)
(r) усередині основ-

ного АР. 

 Щоб проілюструвати отримані аналітичні результати, замінимо рівняння 

(2.154) наступним еквівалентним рівнянням: 

εm
2
y
(1)
’’-xy
(1)
=εm .      (2.173) 

Розподіл y(1)(x) амплітуди сателітної гармоніки поблизу САР показано на рис. 2.3. 

Значення малого параметра обрано при цьому εm=0.1. При аналізі кривої залеж-

ності y(1)(x) на рис. 2.3 скористаємося оцінками (2.171) і (2.172). Характерне зна-

чення функції y(1) можна оцінити на основі (2.172). Воно дорівнює за порядком 

величини y(1)~0.11/3=0.464. Характерну ширину резонансу δx на рис. 2.3 визначено 

виразом (2.171). Її значення дорівнює, δx~0.12/3=0.215. Ці оцінки добре узгоджу-

ються з поводженням кривої, наведеної на рис. 2.3. 

Знайдемо умови, за яких структура сателітного локального АР визначається  

 

 

 

Рис. 2.3 Моделювання радіальної залежності амплітуди Er
(+1)

(r) першої сателітної 

гармоніки поблизу САР завдяки розв’язанню рівняння (2.173). 
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саме слабкою періодичною аксіальною неоднорідністю 
0

B

r

, а не інерцією елект-

ронів, іонним ларморівським радіусом чи зіткненнями частинок. Урахування цих 

слабких ефектів може бути легко виконано за допомогою наступної заміни в рів-

нянні (2.154): 

ε1
(0)
−(Nz+Nb)

2
→ε1

(0)
−(Nz+Nb)

2
+σ.    (2.174) 

Доданок σ в (2.174) визначається наступним виразом, 

σ=iε1
(c)
+(εT+c

2
(Nz+Nb)

2
/(ω
2
ε3))(d

2
/dr
2
).   (2.175) 

Інерція електронів, іонний ларморівський радіус і зіткнення частинок враховані в 

рівнянні (2.174) через доданок σ аналогічно випадку прямого магнітного поля, як 

це виконано в [53, 186, 187]. Відповідно до методу "вузького шару", тут викорис-

тано значення величин εΤ, ε3 і ε1
(c) у точці САР. Тут доданок (iε1

(c)) наведений в 

підрозділі 1.3 формулою (1.124) якраз і враховує зіткнення між частинками плаз-

ми [184]. Коефіцієнт εT у заміні (2.175) також виписаний у підрозділі 1.3 (див. 

формулу (1.126)), він враховує скінченний іонний ларморівський радіус [185]. 

Інерція електронів також врахована в (2.175) через компоненту ε3 тензора 

діелектричної проникливості, для якої можна скористатись наведеними в 

підрозділі 1.3 визначеннями (1.127) – (1.130) із заміною ks→km. 

Вплив слабкої періодичної аксіальної неоднорідності 
0

B

r

 на структуру САР 

є більш істотним, ніж вплив скінченного іонного ларморівського радіуса й інерції 

електронів, якщо справедлива наступна нерівність, 

εm
2
>>(kma

*
)
2
(ρLi/rs

(±)
)
2
((Nz±Nb)/Nb).    (2.176) 

Ця умова може бути виконана в периферійній плазмі, де періодична аксіальна не-

однорідність 
0

B

r

 найбільш істотна, і плазма є холоднішою, ніж у глибині. Нерів-

ність (2.176) може бути задоволена навіть для трохи вищої іонної температури, 

ніж подібна умова (2.124), що стосується випадку основного АР. Оцінимо значен-

ня малого параметра εm, при якому неможливо знехтувати впливом періодичної 

аксіальної неоднорідності магнітного поля при вивченні конверсії ВЧ хвиль в об-

ласті САР в уловлювачах з параметрами, типовими для запланованих умов Helias 

реактора [31] (ρLi/a
*
=1/30, a*/R=0.1, тут R – великий радіус плазми, εm~0.13, N=4). 
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Нерівність (2.176) набуває при цьому вигляду, kzR<<380. Таким чином, умова 

(2.176) є цілком здійсненною для такого типу реакторів. 

 Умову (2.176) можна інтерпретувати в такий спосіб. Радіальне відхилення r-

rs
(±) магнітної поверхні (2.5) від циліндра із середнім радіусом rs

(±) є більшим за 

характерну ширину ∆rT області САР, що відома для випадку прямого магнітного 

поля. 

Підіб’ємо підсумки. У цьому підрозділі аналітично вивчено вплив помірної 

періодичної аксіальної неоднорідності утримуючого гофрованого магнітного поля 

0
B

r

 на розподіл ВЧ полів в області сателітного альфвенівського резонансу в радіа-

льно неоднорідній плазмі. 

Періодична аксіальна неоднорідність утримуючого гофрованого магнітного 

поля обумовлює зв'язок окремих просторових гармонік електромагнітного поля. 

Амплітуда другої сателітної гармоніки є нехтовно малою поза областю САР для 

першої сателітної гармоніки, але вона зростає при наближенні в радіальному на-

прямку до області САР навіть стрімкіше за амплітуду першої сателітної гармоні-

ки. Саме це зростання усуває нескінченний розрив електромагнітних полів першої 

сателітної гармоніки, що має місце за умови нехтування зіткненнями між частин-

ками плазми, інерцією електронів і тепловим рухом іонів. 

Визначено умову (2.176), за якої модуляція радіальної складової утримую-

чого магнітного поля впливає на структуру АР сильніше, ніж зіткнення частинок 

плазми, скінченний іонний ларморівський радіус і інерція електронів. Умова 

(2.176) може бути виконана в периферійній плазмі великих термоядерних при-

строїв, де відхилення магнітних поверхонь від круглого циліндра є більшим і пла-

зма є холоднішою, ніж у центрі. Відомо, що саме туди область локального АР пе-

ресувається під час зростання густини плазми, що має місце при створенні плазми 

в термоядерних пристроях. Зокрема, нерівність (2.176) виконується для заплано-

ваних параметрів Helias реактора [31]. За інших рівних умов, модуляція 
0

B

r

 може 

бути трохи слабшою в межах області САР, щоб задовольнити нерівності (2.176) 

порівняно до модуляції 
0

B

r

 в області основного АР, яка є необхідною для задово-
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лення нерівності (2.124). 

За результатами дослідження дістаємо висновку, що характерне значення 

(2.172) радіального електричного поля електромагнітної хвилі є меншим, ніж у 

випадку прямого магнітного поля за умови (2.176).  

Характерна ширина області альфвенівського резонансу більша за умови 

(2.176), ніж у прямому магнітному полі, при фіксованих інших параметрах. Радіа-

льний розподіл ВЧ полів поблизу АР дуже важко визначити експериментально, 

тому що ці області є дуже вузькими. З цієї точки зору можна було б рекомендува-

ти САР для експериментального вивчення, тому що він є ширшим (див. (2.171)) за 

основний АР (див. (2.117)). Однак, слід пам’ятати, що характерне значення амплі-

туди сателітної гармоніки ВЧ поля виявляється меншим від основної гармоніки 

навіть у межах області САР.  

Оскільки тонку структуру САР (2.71) вивчено в підрозділі 2.2 для випадку 

дуже слабко модульованого магнітного поля (коли справедлива нерівність, про-

тилежна (2.176)), то дане дослідження узагальнює аналіз підрозділу 2.2 на випа-

док, у якому вплив гофрування є порівнянним чи навіть більш сильним, ніж вплив 

скінченного іонного ларморівського радіуса та інерції електронів. 

Періодична неоднорідність саме радіального компонента B0r утримуючого 

магнітного поля (а не слабка аксіальна періодична неоднорідність аксіальної 

складової B0z) впливає на розподіл ВЧ полів у межах АР. Ця обставина зв'язана з 

тим, що саме радіальний показник заломлення є розривним у межах САР у підхо-

ді холодної гідродинаміки.  

Відзначимо, що форма (2.1) утримуючого магнітного поля, що містить тіль-

ки одну гармоніку ∝sin(kmz), є сильно спрощеною. Фактично спектр утримуючого 

магнітного поля є досить широким і містить також гармоніки ∝sin(jkmz), j=2,3,4… 

Урахування інших гармонік 
0

B

r

, що є пропорційними sin(jkmz), викликає виник-

нення наступних САР, у яких ε1
(0)
=(Nz±jNb)

2. Тут не проведено аналіз цих САР, 

тому що він не містить нічого якісно нового в порівнянні з вивченим у даному 

підрозділі. 



 164

2.6. Висновки до другого розділу 

 

 У другому розділі досліджено вплив гофрування утримуючого магнітного 

поля 0B

r

, а отже, і відповідної аксіальної періодичної неоднорідності плазми, 

властивої для пасток керованого термоядерного синтезу, на поширення, 

конверсію і поглинання альфвенівських та швидких магнітозвукових хвиль. 

Показано, що гофрування спричиняє зачеплення окремих просторових гармонік 

електромагнітних хвиль, внаслідок чого хвилі поширюються у вигляді хвильових 

пакетів.  

Встановлено, що у випадку, коли аксіальна довжина основної гармоніки 

електромагнітної хвилі вдвічі перевищує період гофрування, аксіальна 

періодична неоднорідність 0B

r

 спричиняє розщеплення спектрів МГД коливань 

плазми. При цьому в хвильовому пакеті поряд з двома основними гармоніками, 

які характеризуються протилежними значеннями аксіального хвильового числа, 

враховано також дві сателітні гармоніки, чиї амплітуди визначено як малі 

величини першого порядку. Поправку до власної частоти МГД хвиль, яку 

обумовлено гофруванням, пораховано як малу величину першого порядку 

малості.  

Показано можливість додаткового нагрівання плазми в гофрованому 

магнітному полі поблизу сателітних альфвенівських резонансів. Просторовий 

розподіл полів електромагнітних хвиль поблизу САР визначено як для випадку 

слабкого гофрування, коли цей розподіл визначається інерцією електронів і 

тепловим рухом іонів, так і для випадку помірного гофрування, коли цей розподіл 

визначається саме аксіальною періодичною неоднорідністю плазми. Розраховано 

високочастотну потужність, яка поглинається плазмою поблизу САР. 

Встановлено умови, за яких це додаткове нагрівання плазми може бути істотним.  

Встановлено, що гофрування 0B

r

 усуває розрив розв’язків рівнянь 

Максвелла для електромагнітних полів, який має місце у разі нехтування 

тепловим рухом частинок плазми, зіткненнями, інерцією електронів, слабкою 
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нелінійністю, тощо поблизу локального альфвенівського резонансу. Розраховано 

просторовий розподіл електромагнітних полів поблизу АР, а також ВЧ 

потужність, яка поглинається плазмою поблизу АР. Дослідження виконано також 

і для випадку, коли дві основні гармоніки, які зв’язані у хвильовому пакеті 

гофруванням, мають свої АР в одному місці. 
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РОЗДІЛ 3 

ПОШИРЕННЯ, КОНВЕРСІЯ І ПОГЛИНАННЯ АЛЬФВЕНІВСЬКИХ ХВИЛЬ У  

ПЛАЗМОВОМУ ШНУРІ З НЕМОНОТОННИМ ПРОФІЛЕМ ГУСТИНИ 

 

 Однією з задач, що пов'язані із дослідженням властивостей термоядерної 

плазми в тороїдних магнітних пастках (токамаках та стеллараторах), є створення 

плазми з належно високими значеннями густини ne та температури Te . Величини 

параметрів, що є характерними для термоядерного реактора, який базується на 

цих пастках, а саме, густини і температури, сягають наступних значень: 

ne ∼
 

10
13
÷10

15
см

 −3
, Te ∼

 
1÷20 КеВ. Досягнення таких значень параметрів плазми 

здійснюється за допомогою інжекції швидких нейтральних частинок, іонного та 

електронного циклотронних резонансів, іон - іонного гібридного резонансу та 

альфвенівського резонансу (АР). АР ефективно використовується для створення 

плазми та її нагрівання на стеллараторах "Ураган" в ННЦ ХФТІ. Механізми пог-

линання хвиль та нагрівання плазми при альфвенівському нагріванні полягають в 

наступному. Високочастотне електромагнітне поле збуджується зовнішньою ан-

теною, яку розташовано поза плазмовим шнуром біля поверхні металевої камери. 

На периферії плазми хвиля спочатку проходить крізь бар'єр непрозорості. Тоді 

вона потрапляє до внутрішньої області, де вона може розповсюджуватись у ви-

гляді альфвенівської хвилі (АХ). Далі поблизу так званого локального АР елект-

ромагнітна хвиля трансформується на дрібномасштабну, майже потенціальну мо-

ду (кінетичну АХ). Ця хвиля може ефективно поглинатись електронами, якщо па-

раметр ze≡ω/( k2 //vTe) не є занадто великим, тут k// - складова хвильового вектора 

вздовж напрямку зовнішнього магнітного поля 
0

B

r

, vTe- теплова швидкість елект-

ронів. Якщо ze∼1, то ширина l області конверсії того ж порядку, що і довжина за-

гасання λlocal. У випадку лінійного профілю густини ширину області конверсії 

можна оцінити за порядком величини, l∼λ
(1)

local∼(ρLi
2
a
∗

)
1/3

, де a
*
- характерна відс-

тань, на якій змінюється густина плазми. 

 Недоліком альфвенівського метода нагрівання є поверхневе виділення ВЧ 
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потужності, бо при зростанні густини та розмірів плазмового шнура області АР 

пересуваються на периферію. В цьому випадку вкладання ВЧ потужності до пла-

зми відбувається неефективно: теплові потоки внаслідок теплопровідності пропо-

рційні до 1/∆r, де ∆r = rA− ap, ap- радіус плазми. Тому при заданій потужності, що 

її вкладають в плазму, величина температури, що встановилась, тобто при якій 

реалізується баланс енергії (потужність, що її вкладають в плазму, дорівнює по-

тужності, що витікає з плазми за рахунок теплопровідності, випромінювання то-

що), виявляється меншою, ніж якби область, куди вкладається енергія, знаходи-

лась в глибині плазми. Ці несприятливі умови ускладнюють використання альф-

венівського методу нагрівання плазми у великих пастках і ініціюють пошуки но-

вих фізичних механізмів підвищення його ефективності. 

 Дослідження альфвенівського нагрівання плазми у випадку лінійного радіа-

льного профілю густини плазми вказує на можливість підсиленого поглинання 

високочастотної потужності за наявності на профілі густини точок мінімуму або 

максимуму. Такі профілі густини експериментально спостерігаються, зокрема, у 

стеллараторах LHD в Японії, Wendelstein 7-AS в Німеччині та TJ-II в Іспанії. Не-

монотонність профілю густини може пояснюватись застосуванням електронного 

циклотронного нагрівання, внаслідок якого розігріті частинки плазми частково 

полишають центральну частину плазмового шнура. Цим обумовлено інтерес до 

дослідження поширення, конверсії і поглинання електромагнітних хвиль поблизу 

точок мінімуму або максимуму на профілі густини за умови, що ці точки співпа-

дають (є близькими) до точок АР. 

 Пучки швидких іонів, які утворюються внаслідок інжекції нейтральних час-

тинок до токамака – реактора, можуть забезпечувати безіндукційний струм і рів-

новагу плазми. Але сильно нерівноважний розподіл швидких іонів може призво-

дити до збудження нестійких альфвенівських та швидких магнітозвукових хвиль, 

якщо густина струму перевищує порогове значення, яке визначається електрон-

ним черенковським та іонним циклотронним загасанням хвиль. Розгляд цієї про-

блеми у спрощеній моделі плазми як порожнистого циліндра для умов токамака 

ITER показав, що це порогове значення визначається збудженням перших раді- 
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альних мод. Виявилось, що порогове значення є дуже чутливим до параметрів пу-

чка і хвилі [141, 142]. Розв’язання задачі про збудження МГД хвиль пучком шви-

дких іонів потребує знань про власні частоти таких хвиль у якомога більш реаліс-

тичній моделі. На розвиток попередніх робіт [65, 66, 141, 142], в яких ці хвилі до-

сліджувались у моделі аксіального зовнішнього магнітного поля, в цьому розділі 

модель плазми удосконалено з урахуванням полоїдної компоненти утримуючого 

магнітного поля, яка є характерною для токамаків. 

 

3.1. Дрібномасштабні альфвенівські коливання плазми, локалізовані поблизу  

вершини максимуму (мінімуму) збурення радіального профілю густини  

скінченої висоти (глибини) 

 

У цьому підрозділі досліджено альфвенівські коливання, локалізовані в об-

ласті, де радіальний профіль густини плазми досягає екстремуму між двома лока-

льними АР [57, 166, 202, 203]. Власні моди записуються в цьому випадку через 

гіпергеометричну функцію. Радіальна довжина хвилі виявляється малою, що дає 

можливість застосовувати метод “вузького шару”. Визначено власну частоту цих 

коливань. Показано, що кінетичні АХ можуть поширюватися поблизу максимуму, 

а інерціальні АХ – поблизу мінімуму густини. Розглянуто граничний перехід до 

збурення густини нескінченно великої глибини.  

Значення компоненти тензора діелектричної проникливості холодної плаз-

ми ε1, яка входить до умови (1.1) альфвенівського резонансу, залежить від коор-

динат через наявність в ній двох фізичних величин: зовнішнього магнітного поля 

B0(r) і густини плазми n(r). У цьому підрозділі вважаємо, що тільки густина плаз-

ми залежить від радіальної координати. Однак, урахування можливої радіальної 

неоднорідності зовнішнього магнітного поля не змінює ходу і результатів 

розв’язання.  

Розглядаємо плазмовий циліндр, однорідний в аксіальному й азимутально-

му напрямках, який поміщено в однорідне аксіальне стале магнітне поле. Радіаль-

ний профіль густини моделюємо в такий спосіб (див. рис. 3.1): 
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 ( ) ( )( )[ ]a/rrcosh/AM1Nr
0

22

z1
−++=ε . (3.1) 

Тут Nz=ckz/ω - аксіальний показник заломлення, kz - аксіальне хвильове число, r – 

радіальна змінна в циліндричній системі координат, r0 – координата екстремуму 

густини, a - характерна ширина області збурення густини; MNz

2
 – відмінність ве-

личини ε1 від резонансного значення Nz

2
, яку пораховано удалині від r0 , 
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Рис. 3.1 Радіальний профіль величини (ε1 – Nz

2
)/Nz

2
 для випадку максимуму на 

профілі густини. Розрахунок проведений для фіксованих значень δ=10  і ρ/a=0.05. 

Криві, які зображено довгими штрихами, штрих – пунктирною лінією і точками, 

відповідають власним мода з радіальним номером n=0, n=1 та n=2.  

 

де |r - r0|>>a; ANz

2
 – амплітуда збурення на профілі ε1(r). Вважаємо, що величини 

A і M можуть набувати як позитивних, так і негативних значень. 

Функція (3.1) є зручною тим, що досить добре апроксимує поводження гус-

тини не тільки поблизу максимуму, але і удалині від нього, оскільки доданком з 

гіперболічним косинусом при віддаленні від r0 можна знехтувати. При цьому на 

тлі постійного значення густини плазми поблизу деякої точки r0 спостерігається 

аксіально - симетричне збурення заданої ширини a по радіусу. Знак кожного до-
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данка залежить від параметрів плазми. Вважаючи значення густини удалині від 

точки r0 (чи параметра М) заданим, шукатимемо власні розв’язки рівнянь Макс-

велла. Виходячи з величини відповідних власних значень, знайдемо значення па-

раметрів плазми поблизу збурення, за яких можуть існувати власні коливання. 

Визначимо величину збурення густини, за якого можливе існування хвиль. Нада-

лі, за аналогією з квантовою механікою, будемо застосовувати термін «потенціа-

льна яма» для позначення збурення густини. 

З рівнянь Максвелла, з урахуванням інерції електронів і скінченного лармо-

рівського радіусу іонів, можна одержати рівняння на радіальний компонент поля 

хвилі E
~

r (див., наприклад, [53, 55, 57]). Припускаючи наступну залежність поля 

хвилі від координат і часу, E
~

r=Er(r)exp[i(kzz+mϑ - ω t)], здобудемо таке рівняння 

для амплітуди хвилі Er(r):  
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Тут εi – компоненти тензора діелектричної проникливості холодної магнітоактив-

ної плазми без зіткнень. Доданок εT  враховує скінченний ларморівський радіус 

[185], його визначено формулою (1.126) в підрозділі 1.3.  

Коефіцієнт при другій похідній у (3.2) дорівнює за порядком величини 

N
2

z ρ
2

Li, де ρLα=vTα /ωcα – ларморівський радіус і vTα – теплова швидкість частинок 

сорту α. Наслідуючи методику роботи [53], ми використовуємо наближення «ву-

зького шару», що передбачає повільну зміну параметрів плазми і сильну залеж-

ність полів хвилі від радіальної координати в області резонансу. Вважаючи в цьо-

му наближенні величину εT і частку ε1/ ε3 такими, що повільно змінюються з раді-

усом, скористаємося позначенням:  

 22

z2

2

3

1

T
N

c
ρ

ωε

ε
ε ±≡+  .   (3.3) 

Підкреслимо, що величина ρ у формулі (3.3) має розмірність довжини, вона нор-

мує коефіцієнт при другій похідній у рівнянні (3.2) і не є ларморівським радіусом 

іонів, хоча виявляється одного з ним порядку. 
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Оскільки величина компоненти ε3 є негативною, а величина εT - позитивною 

в розглянутому інтервалі частот, то коефіцієнт при другій похідній може мати рі-

зні знаки. Ця обставина є дуже важливою, оскільки знак коефіцієнта при старшій 

похідній у рівнянні (3.2) визначає, за яких умов існують власні коливання: у випа-

дку локального максимуму чи мінімуму густини. Якщо плазма є холодною (холо-

дні як іони, vTi << ω /|kz|, так і електрони, vTe << ω /|kz|), тоді коефіцієнт (3.3) є не-

гативним. Фізично це означає, що тепловими швидкостями частинок можна знех-

тувати, і другий доданок у (3.3), що відповідає за врахування інерції електронів, 

стає домінуючим. Відповідно до сформованої термінології [12], хвилі в цьому ви-

падку називаються інерціальними. Навпаки, якщо плазма є гарячою (і іони, і елек-

трони), то коефіцієнт (3.3) є позитивним, саме тепловий рух іонів обумовлює ос-

новний внесок, і тоді такі хвилі називаються кінетичними.  

Хоча й азимутальне електричне поле Eϑ, і аксіальне магнітне поле Bz - обид-

ва мають поблизу АР логарифмічну особливість, 
2

z1z
NlnB,E −∝ ε

ϑ
, виявляється, 

що комбінація ( )
z2

Br/cmEi ωε
ϑ
+  в правій частині рівняння (3.2) не розходиться. 

Тому зазвичай (див. [36, 118, 120]) ця комбінація вважається такою, що дорівнює 

константі, і зв'язується з хвилею накачування. Оскільки досліджуються власні 

розв’язки рівняння (3.2), локалізовані поблизу r=r0, слід покласти цю константу 

рівною нулю.  

 Розглянемо окремо випадок гарячої плазми, що відповідає позитивному ко-

ефіцієнту перед другою похідною в рівнянні (3.2). Щоб розв’язок був локалізова-

ним, а саме експоненціально загасав при віддаленні від r0, величина (ε1 - Nz

2
) має 

бути негативною при r-r0>>a, що відповідає від’ємному значенню параметра M: 

M<0. Використовуючи введені раніше позначення, перепишемо рівняння (3.2) у 

цьому випадку у вигляді:  
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
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Як було зазначено раніше, А може мати різні знаки, але локалізовані власні 

розв’язки рівняння (3.4) існують лише при A>0, що відповідає максимуму на про-
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філі густини (рис. 3.1). Такий висновок узгоджується з результатами числового 

аналізу [204], де був розглянутий випадок гарячих електронів, vTe > ω /|kz|.  

Наслідуючи [58], уведемо позначення:  
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Рівняння (3.4) такою заміною зводиться до гіпергеометричного рівняння, 

розв’язок якого виражається через гіпергеометричну функцію [205]: 
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Функція (3.6) залишається скінченною при r-r0>>a, тільки якщо величини δ і s 

зв'язані співвідношенням s=δ+n (число n=0,1,2,…відповідає кількості нулів фун-

кції Er). Під величиною δ розуміємо арифметичний квадратний корінь з δ 
2
. Зале-

жності (3.6) радіального компонента поля Er від радіуса для значень n=0, 1, 2 

представлені на рис. 3.2.  
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Рис. 3.2 Залежність полів Er від радіуса для n=0, 1, 2. Значення всіх параметрів і 

позначення обрані такими ж, як на рис. 3.1. 
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Значення ε1 у точці r0 для різних n дорівнюють:  

 ( ) ( ) ( )[ ]
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1Nr
2

2

2

z01
δ

ρ
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Частота, при якій реалізується резонансна умова (1.1), відповідає альфвенівському 

континууму [12, 40] і дорівнює ω=|kz|vA. Вважаючи доданок до Nz

2
 у правій части-

ні (3.7) малою величиною й утримуючи тільки перший доданок у розкладанні за 

нею, знаходимо значення частоти власних хвиль для різних n:  

 ( )[ ]
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
++++= )1n(n1n2
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1vk

2

2

Azn
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Щоб зрозуміти, якого типу хвилям в однорідній плазмі відповідають хвилі, лока-

лізовані між двома АР, розглянемо розв’язок рівняння (3.4) у ВКБ наближенні. 

Покладемо E
~

r ( )∫∝ drkiexp
r

, kr a >> 1, тоді можна здобути вирази для квадрата 

радіального коефіцієнта заломлення Nr

2
 = c

2
 kr

2
 / ω

2
:  
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Рис. 3.3 Залежність радіального показника заломлення від радіуса у випадку мак-

симуму на профілі густини, коли поширюються кінетичні альфвенівські хвилі. 
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У формулі (3.9) використано позначення:  

 ( )[ ] ( )2
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z1

2
NNN −−−=

⊥
εεε .  (3.10) 

Залежність Nr

2
(r) побудовано на рис. 3.3, де параметри плазми обрані такими ж, як 

і для рис. 3.1 і 3.2. Удалині від області резонансу ця хвиля є швидкою магнітозву-

ковою хвилею, а поблизу резонансу переходить в альфвенівську. Удалині від збу-

рення густини Nr

2
<0, і хвилі не поширюються. Поблизу максимуму Nr

2
>0, через 

що саме там і локалізовано кінетичні АХ. 

У випадку холодної плазми коефіцієнт (3.3) при другий похідний є негатив-

ним, що відповідає поширенню інерціальних хвиль. Існування локалізованих 

розв’язків для такої системи стає можливим, якщо величина ε1 (r) удалині від точ-

ки r0 на нескінченності буде більше свого резонансного значення (1.1) (M>0) і бу-

де поблизу точки r0 мати мінімум (A<0). Залежність величини (ε1(r) - Nz

2
)/Nz

2
 від 

радіуса збігається в цьому випадку із тією, що представлено на рис. 3.1 із точніс-

тю до знака (відзначимо, що на рис. 3.1 за нульовий рівень обрано значення N
2

z). 

Таким чином, використовуючи заміну  
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замість (3.4) одержимо рівняння, що описує власні коливання у випадку мінімуму 

на профілі густини:  
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Рівняння (3.12) збігається з (3.4) з точністю до постійного множника, його 

розв’язок також описується формулою (3.6), і поводження розв’язку для перших 

трьох мод збігається з представленими на рис. 3.2.  

Власні частоти, що відповідають інерціальним альфвенівським хвилям, до-

рівнюють:  
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Залежність квадрата радіального коефіцієнта заломлення (3.9) від радіуса в 

цьому випадку представлено на рис. 3.4. Графік має розрив у тому інтервалі коор-

динат, де уявна частина Nr

2
 відмінна від нуля. Параметри плазми обрано такими 

ж, як і для рис. 3.3. 
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Рис. 3.4 Залежність радіального показника заломлення від радіуса у випадку міні-

муму на профілі густості, коли поширюються інерціальні альфвенівські хвилі.  

 

 Обговоримо здобуті результати. З теорії альфвенівського резонансу відомо 

[1, 2, 40, 53], що поблизу точки резонансу (1.1) поле Er має сингулярність  

∝ (ε1 - Nz

2
)
 –1

. Урахування інерції електронів і скінченного ларморівського радіуса 

призводить до того, що розв’язок Er(r) стає скінченним, хоча і різко змінюється. У 

цьому підрозділі показано, що для існування локалізованих коливань недостатньо 

досягнення величиною ε1 резонансного значення лише в одній точці. Величина 

(ε1 - Nz

2
)
 
 повинна звертатися в нуль у двох різних точках, і тоді між ними можуть 
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локалізуватися дрібномасштабні коливання. Більше того, значення ε1 у точці мак-

симуму r=r0 повинно набувати певного значення: 

 [ ]22

z

2

z1
)1n)(n(NN δδδε −+++=−  .     (3.14) 

Перевищення величиною ε1 резонансного значення залежить від значення δ, що 

відповідає густині плазми удалині від точки резонансу.  

 Величина ε1(r0) (3.7) досягає мінімального значення при n=0: воно дорівнює 

( )222

z
a1N ρδ+ . У тому випадку, якщо 222

z

2

z1
aNN ρδε <− , у рамках розглянутої 

моделі власні коливання існувати не можуть. 

 З іншого боку, при досить малих δ можна необхідну величину MNz

2
 пере-

вищення компоненти ε1(r0) над її резонансним значенням Nz

2
 зробити якою за-

вгодно малою для n=0. Цей факт узгоджується з відомим результатом із квантової 

механіки [58], де показано, що нульова мода може існувати в задачі з «потенціа-

льною ямою» форми (3.1) якої завгодно малої глибини. Для старших мод величи-

на (3.7) залишається скінченною при кожнім δ. 

Відзначимо також, що умова застосовності методу вузького шару, ρ << a, 

легко може бути виконана за умов експерименту. Характерний параметр  kr
2
ρ
2
 та-

кож є малим в області альфвенівського резонансу, kr
2
ρ
2
~ ρ/a <<1, що підтверджує 

можливість опису плазми в термінах тензора діелектричної проникливості. 

Основне рівняння (3.4) отримано в цьому підрозділі з загального рівняння 

(3.2) шляхом накладення крайових умов, внаслідок чого комбінація в правій час-

тині рівняння (3.2) була покладена рівною нулю. Відхилення цієї комбінації від 

нульового значення вважається малим у порівнянні з врахованими доданками, на-

приклад, у порівнянні з доданком, який обумовлений скінченністю ларморівсько-

го радіуса іонів і інерцією електронів. Порівняння відкинутих і залишених додан-

ків приводить нас до наступних сильних нерівностей: 

(ω/ωci) Nϑ Nz , Nϑ

2
, (ω/ωci)

2 
Nz

2
 << c

2
/(aω)

2
.                                      (3.15) 

(У випадку лінійного профілю густини виконання аналогічних нерівностей поле-

гшено завдяки наявності в правій частині великого додаткового множника 

(a/ρ)
2/3

.) Перше і третє з цих сильних нерівностей можуть бути виконані завдяки 
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малим множникам (ω/ωci) і (ω/ωci)
2
. Нерівність, що залишилася, можна виконати, 

оскільки характерний радіальний масштаб а, на якому змінюється профіль густи-

ни, є малим у порівнянні з положенням r0 екстремума густини плазми, a << r0. 

Очевидно, що перші дві нерівності точно виконано для симетричних хвиль (m=0). 

 Якщо функція ε1(r) прагне до великого значення удалині від точки резонан-

су, що відповідає великим значенням параметра δ, і, отже, збурення густини по-

винне мати велике значення, то поблизу мінімуму форму «потенціальної ями» 

(3.1) можна приблизно вважати параболічною. Наведемо результати розв’язання 

задачі в цьому граничному випадку [56, 57], коли збурення густини плазми моде-

люється параболою. Для визначеності будемо розглядати випадок максимуму на 

профілі густини (суцільна лінія на рис. 3.5):  
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Рис. 3.5 Моделювання профілю величини (ε1( r) – Nz

2
)/Nz

2
, що лінійно залежить від 

густини плазми, параболою (3.16) (суцільна лінія) і гіперболічним косинусом (3.1) 

для різних значень δ: δ=1 – штрихова лінія, δ=3 – пунктирна лінія, δ=7 – штрих – 

пунктирна лінія, - у випадку максимуму на профілі густини і фіксованому n=3. 
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Власні розв’язки рівняння (3.2) із профілем (3.16) (за відсутності поглинан-

ня і з нульовою правою частиною) також знаходяться аналітично і виражаються 

через поліноми Ерміта [205]:  
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Ці розв’язки існують тільки при певних значеннях B, а саме:  

 B=(2n+1)ρ/b,  (3.18) 

і власні значення частот у цьому випадку дорівнюють:  

 ( )( )b/5.0n1vk
Azn

ρω ++=  .   (3.19) 

 Порівнюємо розв’язок, який відповідає профілю густини у вигляді параболи 

(3.16), з отриманим у цьому підрозділі. При цьому вважаємо температуру елект-

ронів і іонів (тобто параметр ρ) однаковою в обох випадках, і вимагаємо, щоб у 

залежностях (3.1) і (3.16) збігалися в точці екстремуму значення величини ε1:  

 ( ) ( )[ ] )1n2(
b

1nn1n2
a
2

2

+=+++
ρ

δ
ρ

,  (3.20) 

і її другої похідної:  

 ( )( )
24

2

b

1
1nn

a
=+++ δδ

ρ
   (3.21) 

Власні розв’язки в обох задачах нумеруються натуральним n. Тому слід накласти 

умову, що рівності (3.20) і (3.21) виконуються при однакових n. Тоді дістаємо, що 

система (3.20) - (3.21) є сумісною, тільки якщо δ>>n. І тоді, нехтуючи n у порів-

нянні з δ у (3.20), одержуємо зв'язок ширини збурення густини у випадку (3.1) і у 

випадку параболи (3.16):  

 a
2
=bρδ.   (3.22) 

Видно, що в залежності від значення δ, що визначається значенням ε1 удалині від 

r0, ширина a області локалізації збурення густини (3.1) змінюється. Власні зна-

чення частоти (3.19) з таким значенням b (3.22) збігаються з (3.8) на границі 
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δ>>n. При малих n останнім доданком у (3.7) можна знехтувати.  

 Зафіксуємо ширину b параболи і побудуємо графік «потенціальної ями» 

ε1(r) у вигляді параболи і гіперболічного косинуса з різними δ і фіксованим n. Не-

хай n=3. На рис. 3.5 представлено графіки для «потенціальної ями» у вигляді па-

раболи (суцільна лінія) і у вигляді (3.1) з різними значеннями δ  (δ=1 – штрихова 

лінія, δ=3 – пунктирна лінія, δ=7 – штрих – пунктирна лінія). На всі криві накла-

дено умови (3.20), (3.21) збігу функцій і їхніх других похідних у мінімумі r=r0. 

Власні моди, що відповідають кожному випадку, представлено на рис. 3.2. Форма 

«ями» скінченної глибини (3.1) наближається до кривої, що відповідає параболіч-

ному профілю густини (3.16), в процесі збільшення δ. Аналогічно цьому, як пока-

зано на рис. 3.6, радіальний розподіл поля Er (r) у випадку збурення густини скін-

ченної глибини наближається до кривої, що відповідає параболічному профілю 

густини, в процесі збільшення δ: що більшого значення набуває δ, тим меншою  
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Рис. 3.6 Розв’язки рівняння (3.4) для профілів густини, приведених на рис. 3.5. 

Позначення ті ж, що і на рис. 3.5. 
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стає розбіжність між поведінкою кривої, яка зображує розподіл радіальної скла-

дової електричного поля хвилі, і суцільною лінією, яка зображує Er(r) у випадку 

параболічного профілю густини плазми. 

 Порівняємо вирази (3.13) і (3.19) для власних частот. Сусідні значення влас-

них частот (3.19) відрізняються на малу величину, пропорційну ρ/a. Вираз для 

власних частот (3.8) містить малий параметр (ρ/a) у квадраті, але при заданому 

значенні густини удалині від r0 (тобто при фіксованому значенні М) величина δ 

поводиться пропорційно (a/ρ) (див. (3.5)), і тому інтервал між власними частотами 

із сусідніми радіальними номерами збігається для обох задач у випадку великих 

значень параметра δ, а саме: δ>>n.  

Поблизу лінії нульового рівня величини (3.3) недостатньо врахувати в рів-

нянні (3.2) тільки малі доданки, що пропорційні до ρ
2

Li d
2
/dr

2
, також потрібно вра-

ховувати наступні доданки, що пропорційні до ρ
4

Li d
4
/dr

4
.  

Підіб’ємо підсумки. У цьому підрозділі аналітично досліджено власні елек-

тромагнітні коливання, які локалізовано в області, де радіальний профіль густини 

гарячої плазми досягає максимуму (мінімуму) скінченної висоти (глибини) між 

двома локальними АР.  

Показано, що у випадку гарячої плазми кінетичні альфвенівські хвилі мо-

жуть поширюватися поблизу максимуму профілю густини плазми, у випадку хо-

лодної – інерціальні АХ можуть поширюватися поблизу мінімуму на профілі гус-

тини. В цій частині умови існування локалізованих дрібномасштабних АХ збіга-

ються з тими, що були визначені у випадку нескінченно глибокої параболічної 

потенціальної ями, який було розглянуто раніше, наприклад, у [56, 57]. 

Для довільного значення густини плазми удалині від області локалізації 

збурення густини (іншими словами, для довільного значення δ) існує граничне 

значення густини в максимумі (мінімумі), при якому можливе виникнення влас-

них коливань. Для існування локалізованих власних коливань при якому завгодно 

малому перевищенні густиною резонансного значення (1.1) у точці r0 максимуму 

(мінімуму) необхідно, щоб густина удалині від r0 була досить близькою до резо- 
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нансного значення (1.1). 

Знайдено власні частоти цих коливань (3.8) і (3.13), а також показано, що 

значення власних частот перевищують частоту альфвенівського континуума у ви-

падку максимуму на профілі густини та виявляються менше за неї у випадку мі-

німуму на профілі густини. Отримано аналітичні вирази для власних мод 

(див.(3.6) і рис. 3.2). 

Проведено порівняльну характеристику отриманих результатів з випадком 

нескінченно глибокого збурення у формі параболи. На границі глибокої потенціа-

льної ями (δ>>n) вирази для власних мод та власних частот у цих задачах збіга-

ються. 

 

3.2. Поширення альфвенівських хвиль у плазмі великих токамаків зі струмом 

майже уздовж зовнішнього магнітного поля 

поблизу локального максимуму поперечного показника заломлення 

 

 Як було показано раніше в роботах [65, 66, 141, 142], у токамаках великих 

розмірів АХ можуть поширюватися майже уздовж тороїдного магнітного поля 

поблизу локального максимуму поперечного показника заломлення. Вплив обер-

тального перетворення на власні частоти таких АХ досліджено в [67, 206] на ос-

нові моделі круглих магнітних поверхонь. У цьому підрозділі проведене в [67] до-

слідження узагальнено на випадок довільної еліптичної форми полоїдних перері-

зів магнітних поверхонь. Методика цього дослідження є аналогічною до викладе-

ної в [189], де вивчено вплив обертального перетворення на спектри МГД коли-

вань з малим значенням аксіального хвильового числа. У цьому підрозділі засо-

бами теорії збурень визначено поправки до власних частот АХ, які обумовлено 

обертальним перетворенням утримуючого магнітного поля. 

 Розглядаємо поширення АХ у тороїдній пастці. Тиск плазми вважаємо ма-

лим у порівнянні з тиском магнітного поля. Утримуюче магнітне поле токамака 

ZZ00RR00
e)Z,R(BeBe)Z,R(BB
rrr

r

++=
ϕϕ

 вважаємо однорідним в аксіальному на-
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прямку, 0B
0

=∂∂ ϕ
r

. Полоїдні компоненти 
0

B

r

 зазвичай є малими в токамаках, 

|B0R,Z|<< B0ϕ , тому частка |B0R,Z|/ B0ϕ відіграє роль малого параметра задачі.  

 Умова малості інерції електронів (|ε3|→∞) призводить при розв’язанні рів-

нянь Максвелла для альфвенівської гілки електромагнітних коливань до того, що 

поздовжній компонент електричного поля хвилі E3 дорівнює нулю у всьому 

об’ємі плазми, E3=(B0RER+B0ϕEϕ+B0ZEZ)/| 0
B

r

|→0. Отримане в такий спосіб співвід-

ношення між компонентами електричного поля хвилі дозволяє одержати з рівнянь 

Максвелла наступну систему рівнянь для компонентів електромагнітного поля 

хвилі ∝ exp(imϕ − iω t) у циліндричних координатах: 
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Відзначимо, що в цій системі рівнянь (3.23) – (3.27) знехтувано доданками друго-

го і більш високого порядків малості за параметром |B0R,Z|/ B0ϕ . Жирним шрифтом 

у (3.23) – (3.27) виділено саме ті малі доданки, які обумовлені аксіальним струмом 

у плазмі. 

 У нульовому наближенні (у тороїдному магнітному полі, B0R=B0Z=0) елект-
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ромагнітні коливання з лівою поляризацією, E+=ER+iEZ, можуть бути локалізова-

ні поблизу точки R≈R0, Z≈Z0 (див. рис. 3.7), де величина k+
2 сягає максимуму, 
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 ,      ∂ k+
2
/∂ R(R0 ,Z0) =0, ∂ k+

2
/∂ Z(R0 ,Z0) =0.         (3.28) 

Розглянуті хвилі поширюються майже уздовж тора. Для них з рівнянь Максвелла 

(3.23) – (3.27) дістаємо наступне рівняння: 
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яке є справедливим для довільної двовимірної неоднорідності в поперечному пе-

рерізі токамака, k+
2
=k+

2
(R,Z). У випадку тороїдного зовнішнього магнітного поля 

права частина рівняння (3.29) тотожно дорівнює нулю, Q≡0. Розкладаючи вели-

чину k+
2 поблизу її максимуму в ряд Тейлора по ступенях малих відхилень r=R-R0  

і  z=Z-Z0 , одержуємо 

 

 

Рис. 3.7 Схематичне зображення вибору координат R, Z і ліній рівня квадрата по-

перечного показника заломлення k+
2. Штрих – пунктирною лінією позначено 

пряму вісь тора. 
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Лінії рівня еліпсів (3.30) показано на рис. 3.7. Якщо півосі еліпсів (3.30) є парале-

льними до осей z=0 і r=0 (як це показано на рис. 3.7), то коефіцієнт c=0. При цьо-

му змінні r,z можуть бути відразу розділені в рівнянні (3.29). При довільному по-

ложенні плазмового шнура ми проведемо наступну заміну змінних [65], щоб до-

сягти їхнього розділення, 
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тут α=α1,2 , 
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Заміна (3.32) не тільки надає величині k+
2 діагонального вигляду, але і зануляє 

змішані похідні за новими змінними. Внаслідок заміни (3.32) рівняння (3.29) на-

буває наступного вигляду: 
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де 

p=(1+α
2
)(aα

2
+b+cα),    q=(1+α

2
)(a+bα

2
-cα).   (3.35) 

Розв’язок рівняння (3.34) виражається через функції Ерміта Hn(x), 

( )[ ]νηµξηξ +−∝
+

5.0exp)(H)(HE
en

 ,                                 (3.36) 

де аргументи функцій Ерміта дорівнюють, 

rp4 ′=ξ  ,    zq4 ′=η ,    
0

4 Rp

i−
=

α
µ ,    

0
4 Rq

i1 α

ν

+
= .                       (3.37) 

 Візьмемо до уваги наступну властивість функцій Ерміта. Їхні індекси n і l у 

(3.36) приймають цілі невід’ємні значення, n,l=0,1,2,... Внаслідок цього після під-

становки Е+ у вигляді (3.36) до рівняння (3.34) одержуємо наступне співвідно-
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шення для константи (1+α
2
)k0

2 (див. квадратні дужки в (3.34)),  

(1+α
2
)k0

2
- ( ) ( )1n2p1l2q +−+  =∆I .                                         (3.38) 

У випадку тороїдного магнітного поля права частина рівняння (3.38) дорівнює 

нулю, ∆I = 0. Співвідношення (3.38) відіграє роль дисперсійного рівняння, з якого 

можна одержати власні частоти АХ. Наведемо тут найпростіший розв’язок рів-

няння (3.38) для випадку іонів одного сорту і коливань з частотою 
ci

ωω ≤ . Цей 

розвязок зручно представити у вигляді ω=ω0+∆ω, що наочно демонструє той 

факт, що розглянуті хвилі поширюються майже уздовж тороїдного напрямку. Ос-

новний доданок ω0 явно залежить від тороїдного хвильового числа m, 
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 ,                                 (3.39) 

тут vA(R0 ,Z0)=cωci(R0)/ωpi(R0 ,Z0) - альфвенівська швидкість. За порядком величини 

ω0~ωci , якщо m~R0ωpi/c. У цьому випадку умова k+
2
<<k_

2 виконується, якщо 

kϕa
*
~ma

*
/R0>>1, де a* - характерна відстань, на якій змінюється густина плазми, 

тобто ця умова має місце в токамаках великих розмірів. 

 Поправка ∆ω  враховує поперечні хвильові числа n і l , 
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За порядком величини цю поправку можна оцінити так, 

( ) ( )[ ] 1
ma

R
1n21l2~

*

0

0

<<+++

ω

ω∆
 .                                      (3.41) 

 Відзначимо, що для високих номерів мод, (l+n)>>1, дисперсійне рівняння 

(3.38) було здобуто в [65], а для мод з довільними значеннями l,n - у [67]. 

 У струмонесучій плазмі токамаків утримуюче магнітне поле мало відрізня-

ється від тороїдного. Внаслідок врахування малих полоїдних компонентів утри-

муючого магнітного поля в системі рівнянь (3.23) – (3.27) з'являються малі додан-

ки першого порядку, які виділено в цій системі жирним шрифтом. Урахування 

малих поперечних компонентів B0R і B0Z утримуючого магнітного поля призво-

дить до виникнення малої правої частини рівняння (3.29), яка відрізняється від 
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нуля, 

( )

























−

∂

∂
=

+
E

B

B
i

B

B

ZR

m
Z,RQ

0

Z0

0

R0

ϕϕ

 

( ) ( ) ( )











−+

ϕϕ 0

R0

Z1

0

Z0

R1Z1
B

B
e,e

B

B
e,ee,e

rrrrrr


















∂

∂
+

∂

∂
+

+
E

R

m

R
i

Z

E

R

m
 

( ) ( ) ( )











−−

ϕϕ 0

Z0

R1

0

R0

Z1R1
B

B
e,e

B

B
e,ee,e

rrrrrr


















∂

∂
+

∂

∂
−

+

+
E

R

m

RZ

E

R

m
i .              (3.42) 

 Наявність множників B0R і B0Z  у визначенні (3.42) указує на те, що Q(R,Z) є 

величиною першого порядку малості. Тому при її обчисленні можна скористатися 

виразом (3.36) для поля E+ , що є відомим з нульового наближення. 

 Для одержання поправки ∆I  до дисперсійного рівняння (3.38), яка обумов-

лена струмом у плазмі, скористаємося умовою ортогональності і нормування фу-

нкцій Ерміта, nlln dx)x(H)x(H δ=∫
+∞

∞−

. Помножимо рівняння (3.29) на 

Hn(ξ)Hl(η)exp(0,5(µξ+νη)) і проінтегруємо його за змінними ξ і η від −∞ до +∞ . 

Внаслідок цього одержимо дисперсійне рівняння (3.38). У ньому тепер досліджу-

вана відмінність утримуючого магнітного поля за напрямком від тороїдного на-

прямку проявляється у тому, що виникає наступний малий доданок в правій час-

тині цього рівняння, 
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Відповідна поправка δω до частоти ω = ω0 +∆ω+δω МГД коливань, яка обумовле-

на поздовжнім струмом, виявляється такою, що дорівнює 
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Відзначимо, що вираз (3.43) для ∆I є пропорційним до тороїдного хвильового чис-

ла m/R0, що відповідає результатам, отриманим раніше (див. [207] і іншу цитовану 

в [189] літературу) для хвиль з частотою, яка є далекою від частоти відбиття, тоб-

то для хвиль з великими тороїдними хвильовими числами. 

Наприклад, у випадку однорідного профілю температури електронів в 

утримуючому магнітному полі виникає компонента B0ϑ уздовж малого азимута, 

яка лінійно зростає з малим радіусом r. Припускаючи, що полоїдні перерізи маг-

нітних поверхонь - це набір концентричних кіл, можна провести точне інтегру-

вання в рівнянні (3.43). У цьому випадку поправка до частоти дорівнює  

0

0

00

rB

B

m

R
ωδω

ϕ

ϑ−=  .                                                   (3.45) 

 Поправка δω (3.44) є малою в порівнянні з внеском ∆ω (3.40), який обумов-

лено урахуванням скінченних поперечних хвильових чисел. 

 Підіб’ємо підсумки. В цьому підрозділі досліджено вплив обертального пе- 
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ретворення утримуючого магнітного поля, яке є властивим для токамаків, на дис-

персійні властивості альфвенівських хвиль, що поширюються майже уздовж зов-

нішнього магнітного поля у плазмі великих токамаків зі струмом поблизу локаль-

ного максимуму поперечного показника заломлення. Здобуто і проаналізовано 

явний вираз для поправки до власної частоти цих хвиль, яка обумовлена наявніс-

тю поздовжнього струму в токамаках. Показано, що поправка є пропорційною до 

тороїдного номера моди і колоїдного сталого магнітного поля, викликаного стру-

мом. Цим доведено, що поздовжній струм знімає виродження спектрів цих хвиль 

відносно знаку аксіального хвильового числа.  

 

3.3. Збільшення поглинання ВЧ потужності в області локального альфвенівського  

резонансу внаслідок відмінності профілю густини плазми від лінійного  

(точка мінімуму або максимуму) 

 

 У цьому підрозділі теоретично досліджено можливість підсилення погли-

нання альфвенівських коливань неоднорідної плазми магнітних пасток, яке може 

відбуватися внаслідок відмінності профілю густини від лінійного в області лока-

льного АР [55, 208]. Аналітичне дослідження проведено з урахуванням таких 

ефектів, як скінченність ларморівського радіусу іонів, інерції електронів та зітк-

нень між частинками плазми. Показано, що за умови наявності точки мінімуму 

або максимуму в області локального АР відбувається підсилення локального пог-

линання ВЧ потужності АХ. Це явище пояснюється збільшенням ширини локаль-

ного АР та збільшенням величини полів альфвенівської хвилі в області АР порів-

няно до випадку лінійного профілю густини. Одержано явні аналітичні формули 

для величини ВЧ потужності, що поглинається в АР, на підставі яких проаналізо-

вано залежність потужності від ширини мінімуму та температури електронів в 

області резонансу. Одержані аналітичні результати добре узгоджуються з даними 

числового аналізу поглинання, який враховує усі ефекти, що згадані раніше, і 

який не є обмеженим припущеннями, які є необхідними при проведенні аналітич-

них оцінок. 



 189

 Розглянемо поширення та поглинання хвиль з частотою ω<<ωρe,|ωce|. Тиск 

плазми вважаємо малим порівняно до тиску магнітного поля. Утримуюче магніт-

не поле вважаємо прямим (спрямованим вздовж вісі циліндричного плазмового 

стовпа). 

 Для дослідження структури АР найзручніше використовувати рівняння для 

амплітуди Er(r) радіального компонента електричного поля хвилі ∝exp[i(kzz 

+mϑ−ω t)], 
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яке можна здобути з рівнянь Максвелла та в якому враховані такі слабкі ефекти, 

як зіткнення між частинками плазми, скінченність ларморівського радіуса іонів та 

інерція електронів. Вигляд доданка (iε1
(c)) в рівнянні (3.46) наведено в підрозділі 

1.3 формулою (1.124), він якраз і враховує зіткнення між частинками плазми 

[184]. Коефіцієнт εT у рівнянні (3.46) також виписано у підрозділі 1.3 (див. фор-

мулу (1.126)), він враховує скінченний іонний ларморівський радіус [185]. Інерція 

електронів також врахована в (3.46) через компоненту ε3 тензора діелектричної 

проникливості, для якої можна скористатись наведеними в підрозділі 1.3 визна-

ченнями (1.127) – (1.130) із заміною ks→0. 

 З рівняння (3.46) одразу видно, зокрема, що, коли знехтувати вказаними 

слабкими ефектами, Er має особливість поблизу точки АР, Er ∝ (ε1−Nz
2
)
−1. Відзна-

чимо, що хоча поля Eϑ та Bz для аксіально несиметричних хвиль (m≠ 0) мають ло-

гарифмічну особливість поблизу точки АР, Bz , Eϑ ∝ ln |ε1-Nz

2|, їхня комбінація в 

правій частині (3.46) не має особливості поблизу точки АР. Більше того, ця ком-

бінація повільно змінюється поблизу точки АР. Цю обставину активно викорис-

товують при дослідженні АР у випадку лінійного профілю густини [53, 186, 187]. 

Її справедливість доведено в підрозділі 2.5. Можливість її застосування для випа-

дку мінімуму (максимуму) на профілі густини визначається нерівностями (3.15). 

 За перший крок до розв’язання проблеми може служити так званий «холод-

ний розв’язок», який можна одержати з (3.46), коли знехтувати скінченністю лар-
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морівського радіуса іонів та інерцією електронів, εΤ→0,  ε3→∞ . У цьому випадку 

ВЧ потужність Pr, яка поглинається на одиниці довжини плазмового циліндра за 

рахунок роботи ВЧ поля над радіальним ВЧ струмом jr ∝exp i(kzz+mϕ-ωt) поблизу 

АР, визначається в наступний спосіб: 
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Її можна порахувати точно аналітичними методами, зокрема, 
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якщо профіль густини n(r) поблизу АР є лінійним (див. рівняння (2.145) і рис. 

3.8). 

Потужність Pr
(1) (3.48), що поглинається 

поблизу АР, не залежить від частоти зітк-

нень частинок плазми. Відзначимо, що по-

тужність Pr (3.47), що поглинається поблизу 

АР, при врахуванні скінченності ларморів-

ського радіуса іонів та інерції електронів 

має вигляд (3.48) та не залежить також і від 

температури плазми. Вираз (3.48) для ВЧ 

потужності, що поглинається поблизу АР у 

випадку лінійного профілю густини отри-

мано в [53, 186, 187]. 

 У випадку квадратичної залежності 

профілю густини від радіуса поблизу точки  

   АР (див. рис. 3.9, 3.10), 
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потужність Pr зростає порівняно до (3.48), а саме, 

радіусувід

величиниїїзалежностілінійної

випадкуугустиниПрофіль8.3Рис
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завдяки множнику (Nz
2
/ε1

(c)
)

1/2
>>1. Індекс “(1)” вгорі у величини Pr

(1)
хол (3.48) 

означає, що вона стосується випадку лінійного профілю густини. Аби відрізняти 

вирази, які стосуються випадку квадратичного профілю густини (3.49), величинам 

ε1 в рівнянні (3.49) і Pr
(2)

хол в (3.50) надано верхній індекс “(2)”. 
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Рис. 3.9 Профіль густини у випадку 

максимуму 

 Рис. 3.10 Профіль густини у випадку 

мінімуму 

 

 Порівняння виразів (3.48) та (3.50) дає підставу стверджувати, що відміна 

форми профілю густини від лінійного супроводжується локальним підсиленням 

потужності, що поглинається, завдяки підсиленню залежності від частоти зітк-

нень. 

 Викладений вище аналіз поглинання ВЧ потужності поблизу АР на основі 

“холодного розв’язку” не можна вважати за вичерпний, бо загасання АХ завдяки 

зіткненням звичайно є дуже слабким, і черенковське загасання є переважаючим 

чинником. 

Припускаючи, що при вiддаленнi вiд точки АР дрібномасштабна кiнетична 



 192

хвиля сильно загасає поблизу точки резонансу за рахунок механiзму Ландау, за-

писуємо аналітичний розв’язок рівняння (3.46) у наближенні «вузького шару» че-

рез циліндричні функції порядку 1/(n+2) від аргументу 
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 (тут n=2 для випадку квадратичного профілю 

густини (3.49)). З аналізу виразу для аргументу дістаємо, що характерна ширина 

АР дорівнює 
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Зокрема, у випадку максимуму на профілі густини поблизу АР 

λ
(2)
∼ (ρLi a

∗
)

1/2.     (3.52) 

Аналіз виразу (3.52) вказує на те, що ширина АР зростає при поступовому відда-

ленні форми профілю густини від лінійної залежності. При цьому також зростає 

характерне значення поля Er поблизу АР, 
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На це вказує множник (a∗ 
/ρLi) 2

2

+n

n

. 

 Поглинання ВЧ потужності у випадку переважаючого черенковського зага-

сання можна оцінити з (3.46), коли взяти до уваги (3.51), 
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Тепер одержуємо, що потужність, яка поглинається у випадку, коли профіль гус-

тини відрізняється від лінійного, за порядком величини дорівнює 
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Цю оцінку одержано за умови ze ∼ 1, тобто vA ∼ vTe. Зокрема, у випадку максимуму 

на профілі густини потужність, що поглинається одиницею довжини плазмового 

шнура, можна оцінити за порядком величини у наступний спосіб: 
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Судячи з вигляду (3.56), потужність, що поглинається, за однакових інших 

обставин, зростає із зростанням ширини резонансу, Pr
(2)
∝(a

*
)
1.5 у випадку макси-

муму на профілі густини. Залежність потужності, що поглинається, від темпера-

тури також може бути визначеною, для цього слід лише врахувати у виразі (3.55) 

залежність Imε3
-1 від температури. Ця залежність добре відома, вона протабульо-

вана, але не є простою, за винятком випадку, коли ze ∼
 
1. У цьому випадку зрос-

тання температури зменшує потужність, що поглинається, Pr
(2)
∝T

 −0.25 у випадку 

максимуму на профілі густини. 

 Числовий аналіз поглинання ВЧ потужності поблизу точки локального аль-

фвенівського резонансу був проведений з використанням коду, що його було роз-

роблено Касіловим С.В. При цьому були обрані параметри магнітного уловлюва-

ча, що характерні для стелларатора «Ураган», а саме: магнітне поле 5500 Гс, част-

ка частоти хвилі до іонної циклотронної 0,3, радіус тора 100 см, радіус плазми 

12,5 см, радіус розташування антени 16 см, радіус стінки 19 см, полоїдний розмір 

антени 24 см, тороїдний розмір антени 12 см, ширина антенного провідника 6 см, 

густина периферійної плазми 109 см-3 , довжина експоненційного спаду густини 1 

см, електронна температура периферійної плазми 3 електрон-вольти. 

Розподіл радіальної компоненти електричного поля хвилі (полоїдний номер 

гармоніки m=-1, для обраної густини в плазмі спостерігається АР, зокрема, для 

сьомої тороїдної гармоніки, l=7) приведено на рис. 3.11 – 3.16. При розрахунках, 

що відповідають рис. 3.11, 3.13 і 3.15, електронну температуру було обрано рів-

ною десяти електрон-вольтам, а на рис. 3.12, 3.14, і 3.16 - вона дорівнює ста елек-

трон-вольтам. Розподіли поля на рис. 3.11 і 3.12 відповідають лінійному профілю 

густини (див. рис. 3.8), ті, що на рис. 3.13 та 3.14 - максимуму на профілі густини 

(див. рис. 3.9), ті, що на рис. 3.15 та 3.16 - мінімуму на профілі густини (див. рис. 

3.10). 
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Рис. 3.11 Залежність модуля радіаль-

ного компонента електричного поля 

від радіусу у випадку лінійного про-

філю густини (рис. (3.8)). 

 Рис. 3.12 Залежність модуля радіаль-

ного компонента електричного поля 

від радіусу у випадку лінійного про-

філю густини (рис. (3.8)). 
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Рис. 3.13 Залежність модуля радіаль-

ного компонента електричного поля 

від радіусу у випадку максимуму 

(рис. (3.9)) на профілі густини. 

 Рис. 3.14 Залежність модуля радіаль-

ного компонента електричного поля 

від радіусу у випадку максимуму (рис. 

(3.9)) на профілі густини. 
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Рис. 3.15 Залежність модуля радіаль-

ного компонента електричного поля 

від радіусу у випадку мінімуму на 

профілі густини (рис. 3.10). 

 Рис. 3.16 Залежність модуля радіаль-

ного компонента електричного поля 

від радіусу у випадку мінімуму на 

профілі густини (рис. 3.10). 

 

З наведених рисунків видно, що при переході від лінійного профілю густини до 

профілю з екстремумом величина a* (3.49) зменшується, тобто профіль спадає 

більш круто до периферії. Це призводить до зменшення амплітуди поля Er біля 

межі плазми порівняно до випадку лінійного профілю. (В цьому випадку змен-

шуються і амплітуди інших компонентів поля хвилі.) Тому при порівнянні число-

вих результатів з аналітичною оцінкою (3.53) слід мати на увазі, що величини Eϑ 

та Bz , а також a* зменшуються порівняно до випадку лінійного профілю густини. 

З наведених графіків залежності |Er(r)| видно, тим не менш, що величина поля Er в 

точці резонансу зростає порівняно до значення Er поблизу межі плазми сильніше, 

ніж у випадку лінійного профілю густини. При обраних параметрах, при яких бу-

ло виконано розрахунки, абсолютне значення поля Er  у випадках екстремумів та-

ке ж за порядком величини, як і у випадку лінійного профілю. Тому слід чекати, 

що потужність, що поглинається у резонансному шарі, у цих випадках така ж за 

порядком величини, як і для лінійного профілю, не зважаючи на вкрай несприят-

ливий ефект послаблення поля внаслідок відбиття електромагнітних хвиль від  
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плазми. 

Таким чином, в цьому підрозділі аналітично досліджено підсилення 

поглинання електромагнітних хвиль поблизу локального АР за умови, що 

профіль густини в області АР має точку максимуму або мінімуму. Одержано 

аналітичні оцінки для величини радіального електричного поля та 

високочастотної потужності, що поглинається плазмою. Проаналізовано 

залежність потужності, що поглинається, від температури плазми і параметрів 

профілю густини. Показано, що збільшення поглинання порівняно із випадком 

лінійного радіального профілю густини відбувається завдяки розширенню 

просторової області взаємодії і збільшенню характерних для області АР значень 

амплітуди електричного поля хвилі. 

 

3.4. Висновки до третього розділу 

 

 У третьому розділі досліджено поширення, конверсію і поглинання 

альфвенівських хвиль у плазмовому шнурі: торі або циліндрі з ототожненими 

кінцями, - в якому параметри плазми немонотонно залежать від координат.  

 Теоретично доведено можливість поширення дрібномасштабних 

альфвенівських хвиль поблизу мінімуму (максимуму) на радіальному профілі 

густини між двома АР за умови, що ця “потенціальна яма” (бар’єр) є скінченної 

глибини (висоти). Визначено і проаналізовано просторовий розподіл 

електромагнітних полів, а також величину власної частоти цих хвиль. Показано, 

що виникнення цих хвиль обумовлено тепловим рухом іонів у випадку 

максимуму на профілі густини, при цьому власна частота є вищою за частоту 

альфвенівського континууму. У випадку мінімуму на профілі густини існування 

дрібномасштабних альфвенівських хвиль викликано скінченною інерцією 

електронів, у цьому разі власна частота є нижчою за частоту альфвенівського 

континууму.  

 З’ясовано вплив поздовжнього струму, властивого для токамаків, на 
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дисперсійні властивості альфвенівських хвиль, які поширюються майже вздовж 

зовнішнього магнітного поля у токамаках великих розмірів поблизу локального 

максимуму поперечного показника заломлення. Показано, що поправка до 

власної частоти цих хвиль, яку обумовлено поздовжнім струмом, є величиною 

першого порядку за малою полоїдною компонентою утримуючого магнітного 

поля, а також є пропорційною до аксіального номера моди. Остання обставина 

інтерпретується як зняття виродження спектрів цих хвиль відносно знака 

аксіального номера моди поздовжнім струмом. 

 Вивчено підсилене альфвенівське нагрівання плазми у випадку, коли точка 

АР співпадає із мінімумом (максимумом) на радіальному профілі густини. 

Показано, що внаслідок розширення області взаємодії хвилі з частинками плазми 

у (a
*
/ρLi)

1/6
 разів і збільшення характерного значення амплітуди електричного 

поля хвилі у (a
*
/ρLi)

1/3
 разів поглинання ВЧ потужності поблизу АР зростає в 

(a
*
/ρLi)

1/2
 разів. Проаналізовано також залежність поглинутої потужності від 

ширини мінімуму (максимуму) на профілі густини і температури плазми. 

Результати проведеного аналітичного дослідження добре узгоджуються із 

числовими розрахунками. 
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РОЗДІЛ 4 

ПОВЕРХНЕВІ МАГНІТОПЛАЗМОВІ ХВИЛІ  

В МЕТАЛЕВИХ ХВИЛЕВОДАХ КРУГЛОГО ПЕРЕРІЗУ 

 

 Лабораторна плазма завжди є обмеженою. Наявність межі поділу середо-

вищ: плазма – діелектрик, плазма – плазма, тощо, - створює можливість для по-

ширення електромагнітних збурень поверхневого типу. Електромагнітні хвилі по-

верхневого типу (ХПТ) можуть мати певні переваги порівняно до об’ємних хвиль 

при застосуванні в приладах плазмової електроніки, а також для створення і підт-

римання газових розрядів [209 - 215]. Їх активно використовують у багатокомпо-

нентних плазмових структурах як базу для створення приладів надвисокочастот-

ної електроніки. 

 Вперше на можливість розповсюдження ХПТ на межі плазма – метал було 

вказано в роботі [216]. На перший погляд, поширення ХПТ вздовж межі напівбез-

кінечна плазма – ідеально провідний метал здається неможливим, бо тангенціаль-

ний компонент електричного поля хвилі має бути нульовим на межі такого металу 

і далі зменшуватись при віддаленні від неї в глибину плазми. Але виявляється, що 

за наявності зовнішнього магнітного поля існує можливість для нормальної ком-

поненти мати поверхневий характер за умови нульового тангенціального компо-

нента електричного поля в указаній структурі. До того ж, такі хвилі спостеріга-

лись експериментально [121]. ХПТ на межі напівбезкінечна плазма – метал у зов-

нішньому магнітному полі для випадку плоскої геометрії теоретично досліджува-

лись, зокрема, у роботах [217 - 219].  

 Модель плазми з однорідною густиною добре описує лише випадок твердо-

тільної плазми. Для газової лабораторної плазми є характерною неоднорідність 

густини. Властивості різних ХПТ у неоднорідній напівобмеженій плазмі, яка ме-

жує із металом, досліджувались, зокрема, в роботах [115, 217, 219].  

 Перші роботи [90, 94, 108, 120], які було присвячено теорії поверхневих 

електромагнітних хвиль, які поширюються за азимутом поблизу межі плазми у 

круглих металевих циліндричних хвилеводах, так званих азимутальних поверхне-
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вих хвиль (АПХ), також стосувались випадку однорідної густини плазмового на-

повнення і однорідного зовнішнього магнітного поля. Згодом було теоретично 

досліджено АПХ у хвилеводах із радіально неоднорідною густиною плазми [220] 

і радіально неоднорідним аксіальним сталим магнітним полем [109], а також було 

враховано можливу наявність азимутальної складової сталого магнітного поля 

[91]. Огляд сучасного стану досліджень поверхневих магнітоплазмових хвиль на 

межі плазмоподібних середовищ з металом поперек сталого магнітного поля по-

дано в [119].  

 Даний розділ присвячено подальшому розвитку теорії поширення поверх-

невих електромагнітних хвиль у хвилеводах круглого перерізу. На додаток до до-

сліджень дисперсійних властивостей АПХ у густій плазмі [90] вивчено поширен-

ня АПХ у замагнічених плазмових хвилеводах. Враховано наявність у ХПТ малих 

аксіальних хвильових чисел при їх поширенні у плазмовому циліндрі без магніт-

ного поля, який відокремлено від металевої камери діелектричним шаром, а також 

вздовж межі магнітоактивна плазма – метал. Теорію поширення ХПТ розвинуто у 

цьому розділі шляхом урахування неоднорідності хвилеводів уздовж азимута. А 

саме, показано можливість поширення поперечних поверхневих хвиль (ПХ) у то-

роїдних металевих хвилеводах, які повністю заповнено плазмою, а також навколо 

металевих кілець у неоднорідному зовнішньому тороїдному магнітному полі. До-

сліджено також дисперсійні властивості поперечних ПХ у металевих хвилеводах, 

які повністю заповнено двома шарами напівпровідників n – типу.  

У підрозділах 4.3, 4.4 і 4.6 за нульове наближення використано теорію АПХ, 

що поширюються за азимутом в циліндричному металевому хвилеводі з круглим 

перерізом радіусом a [120], повністю заповненому однорідною плазмою. Тому на-

гадаємо тут тільки основні відомості про властивості АПХ.  

При дослідженні поширення АПХ зовнішнє стале магнітне поле 
0

B

r

 вважа-

ється паралельним до осі хвилеводу, 
0

B

r

|| z
r

. Компоненти векторів електричної ін-

дукції і напруженості електричного поля хвилі вважаються зв'язаними тензором 

діелектричної проникливості холодної плазми зі слабкими зіткненнями (див., на-

приклад, [68, 69, 221]). 
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Для АПХ в однорідній плазмі амплітуда ( )( )rB
0

ξ  основної гармоніки їхнього 

аксіального магнітного поля хвилі в нульовому наближенні виражається через 

модифіковану функцію Бесселя Im(ζ), 

( )( )rB
0

ξ
 
= ( )rkI

)0(
m ⊥  .                                                (4.1) 

Глибина k⊥ 
-1 проникнення поля АПХ до плазми визначається в такий спосіб, 

( ) ( )
12

2

1

22

/,1/ εεµµεω =−=
⊥

ck , .                            (4.2) 

 Розв’язок ωm
(0) дисперсійного рівняння в нульовому наближенні  

( ) ( )( ) 0D
0

m

0
=ω

 
,                                                   (4.3) 

вважаємо відомим. Умову (4.3) дістаємо з рівності нулю амплітуди ( )( )rE
0

ϑ
 основ-

ної гармоніки полоїдної компоненти електричного поля АПХ на межі плазма - ме-

тал, ( ) ( )( )aED
00

ϑ
≡ . Залежність власної частоти ωm

(0) АПХ у нульовому наближенні 

від параметрів плазмового хвилеводу докладно досліджено в [120]. 

 АПХ із позитивними азимутальними номерами поширюються в низькочас-

тотному (НЧ) діапазоні 

( )
ce

0
m

2
ci0

2
pi / ωωωεω <<+ ,                                         (4.4) 

і з негативними номерами m - у високочастотному (ВЧ) діапазоні 

( )
0

2
pe

2
cece11

0
mU /25,05,0 εωωωωωω ++=<< ,                              (4.5) 

де 0
2
pe

2
ceU / εωωω +=  – верхня гібридна частота, ε0 – діелектрична проникли-

вість ґратки напівпровідника, у випадку газової плазми ε0=1.  

 

4.1. Азимутальні поверхневі хвилі в замагніченій плазмі 

 

У роботах, які присвячено теорії АПХ, зазвичай розглядається випадок гус-

тої плазми (ωpe
2
>>ωce

2), при цьому частота досліджуваних коливань лежить в діа-

пазоні вище електронної циклотронної, тому рухом іонного компонента плазми 

можна знехтувати (див., наприклад, [90 - 95]). Зазначене співвідношення між пла-

змовою і циклотронною частотами легко може бути виконано в плазмі напівпро- 
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відників, для якої характерна висока концентрація пе вільних електронів. Однак у 

лабораторній газовій плазмі воно часто буває невиконаним (у кращих експериме-

нтах з керованого термоядерного синтезу досягаються концентрації порядку 

пе ~ 10
15

 см
-3

, проте використання сильного магнітного поля для утримання плаз-

ми приводить до нерівності ωpe
2
<ωce

2
. У цьому підрозділі досліджено дисперсійні 

властивості АПХ саме в замагнічених, ωpe
2
<ωce

2
, плазмових хвилеводах [159, 222]. 

Показано можливість поширення в таких хвилеводах поверхневих коливань іон-

ного компонента. 

Дослідимо поширення поверхневих електромагнітних хвиль поблизу межі 

однорідного плазмового циліндра радіуса а, який відокремлено від коаксіальної 

ідеально провідної металевої камери радіуса b шаром діелектрика з проникністю 

ε . Хвилевід вважаємо однорідним уздовж осі, ∂/∂z≡0. Зовнішнє стале магнітне 

поле вважаємо орієнтованим уздовж осі хвилеводу: 
z0
e||B
r

r

. У цьому випадку сис-

тема рівнянь Максвелла розпадається на дві незалежні підсистеми, що описують 

Е - хвилю з компонентами поля Er, Eϑ, Hz, і H-хвилю з компонентами Hr, Hϑ, Ez. 

Властивості H - хвилі не залежать від величини зовнішнього магнітного поля. У 

хвилеводах з вузьким діелектричним шаром (b-а<<а, b-а<<c/ω) поверхнева H - 

хвиля не поширюється [91]. Тому ми обмежимося тут дослідженням хвиль E - ти-

пу. Оскільки АПХ із різними азимутальними номерами моди m поширюються не-

залежно, то, виходячи із симетрії задачі, розв’язок рівнянь Максвелла шукаємо 

для аксіального компонента магнітного поля АПХ у наступному вигляді, 

Hz=Hz
(m)

(r)exp(imϑ − iωt). 

Компоненти електричного поля АПХ виражаються через Hz у такий спосіб: 

Er= 







+

∂

∂
z

z

1

2

2

0

H
r

m

r

H

k

k

ε

ε

,       (4.6) 

Eϑ=i 







+

∂

∂
z

1

2z

2

0

H
r

m

r

H

k

k

ε

ε

,       (4.7) 

де k=ω/c, величина k0
-1

 визначає глибину проникнення поля до плазми, k0
2
 = 

(ω/c)
2
(ε2

2
 - ε1

2
)/ε1, ε1,2 - компоненти тензора діелектричної проникливості плазми. 
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Виведемо дисперсійне рівняння. Для компонентів полів АПХ зажадаємо ви-

конання наступних крайових умов: рівність нулю тангенціального компонента 

електричного поля хвилі на металевій поверхні: 

Eϑ(r = b)=0;       (4.8) 

неперервність тангенціальних компонентів електричних і магнітних полів хвилі 

на межі плазма - діелектрик: 

Eϑ(r = a + 0)=Eϑ(r = a-0),     (4.9) 

Нz(r=а + 0)=Нz(r = а-0);     (4.10) 

обмеженість полів хвилі в усьому об’ємі хвилеводу і, зокрема, на осі 

Hz(r = 0) < ∞.      (4.11) 

З рівнянь Максвелла одержуємо для амплітуди магнітного поля Hz
(m)

 в 

об’ємі, що його займає плазма, рівняння Бесселя. Розв’язок цього рівняння має 

задовольняти умові (4.11), тому він виражається через модифіковану функцію 

Бесселя Im(k0r) порядку m, 

Hz
(m)

=C1Im(k0r),   (4.12) 

де C1 – нормувальний множ-

ник. 

Розв’язок (4.12) має ви-

гляд поверхневої хвилі, якщо 

k0
2
 > 0. Звідси дістаємо, що 

АПХ можуть існувати в замаг-

нічених плазмових хвилеводах 

в наступних частотних діапа-

зонах: 

ωlh<ω<ω1  i 

ωhh<ω<ω2 ,       (4.13) 

які будемо називати в цьому 

підрозділі відповідно низько-

частотним (НЧ) і високочасто-
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тним (ВЧ). Тут ωlh, ωhh - нижня і верхня гібридні частоти, ω1,2=±0.5|ωce|+ 

2
pececi

2
ce25.0 ωωωω ++  - частоти відсічення об'ємних хвиль [185, 221]. У розрі-

дженій, ωрe < |ωce|, плазмі ВЧ діапазон стає дуже вузьким і знаходиться поблизу 

електронної циклотронної частоти, величини частот АПХ у ньому слабко зале-

жать від параметрів плазми. При цьому нижня гібридна частота виявляється по-

рядку іонної циклотронної частоти і виникають умови для існування поверхневих 

коливань іонного компонента плазми.  

В області діелектрика магнітне поле хвилі виражається через лінійну комбі-

націю функцій Бесселя Jm(κr) і Неймана Nm(κr) порядку т, тобто АПХ є поверх-

невими тільки в плазмі, у діелектрику вони є об’ємними, 

Hz
(m)

 = C2 (Jm(κr)N'm(κb) + J'm(κb)Nm(κr)),         (4.14) 

де κ=(ω/c) ε , C2 – нормувальний множник. 

 На рис. 4.1 представлено залежності полів АПХ від радіуса хвилеводу. При 

обчисленні були обрані наступні значення параметрів хвилеводу: ne=2×10
12

 см
-3

, 

B0=50 КГс, a=1 м, b=1.1 м, m=−3. Наголосимо, що азимутальний компонент елек-

тричного поля відрізняється від нуля в об’ємі хвилеводу, хоча і дорівнює нулю на 

металевій камері. Цим топологія полів у циліндричній плазмі відрізняється від 

випадку розповсюдження поверхневих хвиль поперек сталого магнітного поля 

вздовж плескатої межі плазми [92, 119]. Слід також зазначити, що для обраних 

значень параметрів хвилеводу АПХ є істотно непотенціальними: електромагнітна 

енергія, що її запасено в магнітній компоненті, не є малою порівняно до енергії 

електричного поля хвилі.  

 Наклавши крайові умови (4.9) і (4.10), дістаємо дисперсійне рівняння АПХ 

у вигляді: 

D
(pl)

=D
(vac)

,         (4.15) 

де 

D
(pl)

=
1

2

0

2

0m

0m

0
ak

m

)ak(I

)ak(I

k

1

ε

ε

+
′

,     (4.16) 
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D
(vac)

=
)ak(I

)a(N)b(J)b(N)a(J1

0m

mmmm
κκκκ

κ

′′−′′
,     (4.17) 

Проаналізуємо дисперсійне рівняння (4.15) – (4.17). У граничному випадку 

вузького діелектричного шару (mΛ<<1, κ(b – a)<<|m|, де Λ≡ (b - a)/a), коли вплив 

параметрів плазми на дисперсійні властивості АПХ є найсильнішим, права части-

на дисперсійного рівняння істотно спрощується, 

D
(vac)

≈(b-a) 







−1

a

m

22

2

κ

.      (4.18) 

Звідси видно, що в широких хвилеводах з вузьким діелектричним шаром 

АПХ не поширюються, бо ліва частина (4.15) є додатною в силу нерівності 

(k0a>>|m|), а права є від’ємною при ωlh> (|m|c)/(a ε ), унаслідок чого дисперсійне 

рівняння не має розв’язків (див. також числовий розрахунок на рис. 4.5). Наочний 

аналітичний розв’язок рівняння (4.15) для АПХ у НЧ діапазоні можна отримати 

також у випадку тонкого циліндра, κb <<1, k0a<<1, 

2
ci

2
pi

ci

1
ω

ω

εγ

γ

ω

ω

+

+≈ ,     (4.19) 

де використано позначення 

γ≡
m2m2

m2m2

ba

ba

+

−
.      (4.20) 

Для вузького діелектричного шару γ ≈ mΛ <<1. При цьому, як видно з 

(4.19), власна частота хвилеводу визначається не абсолютною величиною ширини 

діелектричного шару (b−а), а відносною Λ. У даному випадку хвилі є односпря-

мованими: знак азимутального хвильового числа може бути тільки негативним 

(m<0). Напрямок поширення АПХ збігається з напрямком циклотронного обер-

тання іонів, і їхня частота може бути порядку іонної циклотронної. При цьому 

АПХ поширюються в тонкому циліндрі (дисперсійне рівняння (4.15) має 

розв’язок у вигляді поверхневої хвилі з ω>ωlh), якщо плазма не занадто розрідже-

на або зовнішнє магнітне поле не занадто велике, тобто має місце нерівність: 

mi/me>ωpi
2
/ωci

2
≥{1+(ε/|γ|)

2
}.    (4.21) 
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Дня існування АПХ поблизу межі густа плазма-метал (b=а) необхідною 

умовою є наявність зовнішнього магнітного поля [92]. Однак у випадку тонкого 

замагніченого плазмового циліндра, який межує з металевим хвилеводом, диспер-

сійне рівняння (4.15) не має розв’язку. 

У випадку тонкого плазмового циліндра (k0a <<|m|) АПХ можна вважати 

квазіпотенціальними: магнітне поле хвилі набагато менше електричного. Амплі-

туда електричних полів АПХ з азимутальним номером т=−1 залишається практи-

чно незалежною від радіальної координати навіть в області плазми.  

Результати числового розв’язання дисперсійного рівняння (4.15) представ-

лені на рис. 4.2 - 4.4. Графічно показано залежність частоти АПХ від параметрів 

хвилеводної структури: концентрації - на рис. 4.2, величини зовнішнього магніт-

ного поля B0 - на рис. 4.3 і проникливості діелектричного шару ε - на рис. 4.4. При 

цьому були обрані наступні значення параметрів хвилеводу: для всіх кривих, 

представлених на цих рисунках а = 10 см, Λ=0.1; для рис. 4.2 B0=3000 Гс, кон- 

 

 

Рис. 4.2 Залежність (суцільні лінії) власної частоти, нормованої на іонну циклот-

ронну частоту, АПХ від концентрації плазми у випадку вузького діелектричного 

шару. Числами –1, –2, –3 позначено азимутальні номери мод т, штриховими лі-

ніями показані межі НЧ діапазону. 
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Рис. 4.3 Залежність власної частоти, нормованої на іонну ленгмюрівську частоту, 

АПХ від напруженості зовнішнього сталого магнітного поля у випадку вузького 

діелектричного шару. Використано такі ж позначення, як і на рис. 4.2. 

 

Рис. 4.4 Залежність власної частоти, нормованої на іонну циклотронну частоту, 

АПХ від проникливості вузького діелектричного шару. Використано такі ж поз-

начення, як і на рис. 4.2. 
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центрація плазми нормована на 10
10

 см
 −3

; для рис. 4.3 і 4.4 ne=10
8
 см

-3
 і для рис. 

4.4 B0=50 Гс.  

У хвилеводах із широким діелектричним шаром властивості АПХ слабко 

залежать від параметрів плазми і визначаються в основному властивостями діеле-

ктричного шару. При цьому для даного азимутального номера можливе існування 

вищих радіальних гармонік АПХ, і розв’язки рівняння (4.15) існують при вико-

нанні умов 

(n+0.5)π<(b-a)ω/c<(n+1)π, n=1,2,3…, κa>>|m|.   (4.22) 

У цьому випадку АПХ є істотно непотенціальними. У широких хвилеводах, що 

знаходяться у сильних магнітних полях, k0a>> |m|, глибина проникнення поля у 

плазму є малою, й аналітичний вираз для частоти n-ї радіальної моди має вигляд 

ω=ω0n + δω, де  

ω0n =0.5πnc/(b-a),  δω=

n0
10

20

ak

m
1

ab

ck

ωω

ε

ε

κ
=









−

−
.  (4.23) 

Для хвиль з малою глибиною проникнення залежність частоти від азимута-

льного номера m є слабко вираженою. І ця залежність слабшає зі збільшенням 

концентрації плазми. З (4.23) видно, що δω для позитивних m є більшою, ніж для 

негативних, і розходження в частоті хвиль із протилежними азимутальними номе-

рами є максимальним поблизу верхньої межі НЧ діапазону, де ε1+ ε2=0. 

Результати числового розв’язання дисперсійного рівняння у випадку широ-

кого діелектричного шару наведено на рис. 4.5. При цьому обрано наступні зна-

чення параметрів хвилеводу: a = 1 м, Λ = 0.1, B0 = 50 КГс, m = 3. Частота нульової 

радіальної моди лежить в межах від близько двадцяти іонних циклотронних час-

тот до близько сорока ωci . Межі частотного діапазону першої радіальної моди 

становлять близько 60ωci і 80ωci . 

Підіб’ємо підсумки. У цьому підрозділі досліджено дисперсійні властивості 

незвичайних електромагнітних коливань, що поширюються за азимутом поблизу 

межі замагніченої плазми, яка частково заповнює циліндричний хвилевід. Вивче-

но розподіл полів (див. формули (4.12), (4.14) та рис. 4.1) і залежність власної час- 
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Рис. 4.5 Залежність (суцільні лінії) власної частоти, нормованої на іонну циклот-

ронну частоту, АПХ від концентрації плазми у випадку широкого діелектричного 

шару. Лініями з довгими штрихами показано межі НЧ діапазону, горизонтальни-

ми лініями з короткими штрихами – межі діапазонів (4.22) для радіальних мод. 

 

тоти АПХ (див. формули (4.19), (4.23) та рис. 4.2 – 4.5) від параметрів хвилевод-

ної структури. 

Як приклад наведемо розрахунок власної частоти АПХ із азимутальним но-

мером m=−3, що поширюється в повністю іонізованій гелієвій плазмі при а = 10 

см, B0 = 3000 Гс, Т = l eВ, ne = 10
10 

см
-3

, Λ = 0.1. У цьому випадку частота АПХ 

ω = 19ωci = 1.4×10
8 
c
-1

. 

Отримані результати можуть знайти застосування при проектуванні прила-

дів плазмової електроніки, що використовують замагнічену плазму як елемент 

хвилеводної структури (див., наприклад [223, 224]). 
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4.2. Довгохвильові несиметричні поверхневі моди 
плазмових хвилеводів без магнітного поля 

 
 Звичайно, на практиці збуджуються ХПТ із широким спектром по аксіаль-

них хвильових числах kz. Тому у цьому підрозділі теоретично досліджено диспер-

сійні властивості електромагнітних поверхневих хвиль з довільними значеннями 

азимутального номера моди і малим значенням аксіального хвильового числа, що 

поширюються в циліндричних хвилеводах, що мають тонке діелектричне покрит-

тя внутрішньої поверхні і є частково заповненими плазмою без магнітного поля 

[163]. Задача розглядається в гідродинамічному наближенні, плазма вважається 

холодним радіально неоднорідним середовищем. Вивчено залежність власної час-

тоти хвиль від параметрів плазми, діелектричного шару між металевою стінкою 

хвилеводу і стовпом плазми, а також від значень аксіального хвильового числа й 

азимутального номера моди. Показано, що аксіальні фазові швидкості несиметри-

чних поверхневих мод перевищують швидкість світла в діелектрику, а при змен-

шенні товщини діелектрика до нуля (тобто уздовж межі холодна плазма без маг-

нітного поля - метал) поверхневі моди не поширюються. Дані дослідження є про-

довженням і узагальненням тих досліджень, що були започатковані в [108], на ви-

падок малих значень аксіального хвильового числа. Як приклад практичного за-

стосування отриманих теоретичних результатів зроблено також розрахунки елек-

тродинамічних параметрів стаціонарного газового розряду, підтримуваного дани-

ми ХПТ у діапазоні малих аксіальних хвильових чисел, для яких аксіальним пере-

носом енергії ХПТ можна знехтувати в порівнянні з азимутальним. Обчислено 

потужність, що поглинається газорозрядною плазмою в режимах омічного і резо-

нансного загасання цих мод, а також показано, що вироблена в розряді плазма є 

азимутально однорідною. Відмінною рисою даної теоретичної роботи є сполучен-

ня аналітичних і числових методів розв’язання складних трансцендентних рівнянь 

з безліччю коренів при дослідженні даної проблеми. Такий підхід дозволяє уник-

нути чисто обчислювальних помилок, яким піддані дослідження, що використо-

вують винятково числові методи. 

Дослідимо поширення електромагнітних ХПТ у хвилеводі циліндричної ге-
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ометрії, що складається з плазмового стовпа радіусом a і діелектричного шару то-

вщиною (b-a), охоплених металевим екраном радіусу b. Вважаємо, що метал має 

ідеальну провідність, діелектрична проникливість плазми εp=1−ωpe
2
ω

−2, (ωpe – ле-

нгмюрівська частота електронів), а шар діелектрика характеризується діелектрич-

ною проникливістю εd. 

Залежність полів ХПТ від часу t, азимутального кута ϕ і аксіальної коорди-

нати z обираємо у вигляді exp[i(kzz+mϑ − ωt)], де kz – аксіальне хвильове число, m 

– азимутальний номер моди, ω - частота ХПТ. При цьому поля ХПТ задовольня-

ють наступним крайовим умовам: - амплітуди полів даної хвилі є обмеженими в 

об’ємі хвилеводу; - тангенціальна складова електричного поля дорівнює нулю на 

внутрішній поверхні металевої камери; - тангенціальні компоненти електричних і 

магнітних полів ХПТ неперервні на межі плазма - діелектрик. Врахування нену-

льового аксіального хвильового числа призводить до зачеплення E- і H- хвиль на 

відміну від випадку АПХ [108], для яких за цих умов характерною є незвичайна 

поляризація. Тому із системи рівнянь Максвелла для ХПТ із скінченним kz дістає-

мо рівняння для всіх шести компонентів поля хвилі.  

 Здобудемо дисперсійне рівняння. У радіально неоднорідній плазмі система 

рівнянь Максвелла для шести компонентів поля ХПТ зводиться до наступної сис-

теми диференціальних рівнянь другого порядку, які є зачепленими одне з одним, 

для аксіальних компонентів електричних і магнітних полів (див., напр., [170]),  
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де аксіальний показник заломлення Nz=ckz/ω. Праві частини рівнянь (4.24) і (4.25) 

відповідно дорівнюють, 
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Інші компоненти полів ХПТ виражаються через Ez і  Bz у такий спосіб (див., напр., 

[170]), 
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де азимутальний показник заломлення Nϑ =cm/(ωr).  

У випадку слабкої радіальної неоднорідності плазми розв’язок рівнянь 

(4.24) і (4.25), що задовольняє зазначеній вище крайовій умові обмеженості на осі 

хвилеводу, можна знайти методом варіації сталої в наступному вигляді, 
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Тут A1,2 – константи інтегрування. У виразах (4.32) і (4.33) функції ϕ(r) і ψ(r) - 

розв’язки рівнянь (4.24) і (4.25) з нульовими правими частинами, обмежені на осі 

хвилеводу (при r=0), функції )r(~ϕ і )r(~ψ - лінійно незалежні від ϕ(r) і ψ(r) 

розв’язки цих же рівнянь, що мають особливість на осі. Вронскіани цих функцій 

дорівнюють відповідно: 
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Розв’язок рівнянь Максвелла в діелектричному шарі знаходиться в явному 

вигляді. Оскільки для досить короткохвильових збурень, для яких kz
2
>εdω

2
/c

2, ди-
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сперсійне рівняння не має розв’язків у вигляді ХПТ, надалі обмежимося випадком 

досить малих аксіальних хвильових чисел, для яких реалізується нерівність: 

κ
 2
=εdω

2
/c

2
− kz

2
>0.  

У діелектричному шарі радіальна залежність полів ХПТ, яка задовольняє 

зазначеним вище крайовим умовам на металевій стінці камери, визначається фун-

кціями Бесселя Jm(x) і Неймана Nm(x) у такий спосіб: 

Ez=S1[Jm(κr)Nm(κb)-Jm(κb)Nm(κr)],                                     (4.36) 

Bz=S2[Jm(κr)N’m(κb)-J’m(κb)Nm(κr)].                                     (4.37) 

Тут S1,2 – константи інтегрування. 

Внаслідок підпорядкування полів ХПТ крайовим умовам дістаємо диспер-

сійне рівняння у вигляді 

detaij=0,                                                          (4.38) 

де i, j=1, 2, 3, 4, 
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a23= a44=0,      a24=Jm(κa)Nm(κb)-Jm(κb)Nm(κa),                           (4.44) 
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a34=
κ

ω

c

i
[J’m(κa)Nm(κb)-Jm(κb)N’m(κa)],                                   (4.48) 
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ψψ

ϕψ
ψ ,        a42=ψ(a),                                         (4.49) 

a43=Jm(κa)N’m(κb)-J’m(κb)Nm(κa).                                      (4.50) 

Виявляється, що при розкритті визначника (4.38) не утворюються доданки, 

пропорційні непарним ступеням kz чи m. Отже, власні частоти ХПТ є вироджени-

ми щодо знаку аксіального хвильового числа й азимутального номера моди. А ма-

ла поправка до власної частоти ХПТ, яка обумовлена врахуванням малого kz, є 

квадратичною за аксіальним хвильовим числом. Нагадаємо, що АПХ у хвилеводі  

без магнітного поля також є виродженими щодо знака m [108]. 

Якщо плазма є радіально однорідною, то рівняння (4.24) і (4.25) звертають-

ся в однорідні рівняння Бесселя. При цьому радіальний розподіл полів Ez і Bz ви-

значається модифікованими функціями Бесселя: Ez=A1Im(k⊥r) і Bz=A2Im(k⊥r), - і всі 

елементи матриці aij виражаються в явному вигляді: 
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a21=a42=Im(k⊥a), a22=a41=0,                                          (4.52) 

a31=−εpa12.                                                    (4.53) 

Величина k⊥ визначає радіальний масштаб неоднорідності поля хвилі в плазмі, 

k⊥
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=kz
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−εpω

2
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2 .                                                (4.54) 

Умова позитивності виразу (4.54) для k⊥
2 визначає діапазон частот, у якому 

електромагнітні хвилі поширюються в плазмі у вигляді ХПТ, 

ω
2
<ωpe

2
+c

2
kz

2.                                                    (4.55) 

Таким чином, частотний діапазон (4.55) існування довгохвильових ХПТ є шир-

шим, ніж у випадку АПХ [108] (для яких kz=0). 

Подальший аналіз дисперсійного рівняння виконано для випадку вузького 

діелектричного шару, κ(b-a)<<|m|. Бо у протилежному випадку набіг фази елект-

ромагнітної хвилі в діелектричному шарі виявляється великим, і вплив плазмово-

го заповнення хвилеводу на дисперсійні властивості хвилі стає малим.  
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У загальному випадку, коли діелектрична проникливість шару εd не є занад-

то близькою до одиниці, врахування малого значення аксіального хвильового чи-

сла kz призводить до появи ще одного, більш низькочастотного (у порівнянні з ви-

падком АПХ) розв’язку. Надалі в цьому підрозділі цей розв’язок будемо називати 

повільною модою. Її частота ω
−
 слабко залежить від номера моди m і практично є 

пропорційною до величини kz, тобто величина ω− прагне до нуля при kz→0. Гру-

пова швидкість повільної моди завжди є позитивною, ∂ω−/∂ kz>0, і за модулем за-

звичай перевершує абсолютне значення групової швидкості швидкої моди.  

Про швидку моду можна сказати наступне. Її частота ω+  на границі, при 

kz→0, переходить у частоту АПХ. Якщо діелектрична постійна шару εd не є занад-

то близькою до одиниці, дисперсійна залежність швидкої моди характеризується 

негативною дисперсією, ∂ω+/∂ kz<0. При цьому врахування малого значення аксі-

ального хвильового числа призводить до невеликого зниження частоти ХПТ у по-

рівнянні з частотою АПХ. Це дозволяє обчислити частоту швидкої моди ХПТ ме-

тодом послідовних наближень, використавши за нульове наближення теорію АПХ 

[108]. Мала негативна поправка до частоти виявляється при цьому квадратичною 

за kz. 

Зростання величини аксіального хвильового числа kz призводить до того, 

що частоти швидкої та повільної мод наближаються одна до одної, і при певному 

значенні kz=k0 обидві моди характеризуються однаковою частотою ω0. Виходить, 

що для ХПТ із частотами, близькими до ω0, групова швидкість ХПТ ∂ω/∂ kz необ-

межено зростає, і поняття групової швидкості втрачає зміст. Ця обставина інтерп-

ретується в такий спосіб. Для ХПТ із частотою й аксіальним хвильовим числом, 

близькими до ω0 і k0, відповідно, обране тут представлення електромагнітного 

збурення у вигляді однієї гармоніки ∝exp[i(kzz+mϑ-ωt)] є некоректним. Поблизу 

обговорюваної точки на дисперсійній кривій залежність kz(ω) може приблизно бу-

ти описана квадратичною параболою, 

 kz(ω)=k0 -(ω -ω0)
2
/α,                                                 (4.56) 

де k0=kz(ω0), α - певна константа, що має розмірність прискорення м/с
2. Тоді елек-
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тромагнітний імпульс ∝exp[-t
2
/(2τ

2
)]cos(k0z-ω0t) тривалістю τ розпливається на ві-

дстанях порядку ατ2/2 від точки, де він був сформований.  

Аналітично розв’язок дисперсійного рівняння (4.38) вдається здобути в 

двох граничних випадках, а саме, для широких, a>>mδ, та вузьких, a<<mδ, 

плазмових хвилеводів (тут і далі δ=c/ωpe - глибина скін - шару).  

Для зручності сприйняття результати аналітичного дослідження представ-

лено у вигляді таблиці 4.1. У ній наведено асимптотичні вирази для частот ω+, ω−
 

(з точністю до малих доданків ∝kz
2) і ω0, а також максимально можливого значен-

ня аксіального хвильового числа k0 і параметра α, що характеризує відстань, на 

якій живе електромагнітний імпульс з частотою ω0.  

Таблиця 4.1 

Ве-

ли-

чи-

на 

Границя   a>>mδ Границя   a<<mδ 
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(4.66) 

 

З виразів (4.57),(4.58) і (4.62),(4.63) видно, що в загальному випадку, коли  
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діелектрична проникливість шару εd не є занадто близькою до одиниці, частота 

довгохвильових ХПТ є нижчою за частоту відповідних АПХ (за інших рівних 

умов). З асимптотичних виразів (4.57) і (4.62) дістаємо, що групова швидкість 

швидкої моди дорівнює нулю в загальному випадку тільки при kz=0. Відзначимо, 

що у випадку вакуумного шару, εd=1, частота швидкої моди визначається як сума 

частоти АПХ і наступної малої поправки ∝kz
4 (тобто другим наближенням). 

Більш детальну інформацію про властивості ХПТ можна одержати шляхом 

числового аналізу дисперсійного рівняння (4.38). Результати дослідження пред-

ставлені у вигляді графіків на рис. 4.6 – 4.10. Проаналізуємо ці графічні залежнос-

ті. 

На рис. 4.6 і 4.7 суцільною лінією показані результати числового 

розв’язання дисперсійного рівняння (4.38) для ХПТ з азимутальними номерами  
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m=2 (рис. 4.6) і m=3 (рис. 4.7). При цьому були обрані наступні значення параме-

трів хвилеводу: частка глибини скін - шару до радіуса плазми δ/a=0.3; діелектри-

чна проникливість шару εd=2; ширина діелектричного шару (b-a)=0.1a. Відзначи-

мо слабку відмінність поводження дисперсійних кривих повільної моди на цих 

графіках. Значення частоти ω− на рис. 4.6 і рис. 4.7 навіть при kza=0.4 розрізня-

ються не більше, ніж на 6%. Штриховими лініями на малюнках зображено криві, 

побудовані за асимптотичними формулами (4.57) і (4.58) для швидкої і повільної 

мод, - вони позначені трикутниками і хрестами, відповідно. За умов рис. 4.6 точ-

ність асимптотичної формули (4.59) для частоти ω0 складає 12%. 

 Як видно, зокрема, з асимптотичної формули (4.57), мала поправка, яка 

обумовлена врахуванням аксіального хвильового числа, до частоти швидкої моди 

ХПТ, є квадратичною за kz тільки у випадку, якщо діелектрична проникливість 

εd≠1. Сімейство дисперсійних кривих для ХПТ, що поширюються з азимутальним 

номером моди m=2 у хвилеводах з різними діелектричними властивостями шару, 

представлено на рис. 4.8. Значення інших параметрів хвилеводу обрані такими ж, 

як для рис. 4.6. Суцільна лінія відповідає випадку, коли плазмовий стовп відокре-

млено від металевої стінки хвилеводу вакуумним шаром (εd=1). Як видно, при 

цьому існує тільки швидка мода, і дисперсійна залежність ХПТ характеризується 

тільки позитивною дисперсією. Поводження дисперсійної кривої при εd=1 якісно 

збігається з тим, що наведено в [110] для випадку плазмового хвилеводу, який 

поміщено в слабке аксіальне магнітне поле й оточено вакуумним шаром, і в [73] – 

для випадку коаксіального плазмового шару у вакуумі. Повільна мода з'являється 

тільки при εd>1. Штрихова лінія на рис. 4.8 побудована для умов діелектричного 

шару з εd=1.05. У випадку, коли діелектрична стала слабко відрізняється від оди-

ниці, дисперсійна крива швидкої моди містить ділянку з позитивною, ∂ω+/∂ kz>0, 

дисперсією (при малих значеннях kz<0.5k0) і ділянку з негативною, ∂ω+/∂ kz<0, 

дисперсією при великих (близьких до k0) значеннях аксіального хвильового числа. 

Тобто для швидкої моди при значенні εd, що мало відрізняється від одиниці, існує 

таке значення kz≠0, при якому групова швидкість звертається в нуль. Іншими сло- 
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вами, для будь-якого значення номера азимутальної моди m і радіуса хвилеводу 

можна підібрати таке значення εd, близьке до одиниці, при якому ХПТ із kz≠0 не 

буде переносити енергію в аксіальному напрямку. Пунктирна лінія на рис. 4.8 ві-

дповідає випадку εd=1.2. Ця крива характеризується дуже малою груповою швид-

кістю. Навіть при kza=0.5 значення частоти ω+ менше частоти ω+(kz=0), тобто ме-

нше частоти АПХ, тільки на одиницю в третьому знаку після коми. Як видно, уже 

при невеликих відмінностях εd від одиниці дисперсійна крива ω+ не містить діля-

нки з позитивною дисперсією. При подальшому збільшенні проникливості εd діе-

лектричного шару, коли εd уже не є занадто близькою до одиниці, дисперсійна за-

лежність швидкої моди характеризується тільки негативною дисперсією, 

∂ω+/∂ kz<0. Наприклад, штрих – пунктирну лінію на рис. 4.8 побудовано для ви-

падку εd=1.4. Якісне поводження цієї кривої вже практично не відрізняється від 

залежності, представленої на рис. 4.6 і 4.7 для випадку εd=2. 

На рис. 4.9 суцільною лінією показано числовий розв’язок дисперсійного 

рівняння як залежність власної частоти ХПТ, нормованої на ленгмюрівську часто- 
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ту, від кривини 1/a межі поділу плазма - діелектрик, помноженої на глибину скін - 

шару. Значення аксіального хвильового числа було фіксовано, kzδ=0.15. Інші па-

раметри мають ті ж значення, що і для рис. 4.6. Штриховою лінією для порівнян-

ня показано аналогічну залежність для АПХ (kz=0).  

 Результати числового розв’язання дисперсійного рівняння для ХПТ у тон-

кому хвилеводі, δ/a=3, наведено на рис. 4.10 суцільною лінією. Штриховими ліні-

ями на рисунку зображено криві, побудовані за асимптотичними формулами 

(4.62) і (4.63) для швидкої і повільної мод, - вони позначені трикутниками і хрес-

тами, відповідно. Значення інших параметрів обрано такими ж, як для рис. 4.6. Ін-

тервал значень добутку kza, для якого хвиля має поверхневий характер, у цьому 

випадку виявився на порядок меншим, ніж для умов рис. 4.6, коли хвилевід вва-

жався широким.  

Тепер побудуємо електродинамічну модель газового розряду на ХПТ і при-

ведемо результати аналітичних розрахунків ефективності передачі енергії АПХ до 
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газорозрядної плазми в режимах високого і низького тиску робочого газу. У пер-

шому випадку основним механізмом є омічна дисипація, як це і буває для поверх-

невих хвиль інших типів [84, 86].  

Нехтуючи радіальною неоднорідністю плазми, для полів АПХ із рівнянь 

Максвелла можна одержати такі вирази: 
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де A2 - нормувальний множник, k⊥ визначено формулою (4.2). Тоді для усередне-

них за радіусом значень потоку Sϕ енергії АПХ і кількості її енергії Qoh , що пог-

линається плазмою за одиницю часу на одиницю довжини розряду, одержуємо в 

граничному випадку вузького хвилеводу, a<<mδ: 
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де ν - ефективна частота зіткнень частинок плазми, δ - глибина скін - шару. 

 При зниженні тиску робочого газу величина ν зменшується, а разом із нею і 

ефективність омічного каналу дисипації енергії, тому варто шукати інші канали 

передачі енергії і врахувати реально існуючу радіальну неоднорідність плазми в 

розряді. Основним механізмом при цьому стає резонансне загасання АПХ внаслі-

док її конверсії в плазмову моду на периферії неоднорідної плазми, де εp(r
*
)=0. 

Тоді в перехідному шарі основним компонентом поля АПХ є радіальне електрич-

не поле: 
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Кількість енергії АПХ, що поглинається в резонансний спосіб, при цьому визна-

чається наступною формулою: 
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 Виконаємо числові оцінки кількості енергії АПХ, що поглинається в режи-

мах з високим і низьким тиском. При цьому виберемо наступні значення парамет-
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рів розряду: густина плазми np = 1011 см-3,  частота генератора f = 2.45 ГГц, тем-

пература електронів Te = 1 еВ, ν = 108 c-1, - які є характерними для випадку сучас-

них [84] розрядів на різного типу поверхневих хвилях. У результаті одержимо на-

ступну частку кількості енергії АПХ, що поглинається в різних режимах: 

a
m

078,0

Q

Q

res

oh
≅ ,                                                   (4.71) 

де a слід підставляти в см. Зі співвідношення (4.71) видно, що для розрядної ка-

мери з a = 10 см уже використання АПХ із m = 2 призведе до того, що резонансне 

загасання буде служити основним каналом передачі енергії в плазму. Важливо та-

кож зазначити, що при цьому кутова довжина розряду ϕ0, яку можна обчислити з 

рівняння балансу енергії 

 dSϕ/dϕ=-Q,      (4.72) 

виявляється досить великою, ϕ0≈10am
 -2. Тому можна вважати плазму, яка підт-

римується в розряді, достатньо однорідною в азимутальному напрямку. За фізич-

ним змістом ϕ0 – це кут, на якому потік енергії хвилі зменшується в “е” разів [85]. 

 Наведеними результатами в першому наближенні можна користуватися і 

при розрахунку розрядів на довгохвильових несиметричних поверхневих модах, 

беручи до уваги наявність у дисперсії цих хвиль таких діапазонів kz, де їхня гру-

пова швидкість є близькою до нуля, оскільки в цьому випадку перенос енергії в 

аксіальному напрямку практично відсутній.  

 Підіб’ємо підсумки. У цьому підрозділі теоретично показано, що в цилінд-

ричних металевих хвилеводах, які частково заповнено плазмою без магнітного 

поля, є можливим поширення ХПТ із довільним значенням азимутального номера 

моди m і малим значенням аксіального хвильового числа, що визначається умо-

вою: kz
2
<εdω

2/
c
2. Отримано дисперсійне рівняння (4.38) для цих хвиль у випадку 

неоднорідного радіального профілю густини плазми. Виконано аналітичні і чис-

лові дослідження цього рівняння у випадку однорідного профілю густини. Пока-

зано гарний збіг результатів числового розв’язання дисперсійного рівняння й ана-

літичних виразів для власної частоти. 
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Установлено, що в загальному випадку, коли діелектрична проникливість 

шару εd не є занадто близькою до одиниці, наявність скінченного значення аксіа-

льного хвильового числа kz у ХПТ призводить до зниження частоти швидкої моди 

в порівнянні з випадком АПХ і появі другого, принципово нового розв’язку, якого 

не було у випадку АПХ, а саме – повільної моди. Частота повільної моди практи-

чно є пропорційною величині аксіального хвильового числа. Показано, що групо-

ва швидкість швидкої моди за абсолютною величиною є істотно меншою за гру-

пову швидкість повільної моди для всіх аксіальних хвильових чисел, за винятком 

тих, що є близькими до k0. Більше того, якщо діелектрична проникливість діелек-

тричного шару слабко відрізняється від одиниці, то перенесення енергії швидкої 

моди ХПТ уздовж осі хвилеводу практично дорівнює нулю в значному діапазоні 

аксіальних хвильових чисел. 

Знайдено граничні значення аксіального хвильового числа kz=k0 (див. таб-

лицю 4.1 і рис. 4.6, 4.7, 4.8, 4.10), при перевищенні яких поля даного електромаг-

нітного збурення вже не зменшуються монотонно при віддаленні від межі поділу 

плазма – діелектрик у глибину плазми, тобто коли вже немає підстав вважати це 

збурення поверхневим. Обчислено аналітичні вирази для відповідних значень ча-

стоти ω0 ХПТ і дано фізичне пояснення того, що поблизу ω0 групова швидкість 

ХПТ необмежено зростає. 

Як показано в цьому підрозділі, частота ХПТ є меншою за частоту АПХ за 

інших рівних умов, якщо діелектрична проникливість шару не є занадто близькою 

до одиниці. У цьому полягає якісна відмінність здобутих результатів від результа-

тів роботи [74], у якій було отримане зростання частоти ХПТ у порівнянні з час-

тотою АПХ у випадку вакуумного шару. (У роботі [74] досліджено поширення 

ХПТ у плазмовому стовпі, який поміщено в слабке магнітне поле і відокремлено 

від металевої камери скінченним вакуумним шаром. Дисперсійні властивості 

ХПТ вивчено там тільки для окремих значень азимутального номера моди m і 

тільки числовими методами.)  

У цьому підрозділі також наведено результати аналітичних розрахунків 

електродинамічної моделі джерела плазми, що використовує поширення АПХ для 
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підтримання розряду. При цьому відзначене зменшення частоти ХПТ, яке здобуто 

в даному підрозділі, представляється зручним для використання цих мод з метою 

підтримання газового розряду. Це пояснюється тим, що збурення з меншими фа-

зовими швидкостями краще взаємодіють з частинками газорозрядної плазми, пе-

редаючи їм свою енергію. Обчислено усереднені за радіусом значення потоків 

енергії АПХ і їхньої потужності, що поглинається плазмою в режимах омічної ди-

сипації і резонансної конверсії енергії АПХ. Оскільки в сучасних плазмових тех-

нологіях [84] використовується в основному режим низького тиску робочого газу, 

то основним каналом передачі енергії АПХ до плазми буде, звичайно, її конверсія 

в плазмову моду. При цьому розряд буде характеризуватися досить однорідним 

профілем уздовж азимутального кута, що є дуже важливим для практичного ви-

користання таких розрядів у сучасних плазмових технологіях. 
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4.3. Довгохвильові несиметричні поверхневі хвилі  

в магнітоактивних циліндричних хвилеводах, повністю заповнених плазмою 

 

Дисперсійні властивості електромагнітних хвиль, що поширюються строго 

уздовж азимута поперек зовнішнього магнітного поля в циліндричних плазмових 

хвилеводах, повністю заповнених плазмою з однорідним радіальним профілем гу-

стини, також названих АПХ, досліджено в [120] і на потенційній границі – у [92]. 

Вплив малих аксіальних хвильових чисел на дисперсійні властивості поверхневих 

електромагнітних хвиль на межі циліндрична плазма - метал раніше не було дос-

ліджено. Для довільних значень параметрів магнітоплазмової системи, азимута-

льного хвильового числа m і аксіального хвильового числа kz дисперсійні власти-

вості ХПТ можуть бути досліджені тільки числовими методами. А в діапазоні ве-

ликих аксіальних довжин хвиль ця задача допускає розв’язання в рамках теорії 

збурень, причому роль нульового наближення грають АПХ [120]. У цьому під-

розділі теоретично досліджено дисперсійні властивості електромагнітних поверх-

невих хвиль з довільними значеннями азимутального номера моди і малим зна-
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ченням аксіального хвильового числа, що поширюються в циліндричних метале-

вих хвилеводах, які повністю заповнено холодною магнітоактивною радіально 

неоднорідною плазмою [164]. Визначено частотні діапазони існування досліджу-

ваних хвиль. Визначено умови резонансної взаємодії поверхневої незвичайної й 

об'ємної звичайної мод. Вивчено залежність власної частоти хвиль від параметрів 

плазми, а також від значень аксіального хвильового числа й азимутального номе-

ра моди. Отримано наочні аналітичні вирази для власних частот зазначених мод, 

що поширюються в однорідній плазмі. 

Нехай круглий циліндричний металевий ідеально провідний хвилевод раді-

уса a буде цілком заповнений плазмою, яку вважаємо однорідною уздовж осі z і за 

азимутальним кутом ϑ (у циліндричних координатах). Зовнішнє магнітне поле 

спрямоване уздовж осі хвилеводу, тобто zH
0

r

r

. Радіальна залежність полів елект-

ромагнітної хвилі ∝exp[i(kzz+mϑ − ωt)] визначається рівняннями Максвелла, 

ε1Er+iε2Eϑ=−NϑBz+NzBϑ;     (4.73) 
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У випадку АПХ, що поширюються точно за азимутальним кутом (kz=0), си-

стема рівнянь (4.73) - (4.78) розпадається на дві підсистеми. Одна з них, що скла-

дається з рівнянь (4.75), (4.76) і (4.77), описує в цьому випадку H - хвилю з ком-

понентами поля Ez, Br, Bϑ. Інші рівняння (4.73), (4.74) і (4.78) описують E - хвилю 

з компонентами поля Er, Eϑ, Bz. Таким чином, E- і H- моди АПХ поширюються не-

залежно. У випадку довгохвильових ХПТ із малим, але скінченним аксіальним 

хвильовим числом kz E - хвиля і H - хвиля виявляються слабко зв'язаними. Для ви-
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вчення дисперсійних властивостей таких хвиль застосуємо теорію збурень, вико-

риставши за нульове наближення теорію АПХ [120]. 

Обмежимося дослідженням випадку густої плазми, у якій ωpe
2
>>ωce

2
. Така 

умова завжди виконується для n - напівпровідникової плазми, але вона може бути 

реалізована й у лабораторній газовій плазмі у випадку слабкого магнітного поля. 

Саме такий граничний випадок становить найбільший інтерес для плазмових тех-

нологій [84]. Нагадаємо також, що дисперсійні властивості АПХ у замагнічених, 

ωpe
2
<ωce

2
, циліндричних плазмових хвилеводах досліджено в підрозділі 4.1. 

Поля ХПТ задовольняють наступним крайовим умовам: амплітуди полів 

хвилі обмежені в об’ємі хвилеводу; тангенціальна складова електричного поля 

звертається в нуль на внутрішній поверхні металевої камери.  

Здобудемо дисперсійне рівняння для довгохвильових ХПТ у радіально не-

однорідній плазмі. Якщо знехтувати доданками другого і більш високого порядку 

малості за аксіальним хвильовим числом kz, то рівняння (4.73) - (4.78) можна звес-

ти до двох диференціальних рівнянь другого порядку для аксіальних компонентів 

електричних і магнітних полів у радіально неоднорідній плазмі, 
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Малі праві частини (4.79) і (4.80) мають наступний вигляд, 
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Глибини проникнення H - хвилі (звичайно поляризованої) k0
-1

 і E - хвилі (незви-

чайно поляризованої) kH
-1

 визначаються через компоненти тензора εik , 

k0
2
=-(ω/c)

2
ε3,  kН
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2
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2
, NН

2
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2
)(µ

2
−1), µ=ε2/(ε1-Nz

2
). (4.83) 

Систему «нерозщеплених» рівнянь для поздовжніх компонентів електрома-
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гнітного поля Ez і Bz для випадку довільних значень kz і радіально однорідної пла-

зми в аксіальному магнітному полі було отримано в [225]. 

Розв’язок рівнянь (4.79) і (4.80) знаходимо методом варіації сталої,  
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Тут ψ(r) і ϕ(r) - обмежені на осі циліндра (при r=0) розв’язки рівнянь (4.79) і 

(4.80) відповідно з нульовою правою частиною, а ( )r~
ψ  і ( )r~

ϕ  - лінійно незалежні 

від ψ і ϕ розв’язки цих рівнянь. Розв’язки (4.84) і (4.85) містять дві константи ін-

тегрування A1 і A2, оскільки дві інші ми визначили з умови обмеженості полів Ez і 

Bz на осі хвилеводу, де ϕ~  і ψ~  мають особливості. Вронскіан функцій ψ(r) і ( )r~
ψ  

дорівнює, 
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вронскіан функцій ϕ(r) і ( )r~
ϕ  є зворотно пропорційним до координати r, 
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Відповідно до системи рівнянь (4.73) - (4.78) азимутальний компонент електрич-

ного поля виражається через Ez і  Bz у такий спосіб (див., наприклад, [75]), 
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Накладення крайових умов на поля Eϑ і Ez на внутрішній поверхні метале-

вого хвилеводу дозволяє записати дисперсійне рівняння довгохвильових ХПТ у 

наступному виді, 

A12A21=A11A22,       (4.89) 

де 

A21=ϕ(a) ,            (4.90) 
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ψϕ
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Слід зазначити, що з одного боку, дисперсійне рівняння (4.89) є узагальненням 

дисперсійного рівняння, отриманого в [120], на випадок малих kz, а з іншого боку 

- є частинним випадком загального дисперсійного рівняння, отриманого в [73] для 

визначення спектру власних частот коаксіального плазмового хвилеводу в скін-

ченному магнітному полі. Обговоримо структуру дисперсійного рівняння (4.89). 

Вона є аналогічною до структури дисперсійного рівняння слабко зв'язаних коли-

вань. У цій схемі умова A12=0 відіграє роль дисперсійного рівняння незвичайних 

АПХ (Е – хвилі), розв’язок якого ω0 вважаємо відомим. Знакоперемінність саме 

множника A12 в межах частотних діапазонів існування досліджуваних хвиль, ви-

значених у [120] для випадку АПХ, забезпечує існування розв’язку рівняння 

(4.89). Умова A21=0 представляла б собою дисперсійне рівняння звичайних АПХ 

(H - хвилі), але воно має розв’язки тільки у вигляді об'ємних хвиль. Права частина 

дисперсійного рівняння (4.89) є квадратичною за малим аксіальним хвильовим 

числом kz, яке відіграє роль параметра слабкого зв'язку між Е- і Н- хвилями. Ці 

обставини дають підстави зробити висновок, що поправка ∆ω до власної частоти 

довгохвильових ХПТ є квадратичною за аксіальним хвильовим числом, ∆ω∝kz
2
. 

Підкреслимо, що аксіальне хвильове число входить також до лівої частини диспе-

рсійного рівняння (4.89) через глибину kH
-1

 проникнення ХПТ до плазми. 

Подальший розгляд проведемо для випадку однорідного радіального профі-

лю густини. Таке обмеження виправдовується наступним. По-перше, ця модель 

добре описує випадок твердотільної плазми. По-друге, радіальною неоднорідніс-

тю густини можна знехтувати, якщо густина слабко змінюється на відстанях по-

рядку глибини проникнення хвилі до плазми. А у випадку підтримання газового 
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розряду поверхневою хвилею однорідність густини забезпечується саме на відс-

танях порядку глибини проникнення хвилі до плазми. 

У випадку радіально однорідної плазми рівняння (4.79) і (4.80) для Ez і Bz 

являють собою неоднорідні рівняння Бесселя. Розв’язки відповідних однорідних 

рівнянь, обмежені на осі хвилеводу, виражаються через модифіковані функції 

Бесселя, 

ψ=Im(k r),           ϕ=Im(k0 r).      (4.94) 

Лінійно незалежні від них розв’язки рівнянь (4.79) і (4.80) – це функції Макдона-

льда, 

( )rkK
~

Hm
=ψ  ,           ( )rkK

~
0m

=ϕ .      (4.95) 

 Розв’язки (4.94) і (4.95) можна застосовувати, якщо k0
2
>0 і kН

2
>0. Саме умо-

ва kН
2
>0 визначає частотні діапазони існування ХПТ, що на границі kz=0 збіга-

ються з діапазонами існування АПХ [120]: ХПТ із позитивними азимутальними 

номерами m поширюються в діапазоні, який називатимемо в цьому підрозділі ни-

зькочастотним (НЧ), 

|ωce| 2
ce

2
pe

2
z

22
pi kc

ωω

ω

+

+

 <ω <|ωce| ,      (4.96) 

а з негативними азимутальними номерами m - у діапазоні, який називатимемо в 

цьому підрозділі високочастотним (ВЧ), 

2
z

22
pe

2
ce kc++ωω <ω <0.5|ωce|+ 2

z
22

pe
2
ce kc25,0 ++ωω  .  (4.97) 

Така властивість поверхневих хвиль, поширюватися тільки в одному напрямку 

поперек зовнішнього магнітного поля, добре відома для хвилеводів із межею пла-

зма - метал [92, 115]. Вона називається односпрямованістю і може бути дуже ко-

рисною у різних радіотехнічних пристроях, де необхідно забезпечити відсутність 

відбитого сигналу. 

Величина k0
2
 має різні знаки в діапазонах (4.96) і (4.97): так, у НЧ діапазоні 

k0
2
>0, а у ВЧ діапазоні вона стає негативною, k0

2
<0. 

Дослідимо спочатку низькочастотні довгохвильові ХПТ в однорідному пла-

змовому хвилеводі. У випадку однорідного профілю густини вирази (4.81) і (4.82) 
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для правих частин рівнянь (4.79) і (4.80) помітно спрощуються, 
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N
iNEK̂
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−=  ;      
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c
iNBM̂

ω
µ= .     (4.98) 

При цьому дисперсійне рівняння (4.89) записується в наступному явному вигляді, 

A11=Nzµk0
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A12= 
2

H
N

i
[NHI’m(kHa)+µNϑIm(kHa)],     (4.100) 

A21=Im(k0a),      (4.101) 

A22=−i 
2

2

c

ω

NzµaKm(k0a)Q ,     (4.102) 

Q=(k0
2
-kH

2
)[k0Im(kHa)I’m(k0a)-kHIm(k0a)I’m(kHa)] .   (4.103) 

Врахування малого значення аксіального хвильового числа kz призводить до 

появи ще одного (у порівнянні з випадком АПХ) розв’язка дисперсійного рівнян-

ня. Надалі в цьому підрозділі цей розв’язок будемо називати повільною модою. 

Для НЧ діапазону її частота ω
−
 практично є пропорційною до величини kz, тобто 

величина ω− прагне до частоти відсічення при kz → 0 (див. рис. 4.11). Групова 

швидкість повільної моди завжди позитивна, ∂ω−/∂ kz>0, і за модулем перевершує 

абсолютне значення групової швидкості швидкої моди. 

Про швидку моду можна сказати наступне. Як і для випадку немагнітоакти-

вної плазми, її частота ω+  на границі, при kz → 0, переходить у частоту АПХ. Ди-

сперсійна крива швидкої моди містить при дуже малих значеннях kz ділянку з по-

зитивною дисперсією, ∂ω+/∂ kz>0. При цьому врахування малого значення аксіа-

льного хвильового числа призводить до невеликого підвищення частоти ХПТ у 

порівнянні з частотою АПХ. Це дозволяє обчислити частоту швидкої моди ХПТ 

методом послідовних наближень у вигляді ω+ = ω0+∆ω, використавши за нульове 

наближення теорію АПХ [120]. Тобто, величина ω0 являє собою частоту АПХ у  
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розглянутому хвилеводі. Мала поправка ∆ω до частоти виявляється при цьому 

квадратичною за kz, 
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Прості аналітичні розв’язки дисперсійного рівняння (4.89) вдається здобути в 

двох граничних випадках, а саме, у широких, a>>mδ, і вузьких, a<<mδ, хви-

леводах для ХПТ із даним m.  Для зручності результати аналітичного дослідження 

зведено в таблицю 4.2.  

 З аналізу виразів (4.106) і (4.108) дістаємо, що теорію послідовних набли-

жень можна застосовувати для вивчення дисперсійних властивостей швидкої мо-

ди довгохвильових НЧ ХПТ у досить широкому діапазоні аксіальних хвильових 

чисел. У випадку широких хвилеводів цей діапазон визначається наступною нері-

вністю: 

kz
2
<<8(m/a)

2
,      (4.109) 
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Таблиця 4.2 

Величина Границя   a<<mδ Границя   a>>mδ 
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
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∆ω≈ 

( ) 0

2

z

2

m

ak

1m2

a

2

1
ω

δ

















+
   (4.106) 

(3/8)(kza/m)
2
ω0   (4.108) 

 

У випадку вузьких хвилеводів діапазон застосовності аналітичного розв’язка стає 

ще ширшим,  

( )222

z
a)1m(m8k δ+<< .     (4.110) 

При подальшому зростанні kz частота ω+ досягає максимуму, і далі спосте-

рігається ділянка з негативною дисперсією, ∂ω+/∂ kz<0 (див. рис. 4.11). Потім час-

тоти швидкої і повільної мод наближаються одна до одної, і при певному значенні 

kz=km обидві моди характеризуються однаковою частотою ωm. Дістаємо, що для 

ХПТ із частотами, які є близькими до ωm, групова швидкість ХПТ ∂ω/∂ kz необ-

межено зростає, і поняття групової швидкості втрачає зміст. Для ХПТ із частотою 

й аксіальним хвильовим числом, які є близькими до ωm і km , відповідно, обране 

тут представлення електромагнітного збурення у вигляді однієї гармоніки ∝exp 

[i(kzz+mϑ-ωt)] є некоректним. Якщо поблизу обговорюваної точки на дисперсій-

ній кривій залежність kz(ω) приблизно описати квадратичною параболою, 

kz(ω)=km -(ω -ωm)
2
/α,      (4.111) 

де km= kz(ωm), α - певна константа, що має розмірність прискорення м/с
2
, тоді еле-

ктромагнітний імпульс ∝exp[-t
2
/(2τ

2
)]cos(kmz-ωmt) тривалістю τ розпливається на 

аксіальних відстанях порядку ατ
2
/2 від точки, де він був сформований.  

 Порівняємо здобуті аналітичні результати дослідження дисперсійного рів-

няння (4.89) з результатами його числового розв’язання. На рис. 4.11 представле-

но залежність ω(kz) для ХПТ із НЧ діапазону (4.96). Обрано наступні значення па-

раметрів хвилі і плазмового стовпа: m=3, ωpe=5|ωce|, a=10δ. Як уже відзначалося, 
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застосовність нашого розгляду обмежена в цьому випадку значенням добутку kza, 

для якого має виконуватись нерівність kza<m. Суцільною лінією зображено дис-

персійну криву швидкої моди, штриховою лінією – повільної моди. Пунктирна 

лінія, яка позначена кільцями, указує границю частотного діапазону (4.96). Пунк-

тирну лінію, яку позначена хрестами, побудовано за асимптотичними формулами 

(4.107) і (4.108).  

 Тут не наведено дисперсійної кривої для випадку вузького хвилеводу, оскі-

льки в цьому випадку залежність ∆ω(kz)  виражена дуже слабко (див. (4.106)). 

 Дослідимо тепер випадок високочастотних довгохвильових ХПТ в однорід-

ному плазмовому хвилеводі. У ВЧ діапазоні (4.97) реалізуються умови для поши-

рення об'ємних H - хвиль. При цьому розв’язок рівняння (4.80) з нульовою пра-

вою частиною вибираємо у вигляді  

( )rkJ
1m

=ϕ  ,     ( )rkN~
1m

=ϕ ,     0kk
2

0

2

1
>−= ,     (4.112) 

де Jm – функція Бесселя і Nm – функція Неймана [226]. У дисперсійному рівнянні 

(4.89) для ВЧ ХПТ із негативними азимутальними номерами моди коефіцієнт A12 

як і раніше визначається виразом (4.100), а інші коефіцієнти Aij у цьому випадку 

дорівнюють відповідно 
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( )akJA
1m21
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A µ

ωπ
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0

Hm1m1
drrkIrkrJQ .   (4.115) 

 Аналіз дисперсійного рівняння (4.89) показує, що у вузьких хвилеводах ВЧ 

АПХ не поширюються. Аналітична оцінка радіуса хвилеводу, у якому можуть іс-

нувати ВЧ АПХ, визначається наступною нерівністю, a/δ>ωpe|m/ωce|. Для ВЧ 

АПХ з азимутальним номером моди m = −2 у випадку, коли ωре = 3 |ωсе|, ця аналі-

тична оцінка вказує, що ВЧ АПХ можуть поширюватися тільки в хвилеводах, ра-

діус яких у шість разів більший за глибину скін – шару δ. Числовий аналіз також 

показав, що дисперсійне рівняння АПХ, A12 = 0, має розв’язки при а>5δ, що підт-
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верджує справедливість аналітичних розрахунків. 

 У широких хвилеводах власну частоту ВЧ АПХ можна приблизно визначи-

ти в такий спосіб, 

( )2222
ce

2
pe0 acm++= ωωω  .     (4.116) 

Тоді для аргументу (k1a) функції Бесселя в коефіцієнті А21 одержуємо значення 

( )2
1

222

ce

2

1
camak ω+≈  .     (4.117) 

Якщо прикладене магнітне поле і розміри хвилеводу не занадто великі, так що 

має місце нерівність: 

22

s,m

22

ce

2
mjca −<ω  ,     (4.118) 

то власні об'ємні звичайні азимутальні хвилі в такому хвилеводі не поширюються. 

Тут  j|m|,s - значення s-го кореня функції Бесселя порядку |m|, J|m|(j|m|,s)=0. У цьому 

випадку поправка до частоти ВЧ ХПТ, яка обумовлена врахуванням скінченного 

аксіального хвильового числа, є позитивною, 
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ce
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2
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2

z
c/amNc/amJNm5.0N5.0 ωωωπωω∆ ++′+=  .  (4.119) 

 На рис. 4.12 наведено результати числового розв’язання дисперсійного рів-

няння (4.89) для ХПТ з азимутальним номером моди m = −2. По осях відкла- дені 

ті ж величини, що і на рис. 4.11. Межі частотного діапазону (4.97) показано пунк-

тирною лінією з кільцями. Пунктирну лінію, яку позначено хрестами, побудовано 

за асимптотичними формулами (4.116) і (4.119). Відзначимо, що для обраних па-

раметрів хвилі і плазми усі власні частоти об'ємної звичайної хвилі, які порахова-

но з умови: 

k1a=j|m|,s  ,      (4.120) 

лежать вище частотного діапазону (4.97). 

Представляється важливим спробувати зіставити результати, наведені у цьо-

му підрозділі, з положеннями роботи [74], у якій проведено докладний числовий 

аналіз дисперсійних властивостей квадрупольних (m=± 2) і октопольних (m=± 3) 

мод ХПТ. У [74] числовими методами досліджено дисперсійні властивості ХПТ, у 

тому числі для хвилеводів з вузьким вакуумним шаром (аж до (a-apl)=0.1a, де apl  
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– радіус плазмового циліндра) і для хвиль з малим аксіальним хвильовим числом 

(аж до kza =0.1). На перший погляд, у цьому випадку можна було б очікувати, що 

наведені в [74] дисперсійні властивості ХПТ виявляться близькими до властивос-

тей АПХ на межі плазма - метал. Але, як показано в роботі [90], наявністю вакуу-

много шару між металевою стінкою хвилеводу і плазмою можна знехтувати тіль-

ки в тому випадку, якщо досліджуються дисперсійні властивості АПХ у хвилеводі 

з настільки вузьким шаром, що виконується наступна нерівність: 

( )
pece

m2aab ωω<<−  .      (4.121) 

Незважаючи на великий обсяг виконаних у [74] числових розрахунків для різних 

ширин вакуумного шару, у жодному з них умова (4.121) не реалізується. Тому 

жоден із графіків, наведених у [74], не підходить для порівняння з результатами 

цієї роботи. Разом з тим, наведені в [74] результати числового розв’язання диспе-

рсійного рівняння на довгохвильовій границі добре узгоджуються з результатами 

роботи А. Кондратенка із співавторами [90], де досліджені дисперсійні властивос-

ті АПХ за наявності вакуумного шару між плазмовим циліндром і металевою ка-

мерою. 
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 Дослідимо резонансну взаємодію довгохвильових незвичайних ХПТ із 

об’ємними звичайними хвилями. Зі збільшенням радіуса а хвилеводу та/або маг-

нітного поля можуть реалізуватися умови збігу власних частот незвичайної АПХ і 

звичайної азимутальної об'ємної хвилі. Ці умови можна оцінити з формули 

(4.118), якщо в ній знак нерівності замінити знаком рівності. За цих умов диспер-

сійне рівняння (4.89) набуває вигляду квадратного рівняння відносно поправки 

∆ω,  
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При його розв’язанні можна знехтувати першим доданком у дужках у лівій части-

ні рівняння (4.122), що є квадратичним за аксіальним хвильовим числом, у порів-

нянні з другим, який є лінійним за kz, тоді розв’язок дисперсійного рівняння набу-

ває вигляду ω=ω0+∆ω, де 

222

s,m

2
pe0 a/cj+= ωω  ,    (4.123) 

( )
2

1

ms,mms,mz0 JjNj
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NN 
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




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π
ωω∆

ϑ
 ,   (4.124) 

середнє значення ( )( )akaI/kQJ
нmн1m

= . 

За зазначених умов вплив малих аксіальних хвильових чисел на власну час-

тоту ХПТ виявляється сильнішим: поправка ∆ω  (4.123) до частоти, яка обумов-

лена врахуванням малого kz, виявляється прямо пропорційною аксіальному хви-

льовому числу, ∆ω 1

z
k∝ . Тому ці умови природно назвати резонансними. Мініма-

льне магнітне поле, яке є необхідним для досягнення резонансних умов, відпові-

дає хвилі з азимутальним номером моди m = −1. Воно визначається в такий спо-

сіб: 68.131jca
2
1,1

22
ce

2
≈−=ω . Оцінимо, при яких значеннях магнітного поля H0 і 

радіуса хвилеводу a можна досягти це співвідношення: aH0 ≈  6000 (Гс см). Вихо-

дить, для хвилеводу з радіусом a ≈20 см потрібне не дуже сильне магнітне поле, 

H0 ≈300 Гс. Для широких хвилеводів, у яких a=10δ, ця умова виконується, якщо 
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ωpe =2.7|ωce|. Числовий аналіз дисперсійного рівняння (4.89) показав високу точ-

ність цієї оцінки: розв’язки рівнянь 
0k12

z

A
=

=0 і A21=0 щодо частоти збігаються з 

великою точністю, включаючи третій знак після коми, якщо ωpe =(2.686 

÷2.695)|ωce|. 

 На рис. 4.13 представлено результати числового аналізу дисперсійного рів-

няння (4.89) для хвиль з азимутальним номером моди m = −1 у резонансному ви-

падку: a=10 δ, ωpe =2.695|ωce|. Суцільною лінією показано дисперсійну криву 

ХПТ, штриховою лінією - криву об'ємної звичайної хвилі. Якщо ж величина маг-

нітного поля ледве перевищує резонансне значення, то при малих аксіальних хви-

льових числах дисперсійні криві ХПТ і об'ємної звичайної хвилі міняються міс-

цями в порівнянні з випадком, який зображено на рис. 4.13. На рис. 4.14 продемо-

нстровано числове дослідження дисперсійне рівняння (4.89) для хвилеводу з ωpe 

=2.686|ωce|. Інші параметри хвиль і хвилеводу такі ж, як і для розрахунків, які на- 
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ведено на рис. 4.13. 

 Якщо величина магнітного поля відрізняється від резонансного значення, 

наприклад, перевищує його, як це показано на рис. 4.15, то залежність частоти 

хвилі від малого аксіального хвильового числа починає відрізнятися від лінійної. 

При побудові графіка на рис. 4.15 магнітне поле вибиралося на 2% сильнішим, 

ніж для рис. 4.14, ωpe =2.636|ωce|. Інші параметри хвилі і хвилеводу ті ж, що і для 

рис. 4.13. 

 Нелінійна залежність частоти від аксіального хвильового числа спостеріга-

ється і при аналогічному зменшенні магнітного поля в порівнянні з резонансним 

значенням. Це твердження проілюстровано на рис. 4.16. При побудові цього гра-

фіку вважалося, що ωpe =2.754|ωce|, значення інших параметрів хвилі і хвилеводу - 

ті ж, що і для рис. 4.13. 

 Оскільки корені функцій Бесселя j|m|,s є ірраціональними числами, то і резо-

нансні значення параметрів плазмового хвилеводу для випадку поширення даних 

ХПТ зв'язані нецілими числами. Тому при дослідженні випадку резонансного 

впливу аксіального хвильового числа на дисперсійні властивості ХПТ, щоб уник- 
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нути імовірності пропустити розв’язок чи одержати нефізичний розв’язок внаслі-

док числового розв’язання дисперсійного рівняння (4.89), були виконані поперед-

ні аналітичні оцінки. Здобуті різними методами результати добре узгоджуються, 

що підтверджує їх справедливість. 

 Підіб’ємо підсумки. У цьому підрозділі теоретично показано, що уздовж 

межі холодна магнітоактивна плазма – метал із скінченним радіусом кривини a є 

можливим поширення ХПТ із довільним значенням азимутального номера моди 

m і малим значенням аксіального хвильового числа kz. Отримано дисперсійне рів-

няння (4.89) для цих хвиль у випадку неоднорідного радіального профілю густини 

плазми. Виконано аналітичне дослідження цього рівняння у випадку однорідного 

профілю густини для двох частотних діапазонів (4.96) і (4.97) існування цієї хвилі 

на основі методу послідовних наближень. Як нульове наближення використову-

валася теорія азимутальних поверхневих хвиль. Поправка ∆ω до власної частоти 

ХПТ, яка обумовлена врахуванням малого аксіального числа, у загальному випад-

ку є квадратичною за kz, ∆ω 
2

z
k∝  . Доведено існування гарного збігу результатів  
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числових розрахунків дисперсійного рівняння й аналітичних виразів для власної 

частоти. Визначено резонансні умови, за яких врахування малого kz призводить до 

поправки до власної частоти ХПТ, яка є лінійною за аксіальним хвильовим чис-

лом, ∆ω 1

z
k∝  . 

Відзначимо, що на відміну від робіт [74, 89], у яких ХПТ досліджені для ви-

падку магнітоактивного плазмового стовпа, який відокремлено від металевої ка-

мери скінченним [74] і нескінченним [89] вакуумним шаром, тільки для окремих 

значень азимутального номера моди і тільки числовими методами, у цьому під-

розділі отримано наочні аналітичні вирази для власних частот ХПТ із довільним 

азимутальним номером моди. Наявність простих аналітичних розв’язків (4.105) - 

(4.108) і (4.116), (4.119) дозволяє помітно спростити пошук числового розв’язка 

дисперсійного рівняння (4.89).  
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4.4. Вплив неоднорідності тороїдного магнітного поля на спектри поперечних  

поверхневих хвиль у металевих хвилеводах, повністю заповнених плазмою 

 

У газовій тороїдній плазмі [21, 227] вплив тороїдності на дисперсійні влас-

тивості електромагнітних хвиль виявляється, по - перше, через просторову неод-

норідність зовнішнього сталого тороїдного магнітного поля, по - друге, унаслідок 

тороїдного зсуву магнітних поверхонь [228], і нарешті, по – третє, через відмін-

ність форми полоїдних перерізів магнітних поверхонь від кола. Вплив другого і 

третього факторів на дисперсійні властивості ПХ, що поширюються поперек од-

норідного аксіального магнітного поля уздовж малого азимутального кута, докла-

дно досліджено в роботі [157]. Вивченню впливу першого фактора, що до того ж 

єдиний є важливим у випадку твердотільної плазми, присвячено цей підрозділ. 

Задача про дослідження спектрів поперечних ПХ у тороїдному магнітоактивному 

металевому хвилеводі може мати практичні застосування, крім розробки приладів 

плазмової електроніки, також і при інтерпретації результатів експериментів з ке-

рованого термоядерного синтезу, а саме, що стосуються явищ у навколостінковій 

плазмі [227, 229]. У цьому підрозділі у рамках теорії збурень вивчено поширення 

поверхневих хвиль поперек кругової осі тороїдного металевого магнітоактивного 

хвилеводу, який повністю заповнено плазмою, [162]. Досліджено розподіл полів 

цих хвиль у зазначеній хвилеводній структурі. Показано, що врахування тороїд-

ності дає поправку другого порядку малості до власної частоти. 

Величина зовнішнього однорідного магнітного поля якнайсильніше впливає 

на дисперсійні властивості АПХ за відсутності діелектричного шару, що відокре-

млює плазму від металевої камери [90]. Тому тут ми розглядаємо тороїдний мета-

левий хвилевід круглого перерізу радіусом a, що повністю заповнено плазмою. 

Хвилевід вважаємо симетричним уздовж кругової осі, ∂/∂ζ=0 у правій квазіторої-

дній системі координат. Полоїдний кут ϑ відраховуємо від напрямку на центр си-

метрії тора. Вплив радіальної неоднорідності густини газової плазми на диспер-

сійні властивості АПХ докладно вивчено в [109], тому тут ми вважаємо густину 

плазмового заповнення однорідною. Таке припущення відповідає також випадку n 
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– напівпровідникової плазми. Зовнішнє стале тороїдне магнітне поле має наступ-

ний вигляд, 

( )[ ]ϑζ cosRr1BB
00

−=  ,                                             (4.125) 

де R – великий радіус тора. Досліджуємо поширення Е – хвилі з компонентами 

електромагнітного поля Er, Eϑ, Bζ  (H – хвиля поверхневого типу з компонентами 

поля Eζ, Br, Bϑ у хвилеводах зазначеної геометрії не поширюється [120]). У фізиці 

напівпровідників розглянуті ПХ називаються магнітоплазмовими поляритонами, а 

зазначена орієнтація зовнішнього магнітного поля відносно межі плазма – метал – 

геометрією Фойгта [81, 83, 119].  

 Вектори електричної індукції і напруженості електричного поля вважаємо 

зв'язаними тензором діелектричної проникливості холодної магнітоактивної пла-

зми без зіткнень. Наведемо дві його компоненти, якими будемо користуватися на-

далі: 
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Плазмове заповнення вважаємо досить густим, щоб виконувалася нерівність 

ωpe
2
>ε0ωce

2
. У випадку газової плазми ε0 = 1. У випадку плазми n – напівпровідни-

ків діелектрична проникність ґратки ε0 > 1, і замість сум по сортах заряджених 

частинок у визначеннях (4.126) і (4.127) залишаються лише доданки, що відпові-

дають електронам провідності. У припущенні малої тороїдності, εt=a/R<<1, розк-

ладемо вирази для компонентів тензора  εij у ряд за малим параметром тороїднос-

ті,  
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Головні доданки в рядах (4.128) не залежать від координат, 
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Поправки першого порядку малості є лінійними за малим радіусом, 
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Поправки другого порядку малості є квадратичними за малим радіусом, 
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Ми не враховуємо в розкладанні (4.128) доданки другого порядку малості, які є 

пропорційними до exp(2iϑ), оскільки вони роблять внесок до поправки до власної 

частоти ПХ тільки більш високого порядку малості, ніж другого. Циклотронна 

частота у виразах (4.129) – (4.131) визначається напруженістю тороїдного магніт-

ного поля B0 за нехтування його неоднорідністю (у нульовому наближенні), 
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c
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ωω . 

 Тороїдна компонента магнітного ВЧ поля визначається з наступного рів-

няння, яке дістаємо з рівнянь Максвелла, 
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де 2

2

2

1
εεε −=

⊥
. У нульовому наближенні рівняння (4.132) описує незалежне по-

ширення АПХ із різними азимутальними номерами мод. Виходячи з цього і беру-

чи до уваги симетрію задачі (див. представлення (4.128)), розв’язок рівняння 

(4.132) шукаємо в наступному вигляді:  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]ϑ
ζ

ϑ
ζζζζ

i1i120
erBerBrBrBB
−−+

+++= exp(imϑ − iω t).       (4.133) 

Компоненти електричних полів АПХ представляємо у вигляді, аналогічному 

(4.133). Представлення (4.133), поряд з основною гармонікою ∝exp(imϑ), містить 

дві найближчі сателітні гармоніки ∝expi(m±1)ϑ. Як буде показано в цьому підроз-

ділі, поправка Bζ
(2)

 до амплітуди основної гармоніки АПХ, яка обумовлена торої-

дністю хвилеводу, виявляється величиною другого порядку малості.  
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 Надалі нам знадобиться зв'язок полоїдної компоненти електричного поля 

хвилі Eϑ з Bζ , 
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тут 
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 Розв’язок рівняння (4.132) має задовольняти наступним крайовим умовам. 

Поля хвилі мають бути обмеженими усередині хвилеводу, тангенціальна (у дано-

му випадку це - полоїдна) компонента електричного поля має дорівнювати нулю 

на внутрішній поверхні металевої камери ( 0E
ar
=

=ϑ  
). 

За нульове наближення обираємо азимутальні поверхневі хвилі, що поши-

рюються за азимутом в циліндричному металевому хвилеводі з круглим перерізом 

радіусом a [120], повністю заповненому однорідною плазмою. Зовнішнє стале ма-

гнітне B0 поле є паралельним до осі хвилеводу. Основні відомості про властивості 

АПХ, які поширюються поперек зовнішнього аксіального магнітного поля вздовж 

межі плазма – метал наведено на початку Розділу 4. 

Визначимо амплітуди Bζ
(±1)

(r) сателітних гармонік шляхом розвязання зада-
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чі у першому наближенні. Припускаємо, що амплітуди Bζ
(±1)

(r) сателітних гармо-

нік – є величинами першого порядку малості. Підставляємо вирази (4.133) для по-

ля Bζ і (4.128) для компонентів тензора εij до рівняння (4.132). Виділяємо в ньому 

доданки першого порядку малості. Вони виявляються пропорційними або 

exp[i(m+1)ϑ], або exp[i(m−1)ϑ]. Іншими словами, врахування доданків першого 

порядку малості не змінює амплітуди основної гармоніки, отже, розв’язання зада-

чі у першому наближенні не визанчає поправки до власної частоти АПХ. Ці дода-

нки утворять неоднорідні рівняння Бесселя для Bζ
(±1)

(r) з відомою правою части-

ною. Розв’язки цих рівнянь, що задовольняють крайовій умові обмеженості полів 

на осі хвилеводу, мають наступний вигляд: 
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mm
mIIˆ −=Θ  . 

Константи інтегрування C± знаходимо з умови рівності нулю на металевій повер-

хні хвилеводу амплітуд сателітних гармонік полоїдного електричного поля, 
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Визначимо тепер поправку до власної частоти поперечних ПХ, яка обумов-

лена тороїдністю хвилеводу шляхом розв’язання задачі у другому наближенні. 

Доданки другого порядку малості в (4.132) є пропорційними одному з наступних 

фазових множників: exp(imϑ) або exp[i(m±2)ϑ]. Доданки при exp[i(m±2)ϑ] скла-

дають рівняння для амплітуд других сателітних гармонік. Цими гармоніками в ро-

зкладанні (4.133) можна знехтувати, оскільки їхній внесок до поправок до власної 

частоти поперечних ПХ виявляється величиною більш високого порядку малості, 

ніж другого. Доданки другого порядку малості, які є пропорційними до exp(imϑ), 

задають неоднорідне диференціальне рівняння Бесселя для поправки 
( )( )rB
2

ζ  до 

амплітуди основної гармоніки поперечних ПХ. Розв’язок цього рівняння, що за-

довольняє умові обмеженості на круговій осі тора, знаходимо методом варіації 

сталої, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )rdrBL̂BL̂BL̂IrkKB

r

0

021111

mm

2

∫ ++=
+

+

−

−⊥ ξξξζ - 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )rdrBL̂BL̂BL̂KrkI
021111

r

a
mm ξξξ ++∫

+

+

−

−⊥
+ ( )rkIC

m2 ⊥
 .            (4.141) 

Цей розв’язок (4.141) записується у вигляді суми частинного розв’язка (два перші 

доданки, що мають інтегральне представлення) неоднорідного диференціального 

рівняння і загального розв’язку (третій доданок ( )rkIC
m2 ⊥

) відповідного однорід-

ного диференціального рівняння. У загальному виразі (4.133) для аксіального 

компонента магнітного поля хвилі цей доданок ( )rkIC
m2 ⊥

 і амплітуда 
( )( )rB
0

ζ  ви-

являються подібними доданками. Тобто константа інтегрування C2 відіграє роль 

поправки до нормувального множника, що у нульовому наближенні був обраний 

рівним одиниці. Тому константу C2 знаходять не з крайових умов, а з наступної 

умови, яка є аналогічною умові нормування хвильової функції в квантовій меха-

ніці [58], 
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Рівняння (4.142) виражає наступну фізичну умову: енергія магнітного поля хвилі, 

яку обчислено з урахуванням доданків другого порядку малості, збігається зі зна-

ченням, яке обчислено у нульовому наближенні. Разом з тим, вигляд дисперсійно-

го рівняння, яке здобуто нижче з урахуванням доданків другого порядку малості, 

не залежить від значення константи C2. 

 Оператор ( )2
L̂ , що входить до розв’язка (4.141), визначається в такий спосіб,  
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 Крайова умова на металевій поверхні для основної гармоніки полоїдної 

компоненти електричного поля хвилі з урахуванням доданків другого порядку 

малості може бути представлена в наступному вигляді: 
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=0 ,                                               (4.144) 

де  ( ) ( )( )aED
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ϑ
= . 

 Поправка ωm
(2)

 до власної частоти поперечних ПХ, яка обумовлена тороїд-

ністю хвилеводу, виявилася малою величиною другого порядку, 
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Умова застосовності запропонованого підходу до визначення дисперсійних влас-

тивостей АПХ у тороїдних хвилеводах полягає в малості поправки, 
( ) ( )0

m

2

m
ωω << , у 

порівнянні з основним доданком. 
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 Основним математичним достоїнством результату (4.145) є та обставина, 

що задачу про двовимірну неоднорідність (у полоїдному перерізі) зведено до од-

новимірної (за радіусом). Очевидним недоліком результату (4.145) є його громіз-

дкість. У граничному випадку широких хвилеводів, R>>a>> |m|/k⊥, власну часто-

ту поперечних ПХ можна порахувати в НЧ діапазоні (4.137) за допомогою насту-

пних асимптотичних виразів: 
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А у ВЧ діапазоні (4.138) власна частота в нульовому наближенні ωm
(0)

 та поправка 

ωm
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 до неї мають інший вигляд: 
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 Для власних частот поперечних ПХ, що поширюються у вузьких, k⊥a<<|m|, 

тороїдних хвилеводах у НЧ діапазоні, можна здобути з (4.145) наступні асимпто-

тичні вирази: 
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 У ВЧ діапазоні значення власної частоти в нульовому наближенні ωm
(0)

 ви-

значається формулою (4.148), а поправка до частоти приблизно дорівнює 
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Відзначимо, що у вузьких хвилеводах поводження амплітуд сателітних гар-

монік істотно розрізняється, а саме: 
( )( ) 1m1

rrB
±±

∝ζ ; але завдяки відмінності чис-
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лових множників C± ці амплітуди виявляються рівними за порядком величини на 

металевій поверхні. 

 Для аналізу здобутих результатів наведемо тут асимптотичні вирази [148] 

для поправки ωel
(2)

 до власної частоти поперечних ПХ, обумовленої еліптичністю 

форми поперечного переріза металевого хвилеводу, повністю заповненого плаз-

мою. Для поперечних ПХ із НЧ діапазону, що поширюються в широких хвилево-

дах, поправка ωel
(2)

 дорівнює 
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Форма перерізу камери визначається з використанням параметра еліптичності в 

такий спосіб, r(ϑ)=a(1+εelcos2(ϑ−π/2)). У випадку вузьких хвилеводів 
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Таким чином, порівнявши вирази (4.154) з відповідними виразами та (4.151), мо-

жна зробити висновок про те, що вплив тороїдної неоднорідності зовнішнього ма-

гнітного поля на спектри поперечних ПХ є сильнішим за вплив еліптичності фор-

ми перерізу хвилеводу у випадку розрідженої плазми. Порівняння здобутих ре-

зультатів із впливом тороїдного зсуву магнітних поверхонь не має сенсу, бо цей 

зсув є надто малим поблизу поверхні металевої камери, де локалізовані досліджу-

вані хвилі. 

 Підіб’ємо підсумки. У цьому підрозділі показано можливість існування по-

перечних ПХ у тороїдних металевих хвилеводах. Визначено просторові розподіли 

(4.130) – (4.132), (4.138) і (4.141) полів АПХ. Показано, що врахування тороїдної 

неоднорідності зовнішнього магнітного поля призводить до того, що поперечні 

ПХ поширюються в тороїдних хвилеводах у вигляді хвильового пакета. Ампліту-

ди Am+N сателітних гармонік ∝exp[i(m+N)ϑ] у такому пакеті є малими величина-

ми, 
m

N

tNm
A~A ε

+
, у порівнянні з амплітудою Am основної гармоніки ∝exp(imϑ). 

Вплив тороїдної неоднорідності зовнішнього магнітного поля на амплітуду осно-

вної гармоніки позначається в другому порядку малості за параметром тороїднос-

ті εt. 
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 Визначено поправку (4.145) до власної частоти поперечних ПХ, обумовлену 

тороїдною неоднорідністю зовнішнього магнітного поля, що виявилася величиною 

другого порядку малості. Отримано наочні аналітичні вирази (4.146) - (4.152) для 

власних частот АПХ, що поширюються в широких і вузьких хвилеводах у двох час-

тотних діапазонах, у яких можуть існувати досліджувані поперечні ПХ.  

 

4.5. Поперечні поверхневі хвилі навколо металевого кільця  

у тороїдному магнітному полі 

 

На можливість поширення АПХ поперек аксіального зовнішнього магнітного 

поля вздовж поверхні металевого циліндра, який поміщено в плазму, вказано в 

[120]. При цьому зазначено, що зміна знака кривизни поверхні плазма – метал приз-

водить лише до незначних змін у спектрах АПХ. У цьому підрозділі у рамках теорії 

збурень вивчено поширення незвичайно поляризованих електромагнітних поверхне-

вих хвиль поперек сталого тороїдного магнітного поля навколо металевого кільця 

(див. рис. 4.17)), яке поміщено в плазму, [154]. Амплітуду основної гармоніки цих 

хвиль визначено з точністю до малих доданків другого порядку, і амплітуди перших 

сателітних гармонік знайдено з урахуванням доданків першого порядку малості. 

Показано, що поправка до власної частоти, яка обумовлена неоднорідністю сталого 

тороїдного магнітного поля, є величиною другого порядку малості. 

Малий радіус a ідеально провідного металевого кільця вважаємо малою вели-

чиною в порівнянні з великим радіусом R кільця, εt=a/R<<1. Стале тороїдне магніт-

не поле ζζ eBB
00

r

r

=  створюється провідником з постійним струмом, розташованим 

уздовж прямої осі кільця, перпендикулярно площині симетрії кільця (див. рис. 4.17). 

Залежність B0ζ(r,ϑ) визначено формулою (4.120). Малий радіус r відраховується в 

полоїдному перерізі від кругової осі кільця, ζ - великий азимут тора. Полоїдний кут 

ϑ відраховується від напрямку на центр симетрії кільця. Структуру вважаємо симет-

ричною уздовж кругової осі, 0/ ≡∂∂ ζ . 

Досліджуємо поширення Е – хвилі з компонентами електромагнітного поля  
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Er, Eϑ, Bζ  (H – хвиля поверхневого 

типу з компонентами поля Eζ, Br, Bϑ 

у хвилеводах зазначеної геометрії 

непоширюється [120]). Густину пла-

зми, що оточує кільце, вважаємо од-

норідною. Таке припущення, по-

перше, відповідає випадку n – напі-

впровідникової плазми. Металеве 

кільце може також служити анте-

ною, призначеною для збудження 

поперечних ПХ із метою підтриман-

ня газового розряду. У цьому випад-

ку густину плазми також можна 

вважати однорідною на відстанях 

порядку глибини проникнення полів 

ПХ до плазми. 

 

 

 Рис. 4.17 Схематичний опис структури 

плазма – металеве кільце у тороїдному 

магнітному полі 

 Вектори електричної індукції і напруженості електричного поля вважаємо 

зв'язаними тензором діелектричної проникності холодної магнітоактивної плазми 

без зіткнень. Плазмове середовище вважаємо досить густим, щоб виконувалася не-

рівність 2
ce0

2
pe ωεω >> .  

 Вирази для компонентів тензора εij розкладаємо в ряд (4.123) за малим пара-

метром тороїдності εt. 

 Тороїдна компонента магнітного ВЧ поля визначається з рівняння (4.127). 

Розв’язок рівняння (4.127) шукаємо у вигляді (4.128). Компоненти електричних по-

лів поперечних ПХ представляємо у вигляді, аналогічному (4.128). Надалі для вико-

нання досліджень знадобиться зв'язок (4.129) – (4.131) полоїдної компоненти елект-

ричного поля хвилі Eϑ з Bζ . 

 Розв’язок рівняння (4.127) має задовольняти наступним крайовим умовам. Пе-

рше, поля хвилі мають бути обмеженими усюди поза кільцем. Друге, щоб уникнути 
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необхідності формулювати граничні умови на прямій осі тора, припускаємо, що по-

ля хвилі нехтовно малі при віддаленні від кільця на відстані порядку великого раді-

уса кільця, тобто що великий радіус кільця набагато більший за глибину проник-

нення полів до плазми. Третє, тангенціальна (у розглянутому випадку це - полоїдна) 

компонента електричного поля має дорівнювати нулю на поверхні кільця, 

0E
ar
=

=ϑ
. 

За нульове наближення використовуємо теорію АПХ, що поширюються за 

азимутом навколо циліндричного металевого стрижня круглого перерізу радіусом a 

[120], який поміщено в однорідну плазму. Зовнішнє стале магнітне поле B0 є парале-

льним до осі стрижня. Основні відомості про властивості АПХ наведено на початку 

Розділу 4. 

 Амплітуда ( )( )rB
0

ξ  основної гармоніки в нульовому наближенні в цьому випа-

дку виражається через функцію Макдональда [226], 

( )( ) ( )rkKrB
m

0

⊥
=ξ  .                                                           (4.155) 

Визначимо амплітуди Bζ
(±1)

(r) сателітних гармонік внаслідок розв’язання зада-

чі у першому наближенні. Припускаємо, що амплітуди Bζ
(±1)

 сателітних гармонік є 

величинами першого порядку малості. Підставляємо вирази (4.128) для поля Bζ і 

(4.123) для компонентів тензора εij до рівняння (4.127). Виділяємо в ньому доданки 

першого порядку малості. Вони виявляються пропорційними до Фур’є множників 

exp[i(m+1)ϑ] або exp[i(m − 1)ϑ]. Іншими словами, урахування доданків першого по-

рядку малості не змінює амплітуди основної гармоніки, отже, розв’язання задачі у 

першому наближенні не вносить поправки до власної частоти АПХ. Ці доданки 

складають неоднорідні рівняння Бесселя для Bζ
(±1)

(r) з відомою правою частиною. 

Розв’язки цих рівнянь, що задовольняють крайовій умові про обмеженість величини 

поля АПХ на нескінченній відстані від кільця, мають наступний вигляд: 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ⊥⊥±⊥±

±
=

r

a

m

1

1m1m

1
drrkKL̂rkrIrkKrB

mζ  

( )rkKC
1m ⊥±±

+ ( ) ( ) ( ) ( )∫−
∞

⊥⊥±⊥±

r

m

1

1m1m
drrkKL̂rkrKrkI

m
 ;              (4.156) 
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де оператор ( )1
L̂
±

 заданий формулою (4.134). Константи інтегрування 
±

C  знаходимо з 

умови рівності нулю амплітуд сателітних гармонік полоїдного електричного поля на 

металевій поверхні кільця, ( )( ) 0aE
1

=
±

ϑ
, 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1m

0

11m

0

2
akKkakK

a

1m
C

−

⊥±⊥⊥±± 




 ′−
+

= εε  
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
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∞
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a
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ε  
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
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−  .                   (4.157) 

Здобудемо поправку до власної частоти поперечних ПХ, яка обумовлена торо-

їдною неоднорідністю магнітного поля внаслідок розв’язання задачі у другому на-

ближенні. Доданки другого порядку малості в (4.127) є пропорційними до одного з 

наступних фазових множників: exp(imϑ) чи exp[i(m± 2)ϑ]. Доданки при 

exp[i(m± 2)ϑ] складають рівняння для амплітуд других сателітних гармонік. Додан-

ки другого порядку малості, які є пропорційними до exp(imϑ), задають неоднорідне 

диференціальне рівняння Бесселя для поправки 
( )( )rB
2

ζ  до амплітуди основної гар-

моніки АПХ. Розв’язок цього рівняння, що задовольняє умові обмеженості величи-

ни полів АПХ при нескінченному віддаленні від кільця, знаходимо методом варіації 

постійної, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )drBL̂BL̂BL̂rkrIrkK)r(B 021111

r

a

mm

2

ξξξζ ++=
+

+

−

−⊥⊥ ∫ + ( )rkKC
m2 ⊥

− 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )drBL̂BL̂BL̂rkrKrkI
021111

r

mm ξξξ ++
+

+

−

−⊥

∞

⊥ ∫  .                  (4.158) 

Оператор ( )2
L̂ , що входить до розв’язка (4.158), визначається формулою (4.138). 

Крайових умов, що були сформульовані вище, виявляється недостатньо для 

визначення константи інтегрування C2, що входить до виразу (4.158). Ця константа є 
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величиною другого порядку малості, її знаходять з умови 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )∫
∞

−+

⊥
=





 ++

a

2
1

2
1

m

2
0rdrBBrkKB2 ξξξ  ,                          (4.159) 

яка означає, що енергія магнітного поля хвилі, обчислена з урахуванням доданків 

другого порядку малості, збігається зі значенням, обчисленим в нульовому набли-

женні. Разом з тим, слід зазначити, що вигляд дисперсійного рівняння, здобутого 

нижче з урахуванням доданків другого порядку малості, не залежить від значення 

константи C2. 

 Крайова умова на металевій поверхні для основної гармоніки полоїдної ком-

поненти електричного поля хвилі з урахуванням доданків другого порядку малості 

має вигляд (4.139). Поправка ωm
(2)

 (4.140) до власної частоти поперечних ПХ, яка 

обумовлена тороїдністю, виявляється малою величиною другого порядку. Умова за-

стосовності запропонованого підходу до визначення дисперсійних властивостей 

АПХ, що поширюються навколо металевих кілець, поміщених у магнітоактивну 

плазму, складається в малості поправки, 
( ) ( )0

m
2
m ωω << , у порівнянні з основним дода-

нком. 

У граничному випадку товстих кілець, 
⊥

>>>> kmaR / , власну частоту попе-

речних ПХ можна порахувати в НЧ діапазоні (4.96) за допомогою наступного асим-

птотичного виразу: 

( ) ( )0
m

2

t

2

m
25,0 ωεω =  ,                                                      (4.160) 

при цьому основний доданок ωm
(0)

 визначається формулою (4.141).  

У ВЧ діапазоні (4.97) основний доданок ωm
(0)

 визначається формулою (4.143), і 

обумовлена тороїдною неоднорідністю сталого магнітного поля поправка до частоти 

ПХ дорівнює  

( ) ( )0
m

pe

ce

2

222
t2

m
m

ak3
1

a

m

4
ω

ω

ωδε
ω














+−= ⊥

.                                      (4.161) 

При аналізі виразів (4.143) і (4.161) важливо мати на увазі, що необхідною умовою 

існування АПХ у ВЧ діапазоні є малість множника ( ) pece

2
am ωωδ < . Відзначимо 
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також, що розбіжність в радіальній залежності амплітуд сателітних гармонік попе-

речних ПХ у випадку товстих металевих кілець є нехтовно малою. 

 Для власних частот поперечних ПХ, що поширюються навколо тонких, 

a<<|m|/k⊥<<R, металевих кілець у НЧ діапазоні, можна одержати наступний асимп-

тотичний вираз для поправки до власної частоти: 

( ) ( ) )0(
m

2

2

2
t2

3mm2
m8

ω

ε

ω ++−= ,                                          (4.162) 

в цьому випадку частота АПХ ωm
(0)

 визначається формулою (4.145). У ВЧ діапазоні 

значення власної частоти в нульовому наближенні ωm
(0)

 визначається формулою 

(4.143), а поправка до частоти в цьому випадку приблизно дорівнює 

( )

( )
)0(

m

2

2

2
2
t

2 )1m(m
aak

2mm2
ω

δ
εω −







+−
−=

⊥

 .                           (4.163) 

Радіальні залежності амплітуд сателітних гармонік поперечних ПХ у гранич-

ному випадку тонких кілець істотно розрізняються між собою, 
( )( ) 1m1

rrB
±−±

∝ζ , але 

завдяки розбіжності числових множників C± ці амплітуди виявляються рівними за 

порядком величини на металевій поверхні. 

 Підіб’ємо підсумки. У цьому підрозділі показано можливість існування попе-

речних ПХ у магнітоактивній плазмі навколо поверхні металевих кілець. Визначено 

просторові розподіли (4.129) – (4.131), (4.156) і (4.158) полів поперечних ПХ. Пока-

зано, що урахування тороїдної неоднорідності зовнішнього магнітного поля призво-

дить до того, що поперечні ХПТ поширюються в даній хвилеводній структурі у ви-

гляді хвильового пакета. Амплітуди Am+N сателітних гармонік ( )[ ]ϑNmiexp +∝  у та-

кому пакеті є малими величинами, 
m

N

tNm
A~A ε

+
, у порівнянні з амплітудою Am ос-

новної гармоніки [ ]ϑimexp∝ . Вплив тороїдної неоднорідності зовнішнього магніт-

ного поля на амплітуду основної гармоніки виявляється в другому порядку малості 

за параметром тороїдності εt. 

 Визначено поправку (4.140) до власної частоти поперечних ПХ, яка обумов-

лена тороїдною неоднорідністю зовнішнього магнітного поля, що виявилася вели-

чиною другого порядку малості. Отримано наочні аналітичні вирази (4.160) - (4.163)  



 256 

для власних частот поперечних ПХ, що поширюються в граничних випадках тов-

стих і тонких металевих кілець у двох частотних діапазонах, у яких можуть існу-

вати поперечні ПХ. 

 Відзначимо, що поперечні ПХ можуть існувати також і в тороїдних метале-

вих хвилеводах, повністю заповнених плазмою. У цьому випадку поправка до 

власної частоти поперечних ПХ, яка обумовлена тороїдною неоднорідністю зов-

нішнього магнітного поля, дорівнює за порядком величини, але протилежна за 

знаком тій поправці, що отримана в цьому підрозділі. 

 

4.6. Поперечні поверхневі магнітоплазмові хвилі у хвилеводі круглого перерізу,  

який заповнено двома шарами n – напівпровідників 

 

 У цьому підрозділі дослідимо вплив розбіжності електродинамічних влас-

тивостей напівпровідникових шарів, які повністю заповнюють круглий металевий 

хвилевід, на поширення поперечних ПХ [153].  

Нехай симетричний уздовж осі 

Z ( 0z/ =∂∂  у циліндричних коорди-

натах) металевий хвилевід круглого 

перерізу радіусу R буде повністю за-

повнений двома шарами різних на-

півпровідників n - типу. Один напів-

провідниковий шар (з концентраці-

єю ne1 вільних електронів, ефектив-

ною масою електронів M1 і діелект-

ричною проникливістю ґратки ε01) 

заповнює верхню частину хвилеводу 

(0<ϕ <π). Другий напівпровіднико-

вий шар (ne2 - концентрація вільних 

електронів, M2 – ефективна маса 

електронів провід- 

 

 

 Рис. 4.18 Схематичне зображення пе-

рерізу металевого хвилеводу, який 

заповнено двома шарами n – напівп-

ровідників. 
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ності і ε02 - діелектрична проникливість кристалічної ґратки) заповнює нижню ча-

стину хвилеводу (-	π <ϕ <0). Зовнішнє магнітне поле спрямоване уздовж осі 

хвилеводу, тобто z||H
0

r

r

, (див. рис. 4.18).  

Досліджуємо поширення E- хвилі з компонентами поля Er , Eϕ , Bz (H - хвиля 

поверхневого типу з компонентами поля Ez, Br, Bϕ у хвилеводах зазначеної геоме-

трії не поширюється [120]). У фізиці напівпровідників розглянуті ПХ називаються 

поверхневими магніто-плазмовими поляритонами, а розглянутий випадок орієн-

тації магнітного поля щодо межі плазма - метал - геометрією Фойгта [81, 83, 119]. 

Електродинамічні властивості напівпровідникового плазмового середовища ви-

значаються компонентами тензора діелектричної проникливості: 

ε1(1) ≡ ε1  (0 < ϕ < π) = 22
1ce

2
1pe

01
ωω

ω

ε

−

+ ,   (4.164) 

ε2(1) ≡ ε2  (0 < ϕ < π) = ( )22
1ce

1ce
2
1pe

ωωω

ωω

−

,   (4.165) 

ε1(2) ≡ ε1  (-π < ϕ < 0) = 22
2ce

2
2pe

02
ωω

ω

ε

−

+ ,   (4.166) 

ε2(2) ≡ ε2  (-π < ϕ < 0) = ( )22
2ce

2ce
2

2pe

ωωω

ωω

−

,   (4.167) 

ωpe і ωce - плазмова і циклотронна частоти електронів провідності відповідно пер-

шого і другого сортів (вважаємо, що ω
2
pe>ε0ω

2
ce). Періодичну кутову залежність 

компонентів ε1  і  ε2  зручно виразити через східчасту узагальнену функцію  

θ (ϕ) = ∑










<<−−

<<
=

+

+∞

=0j
.0 якщо,

4

,0 якщо ,
4

1j2

)1j2sin(

ϕπ
π

πϕ
π

ϕ
  (4.168) 

З використанням функції θ компоненти ε1,2 мають вигляд, 

ε1,2 = ε1,2
(0) 
 + ε1,2

(1) 
θ (ϕ),     (4.169) 

де 

ε1,2
(0)
 = 0.5 [ε1,2(1) + ε1,2(2)],  ε1,2

(1)
 = 2/π [ε1,2(1) - ε1,2(2)].  (4.170) 
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У цьому підрозділі розбіжність між властивостями напівпровідників вважається 

достатньо малою, 
)0(

2,1
)1(
2,1 εε << . Малість частки 

)0(
2,1

)1(
2,1 / εε  дозволяє скористатися 

методом послідовних наближень для дослідження впливу неоднорідності напівп-

ровідникового наповнення на дисперсійні властивості ПХ. За нульове наближення 

використовуємо дисперсійні властивості АПХ [120], які поширюються поперек 

аксіального зовнішнього сталого магнітного поля за азимутом у металевих хвиле-

водах, які повністю заповнено однорідною плазмою. Основні відомості про влас-

тивості цих АПХ наведено на початку Розділу 4. 

Для спрощення даного аналітичного розгляду слід залишити спочатку у 

Фур'є - ряді (4.168) одну гармоніку ∝ sin(Νϕ), а потім узагальнити здобуті резуль-

тати на випадок нескінченного ряду. З урахуванням цього зауваження і відповідно 

до симетрії задачі (див. формули (4.168) - (4.170)) розв’язки рівнянь Максвелла 

для аксіального компонента магнітного поля хвилі шукаємо у вигляді 

Bz={(Im(k⊥
(0)
r) + p( r ))+ [∑

∞

=

+

0

)1( )(
j

iN
erF

ϕ +F-
(1)
(r)e

-iNϕ
+F+

(2)
(r)e

i2Nϕ
 (4.171) 

+F-
(2)
(r)e

-i2Nϕ
]}exp(imϕ - iω t),  N=2j+1, 

де p(r) - поправка другого порядку малості ( p ∝ ε1
(1)2

Im(k⊥
(0)
r)) до амплітуди осно-

вної гармоніки, F±
(1)

 і F±
(2)

 - амплітуди перших і других сателітних гармонік ПХ. 

 Для обчислення амплітуд F±
(1)

 перших сателітних гармонік поперечних ПХ 

підставимо вирази (4.171) для аксіального компонента магнітного поля хвилі Bz і 

(4.169) для компонентів тензора діелектричної проникливості до рівнянь Макс-

велла і виділимо в них доданки, пропорційні до Фур’є множників exp[i(m±N)ϕ]. 

При цьому для  F±
(1)

 одержуємо неоднорідне рівняння Бесселя, 

( ) ( )±
±

± =










 ±
+− gF

Nm

d

dF

d

d )1(

2

2)1(

1
1

ξξ
ξ

ξξ
 ,     ξ=k⊥

(0)
r,  (4.172) 

де 

g
(±)
= ( )
















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m
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2)0(
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( )1

2m2

)0(2
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)(I
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kic

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







′−

⊥

⊥
µ

ξ
ω

, (4.173) 
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(N⊥
-2
)
(1)

 і (µ/N⊥
2
)
(1)

 - поправки першого порядку, які обумовлено двошаровостю 

хвилеводного заповнення, 

(N⊥
-2
)
(1)
= (N⊥

-2
)
(0)
⋅

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 








−

−
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20
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20

2

1

1

0

1

1

2

0

2

0

1

1

1
2

εε
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, (4.174) 

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
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NN εε

εεεε

ε

εµµ
. (4.175) 

 Розв’язок рівняння (4.172) знаходимо методом варіації сталої, 

Fε±
(1)
 = f±( r) + A

(±)
Im±N(ξ) + B

(±)
Km±N(ξ),  (4.176) 

де частинний розв’язок рівняння (4.172) обираємо у вигляді, 

f±(r)= 
( )

ξξξξξξξξ

ξξ

d)(gI)(Kd)(Kg)(I
0

NmNmNm

Rk

Nm ∫∫ ±±±

±

±
−

⊥

. (4.177) 

Константи інтегрування A
(±)

 і B
(±)

 визначаємо з крайових умов. Щоб забезпечити 

обмеженість полів хвилі на осі хвилеводу, де функція Макдональда Km(ξ) має осо-

бливість, покладемо константи B
(±)
=0. Умови рівності нулю перших сателітних 

гармонік азимутального компонента електричного поля хвилі на круглій метале-

вій поверхні радіуса R дозволяють визначити константу A
(±)

, 

A
(±)

 = 
( )

( ) ( )
( )

1

Nm

0

0

2Nm

0

2
)(Ik

N

1
)(I
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 (4.178) 
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m  .   

Відзначимо, що розв’язання задачі в першому наближенні за слабкою неоднорід-

ністю напівпровідникового заповнення круглого хвилеводу не змінює амплітуду 

основної гармоніки хвилі. Внаслідок цього власна частота хвилі в цьому набли-

женні не відрізняється від свого значення, обчисленого в нульовому наближенні. 
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 Визначити амплітуди F±
(2)

 других сателітних гармонік ПХ можна аналогічно 

тому, як визначено амплітуди F±
(1)

. Тут не наведено ці вирази, бо амплітуди F±
(2)

 

входять тільки до визначення поправок до власної частоти більш високого поряд-

ку малості, ніж другого. 

 Щоб знайти поправки p(r) до амплітуди основної гармоніки ПХ, підставимо 

вирази (4.171) для поля хвилі Bz (з урахуванням уже відомих амплітуд F±
(1)

 (4.176) 

перших сателітних гармонік) і (4.169) для компонентів тензора εij до рівнянь Мак-

свелла і виділимо в них доданки другого порядку малості, які є пропорційними до 

Фур’є множника exp(imϕ). Тоді для цієї поправки p(r) дістаємо наступне рівняння, 

Lp
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
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де права частина дорівнює 
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поправка (N⊥
-2
)
(2)

 другого порядку малості дорівнює, 
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Розв’язок рівняння (4.179), який є обмеженим на осі хвилеводу, має наступний 

вигляд, 

∫ ∫
⊥

+−=

ξ ξ

ξξξξξξξξξ
0 Rk

m2mmmm )(IAd)(LK)(Id)(LI)(Kp .  (4.182) 

Цей розв’язок (4.182) записується у вигляді суми частинного розв’язка (два перші 



 261 

доданки, що мають інтегральне представлення) неоднорідного диференціального 

рівняння і загального розв’язку (третій доданок ( )ξ
m2
IA ) відповідного однорідно-

го диференціального рівняння. У загальному виразі (4.171) для аксіального ком-

понента магнітного поля хвилі доданок ( )ξ
m2
IA  і амплітуда основної гармоніки у 

нульовому наближенні Im(ξ) виявляються подібними доданками. Тобто константа 

інтегрування A2 відіграє роль поправки до нормувального множника, що у нульо-

вому наближенні був обраний рівним одиниці. Тому константу A2 знаходять не з 

крайових умов, а з наступної умови, яка є аналогічною умові нормування хвильо-

вої функції в квантовій механіці [58], 

∫ =
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m rdrFFzpI
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)1(

2
)1(

0)(2 .    (4.183) 

Ця умова означає, що енергія магнітного поля хвилі, яку обчислено з урахуванням 

доданків другого порядку малості, збігається зі значенням, яке обчислено в ну-

льовому наближенні. Разом з тим, вигляд дисперсійного рівняння, яке отримано 

нижче з урахуванням доданків другого порядку малості, не залежить від значення 

константи A2.  

 Крайова умова на круглій металевій поверхні для основної гармоніки ази-

мутального компонента електричного поля хвилі з урахуванням доданків другого 

порядку малості набуває у другому наближенні вигляду, 
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Поправка 
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 Розв’язок дисперсійного рівняння (4.184) знайдемо у вигляді 

)2(
m

)0(
m ωωω +=  .      (4.187) 

Поправки ωm
(2)

 до власної частоти ПХ, які обумовлено неоднорідністю двошаро-

вого заповнення хвилеводу, виявилися малими величинами другого порядку, 
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Умова застосовності запропонованого рішення полягає в малості поправок, 

)0(
m

)2(
m ωω << , у порівнянні з основним доданком. Відзначимо, що вираз для D

(2)
  

(4.185) містить дві групи доданків. Одна група складається з доданків, які є про-

порційними до поправок другого порядку малості (µ/N⊥

2
)
(2)

 (4.186) або (N⊥

-2
)
(2)

 

(4.181). Ці доданки враховують нескінченний набір Фур'є - гармонік у розкладанні 

(4.168). Доданки другої групи явно залежать від номера N Фур'є - гармоніки і є 

пропорційними до другого ступеню поправок першого порядку малості (N⊥

-2
)
(1)

 

(4.174) і/чи (µ /N⊥

2
)
(1)

 (4.175). При визначенні власної частоти ПХ у вигляді (4.187) 

зазвичай досить врахувати в D
(2)

 доданки другої групи тільки з N=1. Якщо все-

таки при цьому поправка (4.188) виявляється недостатньо малою, то до суми 

(4.187) варто додати наступний доданок, що обчислюється за формулою (4.188), 

опустивши при цьому доданки першої групи і підставивши в доданки другої гру-

пи N=3 і т.д. 

 Власну частоту ПХ, що поширюються в неоднорідних хвилеводах великих 

розмірів, k⊥R>>|m|, можна порахувати в НЧ діапазоні (4.4) за допомогою наступ-

ного асимптотичного виразу: 
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де основний доданок ωm
(0)

 визначено формулою (4.141), і у ВЧ діапазоні (4.5) 
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де основний доданок ωm
(0)

 визначається формулою (4.143). Як видно з аналізу ви-

разів (4.189) і (4.190), у широких хвилеводах, у яких глибина k⊥
-1

 проникнення по-

ля до плазми є малою в порівнянні з радіусом хвилеводу R, даний підхід цілком 

можна застосовувати, бо розв’язок має вигляд ряду, який швидко сходиться. Поп-

равки до частоти в цьому випадку є малими, і їхні значення швидко зменшуються 

з номером N Фур'є - гармоніки, що описує неоднорідність хвилеводу у формулах 

(4.168) і (4.169). 

 Для власних частот поперечних ПХ, що поширюються у вузьких, k⊥R<<|m|, 

хвилеводах із неоднорідним n – напівпровідниковим заповненням у НЧ діапазоні, 

можна здобути з (4.188) наступний асимптотичний вираз: 
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тут основний доданок ωm
(0)

 визначено формулою (4.145). У ВЧ діапазоні значення 

власної частоти в нульовому наближенні ωm
(0)

 визначається формулою (4.143), а 

поправка до частоти приблизно дорівнює, 
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Судячи з виразів (4.191) і (4.192), неоднорідність напівпровідникового заповнення 

унеможливлює поширення досліджуваних тут хвиль у вузьких хвилеводах, у яких 

глибина проникнення хвилі до плазми є великою в порівнянні з радіусом хвиле-

воду, оскільки поправки ( ) 2N)2(
Rk

−−

⊥
∝ω   при  k⊥R<<|m|. Цей результат є очіку-

ваним, бо у вузьких хвилеводах реалізуються погані умови для поширення попе-

речних ПХ вже в нульовому наближенні: їхня власна частота прагне до свого гра-

ничного значення, і групова швидкість хвилі прямує до нуля при зменшенні раді- 
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усу хвилеводу.  

 Підіб’ємо підсумки. Задачу про розподіл полів і власні частоти поперечних 

ПХ, що поширюються в круглому циліндричному хвилеводі з неоднорідним n- 

напівпровідниковим заповненням, розв’язано в цьому підрозділі як проміжний 

крок на шляху до дослідження поперечних ПХ у хвилеводі майже прямокутного 

перерізу з двошаровим заповненням, яке проведемо у наступному розділі. Разом 

із тим, ця задача має і самостійне значення. Відзначимо відмінність дисперсійних 

властивостей поперечних ПХ у випадку, розглянутому в цьому підрозділі, від 

АПХ у круглому циліндричному хвилеводі, заповненому двома коаксіальними 

шарами n- напівпровідника [230]. У випадку, що досліджено в цьому підрозділі, 

поперечні ПХ поширюються у вигляді хвильового пакета, тоді як у випадку коак-

сіальних шарів АПХ із різними азимутальними номерами мод поширюються не-

залежно. У розглянутому випадку періодична за азимутальним кутом (уздовж на-

прямку поширення хвилі) неоднорідність середовища відіграє роль структури, що 

уповільнює хвилі, тоді як наявність поздовжньої (стосовно напрямку поширення 

АПХ (див. [230])) різкої межі коаксіальних напівпровідникових шарів створює 

умови для поширення електромагнітних хвиль уздовж цієї межі (створюються 

умови для виникнення додаткового розв’язка дисперсійного рівняння). 

 

4.7. Висновки до четвертого розділу 

 

 У цьому розділі досліджено поширення хвиль поверхневого типу у плазмо-

вих хвилеводах круглого перерізу. Теорію азимутальних поверхневих хвиль, які 

поширюються за азимутальним кутом, узагальнено на випадок замагнічених хви-

леводів, випадок хвилеводів тороїдної форми (включаючи поширення ХПТ на-

вколо металевих кілець у тороїдному зовнішньому магнітному полі), а також на 

випадок ХПТ із малими значеннями аксіального хвильового числа.  

Доведено можливість поширення у замагніченому плазмовому хвилеводі 

електромагнітного збурення (Е – хвилі) іонного компонента вздовж азимутально-
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го кута поперек зовнішнього аксіального магнітного поля.  

Проаналізовано дисперсійні властивості електромагнітних ХПТ із довіль-

ним значенням азимутального номера моди і малим значенням аксіального хви-

льового числа при їхньому поширенні у хвилеводі циліндричної геометрії без ма-

гнітного поля, що складається з плазмового стовпа та діелектричного шару, охоп-

лених металевим екраном. Розрахунки електродинамічної моделі джерела плаз-

ми, що використовує поширення АПХ для підтримання газового розряду, показа-

ли, що такий розряд буде характеризуватися досить однорідним профілем уздовж 

азимутального кута в режимі низького тиску робочого газу. 

Теоретично доведено можливість поширення електромагнітних ХПТ із до-

вільним значенням азимутального номера моди і малим значенням аксіального 

хвильового числа поперек аксіального зовнішнього магнітного поля на межі пла-

зми з циліндричною металевою камерою. Показано, що за визначених умов такі 

незвичайні ХПТ можуть лінійно резонансно взаємодіяти із об’ємними звичайни-

ми хвилями. Ці умови реалізуються у широких хвилеводах із значною величиною 

зовнішнього магнітного поля. 

Показано, що внаслідок неоднорідності зовнішнього тороїдного магнітного 

поля у тороїдних хвилеводах, що повністю заповнені плазмою, а також у густій 

плазмі навколо металевих кілець ХПТ поширюються за малим азимутом у вигляді 

хвильових пакетів. Амплітуду сателітних гармонік таких ХПТ визначено як малу 

величину першого порядку. Поправку до власної частоти таких ХПТ пораховано 

як величину другого порядку малості за параметром тороїдності. 

У цьому розділі також досліджено дисперсійні властивості ХПТ, які поши-

рюються поперек аксіального зовнішнього магнітного поля у металевому хвиле-

воді круглого перерізу, який повністю заповнено двома шарами n -

напівпровідників, так що діаметр слугує межею між цими шарами. Визначено ро-

зподіл полів і поправку до власної частоти ХПТ, яку обумовлено малою різницею 

в діелектричних властивостях напівпровідникового заповнення. Цю поправку по-

раховано як величину другого порядку малості. 
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РОЗДІЛ 5 

ПОПЕРЕЧНІ ПОВЕРХНЕВІ ХВИЛІ  

В ПЛАЗМОВИХ ХВИЛЕВОДАХ НЕКРУГЛОГО ПЕРЕРІЗУ 

 

Найбільш ефективне збудження хвилеводних структур, у тому числі таких, 

що містять уповільнюючі елементи, як от гребінки, диски тощо, відбувається в ді-

апазоні власних частот [113, 144, 231 - 240]. Саме цим викликано інтерес до дос-

лідження спектрів багатокомпонентних магнітоактивних хвилеводів з уповіль-

нюючими елементами. Зокрема, використання уповільнюючих елементів призво-

дить до збільшення потужності ВЧ випромінювання в генераторах, побудованих 

на основі хвилеводів із плазмовим заповненням [70, 112]. У сучасних приладах 

ВЧ електроніки широко застосовуються багатокомпонентні хвилеводні структури 

[79, 80, 112 - 115, 241 - 243]. Наявність різних діелектричних і напівпровідникових 

вставок у металевому хвилеводі збільшує число власних мод хвилеводу і призво-

дить до виникнення особливостей при поширенні хвиль у таких хвилеводах. Зок-

рема, у таких структурах можуть існувати хвилі поверхневого типу.  

Дисперсійні властивості поверхневих хвиль на межі напівбезкінечної плаз-

ми з гофрованим ідеально провідним металом досліджено в роботі [244]. Але вла-

стивості ХПТ, що поширюється уздовж плоскої межі поділу двох середовищ і уз-

довж межі поділу із скінченним радіусом кривини, істотно відрізняються. У випа-

дку плоскої межі [244] ХПТ є суто потенціальними, і частотний діапазон їхнього 

існування відрізняється від визначеного в роботі [90] діапазону існування АПХ. 

У [229, 245, 246] зазначено, що ХПТ можуть бути відповідальними за неба-

жане нагрівання периферійної плазми в термоядерних пастках і інтенсивну взає-

модію частинок плазми зі стінкою камери, що, у свою чергу, призводить до за-

бруднення плазми домішковими іонами й ушкодженню камери. Тому задача по 

дослідженню спектра поверхневих хвиль у магнітоактивному металевому хвиле-

воді некруглого перерізу, частково заповненого однорідною плазмою, може мати 

важливі практичні застосування також і в аналізі експериментів з керованого тер-

моядерного синтезу. 
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5.1. Поширення поперечних поверхневих хвиль  

у вільному плазмовому хвилеводі некруглого перерізу 

 

 Цей підрозділ присвячено вивченню дисперсійних властивостей електрома-

гнітних поверхневих хвиль (ПХ), які поширюються впоперек осі симетрії метале-

вого хвилеводу некруглого перерізу із плазмовою вставкою без використання зо-

внішнього сталого магнітного поля [156, 247]. Хвилевод вважаємо однорідним 

уздовж вісі циліндру: 0/ ≡∂∂ z . Радіус R2 металевого хвилеводу змінюється за за-

коном: 
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∞

=1n

nn12
nsinh1RR ϕϕ  ,    (5.1) 

де R1 - середнє значення величини радіусу металевого хвилеводу (див. рис. 5.1), 

1h
n
<<  - відносна глибина гофрування стінки хвилеводу. 

 Плазмову вставку розташовано коаксіально всередині металевого хвилево-

ду. Вона являє собою циліндричний стовп газової або напівпровідникової плазми 

радіусу R0, для величини якого виконується нерівність 11RRh
1

02n
<−<

− . У на- 

 

 ближенні вільної холодної пла-

зми її діелектрична проникли-

вість має вигляд: 

22
p0

−

∑−= ωωεε

α

α
, де ε0 – діе-

лектрична проникливість кри-

шталевої ґратки напівпровідни-

ка, а у випадку газової плазми 

1
0
=ε , ωpα - ленгмюрівська ча-

стота, індекс α вказує тип час-

тинок: іони, електрони, дірки. 

Область 
20

RrR <<  заповнено 

діелектриком із проникливістю  
Рис. 5.1 Схематичне зображення досліджу-

ваного плазмового хвилеводу. 
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1
g
≥ε . 

 Нагадаємо, що у випадку планарного хвилеводу задачу про вплив гофру-

вання металевої поверхні на дисперсійні властивості ПХ розглянуто у роботі 

[244]. Але при цьому слід відзначити, що дисперсійні властивості ПХ, які поши-

рюються вздовж криволінійної межі, наприклад, за азимутальним кутом у цилінд-

ричних хвилеводах, та топологія їх поля суттєво відрізняються від властивостей 

тих ПХ, які поширюються вздовж прямої межі плазми [109]. Так, наприклад, ПХ, 

які розглянуто в роботі [244], є потенціальними, їхня фазова швидкість є значно 

меншою за швидкість світла у вакуумі, тоді як АПХ - це електромагнітні хвилі. 

Частотний діапазон існування АПХ у випадку холодної плазми без сталого магні-

тного поля визначається нерівністю 222

0 ie
Ω+Ω<ωε . 

 Розв’язуючи рівняння Максвелла в області плазми 
0

Rr ≤  та області діелек-

трика 
20

RrR << , що відокремлює плазму від металевої стінки хвилеводу, діста-

ємо просторовий розподіл полів поперечних ПХ у запропонованій структурі: 
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)r(NC)r(JCH gm
)m(

4gm
)m(

3
)m(

z κκ += ,   (5.7) 

коли 
20

RrR ≤≤ . Тут Jm(z), Im(z), Nm(z), Km(z) - відповідно функція Бесселя першо-

го роду, модифікована функція Бесселя, функція Неймана та функція Макдональ-
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да [226], )m(
4,3,2,1C  - константи інтегрування, εκ k

p
= , ω=ck , 

gg
k εκ = . 

 Для спрощення викладення матеріалу обмежимося спочатку розглядом ви-

падку [ ])sin(1
12

ϕNhRR
N

+= . Після чого узагальнимо результати, які отримаємо, 

на випадок довільного (5.1) перерізу хвилеводу. Вибір залежності ( )ϕ
2

R  у такому 

спрощеному вигляді має також і самостійне значення. При N=1 ця залежність зо-

бражує розцентрівку (порушення коаксіальності) плазмового стовпа та металевої 

камери. Випадок N=2 описує еліпсоїдність камери, 3≥N  - відповідає уповіль-

нюючий структурі з кутовим періодом 2π/N. 

 Для отримання дисперсійного рівняння скористаємося такими крайовими 

умовами: 

( ) ∞<= 0rH
z

,     (5.8) 
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RERERRE

r

.   (5.11) 

Застосування крайових умов (5.8) – (5.11) до полів поперечних ПХ (5.2) – (5.7) до-

зволяє отримати дисперсійне рівняння ПХ у хвилеводі некруглого перерізу. Ана-

літично воно розв’язується методом послідовних наближень. 

 У нульовому наближенні (hN=0) ПХ з різними азимутальними номерами 

розповсюджуються незалежно одна від одної. Для області 
20

RrR <<  маємо у 

цьому наближенні 

( ) ( )rLCR5,0H gm10g
m
z κκπ= ,    (5.12) 

де 

( ) ( ) ( )rNGrJGrL gm2gm1gm κκκ −= ,   (5.13) 

( ) ( ) ( ) ( )0gm0pm0gm0pmg1 RNRIRNRI/G κκκκεε ′+′= ,   (5.14) 

( ) ( ) ( ) ( )0gm0pm0gm0pmg2 RJRIRJRI/G κκκκεε ′+′= ,   (5.15) 

символ “штрих” означає похідну за аргументом. Решту компонентів поля ПХ мо-
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жна виразити через Hz згідно рівнянь (5.5) і (5.6). Крайову умову на тангенційний 

компонент електричного поля ПХ слід переписати у цьому наближенні так: 

( ) 0
1
=RE

ϕ
. З її допомогою можна знайти дисперсійне рівняння АПХ, які поши-

рюються вздовж азимуту у хвилеводі круглого перерізу [109]: 
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 У першому наближенні за параметром гофрування hN магнітне поле ПХ в 

області 
20

RrR <<  слід записати у вигляді суми: 

( ) ( ){ ( ) ( )[ ]ϕκϕκπκ NmiexprLhHimexprLCR5,0H gNmNgm10gz ++=
++

 

( ) ( )[ ]} ( ).tiexpNmiexprLhH gNmN ωϕκ −−+
−−

   (5.17) 

Аби Hz у вигляді (5.17) задовольняло крайовим умовам (5.10) із точністю до дода-

нків першого порядку за малим параметром гофрування, коефіцієнти 
±

H повинні 

мати такі значення: 
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 Розв’язуючи дисперсійне рівняння у другому наближенні за параметром 

гофрування hN, визначимо частоту ПХ ω у вигляді суми ω = ω0 +∆ωN , де ω0- вла-

сна частота ПХ у відсутності гофрування (hN=0), ∆ωN - поправка до частоти ПХ, 

яка обумовлена відміною форми перерізу хвилеводу від круглої. Вираз для ∆ωN 

має такий вигляд, 
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 Вираз (5.19) для поправки до частоти ПХ ∆ωN не залежить від знаку азиму-

тального хвильового числа m. Це явище взагалі є типовим для поверхневих коли-
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вань в ізотропних плазмових хвилеводах [115]. Користуючись рекурентними 

співвідношеннями та асимптотичними виразами для Бесселевих функцій [226], 

можна знайти наближені формули для поправок ∆ωN у випадках широких 

( )mR1p,g >>κ  та вузьких ( )1R1p,g <<κ  хвилеводів. 

 У випадку вузьких хвилеводів поправка ∆ωN <0. Наведемо аналітичний ви-

раз для неї: 
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де 
10

R/R1−=Λ , цей параметр, який характеризує відносну товщину діелектрич-

ного прошарку, вважався малим. Аналіз виразу (5.19) свідчить про те, що для до-

сить широких хвилеводів, з огляду на величину похідної ( )( )01gm d/RLd ωκ′ , може 

існувати ефект зміни знаку поправки ∆ωN. Тобто колив граничному випадку 

R1→∞, то поправка ∆ωN стає додатною величиною. Це відбувається у випадку ви-

конання нерівності: 
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Λ >> .     (5.21) 

Але слід мати на увазі, що для ПХ, які досліджуються, частота зменшується до 

нуля, коли R1 прямує до нескінченності, а придатність аналітичного виразу (5.19) 

для поправки до частоти ПХ визначається виконанням нерівності 
0

ωω <<∆
N

. То-

му тут в межах методу послідовних наближень отримано результати, в першу 

чергу вираз (5.19) для поправки до частоти ПХ ∆ωN, що мають обмежений діапа-

зон використання у випадку pe0 /cR ωΛ >> . Коли умови (5.21) не виконуються 
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 Порівнюючи (5.20) та (5.22), слід відзначити дві суттєві розбіжності між ко-

роткохвильовими збуреннями та довгохвильовими. У випадку ( ) 1R0g <<κ  вели-
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чина |∆ω N |/ω0 зменшується при збільшенні εg та зменшенні кількості гофрів у 

хвилеводі, тобто параметра N. Темп уповільнення довгохвильових ПХ не зале-

жить від параметрів m та N, а величина 2
g0N / εωω∆ ∝ . Сама величина ∆ωN при 

1kR
1
>>  із збільшенням gε зменшується. 

 З розгляду, який проведено, видно, що величина поправки ∆ωN не залежить 

від наявності у рівнянні поверхні (5.1) малих доданків ( )ϕnsin∝  ( )Nn ≠ . Тому у 

випадку довільного (5.1) перерізу хвилеводу власну частоту можна знайти у ви-

гляді, 

∑
≠

+=

m2n

n0
ω∆ωω ,     (5.23) 

де поправки 
n

ω∆  визначені формулою (5.19). 

 Результати числових досліджень величини поправки до частоти ПХ, яка 

обумовлена відмінністю форми перерізу хвилеводу від круглої, наведено на рис. 

5.2 та 5.3 відповідно у випадках N=1 та N=4. Цифрами на малюнках позначено 

номери мод m. Показано залежності (∆ωn/ωpe) від ефективного безрозмірного хви-

льового числа kef=mc/(R0ωpe). Аби рис. 5.2 і 5.3 були більш наочними, для збіль-

шення масштабу малий параметр гофрування обрано рівним h1=0.7 та h4=0.25 (як 

відзначалось, насправді hn мають бути малими). Числові розрахунки вказують на 

те, що найбільший вплив на величину поправки ( )efn kω∆  справляє товщина діеле-

ктричного прошарку – параметр Λ. Так, збільшення εg від 1 до 5 (при незмінних 

інших параметрах), приблизно удвічі зменшує як 
0

ω  так і 
n

ω∆ , у бік більших зна-

чень ефективного хвильового числа пересувається точка 0=∆
n

ω . В цілому збіль-

шення εg зменшує частоту ПХ, тобто відбувається погіршення умов її поширення. 

А зменшення Λ від 0.3 до 0.1 (при незмінних інших параметрах) неістотно змен-

шує власну частоту ПХ, в той час як ( )efn kω∆  приблизно у сім разів збільшуєть-

ся для ПХ з m=1, - удвічі для ПХ із m=2. Це зростання абсолютної величини поп-

равки до частоти ПХ стає менш вагомим при збільшенні kef та азимутального хви-

льового числа m. Слід зазначити, що криві ( )efn kω∆  із зменшенням Λ стають  
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Рис. 5.2 Залежність поправки до власної частоти, яка обумовлена порушенням ко-

аксіальності плазмової вставки і металевої камери хвилеводу, нормованої на елек-

тронну плазмову частоту, від ефективного хвильового числа. 

 

 

Рис. 5.3 Залежність поправки до власної частоти, яка обумовлена відмінністю фо-

рми перерізу хвилеводу від кола, нормованої на електронну плазмову частоту, від 

ефективного хвильового числа. 
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більш положистими, а абсолютна величина поправки зростає при збільшенні kef. 

Зростання кількості періодів гофрування (параметра N) призводить до більшого 

гальмування ПХ. 

 Радіальний розподіл полів ПХ у гофрованому хвилеводі зображено на рис. 

5.4 для наступних значень параметрів хвилеводу: hN=0.1, m=3, N=4, εg=1, ϕ=0. 

При цьому амплітуду ПХ обчислено у відносних одиницях, а радіальну координа-

ту нормовано на радіус хвилеводу R1. Оскільки ПХ, які досліджуються, є елект-

ромагнітними, то магнітний компонент поля їх більше або порядку електричного 

компонента, коли частота ПХ лежить у середині діапазону існування АПХ. Від-

значимо, що в області діелектрика, R0<r<R2, найбільшу величину має поле Er (во-

но має розрив на межі плазма –діелектрик і не прямує до нуля, коли r→R2), а поле 

Eϕ, яке утворюється поверхневими зарядами, досягає максимального значення са-

ме на межі плазмового циліндру з діелектричним прошарком (r=R0). 

 Електродинамічну структуру та її власні хвилі, які досліджено у цьому під 

 

 

 

Рис. 5.4 Радіальний розподіл полів поперечних ПХ. 
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розділі, можна використовувати у різних радіотехнічних пристроях, наприклад, у 

випромінювачах та генераторах НВЧ енергії. Як відомо [248], енергію цих елект-

ромагнітних ПХ досить просто можна вивести крізь невелике за кутовими розмі-

рами віконце у металевому кожусі хвилеводу. Якщо вздовж осі симетрії хвилево-

ду розташувати антену у вигляді дротинки, радіус якої був би малим (це необхід-

но для того, щоб можна було знехтувати її впливом на електродинамічні власти-

вості хвилеводу), то таку структуру слід було б розглядати, як антену з плазмовим 

покриттям. Слід відзначити, що використання плазмового покриття у антен давно 

відоме та використовується на практиці. Так, наприклад, у роботі [249] наведено 

розрахунки випромінювання сфероїдальною антени із плазмовим покриттям. На-

явність цього покриття призводить до підвищення енергії випромінювання. Наяв-

ність плазми у робочому просторі електронної лампи, яка працює на хвилі, що бі-

жить, призвела до збільшення потужності генератора [250]. Таким чином, резуль-

тати, які отримані у даній роботі, становлять певний інтерес для радіофізики та 

розробки радіоелектронних приладів. 

 

5.2. Розщеплення спектрів поперечних поверхневих хвиль в плазмовому  

хвилеводі некруглого перерізу без використання зовнішнього магнітного поля 

 

АПХ у круглих вільних плазмових хвилеводах є взаємними: частоти АПХ, 

що поширюються з азимутальними хвильовими числами протилежного знака, є 

однаковими, що взагалі характерно для ізотропних хвилеводів [115]. Цей підроз-

діл присвячено дослідженню розщеплення спектрів електромагнітних хвиль, що 

поширюються за азимутом поблизу поверхні однорідного плазмового циліндра 

без використання сталого магнітного поля, який відокремлено від металевого 

хвилеводу діелектричним шаром, товщина якого змінюється уздовж азимута, 

[150]. Розглянуто випадки відмінності від круглого циліндра меж плазма - діелек-

трик і діелектрик - метал. Вивчено просторовий розподіл полів цих хвиль. Визна-

чено поправку до власних частот поперечних ПХ, що обумовлена малою відмін-

ністю меж поділу середовищ від круглого циліндра. Показано, що періодична  
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зміна товщини діелектричного шару уздовж напрямку поширення хвилі призво-

дить до розщеплення спектрів поперечних ПХ, якщо кутовий період неоднорідно-

сті дорівнює половині періоду хвилі. 

Дослідимо поширення електромагнітної ПХ поблизу межі однорідного пла-

змового циліндра радіуса R1 (див. рис.5.5): 
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)ncos(1 ϕϕδ  ,     (5.24) 

який відокремлено від металевої камери радіуса R2, 

R2(ϕ)=b [ ]








∑ ++
∞

=1n

nn
)ncos(h1 ψϕ ,    (5.25) 

діелектриком із проникливістю εg≥1. Запис форм перерізу хвилеводу у вигляді за-

лежностей (5.24) і (5.25) дозволяє моделювати будь - яку форму поперечного пе-

реріза хвилеводу, наприклад, прямокутну [148] чи ту, яка характерна для поверхні 

анодного блоку магнетрона. Величини параметрів δn і hn , що визначають макси-

мальне відхилення радіусів R1 і R2 меж поділу від їхніх середніх значень a і b, 

вважаємо малими (δn,hn<(b/a-1)<1).  

 

 

  Розглядаємо випадок холодної 

плазми без сталого магнітного поля, її 

діелектрична проникливість дорівнює 

ε=ε0−∑
α

ω pα
2
ω
 −2. Хвилевод вважаємо 

однорідним уздовж осі циліндра: 

∂/∂z≡0. Досліджуємо хвилі E - типу з 

компонентами Er, Eϕ і Hz. Для магніт-

ного поля Hz ПХ у плазмі (r≤ R1) з рі-

внянь Максвелла одержуємо наступне 

рівняння: Рис. 5.5 Схематичне зображення до-

сліджуваного плазмового хвилеводу. 
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де κp=k ε   , kc=ω. Компоненти Er і Eϕ  електричного поля ПХ виражаються че-

рез Hz за допомогою формул (5.2) і (5.3). 

В області діелектричного шару (R1<r <R2) розподіл полів Hz, а також Er і Eϕ 

визначається рівнянням (5.26) і виразами (5.2), (5.3) при заміні в них ε→εg. 

Виходячи із симетрії задачі, розв’язок рівняння (5.26) шукаємо у вигляді ря-

дів Фур’є (5.4) і (5.7).  

Для одержання дисперсійного рівняння використовуємо наступні крайові 

умови: 

 - обмеженість полів ПХ у розглянутому об’ємі, зокрема, (5.8); 

 - неперервність тангенціального електричного поля Eτ(R1) ∝ R1(ϕ)Eϕ(R1) 

+Er(R1)∂R1/∂ϕ  і магнітного поля Hz на межі плазма - діелектрик, 

Eτ(R1+0)=Eτ(R1−0),   Hz(R1+0)=Hz(R1−0);    (5.27) 

- рівність нулю тангенціального електричного поля на поверхні металу (5.11). 

Задачу розв’язуємо за теорією збурень. За нульове наближення використо-

вуємо теорію АПХ, що поширюються за азимутом в круглих ізотропних цилінд-

ричних плазмових хвилеводах. Їхні властивості детально вивчені в [108]. Основні, 

необхідні для подальшого дослідження, відомості було наведено в підрозділі 5.1. 

Крайова умова (5.27) для тангенціального компонента електричного поля 

ПХ на круглій межі діелектрик - метал набуває вигляду Eϕ(b)=0. Звідси одержує-

мо дисперсійне рівняння АПХ [108] у вигляді 

D 0
)0(

m = ,      (5.28) 

де 

D )a(L)a(I)/a( g
'
mpmg

)0(
m κκκ≡  +(a/κp)I

'

m
(κpa)Lm(κga).   (5.29) 

Розв’язок цього рівняння в наближенні вузького діелектричного шару 

(Λ≡(b/a-1)<<1) докладно вивчено в [108], тому його тут не наведено. Відзначимо 

тільки, що дисперсія АПХ є прямою (її частота зростає зі збільшенням ефективно-
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го азимутального хвильового числа kef=(mδ)/a, де δ=c/Ωe глибина скін - шару). На 

рис. 5.6 і 5.7 суцільними лініями зображено залежність частоти АПХ, нормованої 

на електронну плазмову частоту (ω pe
)0(

m /ω ) , від kef. Розрахунки проведено для 

таких значень параметрів хвилеводу: 1
g
=ε ; Λ=0.3; m=1 на рис. 5.6 і m=2 на рис. 

5.7. 

 Дослідимо спочатку поперечні ПХ у хвилеводі з некруглою металевою ка-

мерою, тобто припустимо спочатку, що ПХ поширюються в круглому плазмовому 

циліндрі радіуса a, відділеному діелектричним шаром від металевої камери радіу-

са R2 (див. визначення (5.25)). Оскільки АПХ із різними азимутальними номерами 

m поширюються незалежно, вважаємо, що в нульовому наближенні існують гар-

моніки тільки з азимутальними номерами ±М. Обидві гармоніки поширюються в 

нульовому наближенні на однакових частотах ω )0(
M  , які є розв’язком дисперсійно-

го рівняння (5.28), DM
(0)

(ω )0(
M  )=0. Частоти хвиль з кутовим періодом основних га-

рмонік (2π /M) розщеплюються, якщо в рівнянні металевої поверхні (5.25) є малий 

доданок з n=2M. При цьому згідно з теорією збурень у випадку виродженого спе-

ктра [58] розв’язок рівняння (5.26) в області діелектрика знаходимо з урахуванням 

доданків першого порядку малості у вигляді стоячих хвиль: 

Hz(r,ϕ,t)=
2

π

κgaexp(-iωt)×{C11LM(κgr)[exp(iMϕ)±iexp(-iMϕ)] 

+CrL3M(κgr)[exp(i3Mϕ)±iexp(-i3Mϕ)]}.    (5.30) 

Тут константа C11 визначає амплітудне значення основної гармоніки ПХ, а малий 

коефіцієнт, 

Cr= 11
222

g

gM3g

gMM2
C)M3a(

)a('aL2

)a(Lih
−

−
κ

κκ

κ
,    (5.31) 

визначається з умови рівності нулю на металевій поверхні амплітуд сателітних 

(∝ exp(±i3Mϕ)) гармонік тангенціального електричного поля хвилі. 

Умова рівності нулю на металевій поверхні амплітуд основних 

(∝ exp(±i3Mϕ)) гармонік тангенціального електричного поля хвилі призводить до 

дисперсійного рівняння, що має вигляд секулярного рівняння, 
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Рис. 5.6 Частота поперечних поверхне-

вих хвиль з азимутальним хвильовим чи-

слом основних гармонік М=1 (суцільні 

лінії) і величини їхнього розщеплення, 

обумовленого відмінністю форми перері-

зу металевої камери від кола (короткі 

штрихи) і відмінністю форми перерізу 

плазмового циліндра від кола (довгі 

штрихи), у залежності від ефективного 

азимутального хвильового числа. 

Рис. 5.7 Та сама залежність, що і на рис. 

5.6, але для поперечних поверхневих 

хвиль з азимутальним хвильовим чис-

лом основних гармонік М=2. 

 

(DM
(0)

)
2
-(DM

(1)
)
2
=0,     (5.32) 

де DM
(1) є величиною першого порядку малості. Розв’язок дисперсійного рівняння 

(5.32) знаходимо у вигляді ω=ωΜ
(0)
± ∆ωb,M, де поправка 

∆ωb,M≡DM
(1)

)0(
M

1
)0(
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ωω
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Вираз (5.33) спрощується у випадку плазмового циліндра великих розмірів 

(κpa>>1): 

∆ωb,M=− )0(
M

4
1

g

2
1

2
1

g
M2

a

a
1

4

Mh
ωε

Λ

δ
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Λ −

















+ .   (5.34) 

Відзначимо, що поправка до частоти, яка обумовлена періодичною (з n=2M) змі-

ною кривини металевої поверхні уздовж напрямку поширення хвилі з кутовим 

періодом (2π/M), є пропорційною першому ступеню малого параметра 

(∆ωb,M ∝ h2M ). Наявність у рівнянні металевої поверхні (5.25) малих доданків з 

n≠2M враховано в підрозділі 5.1, вона призводить до слабкішої (∝ hn
2
) зміни час-

тоти [156, 247], однакової для ПХ із протилежними знаками азимутального номе-

ра основної гармоніки, відповідні хвильові пакети мають вигляд хвилі, що біжить. 

Графіки залежності поправки до частоти ПХ, нормованої на плазмову час-

тоту (-∆ωb,M /ωpe), від ефективного хвильового числа kef зображено на рис. 5.6 і 5.7 

лініями з короткими штрихами. Для наочності представленого графічного матері-

алу малий параметр обраний у розрахунках рівним одиниці, h2M=1. 

Дослідимо тепер поперечні ПХ у некруглому циліндрі, тобто досліджуємо 

тепер випадок, коли ПХ поширюються в плазмовому циліндрі некруглого перері-

зу (5.24), що знаходиться в круглій металевій камері радіуса b без застосування 

сталого магнітного поля. Розщеплення частоти ПХ із кутовим періодом (2π/M) ві-

дбувається в цьому випадку, як і в попередньому, за наявності в правій частині рі-

вняння межі поділу (5.24) малого доданка з n=2M . 

Обмежений на осі циліндра (при r=0) розв’язок рівняння (5.26), що описує 

розподіл поля Hz у плазмі (при r<R1(ϕ)), знаходимо в цьому випадку з урахуван-

ням доданків першого порядку малості у вигляді 

Hz={[A0
(+)

exp(iMϕ)+A0
(-)

exp(-iMϕ)]IM(κpr)+ 

[A1
(+)

exp(i3Mϕ)+A1
(-)

exp(-i3Mϕ)]I3M(κpr)}exp(-iωt),  (5.35) 

де A0,1
(±) –константи інтегрування. 
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Розв’язок рівняння (5.26), що описує розподіл поля Hz у діелектрику при за-

міні ε→εg і задовольняє крайовій умові (5.27) на круглій металевій поверхні (r=b), 

знаходимо з урахуванням доданків першого порядку малості у вигляді 

Hz={[F0
(+)

exp(iMϕ)+F0
(-)

exp(-iMϕ)]LM(κgr) 

+[F1
(+)

exp(i3Mϕ)+F1
(-)

exp(-i3Mϕ)]L3M(κgr)}exp(-iωt),  (5.36) 

де F0,1
(±) -константи, функція Lm(κgr) визначена формулою (5.27), у якій тепер 

G1=N`M(κgb),   G2=J`M(κgb).     (5.37) 

Умова неперервності сателітних гармонік полів Hz і Eτ на межі r=R1(ϕ) ви-

значає амплітуди сателітних гармонік, 
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Умови неперервності основних гармонік Hz і Eτ на некруглій межі r=R1(ϕ) 

визначають зв'язок між амплітудами основних гармонік у плазмі і діелектрику: 

F0
(±)

=A0
(±)

( )
( )aL

aI

gM

pm

κ

κ
 ,     (5.40) 

а також дозволяють одержати дисперсійне рівняння, що враховує неоднорідність 

кривини межі (5.24) поділу плазма – діелектрик, у вигляді секулярного рівняння 

(5.32). Поправка ∆ωa,M до власної частоти ПХ, яка обумовлена відмінністю форми 

перерізу межі плазма - діелектрик від круглої, дорівнює 
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Вираз для поправки ∆ωa,M спрощується у випадку малих ефективних хвильових 
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чисел (kef<<1): 

∆ωa,M≈ 
4

M2
δ

aΛ

δ

4
g

eM

ε

Ω
.     (5.42) 

Для великих ефективних хвильових чисел (kef>>1): 

∆ωa,M≈ 
4

eM2
Ωδ

Λ

M
.      (5.43) 

Якщо кутовий період неоднорідності є в два рази меншим за кутовий період осно-

вних гармонік ПХ, то ПХ існують у вигляді стоячих хвиль (A0
(-)

=± A0
(+), якщо 

ω=ωM
(0)
±∆ωα,Μ) із близькими частотами. 

Графіки залежності нормованої на плазмову частоту поправки до частоти 

ПХ (∆ωa,M/ωpe) від ефективного хвильового числа kef зображено на рис. 5.6 і 5.7 лі-

ніями з довгими штрихами. Для зручності порівняння з випадком некруглої межі 

поділу діелектрик - метал малий параметр обрано у розрахунках також рівним 

одиниці, δ2M=1. 

Підіб’ємо підсумки. У цьому підрозділі теоретично вивчено вплив відмін-

ності форми меж поділу плазма - діелектрик (5.24) і діелектрик - метал (5.25) від 

круглого циліндра на дисперсійні властивості незвичайних електромагнітних 

хвиль поверхневого типу, що поширюються за азимутом в плазмових хвилеводах 

без магнітного поля. Досліджено розподіл полів поперечних ПХ в об’ємі хвилево-

ду (див. формули (5.30), (5.35) і (5.36)). Показано, що шляхом вибору форми по-

перечного переріза плазмового стовпа або металевої камери хвилеводу можна ке-

рувати спектральним складом ПХ, що поширюються в ньому. 

Показано також, що періодична неоднорідність хвилеводу уздовж напрямку 

поширення ПХ призводить до розщеплення частоти ПХ, у якої кутовий період 

основних гармонік в два рази більший за період неоднорідності хвилеводу (див. 

формули (.22). (5.41) і рис. 5.6 і 5.7). У цьому випадку поперечна ПХ існує у ви-

гляді двох стоячих хвиль із близькими частотами. Унаслідок додавання цих стоя-

чих хвиль у хвилеводі виникають биття з частотою ∆ωa,b,M . Кутовий період цих 

биттів визначається кутовим розміром неоднорідності товщини діелектричного 

шару. Вимірювання частоти биттів можна використовувати для діагностики па-
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раметрів плазмового хвилеводу. 

Числовий аналіз підтверджує, що поправка до частоти зростає зі зменшен-

ням товщини діелектричного шару або діелектричної проникності діелектрика. За 

інших рівних умов поправка, яка обумовлена відмінністю форми межі поділу від 

круглої, є більшою, якщо це - межа плазма - діелектрик, ніж якщо це - межа діеле-

ктрик - метал. Це пояснюється тим, що енергія ПХ зосереджена саме поблизу ме-

жі плазма -діелектрик, і, отже, дисперсійні властивості ПХ більш чуттєві до неод-

норідності саме цієї поверхні. 

Якщо до досліджуваної структури прикласти аксіальне магнітне поле 

B

r

0||e
r

z, відбудеться [90] зняття виродження спектрів АПХ щодо знака азимуталь-

ного хвильового числа. Поправка до частоти, яка обумовлена малим аксіальним 

магнітним полем, дорівнює за порядком величини 

∆ωΒ∼ 
222
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am2

m

−

+

−

δ

ω
.     (5.44) 

Впливом аксіального магнітного поля на дисперсійні властивості ПХ із кутовим 

періодом, що вдвічі перевищує кутовий період подовжньої неоднорідності, можна 

знехтувати, якщо електронна циклотронна частота |ωce| є досить малою: 
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Для об'ємних хвиль зняття виродження їхніх спектрів поперечним стаціона-

рним магнітним полем також є широко відомим. Наприклад, частоти електромаг-

нітних коливань циліндричної плазми в аксіальному магнітному полі є виродже-

ними щодо знака аксіального хвильового числа. На розщеплення власних частот 

швидких магнітозвукових хвиль стаціонарним полоїдним магнітним полем упер-

ше було звернуто увагу в [207], це явище докладно досліджено теоретично і спо-

стерігається експериментально (див., наприклад, [189] і цитовану там літературу). 

Стосовно актуальності та практичної значимості виконаних у даному під-

розділі досліджень слід сказати таке. Як зазначено в [229], ПХ можуть бути від-

повідальними за небажане нагрівання периферійної плазми в термоядерних паст-

ках, інтенсивну взаємодію частинок плазми зі стінкою камери, що, у свою чергу,  
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приводить до забруднення плазми домішковими іонами й ушкодженню камери. 

Дисперсійні властивості ПХ, що поширюються в токамаках уздовж малого азиму-

та, доповідались в [227] з урахуванням багатьох особливостей цих уловлювачів: 

радіальної неоднорідності профілю густини плазми, D - подібності форми полоїд-

ного перерізу камери, полоїдного магнітного поля, обумовленого подовжнім 

струмом у плазмі, і шафранівського зсуву магнітної осі внаслідок тороїдності пас-

тки. Оскільки умова (5.45) добре виконується для токамаків, досліджене в цьому 

підрозділі розщеплення власної частоти може спостерігатися в таких уловлювачах 

для ПХ із полоїдним номером основної гармоніки М=1, де воно є обумовленим D 

- подібністю форми полоїдного перерізу металевої камери і плазми. 

 

5.3. Розповсюдження електромагнітних хвиль вздовж межі плазми з металевим  

хвилеводом довільного перерізу в аксіальному магнітному полі 

 

У підрозділі 5.3 методом послідовних наближень досліджено розповсю-

дження ПХ поперек зовнішнього магнітного поля вздовж межі металевого хвиле-

воду довільного перерізу, який заповнений холодною однорідною плазмою [146, 

251]. Проведено порівняння властивостей поперечних ПХ із властивостями ПХ у 

плоскопаралельному плазмовому шарі та азимутальними ПХ у круглому цилінд-

ричному хвилеводі. Знайдено просторовий розподіл полів поперечних ПХ у тако-

му хвилеводі у вигляді хвильового пакета з точністю до доданків другого порядку 

за малим параметром, який характеризує відміну форми перерізу хвилеводу від 

круглої. Числовими засобами проаналізована залежність величини цієї поправки 

від параметрів хвилеводу. Як приклад досліджені поперечні ПХ у майже квадрат-

ному хвилеводі, який заповнено напівпровідником n -типу.  

Нехай густа (
cepe

ωω >> ) однорідна холодна плазма повністю заповнює си-

метричний вздовж вісі z  (у циліндричних координатах) металевий хвилевод 

( )0/ =∂∂ z . Зовнішнє стале однорідне магнітне поле z||B
0

r

r

. Форму внутрішньої 

поверхні металевої камери описує рівняння (5.1). Дослідимо Е-хвилю з компонен-
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тами поля 
zr

BEE ,,
ϕ

. Розв’язок рівнянь Максвелла шукаємо у вигляді ряду Фур’є 

(5.4).  

 Задля спрощення розглянемо спочатку випадок, коли поверхня хвилеводу 

задається рівнянням 

( )( )ϕNsinh1RR
N12

+= ,     (5.46) 

де hN<<1, а тоді узагальнимо результати, які здобудемо, на випадок хвилеводу 

довільного перерізу (5.1). 

Компоненти електричного поля поперечних ПХ виражаються з рівнянь Ма-

ксвелла через аксіальну складову магнітного поля хвилі Hz в наступний спосіб: 










∂

∂
+

∂

∂
=

⊥
ϕ

µ
ϕ

ω
zz

2r

HH

ri

1

kc
E ,     (5.47) 
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
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2
ϕ

µω

ϕ
.     (5.48) 

 За нульове наближення використаємо теорію АПХ [120], які поширюються 

вздовж межі плазми з металевою камерою круглого перерізу. Основні відомості 

про їхні дисперсійні властивості наведено на початку розділу 4. 

В першому наближенні за малим параметром hN розв’язок рівнянь Максвел-

ла шукаємо для аксіальної складової магнітного поля хвилі у наступному вигляді: 

Hz(r,ϕ,t)= ( ) ( ) ( )[ ϕiNexprkICrkI Nm
)1(

m ⊥++⊥
+  

( ) ( )] ( )( )tmiexpiNexprkIC Nm
)1(

ωϕϕ −−+
⊥−−

.  (5.49) 

 Крайова умова: рівність нулю тангенціального компонента електричного 

поля на некруглій металевій поверхні (5.1), - має вигляд (5.11).  

 Підстановка Er та Eϕ у вигляді (5.47) та (5.48), які виражені через Hz у вигля-

ді (5.49), до крайової умови (5.11) показує, що урахування доданків першого по-

рядку малості не змінює власної частоти ПХ, але визначає амплітуди гармонік - 

сателітів: 

( ) ( )( )[ ]
)0(

22
1

2
1m)0(

Nm

N)1(
1NmmRkRkI

D2

h
C

ω

µ−±+
−

=
⊥⊥±

m

.  (5.50) 

 Таким чином, у хвилеводі некруглого перерізу ПХ розповсюджуються у ви-
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гляді пакета гармонік з певними значеннями азимутальних номерів ( jNMm ±= , 

де j - цілі). В пакеті завжди присутні такі гармоніки - сателіти, які розповсюджу-

ються в напрямку, зворотньому до напрямку розповсюдження основної гармоні-

ки. Як вказує вигляд Hz (5.49), такий сателіт з’являється вже в першому набли-

женні за 
N

h , якщо NM < . Якщо NM > , то він з’являється в одному з наступ-

них наближень. Частка енергії ПХ, яку переносять ці гармоніки, є величиною по-

рядку k2

Nh , де k=1, якщо |M|<N, k=2, якщо N ≤ |M|<2N, і т.д. Цим ПХ, які розгля-

даються, відрізняються від ПХ, які розповсюджуються в планарній геометрії, та 

від АПХ, для яких розповсюдження ПХ з різними поперечними хвильовими чис-

лами відбувається незалежним чином та які є односпрямованими. 

Встановлено, що відмінність форми перерізу хвилеводу від кола у випадку 

малих розмірів (коли ефективне хвильове число kef=Mδ/R1>>1) призводить до 

зниження частоти )2(
NM

)0(
M ωωω +=  ( )0)2(

NM <ω  ПХ порівняно до випадку круглого 

хвилеводу. Тобто неоднорідність поверхні вздовж напрямку розповсюдження ПХ 

служить сповільнюючою структурою.  Якщо ж розміри хвилеводу великі 

( )1<<efk , то відміна форми перерізу від круглої знижує частоту ПХ лише з мали-

ми значеннями M<N. Якщо ж азимутальне хвильове число основної гармоніки 

M>N, то виникає інтервал значень ефективного хвильового числа 

( )( )1/2
22

<<<− efkNMM , для яких відмінність форми перерізу хвилеводу від 

кола призводить до підвищення частоти ( )0)2(
NM >ω  ПХ порівняно до випадку кру-

глого хвилеводу (hN=0). Числовий аналіз показав, що поправка )2(
NMω  з великою 

мірою точності є пропорційною до величини зовнішнього магнітного поля. Для 

хвилеводів великих розмірів ( )0kef →  наш розгляд не можна використовувати, бо 

при цьому поправка до частоти )2(
NMω  стає більшою за саму частоту. 

 Виконані дослідження дають підставу дійти висновку, що поправка до вла-

сної частоти, яка зумовлена малою відмінністю форми перерізу металевого хви-

леводу від кола (наявністю в правій частині рівняння поверхні (5.46) малого дода-
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нка, пропорційного до sin(Nϕ)), у другому наближенні за малим параметром hN не 

залежить у випадку довільного перерізу (5.1) від наявності в правій частині рів-

няння поверхні (5.1) малих доданків з іншою кутовою залежністю. Тому з ураху-

ванням доданків другого порядку малості за 
N

h  у випадку хвилеводу з довільним 

перерізом (5.1) частоту ПХ можна знайти у наступному вигляді: 

∑+=

n

)2(
nm

)0(
m ωωω ,    (5.51) 

де поправка до частоти, яка обумовлена малим відхиленням форми перерізу мета-

левої поверхні (5.46) від кола, дорівнює 

1
)0(

M)2(
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Важливим з практичної точки зору частинним випадком задачі, яка розгля-

дається, є розповсюдження ПХ впоперек магнітного поля в майже квадратному 

хвилеводі. Хоча використання декартової системи координат в цьому випадку, 

по-перше, диктується міркуваннями симетрії та, по-друге, вже дозволяло 

розв’язати задачу у випадку напівнескінченної плазми [116] та плоского шару 

[117], тим не менш воно не допускає розділення змінних у випадку квадратного 

хвилеводу. Рівняння поверхні квадратного хвилеводу зі стороною a  має вигляд 

R2= ( ) ( ) ( )( )...12cosh8cosh4cosh1R
12841

++++ ϕϕϕ ,  (5.54) 

де ( ) ( )223ln/aR
1

+= π , h4=− 0.1394, h8=0.04395, h12=− 0.02082. Оскільки при 

визначенні власної частоти ПХ у вигляді (5.51) було знехтувано доданками тре-

тього порядку малості, тому точність виразу (5.51) у випадку квадратного хвиле-

воду становить за порядком величини h4

2
h8=8.54×10

 −4. 
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 Розглянемо, як конкретний приклад, квадратний хвилевод зі стороною 

a=1.8 см, який заповнено напівпровідником n-Ge (концентрація електронів прові-

дності ne=2.5×10
 13см −3, ефективна маса електронів Me=1.3×10

 −27 г, діелектрична 

проникливість ґратки напівпровідника 16
0
=ε ) і поміщено в стале магнітне поле 

B0=100 Ое. У фізиці напівпровідників ПХ, які досліджуються, звуться поверхне-

вими магнітоплазмовими поляритонами, а геометрія хвилеводу, яка розглядаєть-

ся, - геометрією Фойгта. Найнижчу власну частоту має НЧ ПХ, основна гармоніка 

якої характеризується азимутальним номером m=1. Ця частота дорівнює 

...

)2(
12 1

)2(
8 1

)2(
4 1

)0(
1 ++++= ωωωωω  = 2.51×10

 9
 – 1.89×10

 8 
− 6.24×10

 7 
− 2.73×10

 7
= 

2.23×10
 9
 с−1. Глибина проникнення поля цієї ПХ до плазми n - Ge 1

k
−

⊥
=0.134 см є 

малою порівняно до розмірів хвилеводу. Термін життя вільних електронів 

5
10

−

=τ с в плазмі Gen −  є великим порівняно до періоду ПХ, що виправдовує ви-

користання нами моделі плазми без зіткнень. 

 Наведений приклад показує, що для практичних розрахунків частоти ПХ в 

квадратному хвилеводі досить врахувати, окрім основного доданка )0(
mω , лише 

першу поправку )2(
4mω , оскільки доданки ∑

∞

=2j

)2(
j4mω , якими при цьому нехтуємо, 

становлять лише близько 4%. Таке становище, однак, не носить універсального 

характеру. Воно, наприклад, не має місця в хвилеводі з поперечним перерізом у 

вигляді прямокутника зі сторонами d та b, такими що |b-d|<<b. Тому для оцінки 

величини доданків, які відкинуто, слід визначити асимптотику )2(

nm
ω  (5.52) для ве-

ликих значень n ( )mRkn
1
>>>>

⊥
. У випадку НЧ ПХ 

)0(
m1

2
n

)2(
nm nRkh5,0 ωω

⊥
−= ,     (5.55) 

та у випадку ВЧ ПХ 

)0(
m

2
ce1

2
n

)2(
nm /nRkh5,0 ωωω

⊥
−= .    (5.56) 

Вирази (5.55) та (5.56) показують, що ряд (5.51) збігається, якщо 
n
h  зменшується 

із зростанням nшвидше, ніж 1−
n . 
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 В цьому підрозділі ми показали, що частота ПХ в квадратному хвилеводі зі 

стороною a  є близькою до частоти АПХ, яка розповсюджується в круглому цилі-

ндрі радіусу ( ) ( )223ln/aR
1

+= π . Для визначення цієї частоти в нульовому на-

ближенні можна скористатись асимптотичними формулами (4.141) і (4.145) у ви-

падку НЧ ПХ та формулою (4.143) для ВЧ ПХ. Для розглянутого вище прикладу 

формула (4.141) дає значення частоти НЧ ПХ )0(
1ω =2.477×10

 9
 с-1, яке менше, ніж 

на 2%, відрізняється від розрахункового значення. А приблизне значення поправ-

ки дорівнює згідно (5.54) )2(
41ω =−3.7×10

 8
 с-1 та лише за порядком величини спів-

падає з розрахунковим значенням. Така помітна розбіжність пояснюється тим, що 

в цьому випадку 
1

Rk
⊥

=7.5, та нерівність NRk
1
>>

⊥
, яка вважалась справедливою 

при отриманні (5.54), виконується погано. 

 Відзначимо ще дві відмінності властивостей ПХ, які розповсюджуються в 

квадратному хвилеводі, від властивостей ПХ у плазмовому шарі [117]. По - пер-

ше, величина частоти ПХ в однорідному плазмовому шарі не залежить від розмі-

рів хвилеводу, а частота поперечних ПХ в квадратному хвилеводі явно залежить 

від розмірів хвилеводу. Це пояснюється тим, що частота ПХ в шарі залежить від 

величини хвильового вектора вздовж напрямку розповсюдження. У випадку ша-

ру, який є безкінечним вздовж напрямку розповсюдження хвилі, цей хвильовий 

вектор може мати довільну величину, а у випадку ПХ у квадратному хвилеводі 

роль хвильового вектора для основної гармоніки відіграє частка ( )
1

R/m . По - 

друге, розповсюдження ПХ вздовж протилежних поверхонь однорідного шару ві-

дбувається незалежно, а фази ПХ на протилежних гранях квадратного хвилеводу 

жорстко пов’язані (різниця фаз для основної гармоніки становить Mπ). Звідси 

приходимо до висновку, що урахування скінченності довжини однорідного шару, 

можливо, призводить до появи зв’язку між ПХ, які розповсюджуються вздовж йо-

го протилежних поверхонь.  

 На рис. 5.8 – 5.10 показано розподіл полів Hz (рис. 5.8), 
r

E  (рис. 5.9) та 
ϕ

E  

(рис. 5.10) ПХ, основна гармоніка якої характеризується азимутальним номером 

1=m , в плазмі Gen − , який розрахований за формулою (5.4), в якій враховані ма- 
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Рис. 5.8 Розподіл поля Hz в перерізі квадратного хвилеводу. 

 

лі сателіти ( )( )ϕ4exp ±∝ mi  та ( )( )ϕ8exp ±∝ mi . Величини полів вказані у віднос-

них одиницях. По рисунках видно, що максимальну амплітуду має магнітне поле. 

Це говорить про те, що ПХ, які розглядаються, є істотно непотенціальними. Чис-

ловий аналіз показав, що амплітуда сателіта ( )( )ϕNMi +∝ exp  є більшою за амп-

літуду сателіта ( )( )ϕNMi −∝ exp , якщо NM < , та навпаки, якщо NM > . 

 Вкажемо ще на одну можливість застосування результатів, які тут отрима-

но. Теорію АПХ, яку тут використано за нульове наближення, розроблено в [120] 

також і для хвиль, які розповсюджуються поблизу поверхні круглого металевого 

стрижня, якого орієнтовано вздовж зовнішнього магнітного поля, і якого поміще-

но в однорідну плазму. В такій геометрії АПХ існують в тих самих частотних діа-

пазонах (4.4) і (4.5). Їхня частота характеризується якісно тією самою залежністю  
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Рис. 5.9 Розподіл поля Er в перерізі квадратного хвилеводу. 

 

від параметрів плазми, що і частота АПХ в круглому циліндрі (див. рис. 5.8). Слід 

відзначити дві основні відмінності властивостей АПХ поблизу поверхні круглого 

стрижня від властивостей АПХ у циліндричному хвилеводі. По - перше, вони 

розповсюджуються лише з від’ємними азимутальними номерами в НЧ діапазоні 

частот (4.4), а у ВЧ діапазоні (4.5) – лише з додатними номерами. По - друге, роз-

поділ поля Hz поблизу стрижня описується формулою (5.49), а власна частота ПХ 

визначається як розв’язок дисперсійного рівняння при заміні в них модифікова-

них функцій Бесселя функціями Макдональда того самого порядку та аргументу. 

З урахуванням цих двох зауважень розгляд, який проведено, є справедливим і для 

ПХ, які розповсюджуються поблизу поверхні некруглого (наприклад, квадратно-

го) металевого стрижня, якого орієнтовано уздовж зовнішнього магнітного поля  
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Рис. 5.10 Розподіл поля Eϕ в перерізі квадратного хвилеводу. 

 

та поміщено до однорідної плазми великих (порівняно до глибини проникнення 

поля ПХ) розмірів. 

 Підіб’ємо підсумки. В цьому підрозділі методом послідовних наближень 

досліджено розповсюдження ПХ впоперек зовнішнього магнітного поля вздовж 

межі металевого хвилеводу довільного перерізу (5.1), який заповнено холодною 

однорідною плазмою. Відхилення форми поперечного перерізу хвилеводу від 

круглої вважалось малим. Проведено порівняння властивостей цих ПХ із власти-

востями ПХ у плоскопаралельному плазмовому шарі та АПХ в круглому цилінд-

ричному хвилеводі. Показано, що ПХ, які розглянуто, розповсюджуються в тому 

самому частотному діапазоні, що й АПХ [120]. Просторовий розподіл (5.49) і 

(5.50) полів ПХ в такому хвилеводі знайдено з точністю до доданків першого по- 
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рядку малості. Числовими засобами проаналізовано залежність величини цієї по-

правки від параметрів хвилеводу (див. рис. 5.8). Як приклад досліджено поперечні 

ПХ в квадратному хвилеводі, який заповнено напівпровідником n -типу. Показа-

но, що властивості таких ПХ є близькими до властивостей АПХ, які розповсю-

джуються в циліндрі радіусом ( ) ( )223ln/aR
1

+= π  (a - бік квадрату). Здобуті 

результати узагальнено на випадок поперечних ПХ, що поширюються вздовж по-

верхні металевого стрижня довільного перерізу, який занурено у холодну плазму 

паралельно до зовнішнього магнітного поля. 

Точний аналітичний розв’язок задачі про поширення поперечних ПХ 

вздовж межі плазми з металевим хвилеводом еліптичного перерізу, одержаний 

згодом в [252], підтвердив правильність здобутих в цьому підрозділі результатів 

для випадку хвилеводу еліптичного перерізу. 

 

5.4. Поширення поверхневих хвиль поперек осі магнітоактивного плазмового  

хвилеводу з діелектричним покриттям металевих стінок 

 

 Дослідимо у цьому підрозділі дисперсійні властивості поперечних ПХ, які 

поширюються в металевому хвилеводі некруглого перерізу з круглою однорідною 

плазмовою вставкою в аксіальному сталому магнітному полі [157]. Це досліджен-

ня узагальнює результати досліджень, які виконано у підрозділі 5.1 на випадок 

наявності зовнішнього аксіального магнітного поля. 

 Шукаємо залежність полів електромагнітної ПХ від кутової координати і 

часу у вигляді ( )tiimexpH,E ωϕ −∝

rr

, де m - азимутальне хвильове число, ϕ - ази-

мутальний кут, ω - частота хвилі. Розглядаємо металевий хвилевод, радіус якого 

R2 змінюється уздовж азимутального кута ϕ за законом (5.1). Усередині металево-

го хвилеводу коаксіально розташовано плазмовий циліндр радіуса R0, для якого 

виконується нерівність hn<(R1-R0)/R0<1 (див. рис. 5.1). Хвилевод вважаємо одно-

рідним уздовж осі циліндра. Область R0<r<R2 займає діелектрик із проникливістю 

εd≥1. Зовнішнє стале магнітне поле 
0

B

r

 спрямовано уздовж осі хвилеводу. Для 
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опису полів ПХ скористаємося рівняннями Максвелла. Вектори електричної інду-

кції і напруженості електричного поля вважаємо зв'язаними тензором діелектрич-

ної проникливості холодної магнітоактивної плазми зі слабкими зіткненнями 

(див., наприклад, [115]). Два його компоненти ε11 і ε12, які будуть використані в 

цьому підрозділі, наведено у формулах (4.126) і (4.127). 

При обраній залежності полів ПХ система рівнянь Максвелла розпадається 

на дві незалежні підсистеми, що описують E - і H - хвилі. Обмежимося випадком 

E - хвилі, що поширюється уздовж межі однорідного плазмового циліндра, густи-

ну плазми при цьому вважаємо досить великою, щоб виконувалася нерівність 

Ωα
2
>ε0ωα

2
. Останнє припущення гарно виконується для випадку напівпровіднико-

вої плазми. 

Розв’язуючи рівняння Максвелла для ПХ E - типу в області r≤R0, яку зайня-

то плазмою, знаходимо вирази для компонентів поля ПХ у хвилеводній структурі, 

що розглядається, у вигляді рядів Фур’є, ∑ −=
∞

−∞=m

)m(
zz )tiimexp(HH ωϕ . При r≤R0: 

)rk(ICH m
)m(

1
)m(

z ⊥
= ,    (5.57) 

компоненти Er і Eϕ електричного поля поперечних ПХ виражаються з рівнянь Ма-

ксвелла через аксіальну складову магнітного поля хвилі Hz формулами (5.47) і 

(5.48). 

В області R0<r<R2, яку зайнято діелектриком, аксіальна складова магнітно-

го поля хвилі записується через функцію Бесселя першого роду і функцію Нейма-

на за допомогою формули (5.7), а компоненти Er і Eϕ електричного поля попереч-

них ПХ виражаються через Hz формулами (5.5) і (5.6).  

 З метою спрощення викладу матеріалу розглянемо докладно випадок, коли 

відмінність форми внутрішньої поверхні металевої камери від кола описується 

однією Фур’є гармонікою, ( )( )ϕNsinh1RR
N12

+= , а потім узагальнимо отримані 

результати на випадок хвилеводу з довільною формою (5.1) поперечного переріза. 

Крім того, розв’язання такої спрощеної задачі має важливе практичне застосуван-

ня. Так, випадок N=1 відповідає порушенню коаксіальності хвилеводної структу-

ри: розбіжності осей плазмового циліндра і металевого хвилеводу. Випадок N=2 
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описує хвилевід еліптичної форми, уповільнюючій структурі з кутовим періодом 

2π/N відповідають значення N≥3. 

 Щоб одержати дисперсійне рівняння, слід скористатися наступними крайо-

вими умовами: - обмеженість поля хвилі на осі (5.8), - неперервність тангенціаль-

ної складової електричного поля хвилі (5.9), - неперервність тангенціальної скла-

дової магнітного поля хвилі (5.10), - рівність нулю тангенціальної складової елек-

тричного поля на межі з металом (5.11). 

Одержимо дисперсійне рівняння ПХ, що поширюються поперек осі метале-

вого хвилеводу некруглого перерізу з плазмовою вставкою. Дослідження викона-

ємо методом послідовних наближень. За нульове наближення використаємо тео-

рію АПХ [90], які поширюються в металевому магнітоактивному хвилеводі круг-

лого перерізу.  

 У нульовому наближенні (hN=0) АПХ із різними азимутальними номерами 

мод поширюються незалежно. Магнітне поле АПХ у діелектричній області можна 

записати у нульовому наближенні у вигляді однієї гармоніки (5.12) – (5.13), при 

цьому величини G1,2 набувають наступного вигляду: 

{ })R(NA)R(N)Rk(IG 0gm
)m(

0gm0m
)m(

1 κκ +′=
⊥

,  (5.58) 

{ })R(JA)R(J)Rk(IG 0gm
)m(

0gm0m
)m(

2 κκ +′=
⊥

,  (5.59) 

де  
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01

2)m( ε

ε

ε

,   (5.60) 

знак "штрих" означає похідну за аргументом. Компоненти електричного поля ПХ 

одержимо, підставивши Hz у вигляді (5.12) – (5.15) до визначення (5.5) і (5.6). 

Крайову умову (5.11) на Eτ в нульовому наближенні слід записати у вигляді 

Eϕ(R1)=0. При цьому одержуємо дисперсійне рівняння, що збігається з дисперсій-

ним рівнянням для АПХ у випадку круглого хвилеводу [90]. 

 У першому наближенні за параметром гофрування hN магнітне поле ПХ у 

діелектричній області слід записати у вигляді суми (5.17). 

 З розв’язання дисперсійного рівняння, записаного з точністю до доданків, 
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пропорційних квадрату hN, частоту поперечних ПХ можна знайти у вигляді суми 

ω=ω0+∆ωN, де ω0 - частота ПХ за відсутності гофрування (hN=0),� ∆ωN - поправка 

до частоти, яка обумовлена відмінністю форми перерізу металевого хвилеводу від 

кола. Використовуючи рекурентні співвідношення для циліндричних функцій, а 

також вважаючи діелектричний шар тонким, Λ=(R1-R0)/R1<<1, можна записати 

поправку до частоти у вигляді (5.19). З виразу (5.19) (особливо – з порівняння ви-

разів (5.58) – (5.60) для величин G1,2 у випадку плазми в магнітному полі і анало-

гічних виразів (5.14) і (5.15) у випадку плазми без сталого магнітного поля) видно, 

що величина поправки до частоти залежить від знака азимутального хвильового 

числа, у той час як для ізотропних хвилеводів спектри ПХ є виродженими віднос-

но знака m. Питання зняття такого виродження, обумовленого відмінністю форми 

перерізу хвилеводу від кола, розглянуті в роботах [150, 247]. 

 У деяких граничних випадках аналітично можна одержати наочні вирази 

для ∆ωN. У широкому (k⊥R0,κgR0>>|m|) хвилеводі поправка має вигляд: 

( )
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              (5.61). 

У випадку вузького хвилеводу (k⊥R0,κgR0<<1) одержуємо наступну формулу для 

поправки: 

( )
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 .                                      (5.62) 

Належить звернути особливу увагу на значення величини Λ, що характеризує се-

реднє значення товщини діелектричного прошарку. При прагненні до нуля вели-

чини зовнішнього магнітного поля виразом (5.61) користуватися не можна, оскі-

льки в ізотропному хвилеводі при Λ=0 такі ПХ не існують, а при Λ≠0 їхній спектр 

є виродженим. Розглянемо, як змінився спектр ПХ у присутності магнітного поля. 

При збільшенні величини зовнішнього магнітного поля власна частота ПХ у ме-

талевому хвилеводі некруглого перерізу зменшується. 

 У випадку хвилеводу з довільною формою перерізу (5.1) власну частоту ПХ 
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можна записати в наступному вигляді: 

∑+=
∞

=1n

n0
ω∆ωω ,     (5.63) 

де поправка ∆ωn визначається формулою (5.19). 

Більш повну інформацію про залежність поправки ∆ωN до частоти ПХ від 

параметрів хвилеводної структури можна одержати внаслідок числового 

розв’язання дисперсійного рівняння (5.19). Величину поправки до власної частоти 

ПХ, яку нормовано на електронну ленгмюрівську частоту, (∆ωN/ωpe), як функцію 

ефективного хвильового числа представлено на рис. 5.11. Номерами на рисунку 

позначено кількість гофрів металевого хвилеводу. Зі зменшенням радіусу метале-

вого хвилеводу і збільшенням кількості його гофрів величина поправки до власної 

частоти збільшується, що призводить до зменшення власної частоти. Числовий 

аналіз показує, що поправка зростає при зменшенні товщини діелектричного ша- 

 

Рис. 5.11 Поправка до частоти поперечної ПХ, яку обумовлено відмінністю форми 

перерізу металевого хвилеводу від кола, нормована на електронну ленгмюрівську 

частоту, як функція ефективного хвильового числа. Криві стосуються різної кіль-

кості періодів неоднорідності металевої камери. Обрано такі параметри хвилево-

ду: ωpe
2
/ωce

2
=1000, εd=1, m=2, ω0/ωpe=0.192, ∆=0.1, h=0.001. 
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ру чи при зменшенні діелектричної проникливості діелектрика.  

 Підіб’ємо підсумки. У цьому підрозділі досліджено дисперсійні властивості 

ХПТ при їхньому поширенні у хвилеводі довільного перерізу поперек зовнішньо-

го аксіального магнітного поля, в якому круглий плазмовий циліндр відокремлено 

від металевої камери діелектричним шаром. Це дослідження узагальнює результа-

ти, які здобуто у підрозділі 5.1 для випадку хвилеводу без магнітного поля, і ре-

зультати, які здобуто у підрозділі 5.3 для випадку хвилеводу без діелектричного 

покриття металевих стінок. Аналітично і числовими методами проаналізовано за-

лежність поправки до частоти, яку обумовлено періодичною вздовж азимута кри-

виною поверхні металевої камери, від параметрів хвилеводу і хвилі. 

Аналізуючи можливість застосування результатів, які здобуто в цьому під-

розділі, для пояснення експериментів із нагрівання плазми в токамаках, слід мати 

на увазі, що в деяких експериментальних роботах [72, 245] саме поверхневі моди 

визнаються причиною небажаного нагрівання периферії плазмового шнура і його 

забруднення домішковими іонами, що з'являються через активну взаємодію час-

тинок плазми, захоплених ПХ, зі стінками реактора й екранами, що прикривають 

антени. D- подібну форму перерізу токамака при цьому можна приблизно описа-

ти, поклавши n=2 в (5.1). Дисперсійні властивості ПХ, що поширюються в тока-

маках уздовж малого азимута, досліджено в [227] з урахуванням багатьох особли-

востей цих пасток: радіальної неоднорідності профілю густини плазми, D - подіб-

ності форми полоїдного перерізу камери, полоїдного сталого магнітного поля, 

обумовленого подовжнім струмом у плазмі, і Шафранівського зсуву магнітної осі 

внаслідок тороїдності пастки. Досліджена в цьому підрозділі зміна власної часто-

ти може бути обумовлена в токамаках D - подібністю форми полоїдного перерізу 

металевої камери і плазми. Цьому дослідження властивостей ПХ представляються 

цікавими і для вибору оптимальних режимів уведення ВЧ енергії до плазми тока-

маків. 
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5.5. Поперечні поверхневі магнітоплазмові хвилі в металевому хвилеводі  

прямокутного перерізу, який заповнено n - напівпровідником 

 

У вакуумній електроніці широко застосовуються хвилеводи прямокутного 

перерізу. Напівпровідникові зразки саме такого перерізу використовувалися в 

експериментах, у яких уперше досліджувалися ПХ на межі плазма - метал [121]. У 

цьому підрозділі у рамках методу послідовних наближень досліджено дисперсійні 

властивості поверхневих електромагнітних хвиль, що поширюються в напрямку, 

перпендикулярному зовнішньому магнітному полю в металевих хвилеводах майже 

прямокутного перерізу з n - напівпровідниковим заповненням [148]. 

Нехай напівпровідник n - типу з концентрацією ne вільних електронів, 

ефективною масою електронів M, діелектричною проникністю ґратки ε0 повністю 

заповнює симетричний уздовж осі Z (∂
 
/∂ z=0 у циліндричних координатах) 

металевий хвилевід майже прямокутного перерізу зі сторонами a і b. Зовнішнє 

магнітне поле спрямовано уздовж осі хвилеводу, тобто zB
r

r

0
. Досліджуємо 

поширення E - хвилі з компонентами поля Er, Eϕ, Hz (H - хвиля поверхневого типу з 

компонентами поля Ez, Hr, Hϕ у хвилеводах зазначеної геометрії не поширюється 

[120]). У фізиці напівпровідників розглянуті ПХ називаються поверхневими 

магнітоплазмовими поляритонами, а розглянута геометрія хвилеводу – геометрією 

Фойгта. 

Рівняння для прямокутної утворюючої у циліндричній системі координат має 

вигляд 

R2 = R(1 + ∑
∞

=1

2

n

n
δ cos (2nϕ)),    (5.64) 

де 

0

0

sin1

sin1
ln

2

a
)0d(R

ϕ

ϕ

π −

+
==

0

0

cos1

cos1
ln

2

b

ϕ

ϕ

π −

+
+ ,      tg ϕ0 = b/a,  (5.65) 
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δ2n = [a / (πR)] ∫
−

0

0

cos

ϕ

ϕ

 (2nϕ) / [cos (ϕ)] dϕ    (5.66) 

+ [b / (πR)] ∫
− 0

0

cos

ϕπ

ϕ

 (2nϕ) / [sin (ϕ)] dϕ. 

Якщо коефіцієнти δj, що входять до (5.64), є малими (|δj| << 1), то форма перерізу 

хвилеводу мало відрізняється від кола. У цьому випадку можна застосувати для 

дослідження дисперсійних властивостей ПХ метод послідовних наближень. При 

цьому малими параметрами служать величини δj, а властивості досліджуваних ПХ 

близькі (збігаються в нульовому наближенні) до властивостей АПХ, що 

поширюються в циліндричному хвилеводі з ефективним радіусом R, визначеним 

формулою (5.65). 

Перші коефіцієнти δj мають простий аналітичний вид. Наприклад, при n = 1 

δ2 = [a / (πR)] [4 sin ϕ0 - ln[(1 + sin ϕ0) / (1 - sin ϕ0)] + 

+ [b / (πR)] ln[(1 + cos ϕ0) / (1 - cos ϕ0)] - 4 cos ϕ0],   (5.67) 

а при n
 
=

 
2 

δ4 = 2 - [16 / (3πR)] (a sin
3
(ϕ0) + b cos

3
(ϕ0)).   (5.68) 

Якщо форма перерізу хвилеводу слабко відрізняється від квадрата (λ= (b –

 a)<<a), то коефіцієнти δj<<1 (у випадку b=a коефіцієнти δ2n≡ 0 для непарних n 

відповідно до симетрії хвилеводу). При цьому вирази для ефективного радіуса (5.65) 

і коефіцієнтів δj (5.67) і (5.68) ще більш спрощуються. З урахуванням тільки перших 

малих поправок за параметром  λ маємо 

R ≈ [(2a + λ) / (2π)] ln(3 + 2 2 ) = 0.561 (a + 0.5λ),   (5.69) 

δ2 ≈ [λ / (πR)] [ln(3 + 2 2 ) − 2 2 ] = − 0.605 λ / a,   (5.70) 

δ4 ≈2− 2 ln
 −1
(3 + 2 2 ){(8/3) − [(3λ

2
) / (4a

2
)]}=− 0.139+0.602 λ

2
/a

2
 . (5.71) 

Саме малість коефіцієнта δ4 при λ = 0 дозволила в [253] скористатися методом 

послідовних наближень для дослідження дисперсійних властивостей ПХ у квад- 
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Рис. 5.12 Залежність коефіцієнтів, які входять до рівняння (5.64) утворюючої 

прямокутника, від частки b/a, яка характеризую видовження прямокутника (його 

відмінність від квадрата). 

 

ратному хвилеводі. 

На рис. 5.12 зображено залежність ефективного радіуса R, нормованого на a, а 

також коефіцієнтів δ2, δ4 і δ6 від співвідношення сторін прямокутника b/a. Величина 

коефіцієнтів δj відповідно до визначення (5.66) не залежить від абсолютного 

значення a і b, а тільки від їхньої частки (b/a). З рис. 5.12 видно, що для 

прямокутника зі сторонами b>>a чи a>>b коефіцієнти δj є досить великими. Тому 

використовуваний тут метод послідовних наближень для таких хвилеводів є 

незастосовним. (Властивості ПХ у таких хвилеводах, очевидно, є близькими до 

властивостей ПХ у плазмовому шарі [117].) При 0.4<b/a<2.5 коефіцієнти δj є досить 

малими, і, отже, можна скористатися методом послідовних наближень для 

розв’язання нашої задачі. Дисперсійне рівняння можна одержати з умови (5.11) 

рівності нулю тангенціального компонента електричного поля хвилі на металевій 
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поверхні (5.64).  

Оскільки в круглому хвилеводі просторові гармоніки АПХ із різними 

азимутальними номерами m поширюються незалежно, вважаємо відмінною від нуля 

в нульовому наближенні (δj = 0) амплітуду тільки m - ї гармоніки. Відповідно до 

цього розв’язок рівнянь Максвелла для аксіального компонента магнітного поля 

поперечних ПХ шукаємо у вигляді 

Hz =[Im(k⊥r) + [∑
=

+

n

j

j
C

1

)2( Im+2j(k⊥r) exp(i2jϕ) 

+ C-
(2j)
 Im−2j(k⊥r) exp(- i2jϕ)]]exp[i (mϕ - ωt)].  (5.72) 

Зовнішнє магнітне поле вважаємо слабким, так що ω2
pe>ε0ω

2
ce. Амплітуди сателітних 

гармонік (доданки, що розміщені під знаком суми в (5.72)) вважаємо малими в 

порівнянні з амплітудою основної гармоніки (Im(k⊥r)). 

Компоненти електричного поля поперечних ПХ виражаються з рівнянь 

Максвелла через аксіальне магнітне поле хвилі Hz за допомогою формул (5.47) і 

(5.48). 

Вважаючи відмінність форми перерізу хвилеводу від кола малим (δj<<1), 

знайдемо розподіл поля Hz(r,ϕ) і власну частоту поперечних ПХ у такому 

хвилеводі. Аналіз крайової умови (5.64) з урахуванням доданків першого порядку 

малості за δj дозволяє визначити з зазначеною точністю сталі C±
(2j)
, які входять до 

(5.72), 

( ) ( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( )0
m

10
j2m

222
mj2

j2 D21j2mmRkRkIC
ωω

µδ
=

−

±⊥⊥±
−±+−= , (5.73) 

де 

( ) ( ) ( ),0
RkIRkRkImD

mmm ⊥⊥⊥
′+= µ     (5.74) 

Відмінність коефіцієнтів C±
(2j)

 від нуля показує, що ПХ у прямокутному 

хвилеводі поширюються у вигляді пакета (5.72). Серед сателітів малої амплітуди 

ПХ можна виділити чотири групи. Одні сателіти (∝ exp (i (m - 2j)ϕ )), тут ціле 

j>0.5m) поширюються в напрямку, який є протилежним до напрямку поширення 
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основної гармоніки. Частка енергії ∆W, що переносить ця група гармонік, є малою і 

вона тим менша, чим вищий номер основної гармоніки (∆W ∝ m
-4

). Сателіти другої 

групи поперечних ПХ (∝ exp (i (m + 2j)ϕ )) поширюються в одному напрямку із 

основною гармонікою, але з меншою кутовою фазовою швидкістю. Якщо 

азимутальний номер основної гармоніки |m|>2, то серед сателітів існують такі, які 

поширюються в одному напрямку із основною гармонікою з кутовою фазовою 

швидкістю ω /|m+j|, яка є більшою, ніж в основної гармоніки. Ці сателіти 

характеризуються кутовою залежністю ∝ exp (i (m - 2j)ϕ ), де j<m/2. Крім того, 

якщо азимутальний номер основної гармоніки є парним, то серед малих сателітів 

один, для якого m=2j, виявляється аксіально - симетричним. 

Поправки ω
(2)

m,j до власної частоти ПХ  

( ) ( )
∑+=
∞

=1

2

2,

0

n

nmm
ωωω  ,     (5.75) 

які обумовлені відмінністю форми (5.64) перерізу хвилеводу від круглої, виявилися 

величинами другого порядку малості за параметром δj. Вони дорівнюють, 

( ) ( )
( )

( ) ,0

1
0

2

,

2

,
m

m

jmjm

D
D

ωω
ω

ω
=

−










∂

∂
−=     (5.76) 

де 

( )( )22222
mj

)2(
j,m mRk3mRkI25.0D µδ −+=

⊥⊥
( ) ( )[ mRkRkIC

jm

j

j
µδ +′+

⊥⊥++
15.0

)(  

( ) ( )( )( )]µ++++
⊥⊥+

mjmRkRkI
jm

22 ( ) ( )[ mRkRkIC
jm

j

j
µδ +′+

⊥⊥−−
15.0

)(  

( ) ( )( )( )] )0(
m

mjmRkRkI 22
jm

ωω

µ
=

⊥⊥−
+−++ . (5.77) 

Ми вважаємо поправки (доданки, що стоять під знаком суми в (5.75)) малими в 

порівнянні з ω
(0)

m . 

Ряд (5.75) швидко сходиться, оскільки при великих значеннях j (наприклад,  



 304

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5.13 Залежність нормованих на електронну циклотронну частоту частоти 

поперечних ПХ, азимутальний номер основної гармоніки якої m=1, у нульовому 

наближенні (криву позначено кільцями) і поправок до частоти (криві позначено 

квадратиками і трикутниками), які обумовлені відмінністю форми перерізу 

хвилеводу від кола. 

 

для квадратних хвилеводів великих розмірів) поправки ω
(2)

m,j∝j
 −3

.  

На рис. 5.13 і 5.14 представлено результати числового аналізу залежності 

частоти поперечних ПХ у НЧ діапазоні (4.4) від частки довжин сторін b/a. Було 

обрано наступні параметри хвилеводу: напруженість зовнішнього магнітного поля 

B0 = 100 Ое, довжина сторони a = 2 мм. Хвилевід вважався заповненим n - Ge (ne = 

2.5×10
13

 см
-3

, M = 1.3×10
-27

 г, ε0 = 16). Зображено залежності (нормованих на 

електронну циклотронну частоту) власної частоти ПХ у нульовому наближенні 

Ω=ω
(0)

m/|ωce| і перших поправок ∆Ω2=ω
(2)

m,2/|ωce| і ∆Ω4=ω
(2)

m,4/|ωce|. Аналіз  
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Рис. 5.14 Та саме залежність, що і на рис. 5.13, але для поперечних ПХ, 

азимутальний номер основної гармоніки яких m=2. 

 

проведено для ПХ з азимутальними хвильовими числами основних гармонік m=1 

(рис. 5.13) і m=2 (рис. 5.14). Поперечні ПХ у ВЧ діапазоні (4.5) при заданих 

значеннях параметрів плазмового хвилеводу не поширюються. Зменшення Ω із 

зростанням частки b/a відповідає відомому [120] зменшенню ω
(0)

m із зменшенням 

ефективного хвильового числа kef=|m|δ/R. У всьому інтервалі зміни b/a (0.25<b/a<4) 

припущення про малість поправки ω
(2)

m,j виявляється добре виконаним. Коли форма 

перерізу хвилеводу є близькою до квадратної, поправка ω
(2)

m,2∝λ
2
 є малою в силу 

малості коефіцієнта δ2∝λ (див. (5.69)). Періодична неоднорідність кривини межі 

поділу напівпровідник - метал уздовж напрямку поширення ПХ відіграє роль 

структури, що уповільнює хвилю, (ω(2)
m,j<0). 

Залежність поправки до частоти ПХ у прямокутному хвилеводі від 
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концентрації носіїв заряду, напруженості магнітного поля, лінійних розмірів 

хвилеводу є аналогічною дослідженій в [146] для квадратного хвилеводу. Звернемо 

особливу увагу на основні особливості. Поправки ω
(2)

m,j лінійно зростають зі 

збільшенням напруженості магнітного поля B0. У хвилеводах великих розмірів і в 

хвилеводах, заповнених n - напівпровідниками з дуже високою концентрацією 

вільних електронів, коли kef <0.3, власна частота ПХ у НЧ діапазоні стає малою 

(ω
(0)

m ≈ kef|ωce| при R >>|m|δ), а поправки ω
(2)

m,j зростають за модулем. Тому для 

хвилеводів з такими параметрами не виконується умова |ω(2)
m,j|<<ω(0)

m застосовності 

нашого методу. У хвилеводах малих розмірів, а також заповнених n - 

напівпровідниками з дуже малою концентрацією вільних електронів, коли kef>>1, 

поправки ω
(2)

m,j є малими в порівнянні з величиною власної частоти. Величина 

власної частоти ПХ залежить від геометричних розмірів прямокутного хвилеводу на 

відміну від ПХ в однорідному плоскопаралельному шарі [117]. Ця відмінність 

пояснюється тим, що частота ПХ у шарі залежить від величини поперечного 

хвильового числа, роль якого у випадку прямокутного хвилеводу грає частка (m/R). 

Як приклад розглянемо поширення ПХ у хвилеводі перерізом b×a = 1 мм ×2 

мм, який заповнено n - напівпровідником із зазначеними вище параметрами. При 

обчисленні власної частоти по формулах (5.75) - (5.77) обмежимося першими 

чотирма малими доданками. Відзначимо, що рівняння перерізу хвилеводу (5.64), 

якщо в його правій частині залишити тільки перші чотири малих доданки, дуже 

добре описує прямокутник з часткою сторін b/a = 1/2. Переріз хвилеводу з розмірами 

1 мм × 2 мм, який побудовано із зазначеною вище точністю, приведено на рис. 5.15 

штрих - пунктирною кривою. Площа фігури, утвореної між цією кривою і 

периметром прямокутника (суцільні лінії), складає менш 4 % від площі 

прямокутника. 

Найнижчою власною частотою в такому хвилеводі характеризується 

поперечна ПХ у НЧ діапазоні з азимутальним номером основної гармоніки m = 1.  
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Рис. 5.15 Переріз прямокутника: точний (наведено суцільною лінією) і такий, що 

змодельовано з урахуванням чотирьох малих доданків у рівнянні (5.64) (наведено 

штрих – пунктирною лінією). 

 

Ця частота ω≈|ωce|(Ω + ∆Ω2 + ∆Ω4 + ∆Ω6 + ∆Ω8) = 1.95×10
10

(0.914 – 0.034 – 1.05 × 

10
−4

 – 2.842×10
−3

 – 2.132×10
−3

) = 1.707×10
10

 с
−1

, тобто поправки складають менш 4.3 

% від основного доданка. Відзначимо, що період розглянутої ПХ T = 3.681× 

10
-10

 с є малим у порівнянні з часом життя вільних електронів τ=10
-5

 с, що 

підтверджує застосовність використаної нами моделі плазми без зіткнень. 

Властивості ПХ у такому хвилеводі є близькими до властивостей АПХ у круглому 

хвилеводі ефективного радіуса R = 0.0766 см. Глибина проникнення поля цієї ПХ до 

плазми n - Ge k⊥
-1

=0,142 см є більшою за R. Тому для визначення власної частоти в 

нульовому наближенні можна скористатися асимптотикою (4.105). Відповідне 

значення ωm
(0)

 дорівнює 1.773×10
10

 с
-1

, що відрізняється від значення, яке отримано 

внаслідок числового розв’язання дисперсійного рівняння, менше, ніж на 1 %. 
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Рис. 5.16 Розподіл аксіальної складової магнітного поля поперечних ПХ з 

азимутальним номером основної гармоніки m=1 у перерізі хвилеводу. 

 

Числовий аналіз розподілу полів ПХ показує, що амплітуда магнітного 

компонента ПХ у прямокутному хвилеводі з розглянутими параметрами є на 

порядок більшою за амплітуди електричних полів. Розподіл аксіального компонента 

магнітного поля поперечних ПХ у перерізі хвилеводу показано на рис. 5.16. 

Амплітуди сателітів ∝exp(-iϕ) і ∝exp(-3iϕ), що поширюються в напрямку, 

зворотному напрямку основної гармоніки, складають, наприклад, відповідно 4% і 

0.1% від амплітуди основної гармоніки. Сателіти іншої групи, що мають кутову 

залежність ∝exp(i(m+2j)ϕ), мають один напрямок із основною гармонікою і 

характеризуються кутовою фазовою швидкістю ω/(m+2j), що менше швидкості 

основної гармоніки. Амплітуди відстаючих сателітів є більшими, ніж у протилежно 

спрямованих. Вони складають, наприклад, для сателітів ∝exp(3iϕ) і ∝exp(5iϕ), 

відповідно, 18% і 1.2% від амплітуди основної гармоніки. Для ПХ, основна 

гармоніка яких характеризується азимутальним номером m>2, має місце зворотне 
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співвідношення між амплітудами сателітів ( ( ) ( ) ( ) ( )RkICRkIC
m

j

m

j

⊥++⊥−−
>

4

2

4

2 ). 

Підіб’ємо підсумки. У цьому підрозділі показано, що в металевих хвилеводах 

майже прямокутного перерізу, які повністю заповнено n – напівпровідниками і які 

поміщено в аксіальне зовнішнє магнітне поле (геометрія Фойгта), поширюються 

незвичайні електромагнітні поверхневі хвилі. Власну частоту цих ПХ визначено 

(див. (5.75) - (5.77)) з точністю до доданків другого порядку за малим параметром δj 

(див. (5.66)), що характеризує відхилення форми перерізу (5.64) хвилеводу від кола. 

Проведено аналіз залежності частоти ПХ від параметрів хвилеводу. Розподіл полів 

поперечних ПХ знайдено (див. (5.72), (5.94), (5.73) і рис. 5.16) з точністю до доданків 

першого порядку малості. Показано, що поперечні ПХ у прямокутному хвилеводі 

поряд з основною гармонікою ∝exp(imϕ) містять нескінченне число малих 

сателітних гармонік. Це означає, що поширення монохроматичної ПХ у напрямку, 

перпендикулярному магнітному полю є неможливим у хвилеводах прямокутного 

перерізу (так само, як і в інших хвилеводах некруглого перерізу), і є можливим 

тільки в круглих циліндричних хвилеводах [120] (включаючи і коаксіальні шари 

[254]) чи уздовж плоскої межі поділу плазма - метал [116] (включаючи 

плоскопаралельні шари [117]). Вибір геометричних розмірів хвилеводу дає 

можливість керувати спектральним складом ПХ (див. (5.72), (5.73)). 

Поперечні електромагнітні ПХ поширюються також і поблизу поверхні 

металевого стрижня майже прямокутного перерізу, якого орієнтовано паралельно до 

зовнішнього магнітного поля й оточено товстим (у порівнянні з глибиною k⊥
-1

 

проникнення поля поперечних ПХ) шаром n - напівпровідника. Розподіл полів 

поперечних ПХ, і значення власної частоти поперечних ПХ визначаються при цьому 

виразами (5.72), (5.47), (5.48), (5.73) - (5.77) при заміні в них модифікованих функцій 

Бесселя функціями Макдональда тих самих порядків і аргументів. Основна 

гармоніка цих ПХ поширюється з позитивними азимутальними номерами у ВЧ - 

діапазоні (4.4) і з негативними - у НЧ - діапазоні (4.5). 
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5.6. Поперечні поверхневі магнітоплазмові хвилі в металевому хвилеводі  

прямокутного перерізу, який заповнено двома шарами n-напівпровідників 

 

ХПТ на межі магнітоактивної плазми з металом уперше були виявлені 

[121] у n- напівпровідниковому зразку саме прямокутного перерізу. Тому тео-

ретичне вивчення дисперсійних властивостей цих ХПТ природно почалося з 

моделі плазмового півпростору, що межує з металом [255, 256]. При подаль-

шому розвитку цієї моделі були досліджені ХПТ у плоскопаралельному шарі, 

обмеженому металом [117], і далі - у двошаровій плазмовій структурі, обмеже-

ній металом [257]. Однак наступний крок - врахування скінченності обох попе-

речних розмірів - зіштовхнувся з неможливістю поділу перемінних у декарто-

вих координатах. Тому дисперсійні властивості ХПТ, що поширюються попе-

рек осі плазмовонаповненого циліндричного хвилеводу квадратного [146], а по-

тім і прямокутного [148] перерізу, було досліджено на основі теорії АПХ [120], 

що поширюються поперек осі симетрії циліндричного хвилеводу круглого пе-

рерізу. При цьому виявилося, що навіть у випадку хвилеводу, що має своїм по-

перечним перерізом прямокутник, сторони якого розрізняються в два рази, за-

стосування методу послідовних наближень дозволяє в окремих випадках визна-

чити частоту ХПТ із точністю до 4 % вже в нульовому наближенні [148]. 

 Підрозділ 5.6 являє собою подальший крок у розвитку електродинамічної 

теорії ХПТ, що поширюються поперек зовнішнього магнітного поля в цилінд-

ричному хвилеводі майже прямокутного перерізу. На додаток до попередніх 

робіт [146, 148] в цьому підрозділі досліджено поперечні електромагнітні ХПТ 

у металевому хвилеводі майже прямокутного перерізу, який повністю заповне-

но двома плоскопаралельними шарами n - напівпровідників.  

Нехай симетричний уздовж осі Z ( 0z/ =∂∂  у циліндричних координатах) 

металевий хвилевід прямокутного перерізу a×(b+d) буде повністю заповнений 

двома шарами різних напівпровідників n – типу (див. рис. 5.17). Один напівп-

ровідниковий шар (з концентрацією ne1 вільних електронів, ефективною масою 

електронів M1 і діелектричною проникливістю ґратки ε01) прямокутного попе-
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речного перерізу a×(0.5b+d) заповнює верхню частину хвилеводу (0<ϕ <π). 

Другий напівпровідниковий шар (ne2 - концентрація вільних електронів, M2 – 

ефективна маса електронів провідності і ε02 - діелектрична проникливість крис-

талічної ґратки) прямокутного перерізу  a×0.5b  заповнює нижню частину хви-

леводу (-�π <ϕ <0). Зовнішнє магнітне поле спрямоване уздовж осі хвилеводу, 

тобто zB
r

r

0
.  

 Систему координат вибираємо в спосіб, який зображено на рис. 5.17. По-

чаток координат поміщаємо в центрі відрізка, що розділяє два напівпровідни-

кових шари. Вісь X направляємо уздовж зазначеної межі поділу, при цьому вісь 

Y служить віссю симетрії задачі. Рівняння для прямокутної утворюючої в цилі-

ндричній системі координат  r, ϕ, z  має вигляд 

 

 

Рис. 5.17 Схематичне зображення перерізу досліджуваного хвилеводу прямоку-

тного перерізу, який заповнено двома плоско паралельними шарами n -

 напівпровідників. 
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Усі коефіцієнти Фур'є  δ2n і σ2n+1  у рівнянні (5.78) виражаються через елемента-

рні функції. Відзначимо, що в розкладанні (5.78) відрізняються від нуля тільки 

коефіцієнти з парними номерами при косинусах і коефіцієнти з непарними но-

мерами при синусах. 

 Наприклад, у випадку напівпровідникових шарів рівної товщини (d=0) 

середній радіус хвилеводу визначається формулою (5.69), усі коефіцієнти  

σ2n+1=0, (наочні аналітичні вирази для  δ2  і  δ4  у цьому випадку задано форму-

лами (5.71) і (5.72)). 

 Якщо ширини шарів несильно розрізняються, коефіцієнти  σ2n+1 виявля-

ються малими в порівнянні з коефіцієнтами δ2n, σ2n+1 ~ (d/b) δ2n. Як показав чи-

словий аналіз [148], якщо сторони прямокутника розрізняються не занадто си-

льно, 0.4a<(b+d)<2.5a, коефіцієнти  δ2n  є досить малими, і, отже, можна корис-

туватися методом послідовних наближень для дослідження дисперсійних влас-

тивостей ПХ у прямокутному хвилеводі з однорідним заповненням. При цьому 

малими параметрами служать коефіцієнти δ2n  і  σ2n+1,  а властивості досліджу-

ваних ПХ є близькими (збігаються в нульовому наближенні) до властивостей 

АПХ, що поширюються в круглому хвилеводі з ефективним радіусом R, визна-

ченим формулою (5.79). 

 Електродинамічні властивості напівпровідникового плазмового середо-

вища визначаються компонентами тензора діелектричної проникливості у ви-

гляді (4.164) – (4.167). Періодичну кутову залежність компонентів ε1  і  ε2  зруч-

но виразити через східчасту узагальнену функцію у вигляді (4.168). З викорис-
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танням функції θ компоненти ε1,2 мають вигляд (4.169) – (4.170). Будемо вважа-

ти тут, що розбіжність між властивостями напівпровідників є малою, 

)0(
2,1

)1(
2,1 εε << . Малість частки 

)0(
2,1

)1(
2,1 / εε  дозволяє скористатися методом послі-

довних наближень для дослідження впливу неоднорідності напівпровідниково-

го наповнення на дисперсійні властивості ПХ. За нульове наближення вибира-

ємо азимутальні поверхневі хвилі, що поширюються за азимутом в круглому 

металевому хвилеводі радіуса R (див. визначення (5.79)), повністю заповненому 

n - напівпровідником з усередненими властивостями, що відповідають компо-

нентам  ε1,2
(0)

  тензора діелектричної проникливості (див. визначення (4.170)). 

Основні відомості про дисперсійні властивості АПХ наведено на початку роз-

ділу 4. 

 Дисперсійне рівняння одержимо з умови (5.11) рівності нулю тангенціа-

льного компонента електричного поля хвилі на металевій поверхні, при цьому 

залежність R2(ϕ) визначається рівнянням (5.78). 

 Відповідно до рівнянь Максвелла радіальний і азимутальний компоненти 

електричного поля виражаються через аксіальний компонент магнітного поля 

ПХ за допомогою формул (5.47) і (5.48). 

 Дослідимо вплив форми перерізу хвилеводу на властивості поперечних 

ПХ. Відзначимо насамперед, що якщо напівпровідникові шари мають однакову 

товщину, то врахування того факту, що хвилевід має прямокутний, а не круг-

лий, переріз, призводить до виникнення поправок до частоти тільки наступного 

порядку малості, а саме порядку ε1
(1)2

δ2n. Тому для дослідження дисперсійних 

властивостей ПХ у прямокутних хвилеводах, повністю заповнених двома напі-

впровідниковими шарами рівної товщини, досить аналізу, проведеного в попе-

редніх підрозділах 4.6 і 5.5. Ця обставина пояснюється розбіжністю спектраль-

них складів неоднорідності (див. формули (4.168) і (4.169)) напівпровідниково-

го заповнення і прямокутної утворюючої (див. формулу (5.78)). На відміну від 

формули (4.168), що містить Фур'є - гармоніки тільки з непарними номерами 

моди, вираз (5.78) для утворюючої містить Фур'є - гармоніки тільки з парними 
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номерами. 

 Якщо ж шари напівпровідникового заповнення мають різну товщину, то в 

рівнянні (5.78) прямокутної утворюючої виникають малі Фур'є - гармоніки з 

непарними номерами, їхні амплітуди дорівнюють 
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На рис. 5.18 приведено графіки залежності коефіцієнтів σ1 (суцільна лінія) і σ3 

(штрихова лінія) від частки d/b. Розрахунки проведено для випадку a=b. 

Якщо товщини шарів розрізняються мало, d<<b, то амплітуди σN (5.80) 

можна приблизно обчислити за наступними формулами: 
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 Щоб визначити вплив розбіжності в товщині шарів на власну частоту ПХ, 

слід підставити до крайової умови (5.11) вирази для полів з точністю до додан- 
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Рис. 5.18 Залежність коефіцієнтів Фур'є σ1 (суцільна лінія) і σ3 (штрихова лінія) 

від розбіжності в товщинах шарів n - напівпровідників. 
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ків першого порядку малості по неоднорідності напівпровідникового заповнен-

ня. Виділивши в крайовій умові (5.11) доданки, які є пропорційними до 

exp(imϕ), одержуємо дисперсійне рівняння у наступному вигляді,  

D
(0)
 + Dd

(1+1)
 =0.      (5.83) 

Розв’язок ωm
(0)

  дисперсійного рівняння в нульовому наближенні 

D
(0)
(ωm

(0)
) = 0,     (5.84) 
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вважаємо відомим. Тут ( )2)0(2
/ckN ω⊥⊥

= . Малий доданок Dd
(1+1)

 є пропорцій-

ним як до малої різниці d у товщині шарів напівпровідникового заповнення, так 

і до першого ступеню неоднорідності напівпровідникового заповнення, 
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Тут амплітуди ε±
(1)

 сателітних гармонік, які обумовлені відмінністю форми пе-

рерізу хвилеводу від кола, визначено формулами (4.176) – (4.178). Відповідна 

поправка ωd
(1+1)

 до частоти ПХ дорівнює  
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 У випадку поширення ПХ у широкому хвилеводі, k⊥R >>|m|, для поправки 

ωd
(1+1)

 можна одержати наступний асимптотичний вираз для ПХ із НЧ діапазо-

ну (4.4), 
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і для ПХ із ВЧ діапазону (4.5), 



 316

( ) )0(
m

)1(
1

N)11(
d Rk

N
ωε

σ

ω
⊥

+
= .    (5.89) 

 Якщо ж ПХ поширюються у вузькому , k⊥R<<|m|, хвилеводі, то поправка 

ωd
(1+1)

 дорівнює в НЧ діапазоні частот, 
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і у ВЧ діапазоні частот, 
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 Підіб’ємо підсумки. У цьому підрозділі показано, що в металевих хвиле-

водах прямокутного перерізу, які повністю заповнено двома шарами різних n -

 напівпровідників, які поміщено у поздовжнє зовнішнє магнітне поле (геометрія 

Фойгта), можуть поширюватися незвичайні електромагнітні поверхневі хвилі. 

Дисперсійні властивості цих хвиль досліджено методом послідовних набли-

жень. Вдалий вибір нульового наближення (див. визначення (5.79) і (4.169) – 

(4.170)) скорочує процедуру визначення власної частоти і полів власних мод 

хвилеводу унаслідок відсутності поправок першого порядку малості у власної 

частоти й амплітуди основної гармоніки. 

 Це дослідження завершує узагальнення теорії АПХ [120], які поширю-

ються поперек аксіального сталого магнітного поля вздовж межі плазми з мета-

левою камерою круглого перерізу, на випадок поперечних ПХ, які поширюють-

ся у хвилеводах майже прямокутного перерізу, які заповнено двома шарами n -

 напівпровідників різної товщини (див. рис. 5.19). 

 Власну частоту цих ПХ визначено з точністю до доданків другого поряд-

ку малості. Поправки до власних частот обумовлені двома факторами: відхи-

ленням форми (5.78) перерізу хвилеводу від кола, а також відмінністю електро-

динамічних властивостей напівпровідникових шарів. Отримано наочні аналіти-

чні вирази (див. (4.189) - (4.192), а також (5.88) - (5.91)) для поправок до часто-

ти на границі вузьких і широких хвилеводів. Аналіз цих виразів показує, що за-

пропонований в даній дисертації підхід не можна застосовувати для до- 
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Рис. 5.19 Трансформація моделі поперечного переріза хвилеводу від круглого 

хвилеводу з однорідним напівпровідниковим заповненням до хвилеводу прямо-

кутного перерізу з двошаровим заповненням. 

 

слідження дисперсійних властивостей розглянутих хвиль у вузьких хвилеводах. 

Якщо властивості напівпровідникових шарів у випадку широких хвилеводів 
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у випадку поперечних ПХ із НЧ діапазону (4.4), та 
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у випадку ПХ із ВЧ діапазону (4.5), то відмінність дисперсійних властивостей 

ПХ від властивостей АПХ обумовлена, в основному, відмінністю форми пере-

різу хвилеводу від кола, що докладно вивчено в [148]. Оскільки коефіцієнти 

Фур'є в рівнянні (5.78) прямокутної утворюючої є невеликими (наприклад, у 

випадку квадрата δ4 ≈ − 0.14), то розбіжність діелектричних властивостей напі-

впровідникових шарів у дійсності може виявитися важливішою. У цьому випа-

дку стають справедливими сильні нерівності, зворотні умовам (5.92) і (5.93), і 

[148] 

[120] Підрозділ 4.6 Підрозділ 5.6 Підрозділ 5.6 
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дисперсійні властивості розглянутих тут поперечних ПХ є аналогічними влас-

тивостям поперечних ПХ у круглому хвилеводі з двошаровим напівпровідни-

ковим заповненням, які вивчено у підрозділі 4.6. 

 За рівних інших умов вплив неоднорідності напівпровідникового запов-

нення сильніше позначається у випадку шарів різної товщини. Якщо товщини 

цих шарів розрізняються настільки, що виконується нерівність: 

R
)0(

2

)1(
2

N

δ

ε

ε
σ >> ,      (5.94) 

то відмінність дисперсійних властивостей ПХ від властивостей АПХ, що поши-

рюються в круглому хвилеводі, визначається спільним впливом двох факторів: 

розбіжністю розмірів і електродинамічних властивостей шарів. Саме цю задачу 

досліджено в підрозділі 5.6. 

 Радіальний розподіл основної гармоніки ПХ знайдено (див. (4.171) і 

(4.182)) з точністю до доданків другого порядку малості. Показано, що амплі-

туди (4.176) перших сателітних гармонік є на порядок меншими за амплітуду 

основної гармоніки. 

Задачу про розподіл полів і власні частоти поперечних ПХ, що поширю-

ються в круглому циліндричному хвилеводі з неоднорідним n- напівпровідни-

ковим заповненням, розв’язано в підрозділі 4.6 як проміжний крок на шляху до 

дослідження ПХ у хвилеводі прямокутного перерізу з двошаровим заповнен-

ням.  

 Поперечні електромагнітні ПХ можуть поширюватися також і поблизу 

поверхні широкого, k⊥R>>|m|, металевого стрижня майже прямокутного перері-

зу, який орієнтовано паралельно до зовнішнього магнітного поля і який лежить 

на плоскій межі двох товстих (у порівнянні з глибиною k⊥
-1

 проникнення поля 

ПХ) шарів n - напівпровідників. Розподіл полів поперечних ПХ і значення вла-

сної частоти ПХ можна визначити в цьому випадку, використавши методику, 

яку розроблено в підрозділах 4.6 і 5.6. Основна гармоніка цих ПХ поширюється 

з позитивними азимутальними номерами у ВЧ діапазоні (4.5) і з негативними - 

у НЧ діапазоні (4.4).  
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5.7. Висновки до п’ятого розділу 

 

 У цьому розділі досліджено поширення хвиль поверхневого типу у плазмо-

вих хвилеводах некруглого перерізу. Показано, що періодична вздовж азимуту 

зміна кривини межі поділу плазмового стовпа із діелектричним шаром і/або ме-

талевої камери спричиняє поширення ХПТ у вигляді хвильового пакета. 

У загальному випадку в такому пакеті поряд з основною гармонікою врахо-

вано дві найближчі сателітні гармоніки, чиї амплітуди визначено як величини 

першого порядку за малим параметром, який характеризує відмінність форми пе-

рерізу межі поділу від круглої. При цьому поправку до власної частоти, яку обу-

мовлено відмінністю форми перерізу межі поділу від круглої, пораховано як малу 

величину другого порядку.  

Показано, що періодична азимутальна неоднорідність вільного плазмового 

хвилеводу призводить до розщеплення спектрів поперечних ХПТ, якщо кутовий 

період неоднорідності товщини діелектричного шару, який відокремлює плазмо-

ву вставку довільного перерізу від металевої камери довільного перерізу, дорів-

нює половині кутового періоду хвилі. Встановлено, що величина цього розщеп-

лення є величиною першого порядку малості. Поправка до власної частоти, яку 

обумовлено неоднорідністю товщини діелектричного шару, є більшою, якщо не-

однорідною є кривина межі поділу саме плазми з діелектричним шаром, порівня-

но з випадком, коли змінною є кривина металевої камери. 

Теоретично доведено можливість поширення ХПТ поперек зовнішнього ак-

сіального магнітного поля вздовж межі плазми з металевою камерою довільного 

перерізу аж до майже прямокутного. Якщо такий хвилевод заповнено двома ша-

рами n - напівпровідників із різними діелектричними властивостями, то вплив 

неоднорідності напівпровідникового заповнення за рівних інших умов виявляєть-

ся сильнішим у випадку шарів різної товщини. 
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ВИСНОВКИ 

 

У дисертаційній роботі здобувачем вперше наведено узагальнені результати 

теоретичного дослідження дисперсійних властивостей швидких магнітозвукових 

і альфвенівських хвиль, що поширюються в пристроях керованого термоядерного 

синтезу, з урахуванням особливостей тривимірної неоднорідності зовнішнього 

магнітного поля: гвинтової – для торсатрона і гофрування – для токамака. Визна-

чено тонку структуру АР для основної і сателітних гармонік і пораховано вели-

чину високочастотної потужності, яка поглинається в АР, для обох типів неодно-

рідності. З'ясовано особливості поширення і поглинання АХ, які обумовлені не-

монотонністю просторових розподілів параметрів плазми. Розвинуто електроди-

наміку поверхневих хвиль, які поширюються поперек або майже поперек осі в 

ізотропних і магнітоактивних циліндричних і тороїдних хвилеводах круглого та 

довільного перерізів, повністю або частково наповнених плазмою. Новизну здо-

бутих результатів підтверджено пріоритетом в опублікуванні наукових статей за 

темою дисертації, а їх достовірність визначається використанням адекватних ме-

тодів розв’язання задач та їх апробацією на численних міжнародних конференці-

ях. Результати виконаних досліджень можна використовувати для планування і 

пояснення експериментів із нагрівання плазми МГДХ, діагностики плазми, пояс-

нення експериментів із збудження ХПТ у радіотехнічних пристроях, з'ясування 

причин посиленої взаємодії плазма - стінка в термоядерних пастках. Вони можуть 

бути корисними при розробці приладів із неруйнівного контролю властивостей 

поверхонь і різного типу покриттів на напівпровідниках, а також джерел плазми 

на ХПТ. 

Наведемо основні результати, що здобуто в даній дисертаційній роботі:  

1. Встановлено вплив, який справляє просторова періодична неоднорідність 

плазми на поширення, конверсію і поглинання об’ємних і поверхневих електро-

магнітних хвиль. Передовсім, просторова періодична неоднорідність плазми 

спричиняє зачеплення просторових гармонік полів електромагнітних хвиль, тобто 



 321

хвилі поширюються в такій плазмі у вигляді хвильових пакетів. 

1.1. Виявляється, що обумовлена такою періодичністю поправка δω до власної 

частоти ω=ω0+δω хвиль у загальному випадку є величиною другого порядку за 

малим параметром, який характеризує неоднорідність плазми, δω∝∈(l)
h
2. За умов, 

коли довжина хвилі основної гармоніки є вдвічі більшою за просторовий період 

неоднорідності плазми в напрямку поширення хвилі, спектри хвиль розщеплю-

ються неоднорідністю плазми, що можна спостерігати експериментально. При 

цьому поправки до частот виявляються величинами першого порядку малості, 

δω∝∈
(l)
h, і власними модами є стоячі хвилі з близькими частотами.  

1.2. Встановлено можливість існування, поряд з АР для основної гармоніки, 

додаткових резонансних областей (САР) у плазмі, яка є періодично неоднорідною 

в напрямку зовнішнього магнітного поля. В цих САР відбуваються підростання 

малих сателітних гармонік МГД хвиль і їхня конверсія в дрібномасштабні хвилі. 

Визначено умови, за яких додаткове нагрівання плазми поблизу САР може бути 

істотним.  

1.3. Знайдено, що розрив розв’язків рівнянь Максвела для полів електромагні-

тних хвиль, який має місце у випадку холодної плазми в однорідному магнітному 

полі, усувається у периферійній плазмі пасток КТС періодичною неоднорідністю 

зовнішнього магнітного поля. З’ясовано, що при цьому тонка структура основно-

го і сателітних АР може визначатись модуляцією δ радіальної складової зовніш-

нього магнітного поля (а не тепловим рухом іонів або скінченною інерцією елек-

тронів), що не позначається на поглинанні ВЧ потужності поблизу цих резонан-

сів. Характерна ширина ∆rδ основного АР дорівнює 

∆rT =(ρLi
2
a
*
)
1/3 → ∆rδ ~[δ

4
a
*
/(kz

2
kb

2
)]

1/5
∝δ 4/5 . 

2. Встановлено, що величина ВЧ потужності, яка поглинається поблизу АР, 

коли в ньому спостерігається мінімум (максимум) на радіальному профілі густи-

ни, є в (a/ρLi)
1/2 разів більшою порівняно до випадку лінійного профілю густини. 

Це зростання пояснюється збільшенням ширини АР в (a/ρLi)
1/6 разів та збільшен-
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ням характерної величини амплітуд полів АХ в області АР у (a/ρLi)
2/15 разів. Тут a 

- характерний радіальний розмір неоднорідності густини і ρLi – ларморівський ра-

діус іонів. Доведено, що поблизу максимуму (мінімуму), в тому числі - скінченної 

висоти (глибини), на профілі густини плазми між двома АР можуть бути локалі-

зовані дрібномасштабні АХ, обумовлені тепловим рухом іонів або скінченною 

інерцією електронів. Їхні власні частоти перевищують частоту альфвенівського 

континуума для кінетичних АХ і виявляються меншою за неї для інерціальних 

АХ.  

3. Доведено можливість поширення АПХ у замагніченій плазмі, що частково 

заповнює циліндричний хвилевід. Установлено, що у хвилеводах із вузьким діе-

лектричним прошарком (коли вплив параметрів плазми на дисперсійні властиво-

сті АПХ є найсильнішим) і тонкою плазмовою вставкою ці хвилі поширюються 

тільки в напрямку циклотронного обертання іонів, і їхня частота може бути по-

рядку іонної циклотронної.  

4. Узагальнено теорію поширення АПХ на випадок ХПТ із довільним значен-

ням азимутального номера моди m і малим значенням аксіального хвильового чи-

сла, а також на випадок хвилеводів з малою тороїдністю. Встановлено, що власна 

частота ХПТ із малим значенням аксіального хвильового числа є нижчою за час-

тоту АПХ, якщо діелектрична проникність шару, що відокремлює вільну плазму 

від металевої стінки хвилеводу, не занадто близька до одиниці. Доведено, що пе-

ренесення енергії ХПТ уздовж осі хвилеводу практично дорівнює нулю в значно-

му діапазоні аксіальних хвильових чисел, якщо діелектрична проникність шару 

слабко відрізняється від одиниці.  

5. Поправка до власної частоти ХПТ, що обумовлена врахуванням малого аксі-

ального числа kz, у загальному випадку є квадратичною за kz. Визначено можли-

вість резонансної взаємодії незвичайної ХПТ і звичайної об’ємної хвилі за умов, 

якщо металевий хвилевід, що є повністю заповненим плазмою, не надто тонкий і 

зовнішнє магнітне не надто слабке, 
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( )
pece

m2aab ωω=−  . 

При цьому поправка до власної частоти ХПТ є більшою, а саме - лінійною за kz.  

6. Теоретично доведено можливість поширення ХПТ поперек сталого аксіаль-

ного магнітного поля у круглому циліндричному хвилеводі, дві половини якого 

(0<ϕ<π ) і (-π<ϕ<0) заповнено різними n-напівпровідниками, а також у метале-

вих хвилеводах майже прямокутного перерізу, які повністю заповнені одним або 

двома шарами n – напівпровідників. Встановлено, що поправки до власних частот 

другого порядку малості обумовлені двома факторами: відхиленням форми пере-

різу хвилеводу від кола, а також відмінністю діелектричних властивостей напівп-

ровідникових шарів. Останній фактор сильніше виявляється у випадку шарів різ-

ної товщини.  

7. Побудовано теорію підтримання газового розряду АПХ у металевих цилінд-

ричних розрядних камерах з діелектричним покриттям без використання магніт-

ного поля. 

Автор вважає за приємний обов’язок висловити щиру подяку науковому 
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