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1 Машини Тьюрiнга

1.1 Автомати

1.1.1 Автомати без пам’ятi, релейно контактнi схеми та схеми iз фун-
кцiональних елементiв.

Автомат уявляємо як пристрiй, який перетворює вхiднi сигнали у
вихiднi. Найпростiший автомат однозначно реагує на вхiднi символи,
вiн не має пам’ятi. Так вимикач кондицiонера реагує на сигнал вiд
термометра, незалежно вiд того, якою була колись температура.

Якщо контакт замкнений при увiмкненому реле a ми креслимо
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a

а якщо контакт розiмкнений при увiмкненому реле, ми креслимо

¬a

З’єднуючи контакти, що керуються реле, в схему, одержують релейно-
контактну схему — це один iз видiв автоматiв без пам’ятi. Прикладом
релейно контактної схеми буде

¬a

¬b

¬c

a

b

¬c

a

b

c

Шифрувальний пристрiй може букви (елементи вхiдного алфавi-
ту) перетворювати на iншi симоволи (елементи вихiдного алфавiту),
при цьому символ, на який змiнюється буква, не залежить вiд попе-
редньої роботи. Це також приклад автомата без пам’ятi.

В релейно контактнiй схемi контакт, що керується реле, є неподiль-
ним елементм, матерiвальне втiлення якого дискретну математику
не цiкавить. Але є випадки, коли за неподiльнi елементи схем беруть
бiльш складнi прилади, їх називають функцiональними елементами.
Iз функцiональних елементiв будують схеми iз функцiональних еле-
ментiв. Функцiональний елемент має так званi входи, на якi подаю-
ться сигнали (елементи певної множини, вхiдного алфавiту)

Функцiоналний елемент має також вихiд, на який вiн подає сигнал,
елемент вихiдного алфавiту. Найбiльш важливими функцiональними
елементами є кон’юнктор, диз’юнктор та iнвертор, в яких i вхiдний
i вихiдний алфавiти складаються iз 0 та 1. Схематичне зображення
цих елементiв дано на рис. 1,2, 3, а таблицi роботи вказанi в табл. 1,2,
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Рис. 2: Диз’юнктор
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Рис. 3: Конвертор
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p q r1
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Табл. 1: Таблиця ро-
боти кон’юнктора

p q r2
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Табл. 2: Таблиця ро-
боти диз’юнктора

p r3
0 1
1 0

Табл. 3: Таблиця ро-
боти конвертора

1.1.2 Автомати iз скiнченною внутрiшньою пам’яттю — iз скiнченною
кiлькiстю внутрiшнiх станiв

Бiльш складний автомат має скiнченну пам’ять, її називають внутрi-
шнiми станами. Так натискання кнопки на комп’ютерi приводить до
вмикання його, якщо вiн був вимкнений, i до вимикання, якщо був
увiмкнений.

Важливим для потреб шифрування є так званий регiстр зсуву iз
лiнiйним зворотним зв’язком (РЗЛЗЗ). За допомогою такого регiстру
отримують послiдовностi 0 та 1, якi важко вiдрiзнити вiд повнiстю
випадкових — такi послiдовностi називають псевдовипадковими.

РЗЛЗЗ уявляємо як пристрiй, який

• має скiнченну кiлькiсть (скажемо n) перенумерованих комiрок
пам’ятi;

• Вмiє прочитати вмiст декiлькох комiрок.
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Перед початком роботи РЗЛЗЗ всi комiрки тим чи iншим способом
заповнюються нулями та одиницями. Регiстр працює такт за тактом,
i за кожним тактом створює вихiдний символ — нуль або одиницю.
Такт роботи полягає в наступному;

1. Створюється новий символ a ∈ {0, 1} — цей символ дорiвнює 1,
якщо в тих комiрках, якi може читати РЗЛЗЗ, непарна кiлькiсть
одиничок (сума за модулем 2 дорiвннює 1), i 0 в протилежному
випадку (сума за модулем 2 дорiвнює 0).

2. Вмicт першої комiрки стає вихiдним символом i перша комiрка
звiльняється.

3. Вмiст кожної комiрки, крiм першої, переноситься в комiрку з на
одиницю меншим номером.

4. в комiрку з останнiм номером записується створений символ a.

Розглянемо приклад. Нхай РЗЛЗЗ має 10 комiрок пам’ятi, в яких
зберiгаються булевi сталi 0 та 1, вмiє читати вмiст 3,4 i 7 комiрки,
Позначимо вмiст вiдповiдних комiрок x1, . . . , x10. Отже на кожному
кроцi створюється число a = x3 + x4 + x7, створюється вихiдний
символ x1 i вiдбувається зсув вмiсту. Припустимо, що перед по чатком
роботi вмiст комiрок такий

x1 = 0, x2 = 0, x3 = 1, x4 = 1, x5 = 1, x6 = 0, x7 = 0, x8 = 0, x9 = 1, x10 = 1.

Тодi на першому кроцi створюється вихiдний символ y1 = x1 = 0;
створюється символ a = x3 + x4 + x7 = 1 + 1 + 0 = 0; вмiст всiх
комiрок зсувається влiво в сусiдню комiрку (перша перед зсувом уже
вивiльнена)

x1 = 0, x2 = 1, x3 = 1, x4 = 1, x5 = 0, x6 = 0, x7 = 0, x8 = 1, x9 = 1;

в десяту комiрку заноситься число a: x10 = a = 0. Цим перший крок
завершився.
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На другому кроцi створюється вихiдний символ y2 = x1 = 0; ство-
рюється символ a = x3 + x4 + x7 = 1 + 1 + 0 = 0; вмiст всiх комiрок
зсувається влiво в сусiдню комiрку (перша перед зсувом уже вивiль-
нена)

x1 = 1, x2 = 1, x3 = 1, x4 = 0, x5 = 0, x6 = 0, x7 = 1, x8 = 1, x9 = 0;

в десяту комiрку заноситься число a: x10 = a = 0. Цим другий крок
завершився.

На третьому кроцi створюється вихiдний символ y3 = x1 = 1;
створюється символ a = x3 + x4 + x7 = 1 + 0 + 1 = 0; вмiст всiх
комiрок зсувається влiво в сусiдню комiрку (перша перед зсувом уже
вивiльнена)

x1 = 1, x2 = 1, x3 = 0, x4 = 0, x5 = 0, x6 = 1, x7 = 1, x8 = 0, x9 = 0;

в десяту комiрку заноситься число a: x10 = a = 0. Цим третiй крок за-
вершився. Цей процес продовжується потрiбну кiлькiсть разiв. Пiсля
трьох крокiв уже створена триелементна послiдовнiсть y1 = 1, y2 =
1, y3 = 1.

1.1.3 Алан Тьюрiнг, автомати iз скiнченною внутрiшньою та потен-
цiйно нескiнченною зовнiшньою пам’яттю, алгоритми

Ще складнiшi автомати третього типу, в яких є скiнченна кiлькiсть
внутрiшнiх станiв (внутрiшня пам’ять) i потенцiйно нескiнченна зов-
нiшня пам’ять. Так комп’ютер має скiнченну внутрiшню пам’ять, i
вiн може працювати з даними на дисках, флешках та подiбному. В
даному роздiлi нас будуть цiкавити автомати третього типу. Матема-
тичних вiдповiдникiв автоматiв третього типу досить багато. Наразi
зупиняємося на машинах Тьюрiнга.

Тьюрiнг Алан Матiсон (23.06.1912 – 7.6.1954) в 1936-37 роках ввiв
формальне визначеня алгоритму та обчислюваної функцiї. Практи-
чно в той же час незалежне визначення алгоритма дав Емiль Леон
Пост, використовуючи поняття абстрактної обчислювальної машини.
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Пiзнiше визначеня алгоритма давали А.М.Колмогоров, А.А.Марков.
Всi визначення виявилися еквiвалентними, тобто все, що є агоритмом
в одному визначеннi є алгоритмом у всiх iнших визначення. Еквiва-
лентнiсть незалежних визначень дозволяє стверджувати, що всi ви-
значення дають “правильний“, чи “адекватний“ формальний вiдповiд-
ник iнтуїтивному уявленню про алгоритм.

Перед тим, як щось говорити про формалiзацiю алгоритма (фор-
малiзацiя - вiдкидання несуттєвого) потрiбно поговорити про наше
iнтуїтивне уявлення про нього.

Алгоритм уявляєтья як послiдовнiсть певних дiй, якi застосову-
ються до певних предметiв. Окремi дiї простi, їх набiр обмежений,
дiї виконуються одна за одною, послiдовно (по кроках). Предмети,
до яких застосовується алгоритм, можна назвати iменами (перену-
мерувати, замiнити, послiдовносятями букв, знакiв, цифр, ...) Те ,
що одержується в результатi, також можна назвати, позначити по-
слiдовнiстю символiв. Сказане довзоляє розглядати лише алгоритми,
що застосовуються до iмен, тобто до послiдовностей символiв.

Множини, елементи яких використовують для утворення послi-
довностей — iмен предметiв, називають алфавiтами. Елементи таких
множин (алфавiтiв) називають буквами, а послiдовностi букв назива-
ють словами. Тепер ми можемо сказати. що алгоритми застосовують
до слiв iз певного алфавiтку. Цей алфавiт називають вхiдним. Простi-
ше всього iменувати предмети натуральними числами. Тому вхiдний
алфавiт звичайно пристосований до запису натуральних чисел.

Результат виконання алгоритму – також слово в якомусь алфавiтi.
Цей алфавiт називають вихiдним. Вихiдний алфавiт також звичайно
пристосований до запису натуральних чисел.

Приписи, що, коли i як робити, виконання окремих простих дiй
(їх називають елементарними) записують ще в одному алфавiтi — в
алфавiтi програми. Елементарних дiй повинна бути скiнченна мно-
жина.

Всi цi речi ми повиннi побачити на прикладi формалiзацiї алгори-
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тма, який запропонував Алан Тьюрiнг.
Зауважимо, що обходитися в агоритмах тiльки додатнiми нату-

ральними числами незручно. Тому до множини натуральних чисел
додається нуль. Отже далi вважаємо що числа беруться iз розшире-
ного натурального ряду N = N ∪ {0}.

1.2 Аксiоми, що стосуються алгоритмiв

Аксiома запису Застосування алгоритму можна записати, i потiм
(за записом застосування алгоритму до того, до чого цей алгоритм
можна застосувати) кожен однозначно може взнати — якi були поча-
тковi данi, i який результат.

Аксiома програми Можна видiлити множину програм (припи-
сiв), якi всiма розумiються чiтко, єдиним чином. При цьому все буде
писатися в одному алфавiтi. Кожен може вiдрiзнити програму вiд
непрограми.

Аксiома кодуванняМожна вважати, що алгоритми застосовую-
ться до натуральних чисел i результатом їх застосування є натураль-
не число.

1.3 Загальнi слова про обчислюванiсть, алгоритми та тези
2

Мова йтиме про функцiї, чиї аргументи належать розширеному нату-
ральному ряду — N∪ {0} = N. Нас цiкавитимусть функцiї, значення
яких ми можемо обчислити в тому рзумiннi, що є алгоритм, застосу-
вавши який до аргументiв ми через певну кiлькiсть крокiв одержи-
мо значення функцiї. Алгоритм розумiємо iнтуїтивно. Такi функцiї
називатимемо обчислюваними. Алгоритмiв (вважаємо, що їх можна
записати словами) злiченна кiлькiсть, а характеристичних функцiй

2Послiдовне навчальне викладення обчислюваностi можна знайти в книзi К.Катленд “Вычи-
слимость. Введение в теорию рекурсивных функций.“ М.:Мир, 1983
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пiдмножин множини N стiльки ж, скiльки пiдмножин у N — бiльше
нiж злiченна кiлькiсть. Тому є не обчислюванi функцiї.

Формальнi уточнення iнтуїтивного поняття “обчиcлюванiсть“ та
“алгоритм“ запропонованi в 1936 роцi (Гьодель, Ербран, Чьорч, Клi-
нi, Тьюрiнг, ...) Пiзнiше свої уточнення запропонували Пост, Мар-
ков, Шепердсон, Стерджiс,... Наш вибiр того чи iншого пiдходу до
обчислюваностi суб’єктивний, — але це не важливо, оскiльки є до-
слiдження, якi показують рiвносильнiсть усiх пiдходiв. Всi пiдходи
закiнчуються тезою, яка стверджує,

Теза про обчислюванiсть Будь-який iнтуїтивний, нефор-
мальний алгоритм може бути модельований в запропонова-
ному пiдходi.

“Моделювання“ означає замiну справжнiх предметiв, з якими має
справу iнтуїтивний алгоритм, на символи, з якими має справу пiдхiд,
а найпростiшi дiї iнтуїтивного алгоритма над предметами, за мiняю-
ться на найпростiшi переходи вiд одних символiв до iнших. В такому
мо вному оточеннi часто вживається також слово “кодування“. Коду-
вання означає перезапис iнформацiї з метою зручностi обробiтку, а
в каналах зв’зку також для захисту вiд випадкового пошкодження.
Тепер можна сказати уже досить складне речення — при моделюван-
нi справжнього алгоритма початковi данi кодуються. Для прикладу,
коли справжнiй алгоритм полягає в тому, щоб двi корови зiгнати з
трьома коровами в одну череду, то у вiдповiднiй машинi Тьюрiнга
двi корови закодуються трьома одиницями, а три корови — чотирма
одиницями. А резултьтатом виконання машини Тьюрiнга, яка моде-
лює наш алгорим, буде шусть одиниць на стрiчцi i машина Тьюрiнга
знаходиться у кiнцевому станi.

Звичайно згадана теза носить iм’я того математика, який запро-
понував пiдхiд. Таким чином, якщо пiдхiд (моделювання машинами
Тьюрiнга) запропонував Тьюрiнг, то згадана теза буде звучати так
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Теза Тьюрiнга Будь-який iнтуїтивний, неформальний ал-
горитм може бути модельований на машинi Тьюрiнга,

Вiдповiдно, є теза Чьорча, Поста, ...
Свiдченнями на користь прийняття тези на вiру, є такi

1. Рiзнi незалежнi дослiдники запропонували незалежнi пiдходи,
якi виявилися рiвносильними — все, що можна зробити одним
пiдходм, можна зробити iншими.

2. Для дуже багатьох iнтуїтивно обчилюваних функцiй доведена їх
формальна обчислюванiсть, уже доведено, що дуже багато iнту-
їтивних алгоритмiв м оделюються запропонованими пiдходами.

3. Нiхто не зумiв знайти функцiю, яка була б обчислювана в iнту-
їтивному розумiннi, i яку не можна було б обчилити на машинi
Тьюрiнга, чи за допомогою iншого (рiвносильного) формального
пiдходу, нiхто не зумiв придумати iнтуїтивно здiйсненний алго-
ритм, який не можна було б здiйснити на тiй чи iншiй моделi
алгоритма.

Для математика з досвiдом роботи з абгоритмами є додаткове свi-
доцтво на кор исть прийняття тези про обчислюванiсть, — це його
власний досвiд переведення iнтуїтивного алгоритма у формальний.
Для математика без досвiду роботи у царинi алгоритмiв прийняття
чи не прийняття тези залежить вiд того, наскiльки вiд може довiри-
тися досвiду iнших там, де його власний досвiд вiдсутнiй чи просто
малий.

1.4 Будова машини Тьюрiнга — залiзо i софт.

1.4.1 Будова машини Тьюрiнга — залiзо.

Машина Тьюрiнга складається iз трьох чистин - стрiчки, голiвки i
системного блоку (керуючої частини).
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Стрiчка роздiлена на вiчка, тобто можна вважати, що стрiчка —
це потенцiйно нескiнченна влiво i вправо послiдовнiсть вiчок (комi-
рок пам’ятi), в яких можна записати по одному символу iз вхiдного
алфавiту. Вхiдний алфавiт ми можемо позначити через

A = {a0, a1, a2, . . . , an, n ≥ 1.}

В даному викладеннi в прикладах будемо використовувати вхiдний
алфавiт iз двох символiв — 0 та 1. Вихiднiй алфавiт при використаннi
машин Тьюрiнга збiгається iз вхiдним.

Q = {q0, q1, q2, . . . , qm}.

Π

ab c

Y

Голiвка

� Системний блок

� Стрiчка	

Вiчко стрiчки, комiрка пам’ятi

R

Елемент вхiдного алфавiту

Рис. 4: Схематичне зображення машини Тьюрiнга

Голiвка напрямлена на вiчко на стрiчцi. Голiвка вмiє прочитати
вмiст цього вiчка, цiєї дiлянки стрiчки, може при необхiдностi надру-
кувати в цьому вiчку iнший символ iз вхiдного а лфавiту, а також
може рухатися вздовж стрiчки. Елементарний (найпростiший) рух —
на одне вiчко влiво або на одне вiчко вправо. Для позначння рухiв
використоуємо алфавiт рухiв — множину iз трьох букв

M = {S,R, L}

. Буква S символiзує вiдсутнiсть руху, буква L рух влiво на одне
вiчко, буква R — рух вправо на одне вiчко.
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Керуюча частина (системний блок) має скiнченну скупнiсть вну-
трiшнiх станiв (вона утворює внутрiшнiй алфавiт)

Q = {q0, q1, q2, . . . , qm, } m ≥ 1,

i в ньому мiститься програма Π роботи машини див. рис. 4.
Системний блок мiстить програму. Програма — це набiр команд,

скiнченна не порожня множина команд. Команда — це припис, який
вказує, що робити машинi у випадку, коли вона знаходиться у пев-
ному внутрiшньому станi i голiвка бачить певний символ на стрiчцi.
А робити машина може наступне — може щось надрукувати в тому
вiчцi, на яке дивиться, може зробити рух (або його не робити) i може
перейти в iнший внутрiшнiй стан. Якщо команда записана у виглядi

aq 7→ a′q′m, a, a′ ∈ A, q, q′ ∈ Q, m ∈M,

то це означає, що у випадку, коли машина знаходиться у станi q,
її голiвка читає символ a, то голiвка повинна в тому вiчцi, на яке
дивиться, надрукувати символ a′, перейти в стан q′ i зробити рух m.
Запис 1q8 7→ 0q3R i запис q81 7→ q30R означають одне i те ж — якщо
машина знаходиться у станi q8 i голiвка бачить 1, то голiвка повинна
замiнити в тому вiчку, на яке вона дивиться, 1 на 0, i просунутися на
одне вiчно направо, а системниий блок повинен перейти у стан q3.

Поряд iз повню словосполукою “машина Тьюрiнга“ будемо вико-
ристовувати її абревiатуру МТ.

1.4.2 Запис даних i тлумачення результату роботи машини Тьюрiнга
— обчислення функцiї.

При створеннi машин Тьюрiнга, якi обчислюють ту чи iншу фун-
кцiю, потрiбно домовитися про спосiб задання на стрiчцi аргумен-
тiв функцiї, i про спосiб трактування результату роботи. Перезапис
iнформацiї з метою зручностi подальшого обробiтку називають ко-
дуванням. Аргументами фунцiй, якi пiдлягають обчисленню, є на-
туральними числами. Перезапис цих даних за допомогою нулiв та
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одиниць є кодуванням. А сам запис набору змiнних на стрiчку за
допомогою нулiв та одиниць називають основним машинним кодом
набору змiнних. Якщо змiнних n, i α = (x1, x2, . . . , xn) — набiр змiн-
них, xi ∈ N ∪ {0}, 1 ≤ i ≤ n,, то нехай k(α) — основний машинний
код цього набору.

Машини Тьюрiнга важливi з двох точок зору

• як абстрактну рiч, яка вказує межi людський можливостей при
обчисленнях;

• як практичну рiч, на якiй легко вiдпрацьовувати навички про-
грамування.

З точки зору вiдпрацювання навичок програмування вхiдний ал-
фавiт повинен бути досить великий, закрема, вiн повинен включати
цифри, символи незаповненостi вiчка, та подiбне. З точки зору меж
можливостей при обчисленнях, цiкаво мати найпростiший вхiдний
алфавiт. Найпростiший алфавiт має лише два символи — 0 та 1. Ним
i будемо користуватися.

1.4.3 Домовленостi про основний машинний код набору змiнних

При створеннi основного машинного коду набору змiнних користую-
ться такими домовленостями.

Домовленiсть про межi запису Наявнiсть двох сумiжних ко-
мiрок, що заповненi нулями, говорить про те, що основний машинний
код набору змiнних знаходиться повнiстю злiва вiд цих комiрок, або
повнiстю справа.

Домовленiсть про роздiловий нуль Якщо комiрка заповнена
нулем, а обидвi сумiжнi комiрки заповненi одиницями, то нуль в цiй
комiрцi повiдомляє про те, що вiн грає роль роздiлового знаку мiж
окремими записами змiнних в наборi.

Домовленiсть про запис нуля Оскiльки запис нуля в комiрцi не
несе повiдомлення про ту чи iншу змiнну, то нуль (аргумент функцiї)
зписуємо як одну одиницю, що обмеженя злiва i справа нулями.
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Домовленiсть про запис натурального числа Натуральне
число 1 ≤ n записуємо у виглядi n + 1-єї одиницi, що йдуть одна
за однiєю i обмеженi злiва i справа нулями.

Домовленiсть про запис нульмiсної функцiї Нульмiсна фун-
кцыя це видiлене число — натуральне число або нуль. Отже нульмi-
сну функцiю записуємо як вiдповiдне число.

В наступнiй таблицi наведенi приклади наброрiв змiнних α та їх
основних машинних кодiв k(α).

α k(α)

(2, 3, 5) . . . 0011101111011111100 . . .
(2, 0, 1, 0) . . . 00111010110100 . . .
0 . . . 00100 . . .
(0, 1, 3) . . . 0010110111100 . . .

1.4.4 “Правильний“ початок i “правильний“ кiнець роботи машини
Тьюрiнга.

Якщо немає точної вказiвки про стан стрiчки перед початком роботи,
про стан, в якому машина починає роботу, про ту комiрку, яку роз-
глядає голiвка на першому кроцi своєї роботи. то маються на увазi
наступнi домовленостi про “правильний“ початок i про “правильне “
завершення роботи створеної машини Тюрiнга.

Домовленiсть про комiрки за межами основного машин-
ного коду До почату роботи стрiка повiнстю заповнена нулями — це
якщо стрiчка уявляється як справдi (актуально) нескiнченна. Якщо
ж стрiчка уявляється як потенцiйно (в можливостi) нескiнченна, то
кожна нова комiрка, яку розглядає голiвка за межами основного ма-
шинного коду мiстить 0. Стрiчка порожня, якщо всi її комiрки за-
повненi нулями. Вiдповiдно, непорожня дiлянка стрiчки та, в якiй є
одиницi. Вказiвка на те,

1. як заповнена непорожня частина стрiчки,

2. в якому станi знаходиться машина,
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3. яку комiрку розглядає голiвка,

називається конфiгурацiєю машини Тьюрiнга.
Домовленiсть про початковий стан Початковий стан, якщо

не сказане щось iнше, позначається q1. Перед першим кроком робо-
ти машина знаходиться в початковому станi. Програма обов’язково
мiстить команду, що примушує машину виконати певний крок в по-
чатковому станi. Перед по чатком роботи (на першому кроцi своєї
роботи) машина розглядає комiрку, в якiй мiститься перша одиниця
основного машинного коду набору змiнних.

Приклад запису вектора α = (x1, x2, x3) з “правильним“ розташу-
ванням голiвки:

000
↓
1 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸

x1+1

0 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
x2+1

0 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
x3+1

00 (1)

Приклад запису (2, 1, 0, 3), причому голiвка читає третю одиницю в
x1:

0011
↓
1 011010111100, (2)

таке розташування голiвка не “правильне“.
Запис того, що машина розглядає певну одиничку на стрiчцi за

допомогою стрiлочки є “двоповeрховим“, малозручним. Тому часто
використовується наступна домовленiсть: записуємо назву стану, в
якому знаходиться машина, перед комiркою, яку розглядає голiвка
(злiва вiд цiєї комiрки). Отже машина правильно починає роботу з
обчислення функцiї вiд (3,0,0,2), якщо маємо конфiгурацiю

00q111110101011100.

В записi конфiгурацiй використовуються повторювачi — верхнi iн-
декси, що показують кiлькiсть повторень симовла чи групи символiв.
Якщо вiдомо, що МТ знаходиться в станi q, то конфiгурацiю (1) може
бути записана у виглядi

00q1x1+101x2+101x3+100,
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конфiгурацiю (2) може бути записана у виглядi

0012q10120101400,

а конфiгурацiю 00q01110111011100 можна записати у виглядi 00q(013)300.
Приклад конфiгурацiї: 0011q710100 — на стрiчцi знаходиться слово

11101, машина знаходиться в станi q7, голiвка читає третю одиницю
(що машина читає — записано справа вiд запису стану). Ще один
запис 01xq101y — на стрiчцi записано x та y одиничок, що роз’єдна-
нi знаком 0. Голiвка знаходиться над нулем, який роз’єднує групи
одиниць, машина знаходиться в станi q1.

Домовленiсть про кiнцевий стан
В сукупностi внутрiшнiх станiв видiляється один або декiлька кiн-

цевих станiв. Кiнцевий стан вiдрiзняється вiд iнших тим, що команди,
якi б вказували, що робити в кiнцевому станi, вiдсутнi. Звичайно, для
позначення одного кiнцевого стану використовується q0. Якщо кiнце-
вих станiв деквлька, то використовують позначення q01, q02, q03, . . . , q0n.

Нехай y = f(x1, . . . xn) — деяка функцiя i α = (α1, α2, . . . , αn)
— набiр змiнних, МТ обчислює часткову функцiю f якщо

у випадку, коли α нaлежить областi визначення, тодi

1. машина закiнчує роботу в кiнцевому станi;

2. на стрiчцi знаходиться основний код числа y;

3. голiвка розташована над першою одиничкою коду,

а у випадку, коли α не нaлежить областi визначення функцiї
f , тодi при роботi машини створиться одна iз ситуацiй

1. створюється конфiгурацiя, коли машина не знаходиться
в кiнцевому станi, але команда, вiдповiдна данiй конфi-
гурацiї, вiдсутня (кажуть — машина зависла);

2. машина нескiнченно продовжує роботу;
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3. машина закiнчує роботу в кiнцевому станi, але на стрi-
чцi лишається не основний машинний код числа.

Ситуацiю, коли машина закiнчує роботу в кiнцевому станi, на стрi-
чцi основний код набору змiнних, але голiвка не над першою одини-
цею, не розглядаємо, оскiльки таку машину можна видозмiнити, i
голiвка буде над першою одиничкою.

1.5 Програми. Обчислюванiсть функцiй i предикатiв.

1.5.1 Програми. Обчислюванiсть конкретних функцiй.

Перший приклад програми, це програма, яка "правильно"розташовує
голiвку — машина повинна почати роботу на стрiчцi, де записаний
машинний код (набiр змiнних), i не змiнюючи на стрiчцi нiчого за-
кiнчує роботу в кiнцевому станi над першою одиничкою коду.

Приклад 1.1 Створимо програму знаходження лiвої одиницi основ-
ного коду у випадку, коли на стрiчцi знаходиться основний код, а
голiвка знаходиться будь-де на стрiчцi.

Вважаємо, для зручностi, що рухається голiвка, а стрiчка лишає-
ться на мiсцi. У початковому станi q1 машина перевiряє, який символ
розглядає голiвка

q11→ q21L, q10→ q30L.

У станi q2 машина знає, що на стрiчi немає нiчого зайвого (крiм основ-
ного машинного коду), голiвка читає символ всерединi коду (розта-
шована над кодом), машинi потрiбно шукати першу одиницю коду
злiва.

У станi q3 машина ще не знає, де знаходиться код. 0, який вона
розглядає, може бути i роздiловим нулем, i нулем поза кодом як злiва
так i прсправа. Машина пробує знайти код на сусiднiй злiва дiлянцi.
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У станi q3 машина розглядає символ злiва вiд початкового i усуває
певну невизначенiсть, — якщо бачить одиницю, то голiвка уже розта-
шована над кодом, а якщо нуль, то голiвка розташована поза кодом,
i машина починає створювати мiтки для переглянутої частини стрi-
чки.

q31→ q21L, q30→ q41R.

q4 означає, що голiвка знаходиться поза межами коду i починає
створення двох мiток (двох одиниць, якими вона буде вiдмiчати лiву
та праву границю переглянутої частини стрiчки. Лiва мiтка-одниця
уже створена.

q40→ q51L.

У станi q5 машина знає, що уже створенi двi одиницi-мiтки для
переглянутої частини стрiчки, i машина бажає рухатися налiво для
вiдшукування лiвої одиницi-мiтки i перегляду можливостi пересунути
лiву мiтку на крок влiво.

q51→ q60L, q50→ q50L.

q6 означає, що лiва мiтка знайдена, знищена i голiвка зсунута ще на
один символ налiво для дослiдження можливостi пересунути мiтку.

q61→ q131R, q60→ q71R.

q13 означає, що злiва вiд початкового стану знайдено код, але шука-
ти першу його одницю рано — потрiбно спочатку знищити створену
праву мiтку.
q7 означає, що код ще не знайдено, лiва мiтка пересунута, машина

повинна йти до правого краю переглянутої частини стрiчки i пошу-
кати код справа.

q71→ q80R, q70→ q70R.
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У станi q8 машина знайшла праву мiтку, знищила її i пробує пе-
ресунути її направо, дослiджуючи символ справа вiд розглянутої ча-
стини дiлянки.

q81→ q91L, q80→ q51L.

q9 означає, що знайдено код (першу його одиницю) справа вiд поча-
ткового стану, але зупинятися не можна, оскiльки на стрiчцi лиши-
лася зайва лiва мiтка-одиниця.

q91→ q100R, q90→ q90L.

У станi q10 машина знищила всi мiтки, знає, що код знаходиться
справа, голiвка повинна рухатися направо до першої одинички.

q101→ q01S, q100→ q100R.

Далi розберемося, що повинна робити машина у станi q13, коли вона
знайшла код злiва, але лишилася права мiтка.

q131→ q140L, q130→ q130R.

У станi q14 машина знає, що мiтки знищенi, код знаходиться злiва вiд
початкового стану. Машина повинна знайти цей код. Коли машина
його знайде, вона повинна перейти у стан q2

q141→ q21L, q140→ q140L.

Тепер потрiбно розiбратися ip випадком, коли машина знаходиться
над символом коду, мiток нiяких немає, i їй потрiбно знайти лiву
одиницю.

q21→ q21L, q20→ q110L.

У станi q11 машина шукає кiнець коду, знайшла 0, але сумнiвається,
— це кiнець коду чи просто роздiловий нуль.
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q111→ q21L, q110→ q120R.

Стан q12 означає, що машина проскочила першу одиницю, їй потрiбно
повернутися назад i закiнчити роботу:

q120→ q00R.

Об’єднавши виписанi команди в одне цiле одержуємо програму.
Порядок коман в програмi значення не має. Отже програмою машини
Тюрiнга, яка шукає лiву одиницю, буде

q11→ q21L, q10→ q30L, q31→ q21L, q30→ q41R, q40→ q51L, q51→ q60L, q50→ q50L.

q61→ q131R, q60→ q71R, q71→ q80R, q70→ q70R, q81→ q91L, q80→ q51L, q91→ q100R,

q90→ q90L, q101→ q01S, q100→ q100R, q131→ q140L, q130→ q130R, q141→ q21L,

q140→ q140L, q21→ q21L, q20→ q110L, q111→ q21L, q110→ q120R, q120→ q00R.

В такому масивы команд потрыбну команду шукати важко. Зру-
чнiше всi команди записуати у виглядi таблицi — на перетинi рядка,
що помiчений симвоом вхiдного алфавiту, та стовпчика, що помiче-
ний певним стаом, виписується припис — що повинна робити машина,
яка має вказаний стан i бачить вказаний символ. Запишемо одержану
програму знаходження першої одиницi основного машинного коду у
виглядi таблицi.

1 2 3 4 5 6 7

q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7
0 q30R q110L q41R q51L q50L q71R q70R
1 q21L q21L q21L q21L q60L q131R q80R

(3)

8 9 10 11 12 13 14

q8 q9 q10 q11 q12 q13 q14
0 q51L 990L q100R q120R q00R q130R q140L
1 q91L q100R q01S q21L q140L q21L

(4)
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Приклад 1.2 Припустимо, що на стрiчцi знаходиться основний
машинний код набору (1,2) i машина знаходиться в конфiгурацiї

0011011100q100,

тобто машина знаходиться в початковому станi i голiвка напрям-
лена на третiй 0 пiсля останньої одиницi. Потрiбно застосувати
машину Тьюрiнга з з програмою (3),(4) до цiєї конфiгурацiї.

виписуємо послiдовно тi конфiгурацiї, якi виникають пiсля кожно-
го виконання належної команди.

1. 0011011100q100 21. 00110111q600000100 41. 00110111000000q1310
2. 00110111000q300 22. 001101111q70000100 42. 0011011100000q140
3. 001101110001q400 23. 0011011110q7000100 43. 001101110000q1400
4. 00110111000q51100 24 00110111100q700100 44. 00110111000q1400
5. 0011011100q600100 25 001101111000q70100 45. 0011011100q1400
6. 00110111001q70100 26 0011011110000q7100 46. 001101110q1400
7. 001101110010q7100 27 00110111100000q800 47. 00110111q1400
8. 0011011100100q800 28 0011011110000q5010 48. 0011011q14100
9. 001101110010q5010 29 001101111000q50010 49. 001101q21100
10. 00110111001q50010 30 00110111100q500010 50. 00110q211100
11. 0011011100q51010 31 0011011110q5000010 51. 0011q2011100
12 001101110q600010 32 001101111q50000010 52. 001q111011100
13. 0011011101q70010 33 00110111q510000010 53. 00q211011100
14 00110111010q7010 34 0011011q6100000010 54. 0q2011011100
15 001101110100q710 35 00110111q1300000010 55. 00q110011011100
16 0011011101000q80 36 001101110q130000010 56. 0q12011011100
17. 001101110100q50100 37 0011011100q13000010 57. 0q011011100
18. 00110111010q500100 38 00110111000q1300010
19 0011011101q5000100 39 001101110000q130010
20 001101110q51000100 40 0011011100000q13010

Наявнiсть згаданої програми дозволяє не перейматися мiсцем, де
машина закiнчила роботу (позицiя на cтрiчцi, яка розглядається го-
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лiвкою), тому що невелика видозмiна програми за допомогою згада-
ної пiдпрограми дасть нам машину Тьюрiнга, яка закiнчує роботу в
належнiй позицiї (розглядаючи першу одиничку).

У випадку, коли зустрiлася команда q21 → q21S, вважаємо, що
машину “зациклило“, вона не закiнчила роботу, — машина повинна
закiнчити роботу виключно в кiнцевому станi, i не повинно iснувати
команди, яка б стосувалася машини у кiнцевому станi (хоч фактично
машина зупинилася).

Будемо вважати, що початковий стан у машини один (зазвичай
це q1, але при необхiдностi ми можемо його перепозначати) а кiнце-
вих один — q0 або декiлька — q01, q02, . . . q

′
0, q
′′
0 , . . .. Наявнiсть кiлькох

кiнцевих станiв важлива при обчисленнi предикатiв та при передачi
результатiв роботи однiєї машини iншим машинам.

Приклад 1.3 Створимо МТ, яка обчислює функцiю x+ y.

Область визначення функцiї, яку будуємо, є множина всiх пар (x, y)
чисел iз розширеного натуральнго ряду. Тому передбачається, що на
стрiчцi є послыдовнiсть iз x+ 1 одиницi i послiдовнiсть iз y + 1 оди-
ницi, що роздiленi одиним нулем. Голiвка розташована над першою
iз записаних одиниць i машина знаходиться в початковому станi q1.

Машина повинна закiнчити роботу в кiнчевому станi q0, на стрiчцi
в цей час повинна бути послiдовнiсть iз x+y+ 1-єї одиницi, а голiвка
повинна розталовуватися над першою iз одиниць.

Потрiбною програмою буде

q1 q2 q3
0 q21L q30R
1 q11R q21L q00R

Функцiя з аргументами iз розширеного натурального ря-
да називається обчислюваною (на машинi Тьюрiнга) якщо
iснує машина Тьюрiнга, яка обчислює цю функцiю.
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Теорема 1.1 (Теорема про обчислюванiсть найпростiйших функцiй)
Функцiї

0(x1, x2, . . . , xn) = 0, s(x) = x+ 1, Inm(x1, x2, . . . , xn) = xm

обчислюванi на машинi Тьюрiнга.

Доведення. Доведення теореми конструктивне — створюються про-
грами.

1.5.2 Предикати, їх обчислюванiсть

n−мiсним (або n−арним )предикатом на множинi назива-
ють пiдмножину n−го декартового степеня (n ≥ 1) цiєї мно-
жини. Символ, яким позначається предикат, називається
предикатним символом. 0-мiснi предикати це висловлюва-
ння, якi не мають змiних.

Неформально предикатом називають висловлювання iз змiнними
(стiл x дерев’яний, сма двох чисел парна, студент x сидить мiж сту-
дентами y та z. Якщо замiсть змiнних пiдставити предмети, то ви-
словлення стане або iстинним, або хибним. Якщо змiнних n то преди-
кат n−мiсний. Множина, на якiй задано предикат (столи, числа, сту-
денти) визначається мовним оточенням. Послiдовностi значень змiн-
них, на яких предикат iстинний, утворюють множину, яку називають
областю iстиностi предиката. Символ, яким позначають предикат, та-
кож називають предикатом. Вся ця неформальна нечiткiсть не при-
зводить до помилок (якщо не захотiти їх створити навмисно.) Якщо
ж непорозумiння все ж виникли iз визначенням, тодi потрiбно вико-
ристовувати формальне визначення.

Предикат P (x1, . . . xn) обчислюваний (на машинi Тьюрiн-
га), якщо iснує машина Тьюрiнга, яка починаючи роботу iз
основного машинного коду набору змiнних закiнчує роботу
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в одному iз двох кiнцевих станiв у залежностi вiд iстиностi
предиката на цьому наборi.

Приклад 1.4 Приклад обчислюваного предиката — предикат “чи-
сло x парне“.

Щоб довести обчислюванiсть, потрiбно створити машину Тьюрiн-
га (написати програму), яка б обчислювала цей предикат. Створимо
програму.

Отже наша машина розрахована на те, що на стрiчцi знаходиться
основний машинний код числа x. Передбачаємо початковий стан q1
i два кiнцевих стани — q′0, q′′0 . Будуємо машину так, щоб вона за-
кiнчила роботу у станi q′0, коли число парне, i в станi q′′0 , коли число
непарне.

Стан q2 буде нам сигналiзувати, що машина уже бачила непарну
кiлькiсть одиниць, а стан q1 буде нам сигналiзувати, що машина уже
бачила парну кiлькiсть одиниць. Отже шуканою програмою буде

q1 q2 q3 q4
0 q3L q40L q′00R q′′00R
1 q21R q11R q31L q41L

З кожним предикатом P (x1, x2, . . . xn) пов’язується його характе-
ристична функцiя fP (x1, x2, . . . , xn).

Характеристична функцiя дорiвнює одиницi на тих наборах
змiнних, на яких предикат iстинний, i дорiвнює нулю на тих
наборах, на яких цей предикат хибний.

Оскiльки машин Тьюрiнга злiченна множина, а пiдмножин мно-
жини натуральних чисел незлiченна множина, то iснують необчислю-
ванi предикати.

Теорема 1.2 (про обчислюванiсть найпростiших предикатiв)
Предикати x = y, x < y, x = 0 обчислюванi.
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Доведення. Доведення конструктивне. Програмою обчислення пре-
диката x = 0 буде

q1 q2
0 q01L
1 q21R q02L

Кiнцевий стан q01 вiдповiдає тому, що предикат “x = 0“ iстинний,
а кiнцеий стан q02 вiдповiдає тому, що предикат “x = 0“ хибний.

1.6 Органiзацiя роботи декiлькох машин на однiй стрiчцi.

Одна iз можливостей машин Тьюрiнга — об’єднання в однiй маши-
нi (на одному залiзi) кiлькох — застосування софту кiлькох машин.
Таким чином є одна стрiчка, одна голiвка, один системний блок, а
потрiбно органiзувати на них роботу кiлькох машин, що мають свої
внутрiшнi стани, свої програми.

1.6.1 Композицiя машин Тьюрiнга

Перший випадок випадок органiзацiї роботи двох машин, коли з да-
ними (з усiма), що на стрiчцi, працює одна машина, i коли вона закiн-
чує роботу, з усiма новими даними працює iнша машина. Цей випадок
називаємо композицiєю двох машин.

Беремо двi машини T1, T2 з програмами P1, P2. Вважаємо, що їх
внутрiшнi алфавiти Q1, Q2 не перетинаоться. Нехай q′ ∈ Q1, q

′′ ∈ Q2

вiдповiдно якийсь кiнцевий стан машини T1 i початковий стан ма-
шини T2. Будуємо нову машину T = T1T2. Її внутрiшнiй алфавiт
Q1 ∪Q2 \ {q′}. Для побудови програми P нової машини (яку назива-
ють композицiєю машин Тьюрiнга T1, T2) об’єднують програми P1, P2

i скрiзь замiняють q′ на q′′. Серед внутрiшнiх станiв нової машини T
немає початкового стану машини T2 — вiн замiнений на кiнчевий стан
машини T1. Початковим станом побудованої машини T є початковий
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стан машини T1, з нього й починається робота нової машини. Кiнце-
вими станами нової машини є всi кiнчевi стани машини T2 i тi кiнцевi
стани машини T1, що вiдрiзняються вiд q′.

Якщо не очевидно, якi стани ототожнюються, i, вiдповiдно, яка
машина починає дiяти першою, то це по трiбно вказувати окремо.

Приклад 1.5 Машни T1 має початковий стано q1 i кiнцевi стани
q01, q02, машини T2 має початковий стан q3 та кiнцевi стани q03, q04.

Ототожнюємо початковий стан q3 з кiнцевим станом q02, одержу-
ємо композицiю T1T2

T1
q1 q2

0 q01 q1
1 q02 q2

T2
q3 q4

0 q4 q03
1 q04 q4

T1T2
q1 q2 q3 q4

0 q01 q1 q4 q03
1 q3 q2 q04 q2

Зауважимо, коли одна машина має n1 станiв k1 команд, а друга
машина має n2 станiв k2 команд, то композицiя цих машин має n1 +
n2 − 1 станiв k1 + k2 команд.

1.6.2 Iтерацiя машин Тьюрiнга

Iтерацiя машини Тьорiнга полягає в тому, що один iз її кiн-
цевих станiв ототожнюється з некiнцевим (початковим, або
просто зручним) станом.

Зауважимо, коли одна машина має n1 станiв k1 команд,то iтерацiя
цiєї машини має n1 − 1 станiв k1 команд. Отже композицiя машини
самої з собою буде виконуати ту ж роботу, буде обчислювати те ж
саме, що i iтерацiя, але композицiя буде мати вдвiчi бiльше команд.

За допомогоо iтерацiї органiзовуються циклiчнi обчислення, ци-
кли.

Приклад 1.6 Побудувати iтерацiю машини Тьюрiнга
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1.6.3 Органiзацiя роботи машини на гратцi

Ми уже знаємо, як записати на стрiчцi данi (основний ашинний код
даних), тепер покажемо, як можна записати данi для декiлькох ма-
шин так, щоб цi данi можна було легко розрiзняти. Це робиться за
допомогою так званого граткового коду, квазiосновного коду.

Спочатку на стрiчцi видiляємо одне вiчко i кажемо, що це вiчко
має номер 0. Пiсля цього всi вiчка одержують номери — цiлi числа.
Гратка iз кроком l — послiдовнiсть дiлянок (вiчок) стрiчки, номери
яких порiвнюванi за модулем l, тобто рiзниця номерiв дiлиться на l.
Для прикладу, якщо на стрiчцi маємо 16 дiлянок iз записами

0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 ,

то дiлянки з номерами 2,5,8,11,14 знаходяться на гратцi з кроком 3,
на цiй гратцi стоїть основний машинний код

1 1 1 0 1

набору (2,0).
Якщо основний машинний код набору чисел записати (послiдовно)

на гратцi, то те, що одержиться, називають квазiосновним кодом.

Приклад 1.7 На стрiчцi є основний машинний код набору (2,3),
тобто 0011101111000. Потрiбно створити машину, яка б перепи-
сала цей основий код в квазiосновний код на гратку з кроком 2, за-
лишивши другу гратку порожньою, тобто ця машина повинна за-
писати на стрiчцi

00001010100010101010000

Приклад 1.8 На стрiчцi є основний машинний код набору (2,3),
тобто 0011101111000. Потрiбно створити машину, яка б проду-
блювала цей основий код в два квазiосновних коди на двi гратки з
кроком 2, тобто ця машина повинна записати на стрiчцi

000011111100111111110000
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Процес перезапису основного коду на гратку, тобто перехiд до ква-
зiосновного коду, оборотний — вiд квiзiосновного коду на гратцi з
кроком n, n > 1 можна перейти до основного коду набору, знищивши
всi записи на рештi граток з цим кроком.

Приклад 1.9 На стрiчцi є гратка з кроком 2 i на цiй гратцi запи-
саний квазiосновний код набору (2,3), друга гратка порожня, тобто
на стрiчцi є запис 00001010100010101010000. Потрiбно створити
машину, яка б створила на стрiчцi основний код набору (2,3), тоб-
то ця машина повинна записати на стрiчцi

001110111100

Теорема 1.3 (про органiзацiю роботи машини на гратцi) : Для
будь-якої машини M можна побудувати нову машину M ′ таку, що

1. За межами гратки M ′ не змiнює записи;

2. На гратцi M ′ виконує ту ж роботу, що i задана машина M .

Доведення. Дано: Машина M — тобто зовнiшнiй алфавiт A =
{0, 1}, внутрiшнiй алфавiт Q i рухи {R,L, S}. Машина M має про-
граму. Є гратка з кроком n.

Будуємо нову машину з тим же зовнiшнiм алфавiтом {0, 1}. Для
кожного внутрiшнього стану q створюємо 2 · (n − 1) нових станiв
riq, i = 1, 2, . . . n− 1 та liq, i = 1, 2, . . . n− 1. Уявляємо, що у станi riq
та liq машина пам’ятає кiлькiсть i та стан q.

Для нової програми беремо всi команди старої програми, якi ма-
ють вигляд qa→ q′a′S, q, q′ ∈ Q, a, a′ ∈ {0, 1},.

За кожною командою вигляду qa → q′a′L, q, q′ ∈ Q, a, a′ ∈
{0, 1} створюємо n нових команд

qa→ l1q′a
′L, li−1,q′x→ liq′xL, 2 < i < n, ln−1,q′x→ q′xL,

За кожною командою вигляду qa → q′a′R, q, q′ ∈ Q, a, a′ ∈
{0, 1} створюємо n команд

qa→ r1q′a
′R, ri−1,q′x→ riq′xR, 2 < i < n, rn−1,q′x→ q′xR,
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Створенi новi команди утворюють нову потрiбну програму.
Доведення закiнчене.

1.6.4 Розгалуження машин Тьюрiнга

Приклад 1.10 Побудувати МТ, яка обчислює функцiю

f(x) =


0, якщо x дорiвнює 0;
x− 1, якщо x додатнє непарне число;
x− 2, якщо x додатнє парне число.

(5)

Створюємо чотири машини Тьюрiнга Mi i = 1, 2, 3, 4:

M1 обчислює предикат “x = 0“;
M2 обчислює предикат “x є непарним числом“
M3 обчислює функцiю x− 1;
M4 обчислює функцiю x− 2.

M1

q1 q2
0 q01L

1 q21R q02L

,

M2

q1 q2 q3 q4
0 q3L q40L q010R q020R
1 q21R q11R q31L q41L

,

прогама машини M3 складається iз однiєї команди q11 → q00S, а
програма машини M4 має двi команди q11→ q20R, q21→ q00S,

Робимо так, щоб рiзнi машини мали рiзнi стани — до iндексiв станi
додаємо iндекс машини. Таким чином, внутрiшнiми станами машини
M1 тепер будуть q11, q21, q011, q021, внутрiшнiми станами машини M2

тепер будуть q12, q22, q32, q42q012, q0221, внутрiшнiми станами машини
M3 тепер будуть q13, q23, q03.

Створюємо композицiю M1M2 машин M1, M2 за станами q01, q12,
тобто ототожнюємо цi стани:

q021 = q12 = q′.
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Таким чином одержуємо машину N = M1M2 з програмою

q11 q21 q′ q22 q32 q42
0 q0110L q32L q420L q0120R q0220R
1 q211R q′1L q221R q′1R q321L q421L

,

Створена машина N має три кiнцевi стани q01, q012, q022:

стан q01 сигналiзує про те, що число x дорiвнює нулю;

стан q012 сигналiзує про те, що число x не дорiвнює нулю i
парне;

стан q022 сигналiзує про те, що число x не дорiвнює нулю i
непарне.

На останньому кроцi створюємо одночасно двi композицiї машини N
— з машиною M3 за станами q022 i q13, та з машиною M4 за станами
q012 i q14, тобто ототожнюємо стани:

q022 = q13 = q′′, q012 = q14 = q′′′,

i об’єднуємо програми

q11 q21 q′ q22 q32 q42 q′′ q′′′ q24
0 q0110L q32L q420L q′′′0R q′′0R
1 q211R q′1L q221R q′1R q321L q421L q03 q24 q04

Одержана програма i є потрiбною.

Одночасна композицiя машини з двома або бiльшою кiлькi-
стю МТ називається розгалуженням цiєї машини. При роз-
галуженнi потрiбно вказувати, за якими станами вiдбуває-
ться композицiя.

Теорема 1.4 Предикат обчислюваний на машинi Тьюрiнга тодi i
тiльки тодi, коли обчислювана його характеристична функцiя.
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Доведення.
Припустимо, що предикат P (x1, x2, . . . , xn, ), n ≥ 2. Вiдомо, що йо-

го характеристична функцiя f(x1, x2, . . . , xn) обчислювана. Доведемо
обчислюванiсть предиката P .

Обчслюванiсть характиристичної функцiї f означає, що є машина
Тьюрiнга M , яка починаючи роботу зi стрiчки з записом основного
машинного коду набору (x1, x2, . . . , xn), завжди закiнчує роботу в кiн-
цевому станi, лишаючи на стрiчцi основний машинний код числа 0,
чи 1 в залежностi вiд того, iстинний предикат P на цьому наборi, чи
хибний. Довести обчислюванiсть предиката P (x1, x2, . . . , xn) означає,
що потрiбно створити машину Тьюрiнга N , яка починаючи роботу зi
стрiчки з записом основного машинного коду набору (x1, x2, . . . , xn),
завжди закiнчує роботу в в одному iз кiнцевих станiв q′, q′′ в зале-
жностi вiд того, iстинний предикат P на цьому наборi, чи хибний.

Отже маємо на стрiчцi основний машинний код набору (x1, x2, . . . , xn,
i маємо машину M , яка обчислює f . Потрiбну нам машину N ство-
рюємо по кроках.

На першому кроцi створюємо машину Тьрiнга A з початковим
станом q1a i кiнцевим станом q0a, яка перезаписує основний код набору
(x1, x2, . . . , xn) на двi гратки S1, S2 з кроком 2, як в прикладi 1.8

На другому кроцi за машиною M будуємо машину M1 з початко-
вим станом q1m i кiнцевим станом q0m, яка на гратцi S2 обчислює
функцiю f .

На третьому кроцi створюємо МТ B з початковим станом q1b i
кiнцевими станами q01b, q02b, яка обчислює предикат x = 0. Кiнцевий
стан q01b повiдомляє про те, що x = 0 (предикат хибний), а кiнцевий
стан q02b повiдомляє про те, що x 6= 0 (предикат iстинний, x = 1).

На четвертому кроцi створюємо машину C з початковим станом
q1 i кiнцевим станом q0, яка перемiщає голiвка iз гратки S2 на гратку
S1 i вiдшукує на гратцi S1 лiву одиницю квазiосновного коду.

На п’ятому кроцi створюємо машину D з початковим станом q1d i
кiнцевим станом q0d, яка перетворює квазiосновний код набору (x1, x2, . . . , xn)
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на гратцi S1 в основний код на стрiчцi, як в прикладi 1.9, знищуючи
при цьому записи на гратцi S2, i перемiщає голiвку до першої одиницi
основного коду.

На шостому кроцi створюємо композицiюE = AM1B машинA,M1, B
за станами q0a, q1m q0m, q1c з початковим станом q1a i кiнцевими ста-
нами q01b, q02b.

На сьомому кроцi створюємо композицiю F = CD за станами
q0c, q1d.

На восьмому кроцi готуємо розгалуження машини E (у неї два
кiнцевих стани q01b, q02b) за допомогою машини F . Для цього дублю-
ємо машину F — переписуємо двiчi всi стани машини F (вiдповiдно,
перепишуться всi команди) один раз з додаванням iндекса 1, а другий
з додаванням iндекса 2. Команди, в яких стани одержанi додаванням
iндекса 1, утворюють машину F1, a команди, в яких стани одержанi
додаванням iндекса 2, утворюють машину F2. Машини F1, F2 пра-
цюють однакова, так же як i машина F , але однакових станiв у них
немає. Початковим станом машини F1 буде q1c1, кiнцевим станом ма-
шини F1 буде q0d1, початковим станом машини F2 буде q1c2, а кiнцевим
станом машини F2 буде q0d2.

На дев’ятому кроцi будуємо кiнцевий результата — машину N ,
як розгалуження машини E за допомогою машини F1 (за станами
q01b, q1c1) та машини F2 (за станами q02b, q1c2). Завершення роботи
машини N в станi q0d2 сигналiзує про те, що предикат P на наборi
(x1, x2, . . . , xn) iстинний, а завершення роботи в станi q0d1 сигналiзує
про те, що предикат P на наборi (x1, x2, . . . , xn) хибний.

Обчислюванiсть предиката P доведена.
Припустимо тепер, що предикат P обчислюваний. Отже iснує ма-

шина Тьюрiнга M , яка, починаючи роботу з початкового стану q1
iз стрiчкою, на якiй записаний основний код набору (x1, x2, . . . , xn),
закiнчує роботу в кiнцевому станi q01, якщо предикат на цьому набо-
рi iстинний, i в кiнцевому станi q02, якщо предикат на цьому наборi
хибний. В обох випадках в кiнцi роботи машини голiвка дивиться на
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першу одиницю основного коду.
Позначимо через A,B двi копiї (з рiзними наборами станiв) маши-

ни, яка обчислює нуль, через C машину, яка обчислює x+1, i через D
композицiю BC. Тодi розгалуження машиниM за допомогою машин
B D буде машиною яка обчислює характеристичну функцiю преди-
ката P . Теорема доведеня повнiстю.

1.7 Унiверсальна машина Тьюрiнга.

Програму машини Тьюрiнга M можна записати за допомогою ну-
лiв та одиничок — хоча б використовуючи азбуку Морзе. Цей запис
можна розташувати на гратцi з кроком 2. На другiй гратцi можна
записати данi, для роботи з якими створена ця машина M . Тепер
можна створити нову машину U , яка за цими записами на стрiчцi
виконує роботу машини M .

Така машина U називається унiверсальною машиною Тьюрiнга.
Програма унiверсальної МТ не складна, її можна знайти в iнтернетi,
але поширюванi варiанти такої програми використовують досить ба-
гатий вхiдний алфавiт. З використанням вкрай бiдного алфавiту, що
складається iз 0 та 1, програма стає помiтно громiздкою i наводити
їїне будемо. Отже наступну теоремулишимо без доведення.

Теорема 1.5 Iснує унiверсальна машина Тьюрiнга, тобто така ма-
шина U , яка для будь-якої машини M , i для будь-яких допустимих
(для машини M) записiв на стрiчцi, виконує роботу машини M .

Ця теорема використовується при дослiдженнях можливостей ма-
шин Тьюрiнга.

2 Рекурсивнi функцiї

Пiдхiд Тьюрiнга ми уже розiбрали. Переходимо до iншого пiдходу.
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2.1 Визначення частково рекурсивних, загально рекурсив-
них та примiтивно рекурсивних функцiй. Теза Чорча.

Частково рекурсивнi функцiї визначаються iндуктивно — вони бу-
дуються по кроках, 1-й, 2-й i т.д. На першому кроцi вводяться три
найпростiшi частково рекурсивнi функцiї, а на кожному наступно-
му кроцi iз уже побудованих функцiй будуються новi за допомогою
трьох так званих операторiв.

2.1.1 Три найпростiшi обчислюванi функцiї

Перша найпростiша функцiя s(x) = x+ 1 — знаходження наступного
числа або “плюс один“. Це функцiя вiд однiєї змiнної.

Приклад 2.1
s(5) = 6, s(0) = 1.

Друга найпростiша функцiя — тотожний нуль. Це нульмiсна фун-
кцiя, або видiлений елемент в N ∪ {0}.

I третя найпростiша функцiя — проектування3

Inm(x1, x2, . . . , xn) = xm, 1 ≤ m ≤ n.

Ця функцiя вiд кiлькох змiнних, вона вибирає один аргумент iз
списка. Тут можна вважати, що маємо нескiнченно багато функцiй
(маємо два параметри — iз скiлькох аргументiв вибираємо, i який
саме аргумент.

Задавши цi два параметри одержуємо одну функцiю).

Приклад 2.2

I53(x1, x2, x3, x4, x5) = x3, I52(2, 3, 0, 7, 1) = 3, I11(y) = y, I22(7, 0) = 0.

3Її називають також функцiєю вибору, селективною функцiєю
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Iнтуїтивно, згаданi три функцiї є обчислюваними. А формально
цi три функцiї є обчислюваними за означенням. Їх обчислюванiсть є
аксiомою, яка не обговорюється.

Звернемо увагу, що всi три найпростiшi функцiї є всюди визначенi,
ми їх можемо пiдрахувати при будь-яких наченнях аргументiв.

2.1.2 Три оператори

Правила побудови одних функцiї iз iнших називають операторами.
Перший оператор — оператор суперпозицiї.
Оператор C суперпозицiї можна застосувати до n + 1−єї функцiї

f, gi(i = 1, 2, . . . n) i одержати функцiю h = C(f, g1, g2, . . . , gn) насту-
пним чином: якщо маємо

f(y1, y2, . . . , yn), gi(x1, x2, . . . , xm), (i = 1, 2, . . . n),

то

h(x1, x2, . . . , xm) = f(g1(x1, x2, . . . , xm), g2(x1, x2, . . . , xm), . . . , gn(x1, x2, . . . , xm)).

Тут обов’язково перша функцiя має n аргументiв, за кiлькiстю решти
функцiй. Отже коли n = 2, то перша функцiя f(x1, x2) повинна мати
2 аргументи, а двi функцiї g1, g2 можуть бути вiд будь-якої кiлькостi
будь-яких аргументiв. Щоб вони мали один i той же набiр аргументiв,
можна вводити фiктивнi змiннi.

Приклад 2.3 Вiзьмемо

f(x1, x2) = 2x1 + 3x2, g1 = 2x1 + y, g2 = u3 + v4 + 5.

Тодi

C(f, g1, g2) = h(x1, y, u, v) = 2(2x1 + y) + 3(u3 + v4 + 5).

Знову звернемо увагу, що коли оператор суперпозицiї застосовує-
ться до всюди визначених функцiй, то вiн дає всюди визначену фун-
кцiю. В iнших роздiлах математики, замiсть оператра суперпозицiї
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говорять про композицiю функцiй, про складнi функцiї, функцiї вiд
функцiй.

Число n може дорiвнювати 0, тодi перша функцiя f є сталою,
функцiєю вiд порожньої множини змiнних

Оскiльки функцiя 0 має нуль аргументiв, то C(0) = 0.
В курсi математичного аналiзу розглядають функцiю 0(x) — її

графiком є вiсь OX, функцiю 0(x, y) — вона задає площину OXY .
В такому пiдходi може виникнути неприємна ситуацiя, коли замiсть
змiнних у функцiю 0(x, y) потрiбно пiдставити всюди невизначенi
функцiї. В нашому пiдходi потрiбно слiдкувати за кiлькiстю змiнних
у функцiї 0. Якщо це найпростiша функцiя, то вона не має аргумен-
тiв. Але така функцiя може бути одержана як суперпозицiя кiлькох
функцiй i тодi вона може мати будь-яку кiлькiсть аргументiв.

Приклад 2.4 Нехай n = 2, f(x, y) = 2x+ 3y, g1(x1) = 2x1, g2(x1) =
x1 + 2. Знайти h = C(f, g1, g2)

h(x1) = 2g1 + 3g2 = 4x1 + 3(x1 + 2) = 7x1 + 6.

Приклад 2.5 Нехай n = 0, f = 7. Знайти h = C(f)

h = 7.

Приклад 2.6 Нехай n = 1, f(x) = 2x, g1(x1, x2) = 2x1 + 3x2. Зна-
йти h = C(f, g1).

h(x1, x2) = 2g1 = 4x1 + 6x2.

Переходимо до наступного оператора — оператора примiтивної ре-
курсiї Пр.
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Оператор примiтивної рекурсiї4 (позначаємо його Пр) можна за-
стосувати до двох функцiй φ(x1, x2, . . . xn), ψ(x1, x2, . . . xn, xn+1, xn+2)
i одержати функцiю f(x1, x2, . . . xn, xn+1) за допомогою двох правил.
Перше правило

f((x1, x2, . . . xn, 0) = φ(x1, x2, . . . xn) (6)

i друге правило

f((x1, x2, . . . xn, y + 1) = ψ(x1, x2, . . . xn, y, f((x1, x2, . . . xn, y)) (7)

Звернемо увагу, що вище n означало кiлькiсть змiнних. Ця кiль-
кiсть може бути нулем. Отже функцiя φ може бути нульмiсною. Тодi
функцiя ψ має бути двомiсною (змiннi можуть бути фiктивнi5), i за
допомогою оператора Пр одержуємо 1-мiсну функцiю.

Слово рекурсiя означає рух назад, а iндукцiя означає рух вперед.
Рекурсiя i iндукцiя тiсно пов’язанi мiж собою. Так, коли ми кажемо,
що для обчислення n! нам потрiбно обчислити спочату (n − 1)!, то
ми корстуємося рекурсiєю. Коли ж ми кажемо, що пiсля обчислення
(n − 1)! ми можемо перейти до обчислення n!, то ми маємо iнду-
кцiю. Рiвнiсть (6) можна розглядати як базу iндуктивного означення
функцiї f , а рiвнiсть (7) можна розглядати як iндуктивний перехiд в
iндуктивному означеннi цiєї функцiї. Тонкощами розрiзнення iндуцiї
та рекурсiї можна нехтувати, але в програмуваннi широко використо-
вується рекурсiя, а в логiцi iндукцiя.

Приклад 2.7 Застосуємо оператор примiтивної рекурсiї до фун-
кцiй

φ(x1) = x1 = I11(x1), ψ(x1, x2, x3) = x3 + 1 = s(x3).

4Оператор примiтивною рекурсiї називають також схемою примiтивної рекурсiї, подiбно до
того, як ми виписували схеми аксiом в численнi висловлювань.

5формальне означення фiктивних змiнних обговорювалися в булевих функцiях. Тут кори-
стуємося нестрогим роз’ясненням: змiнна фiктивна, якщо вiд неї функцiя не залежить
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Функцiя φ вiд однiєї змiнної, функцiя ψ вiд трьох змiнних, отже
будуємо функцiю f(x1, x2) вiд двох змiнних:

f(x1, 0) = x1, f(x1, 1) = f(x1, 0) + 1 = x1 + 1,

f(x1, 2) = f(x1, 1) + 1 = x1 + 2, f(x1, 3) = f(x1, 2) + 1 = x1 + 3, . . .

Вгадуємо, f(x1, x2) = x1 + x2. Вгадане можна обгрунтувати методом
матiндукцiї. Таким чином

x1 + x2 = Пр(I11(x1), s(I
3
1(x1, x2, x3)). (8)

Приклад 2.8 За допомогою оператора примiтивної рекурсiї можна
визначити функцiї 0(x), 0(x, y), . . ..

Так якщо взяти φ = 0 — нульмiсна функцiя, i ψ(x1, x2) = x1, то ре-
зультатом роботи оператора примiтивної рекурсiї буде функцiя 0(x).

Приклад 2.9 Сталi функцiї вiд однiєї змiнної (отже ця змiнна
є фiктивною) визначаються правилом: f(y + 1) = f(y). Тому для
визначення сталої функцiї можна брати функцiєю φ кiлькаразо-
ву суперпозицiю функцi s i 0. А функцiєю ψ(x1, x2) можна брати
ψ(x1, x2) = x2. Так, якщо застосувати оператор примiтивної ре-
курсiї до функцiй

φ = s(s(s(s(0)))), ψ(x1, x2) = x2,

то одержимо сталу функцiю f(x) = 4.

Приклад 2.10 Застосуємо оператор примiтивної рекурсiї до фун-
кцiй

φ(x1) = 0(x1), ψ(x1, x2, x3) = x1 + x2.

Функцiя φ вiд однiєї змiнної, функцiя ψ вiд трьох змiнних, отже
будуємо функцiю f(x1, x2) вiд двох змiнних:

f(x1, 0) = 0, f(x1, 1) = 0 + f(x1, 0) = x1,
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f(x1, 2) = x1 + f(x1, 1) = 2x1, f(x1, 3) = x1 + f(x1, 2) = 3x1, . . .

Вгадуємо, f(x1, x2) = x1 · x2. Вгадане можна обгрунтувати методом
матiндукцiї. Таким чином

x1 · x2 = Пр(0, x1 + x2). (9)

Приклад 2.11 Прямою перевiркою переконуємося, що застосував-
ши оператор примiтивної рекурсiї до функцiй φ(x1) = 0 = 0(x1), ψ(x1, x2, x3) =
s(0), одержимо функцiю

f1(x) =

{
0, якщо x = 0,
1, якщо x 6= 0,

(10)

Приклад 2.12 Прямою перевiркою переконуємося, що застосував-
ши оператор примiтивної рекурсiї до функцiй φ(x1) = 1 = s(0(x1)), ψ(x1, x2, x3) =
0, одержимо функцiю

f2(x) =

{
1, якщо x = 0,
0, якщо x 6= 0,

(11)

Приклад 2.13 Застосувавши оператор примiтивної рекурсiї до фун-
кцiї φ(x1) = 1 = s(0(x1)), та функцiї ψ(x1, x2, x3) = f2(x2), що ви-
значена формулою (11) одержимо функцiю

f3(x) =

{
1, якщо x = 2k, для деякого k = 0, 1, . . .
0, якщо x = 2k + 1 для деякого k = 0, 1, . . . .

(12)

Приклад 2.14 Застосувавши оператор примiтивної рекурсiї до фун-
кцiї φ(x1) = 1 = 0, та функцiї ψ(x1, x2, x3) = f2(x2), що визначена
формулою (11) одержимо функцiю

f4(x) =

{
0, якщо x = 2k, для деякого k = 0, 1, . . .
1, якщо x = 2k + 1 для деякого k = 0, 1, . . . .

(13)
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I, нарештi, переходимо до третого, останнього оператора, операто-
ра мiнiмiзацiї.

Оператор мiнiмiзацiї застосовують до однiєї функцiї g(x1, x2, . . . xn, xn+1)
i одержують функцiю f(x1, x2, . . . xn, xn+1). Значення y цiєї функцiї
y = f(x1, x2, . . . , xn, xn+1) визначається як найменший розв’язок рiв-
няння

g(x1, x2, . . . xn, y) = xn+1

Розв’язок шукаємо пiдставляючи по черзi замiсть y числа 0, 1, 2, . . ..
Перший знайдений розв’язок i буде потрiбним. Застосування цього
оператора повинно нагадувати знаходження оберненої функцiї.

Приклад 2.15 Вiзьмемо n = 1 i застосуємо оператор мiнiмiзацiї
до g(x) = x+ 1.

Знаходимо значення y = f(0) g(y) = 0, тобто x+ 1 = 0. Оскiльки
розв’язку це рiвняння не має, то значення f(0) немає, функцiя f не
изначена в точцi 0. А для x ≥ 1 f(x) = x− 1.

Таким чином, за допомогою оператора мiнiмiзацiї ми одержали
функцiю

x− 1 =

{
не визначено, якщо x = 0,
x− 1, якщо x 6= 0.

(14)

Повернемося до означення частково рекурсивних функцiй, яке ми
окреслили на початку роздiлу.

Визначення 2.1 Частково рекурсивнi функцiї будуються по кро-
ках. На першому кроцi будуються найпростiшi функцiї — нуль, об-
числення наступного натурального числа, та функцiя вибору одно-
го аргумента iз набору. Якщо на n− му кроцi маємо побудованi
частково рекурсивнi функцiї, то на n + 1− му кроцi до уже по-
будованих додаються функцiї, що одержанi iз уже побудованих за
допомогою операторiв суперпозицiї, примiтивної рекурсiї та мiнi-
мiзацiї. Iнших частково рекурсивних функцiй (якi неможливо так
одержати) немає.
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Приклад 2.16 Застосувавши оператор примiтивної рекурсiї до фун-
кцiї φ(x1) = 0, та функцiї ψ(x1, x2, x3) = x− 1,

x−̇1 =

{
0, якщо x = 0,
x− 1, якщо x 6= 0.

(15)

Приклад 2.17 Якщо функцiя f(x) побудована за функцiєю g(x) =
2x, то f(x) = x/2 для парних x i f(x) не визначена для непарних.
Отже, якщо функцiя g(x) є частково рекурсивною, то i f(x) є час-
тково рекурсивною.

Нехай функцiї f3, f4 визначенi формулами (12)(13). Тодi

fev(x) = f3(x) ·x =

{
x, якщо x = 2k, для деякого k = 0, 1, . . .
0, якщо x = 2k + 1 для деякого k = 0, 1, . . . .

i

fodd(x) = f4(x)·x =

{
0, якщо x = 2k, для деякого k = 0, 1, . . .
x, якщо x = 2k + 1 для деякого k = 0, 1, . . . .

Iз цих функцiй та функцiї x1 + x2 за допомогою оператора суперпо-
зицiї одержуємо функцiю[x

2

]
=
fev(x)

2
+
fodd(x)−̇1

2
. (16)

Приклад 2.18 Розглянемо сталу функцiю g(x) = 5. Щоб знайти
значення y = f(0) ми повинны розв’язати рiвняння g(x) = 0, тоб-
то 5=0. Це рiвняння не має розв’язку, отже f(0) не визначено.
Також не визначено f(1), f(2), f(3), f(4), f(x) коли x > 5. Знайде-
мо f(5). Для цього розв’язуємо рiвняння 5 = 5. Ми маємо вельми
точну вказiвку, як саме шукати розв’язок — потрiбно по черзi пiд-
ставляти замiсть змiнної числа 0, 1, 2, ... Оскiльки 5=5 завжди,
то 5=5 i при першiй же перевiрцi — коли змiнна дорiвнює 0. Отже
y = 0 i f(5) = 0.

41



Приклади показують, що оператор мiнiмiзацiї суттєво вiдрiзняє-
ться вiд перших двох — суперпозицiї та примiтивної рекурсiї тим, що
вiн може давати часткову, не всюди визначену функцiю.

Визначення 2.2 Якщо при побудовi функцiї дозволене використа-
ння всiх трьох операторiв, але функцiю одержали всюду визначену,
то цю функцiю назають загальнорекурсивною. Якщо ж про область
визначення нiчого невiдомо, або вiдомо, що функцiя не всюди ви-
значена, то ця функцiя частково рекурсивна. Якщо при побудовi
функцiї використовувалося лише два оператори — суперпозицiї i i
примiтивної рекурсiї, то таку функцiю називають примiтивно ре-
курсивною.

Оскiльки найпростiшi функцiї всюди визначенi, i оператори при-
мiтивної рекурсiї та суперпозицiї при застосуванi їх до всюди визна-
чених функцiй дають всюди визначенi функцiї, то примiтивно рекур-
сивнi функцiї завжди всюди визначенi.

В мовнiй практицi тонкощами слововжитку часто нехтують i ка-
жуть про рекурсивнi функцiї — а про якi саме, або видно iз мовного
оточення (контексту) або це не має значення.

Всi функцiї, що побудованi в прикладах роздiлу, є рекурсивними.
Але функцiя xy є примiтивно рекрсивною, функцiя x− 1 є частково
рекурсивною, а функцiя x−̇1 є загально рекурсивною функцiєю.

Теза Чьорча: Всi обчислюванi в iнтуїтивному розумiннi
функцiї є частково рекурсивними.

Будемо користуватися тим, що всi функцiї на розширеному нату-
ральному рядi, якi можна задати арифметичними виразами в шкiль-
ному розумiннi, є рекурсивними.

Пiсля того, як ми вказали два пiдходи до формалiзацiї iнтуїтивної
обчислюваностi, i вказали двi тези — Тьюрiнкга i Чорча, можна го-
ворити просто про обчислюванi функцiї — а чи вони обчислюванi на
машинi Тюрiнкга, чи вони є частково рекурсивними функцiями, чи
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для них є по iншому вказаний алгоритм обчислення, — все це не має
принципового значення.

2.2 Перераховнi множини

Визначення 2.3 Область значень обчислюваної функцiї називає-
ться перераховною множиною. Якщо перераховна множина M ⊆ N
є множиною всiх значень обчислюваної функцiї f , то кажуть, що
M перераховується функцiєю f .

Приклад 2.19 Множина всiх натуральних чисел є перераховною
множиною, тому що це область значень обчислюваної функцiї s(x) =
x+ 1.

Приклад 2.20 Весь розширений натуральний ряд є перераховною
множиною, оскiльки це область значень функцiї f(x) = x = I11(x).

Приклад 2.21 В попередньому роздiлi ми розглянули частково ре-
курсивну функцiю (див. приклад 2.18), у якої область визначення
складається лише iз 5, а область значень лише iз 0. Отже мно-
жина, що складається лише iз 0, є перераховною.

Приклад 2.22 Наявнiсть загальнорекурсивних функцiй fev, fodd, (fodd−
1) + 1 доводить, що множина парних чисел i множина непарних
чисель з нулем є перераховними. А наявнiсть частково рекурсив-
ної функцiї (fodd − 1) + 1 доводить, що множина непарних чисел є
перераховною.

Доведемо, що перетин i об’єднання двох перераховних множин є
перераховними множинами.

Теорема 2.1 Перетин двох перераховних множини є перераховною
множиною.
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Доведення. Нехай множини A,B ⊆ N є перераховними i пере-
раховуються вони функцiями u(x), v(x) вiдповiдно, тобто A є мно-
жиною значень функцiї u(x) а B є множиною значень функцiї v(x).
Позачимо через v−1(x) функцiю, яка одержується iз функцiї v(x) за-
стосуванням оператора мiнiмiзацiї. Таким чином v(v−1(x) = x, якщо
x належить областi значень функцiї v(x). I функцiя v−1(x) не визна-
чена в точцi x, якщо x не належить областi значень функцiї v(x).

Розглянемо функцiю

w(x) = v(v−1(u(x))).

Вона є обчислюваною, оскiльки є композицiєю обчислюваних фун-
кцiй.

Якщо y ∈ A∩B, то v(v−1(y) = y, (за визначенням функцiї v−1(x))
i y = u(x) для деякого x (за визначенням областi значень функцiї u).
I для так вибраного x буде

w(x) = v(v−1(u(x))) = v(v−1(y) = y.

Ми довели, що коли y ∈ A∩B, то y належить областi значень функцiї
w.

Якщо число w(x) визначене, то

v(v−1(u(x))) = u(x). (17)

Лiва частина рiвностi (17) показує, що область значень функцiї w
мiститься в B. А права частина рiвностi (17) показує, що область
значень функцiї w мiститься в A. Отже область значень функцiї w
мiститься в перетинi A ∩B.

Доведення закiнчене.

Доведемо, що об’єднання перераховних множин є перераховною
множиною. З огляду на важливiсть твердження сформулюємо його
у виглядi теореми.
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Теорема 2.2 Об’єднання двох перерховних множин є перераховна
множина.

Доведення. Нехай множини A,B ⊆ N є перераховними i перера-
ховуються вони функцiями u(x), v(x) вiдповiдно, тобто A є множи-
ною значень функцiї u(x) а B є множиною значень функцiї v(x).

Користуємося тим, що функцiї

fodd, fev,
x

2
, x+ 1, x− 1, x−̇1

є рекурсивними — це доведене вище. Для бiльшої наочностi буде-
мо використовувати табличне задання функцiї — двома рядками: у
верхньому рядку пишемо значення аргумента, а в нижньому пишемо
значення функцiї.

Застосовуємо оператор примiтивної рекурсiї до функцiй φ(x1) =
0 = 0(x1), ψ(x1, x2, x3) = u(x3). Одержану функцiю позначимо
через u1. Таким чином

u1(n) =

{
0, якщо n = 0,
u(n− 1), якщо n 6= 0

u1 =

(
0 1 2 3 4 5 . . .

0 u(0) u(1) u(2) u(3) u(4) . . .

)
Суперпозицiй функцiй x

2 , fev(x) буде функцiя

fev(x)

2
=

{
x, якщо x = 2k, для деякого k = 0, 1, . . .
0, якщо x = 2k + 1 для деякого k = 0, 1, . . . .

(
0 1 2 3 4 5 . . .

0 0 1 0 2 0 . . .

)
Створюємо суперпозицiю

u1

(
fev(x)

2

)
=

{
u1(x), якщо x = 2k, для деякого k = 0, 1, . . .
u1(0), якщо x = 2k + 1 для деякого k = 0, 1, . . . .

В табличному записi маємо

u1

(
fev
2

)
=

(
0 1 2 3 4 5 . . .

u1(0) u1(0) u1(1) u1(0) u1(2) u1(0) . . .

)
=

(
0 1 2 3 4 5 . . .
0 0 u(0) 0 u(1) 0 . . .

)
45



Суперпозицiєю одержаної функцiї i функцiї x+ 2 буде функцiя

u2 = u1

(
fev(x+ 2)

2

)
=

{
u(k), якщо x = 2k, для деякого k = 0, 1, . . .
0, якщо x = 2k + 1 для деякого k = 0, 1, . . . .

Подiбним чином будуємо функцiю

v1(n) =

{
0, якщо n = 0,
v(n− 1), якщо n 6= 0

i функцiю

v2 = v1

(
fev(x+ 1)

2

)
=

{
0, якщо x = 2k, для деякого k = 0, 1, . . .
v(k), якщо x = 2k + 1 для деякого k = 0, 1, . . . .

Суперпозицiєю функцiй x1 + x2 i u2, v2 буде функцiя

u2(n) + v2(n) =

(
0 1 2 3 4 5 . . .

u(0) v(0) u(1) v(1) u(2) v(2) . . .

)
областю значень якої є A ∪B.

Теоретико-множинна рiзниця перераховних множин не обов’зково
перераховна множина.

2.3 Обчислюванi предикати.

Визначення 2.4 Предикат P (x1, x2, . . . , xn) з вiльними змiнними
x1, x2, . . . , xn називають обчислюваним, коли обчислюваною є хара-
ктеристична функцiя областi iстиностi цього предиката

f(x1, x2, . . . , xn) =

{
1, якщо P (x1, x2, . . . , xn) = 1,
0, якщо P (x1, x2, . . . , xn) = 0.

Кажуть, що предикат P (x1, x2, . . . , xn) обчислюється функцiєю f .
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Наведемо приклади.

Приклад 2.23 Одномiсний предикат z = 0 обчилюваний, вiн обчи-
слються функцiєю

f(z) =

{
1, якщо z = 0,
0, якщо z 6= 0.

Приклад 2.24 Двомiсний предикат x = y обчилюваний, вiн обчи-
слються функцiєю

g(x, y) = f((x−̇y) + (y−̇x)),

де функцiю f взяли iз попереднього прикладу.

Приклад 2.25 Одномiсний предикат ∃x(2x = y) обчиcлюваний, вiн
обчислються функцiєю f3(y) (див. формулу (12))

Будемо вважати очевидним, що коли предикат P обчислюється
функцiєю f , предикатQ обчислюється функцiєю g, то предикат P∧Q
обчислюється функцiєю f ·g, а предикат P ∨Q обчслюється функцiєю
f + g − fg.

Визначення 2.5 МножинаM називається обчислюваною, коли об-
числюваним є предикат x ∈M.

2.4 Конструктивний напрям в математицi

Вище вiдмiчено, що iснують необчислюванi функцiї, предикати, мно-
жини. так ми уявляємо, що в кожнiй непорожнiй множинi можна ви-
брати один елемент, але алгоритма, як вибирати цей елемент, немає.
Виникає питання, а якi твердження в математицi можна обгрунтува-
ти, використовуючи лише тi засоби, якi забезпечуються вiдповiдними
алгоритмами. Напрям математики, в якому всi теореми проходять
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тестування цим питанням, називається конструктивним. Для мате-
матика, який сповiдує конструктивний напрям, функцiя

f(0) =

{
1, якщо z = 0,
0, якщо z 6= 0.

на множинi дiйсних чисел не iснує, тому що немає алгоритма, який
би дозволив перевiрити — задане дiйсне число є нулем чи нi.

Число
√

2 iснує, тому що можна вказати алгоритм послiдовної по-
будови цифр в його десятковому записi. Взагалi, дiйснi числа з кон-
структивної точки зору це алгоритми, що дозволяють знайти будь-
яку (скiнченну!) множину цифр в десятковому записi.

Увесь конструктивний напрям не однорiдний — вiн роздiляється на
двi течiї. Одна вимагає точного формулювання поняття алгоритм. Це
так звана конструктивна математика. Основоположниками напрямку
можна вважати творцiв частково рекурсивних функцiй.

Друга течiя користується iнтуїтивним розумiнням поняття алго-
ритм. Це так званий iнтуїцiонiзм6. Вiдлiк часу життя iнтуїцiонiзму
починається з 1907 року, з першої роботи Брауера (Brouer )
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iнвертор, 2
iтерацiя
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квазiосновний, 16
основний машинний, 7

кодуваня, 7
композицiя

МТ, 15
кон’юнктор, 2
конфiгурацiя, 9
контакт, 2
машина

Тьюрiнга, 4, 6
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Чорча, 25
Тьюрiнга, 6
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фiктивна, 22
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