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1 Рухи

Рухи в побутовому розуiннi використанi Зеноном Елейським для побудови сво-
їх апорiй, того, що на сьогоднi називають софiзмами. З тих пiр мiркування, що
використовують рухи, надовго стали вважатися сумнiвними з точки зору право-
вiрної логiки. Вiзьмемо точку за межами кола, вiзьмемо лiнiйку i тримаючи її
бiля точки обертаємо до тих пiр, поки вона не торкнеться кола. Далi з допомо-
гою цiєї лiнiйки будуємо пряму, це i є побудова дотичної до заданого кола, що
проходить через задану точку. Така побудова “неправильна“, оскiльки використо-
вує рух лiнiйки. Евклiдова аксiоматична побудова площини не використовувала
поняття руху, чи якогось iншого перетворення площини.

Ситуацiя докорiнно змiнилася проголошенням ерлангенської програми Клай-
на.1 В цiй програмi пропонувалося дослiджувати тi властивостi фiгур на площи-
нi, якi не змiнюються (як кажуть, є iнварiантами) при тих чи iнших перетворе-
ннях площини.

1Christian Felix Klein (25 квiтень 1849 – 22 червень 1925) нiмецький математики, Нiмецька вимова Klein
практично тотожна ураїнському Клайн, але на пострадянському просторi стабiльно вживається калька з ро-
сiйської вимови Клейн
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На сьогоднi iснує i “екстремiстський“ пiдхiд, коли рухи стають первiсними
об’єктами, якi дають змогу будувати точки, прямi i “рухи рухiв“. Цей пiдхiд до-
слiджений групою нiмецьких математикiв. Цiлiсний виклад цього пiдходу подано
в Ф. Бахман “Построение геометрии на основе симметрии“ — М:Наука, 1969 (Пе-
реклад з Friedrich Bahmann “Aufbau der Geometrie aus dem Spigelungsbegriff“ —
Berlin:Spigel-Verrlag, 1959)

Проявилося i практичне застосування групи рухiв — в комп’ютернiй графiцi.
Пакети символьних обчислень (наприклад, Maple), графiчнi пакети в редакто-
рах оформлення текстових документiв (наприклад, Тех. Latex), системи авто-
матичного проектування (наприклад, Автокад), графiчнi редактори (Фотошоп,
CoralDraw, PostScript) — всi програми комп’ютерної графiки працюють з рухами.

Рухи також називаютьь симетрiями, а останнi спостерiгаються в творах мисте-
цтва, в технiчних виробах. Дослiдження груп замощень, групп симетрiй криста-
лiв доволило знайти всi можливi кристалiчнi гратки, дозволила класифiкувати
типи замощень площини.

Звернемо увагу, що вивчаючи рухи ми не користуємося поняттям парельностi
"до останньої можливостi". Паралельнiсть використовється , коли ми роглядаємо
гомотетiї, тобто колiнецiї, що переводять кожну пряму в паралельну. Також нага-
даємо (оскiльки термiнологiя не загальноприйнята), що гомотетiя з нерухомою
точкою називається дилатацiєю, а гомотетiя без нерухомої точки називається
паралельним перенесенням. Поняття "довжини"не використовується.

1.1 Група рухiв евклiдової площини

1.1.1 Класифiкацiя рухiв евклiдової площини

Щоб перевiрити, чи буде певна нетотожна колiнеацiя паралельним перенесенням,
потрiбно перевiрити, чи будуть образи прямих паралельнi прообразам, i перевi-
рити вiдсутнiсть нерухомих точок. Подiбним чином перевiрити, чи буде певна
нетотожна колiнеацiя рухом неможливо, оскiльки одна й та ж колiнеацiя може
бути елементом однiєї групи рухiв (отже, бути рухом) i не бути елементом iншої
групи рухiв цiєї ж площини. Тому не очевидно, що паралельнi перенесення є
рухами, яку б групу рухiв ми не розглядали. Нижче вважаємо , що група рухiв
вибрана.

Теорема 1.1 Паралельнi перенесення є рухами.

Доведення.

Лема 1.1 Зовнiшнiй кут трикутника (сумiжний до одного з кутiв трику-
тника) бiльше кожного з кутiв трикутника, що не сумiжнi з ним.

Доведення. Нехай маємо △ABC i його зовнiшiй кут ∠BCE (див. рис. 1)
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Рис. 1: Зовнiшнiй кут ∠BCE бiльше кута ∠BCD, який конгруентний куту B

Нехай △ABC деякий трикутик; кут ∠BCE зовнiшнiй кут цього трикутника
- сумiжний до кута ∠C; кут ∠B менше кута ∠BCE (звичайно, тут маються на
увазi не буквально кути, а класи конгруентних кутiв).

Позначимо буквою O середину вiдрiзка [B,C] (iснування вiдрiзка уже дове-
дено). Позначимо буквою D таку точку, що точка O лежить мiж точками A i D
i [AO] ∼= [OD]

Оскiльки [AO] ∼= [OD], [BO] ∼= [CO] i кути ∠BOD та ∠OD конгруентнi, то
трикутники △ABO,△DCO, конгруентнi. Звiдси одержуємо, що кут ∠B конгру-
ентний куту ∠BCD, який менше кута ∠BCE.

Далi нам знадобляться умови паралельностi прямих за кутами, що утворенi
цими прямими iз деякою сiчною. Дамо вiдомi iз школи означення без використа-
ння креслення.

Означення 1.1 Нехай a, b двi рiзнi прямi i пряма c, що перетинає пряму a в
точцi A а пряму b в точцi B. Позначимо C таку точку прямої c, для якої
можна стверджувати, що A лежить мiж B i C, а α — одна iз пiвплощин,
на якi дiлить площину пряма c. Позначимо h1 промiнь, що лежить на прямiй
a, виходить iз точки A i лежить в пiвплощинi α; h2 промiнь, що лежить
на прямiй b, виходить iз точки B i лежить в пiвплощинi α. Позначимо k1
промiнь, що лежить на прямiй c, виходить iз точки A i C ∈ k1; k2 промiнь,
що лежить на прямiй c, виходить iз точки B i C ∈ k2, Пряму c в такому разi
називаємо сiчною прямих a, b, а кути (h1, k1), (h2, k2) називаємо вiдповiдними
кутами вiдносно сiчної c.

Лема 1.2 Якщо двi рiзнi прямi утворюють конгруентнi вдповiднi кути вiдно-
сно деякої сiчної, то цi двi прямi паралельнi.

Доведення. Лему доводимо методом вiд протилежного. Припустмо, що прямi
не паралельнi, перетинаються, Тодi двi прямi i сiчна задають три точки перети-
ну, трикутник, в якому один iз вiдповiдних кутiв буде внутрiшнiм, а другий —
зовнiшнiй, i за лемою 1.1 цi кути не можуть бути конгруентними.
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Лема 1.3 Нехай A1, A2, A3 три рiзнi колiнеарнi точки i A3 знаходиться мiж
A1 та A2; промiнь h1 виходить iз A1 i A3 ∈ h1; промiнь h2 виходить iз A2 i
A3 ∈ h1; π — пiвплощина вiдносно прямої A1 + A2. В цих позначеннях рух f ,
для якого

f(A1) = A2, f(h1) = h2, f(π) = π, (1)
є паралельним перенесенням.

Доведення. Нехай виконуються умови леми для точок A1, A2, A3, для променiв
h1, h2 i для пiвплощини α, a а для руху f виконуються умови (1). Потрiбно
довести, що f ̸= id i f(a) ∥ a для будь-якої прямої a.

Те, що f ̸= id, випливає з того, що f(A1) = A2 ̸= A1.

Переходимо до перевiрки другої визначальної властивостi паралельного пере-
несення — образ кожної прямої паралельний прообразу.

Нехай a деяка пряма, a ̸= A1+A2. У випадку, коли a ∥ A1+A2, ситуацiя f(a)∩
(A1 + A2) = f(a) ∩ (f(A1) + f(A2)) ̸= ∅, неможлива, оскiльки вона суперечить
бiєктивностi вiдображення f . Отже f(a) ∥ (A1 + A2) i f(a) ∥ a.

Нехай пряма a перетинає пряму A1 + A2 в деякiй точцi B. У випадку, коли
f(a) = a, точка B буде нерухомою i рух є тотожним, що суперечить припущенню.
Отже f(a) = b ̸= a. Розглядаємо пряму A1+A2 як сiчну до прямих a, b. Оскiльки
вiдповiднi кути переводяться один в другий рухом f , то вони конгурентнi i за
лемою 1.2 прямi a та b паралельнi.

Переходимо до доведення теореми.
Вiдомо, що паралельне перенесення однозначно визначається образом однi-

єї точки. Лема 1.3 вказує рух, який є паралельним перенесенням i переводить
задану точку в задану точку. Отже кожне паралельне перенесення є рухом.

Означення 1.2 Рух, який має єдину нерухому точку, називається обертан-
ням.

Рух, всi нерухомi точки якого утворюють пряму, називається осьовою або
дзеркальною симетрiєю. Та пряма, всi точки якої є нерухомими (образ збiгає-
ться з прообразом), називається вiссю осьової сиетрiї.

Паралельним перенесенням називаємо рух, для якого образ кожної прямої
паралельний прообразу i не iснує нерухомої точки. Якщо A точка i f рух, то
пряма A+ f(A) називається слiдом точки A для руху f .

Якщо f є паралельним перенесенням а g осьовою симетрiєю, то добуток f ·g
називають ковзною симетрiєю.

Тотожне вiдображення id вважаємо i обертанням i паралельним перенесе-
нням. Вiдповiдно, кожна осьова симетрiя є ковзною симетрiєю.
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Теорема 1.2 Для заданої ковзної симметрiї f можна пiдiбрати осьову симе-
трiю g i паралельне перенесення h так, щоб

f = gh = hg.

При цьому слiд кожної точки для паралельного перенесення h паралельний осi
осьової симетрiї g.

Якщо слiд A + g(A) деякої точки Aдля паралельного перенесення g не пара-
лельний осi осьової симетрiї h, то gh ̸= hg.

Доведення. Нехай f — ковзна симетрiя, отже f = g · h, де g є паралельним
перенесенням, а h — осьова симетрiя, вiсь якої позначимо u. Тотожне вiдображе-
ння комутує з будь-яким, тому далi вважаємо, що g ̸= id.

Знайдемо точки A,B так, щоб g(A) = B i точкою перетину прямої A + B з
прямою a була середина O вiдрiзка [A,B]. Будуємо пряму a, що проходить через
точку A паралельно осi u. i пряму b, що проходить через точку B паралельно осi
u (див. рис. 2)
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Рис. 2: Iснування представлення ковзної си-
метрiї як комутуючого добутку паралельного
перенесення на осьову симетрiю.
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A C = g(A)

B = g(D)h(A) = D

Рис. 3: Комутування паралельного перенесе-
ння iз осовою симетрiєю: hg(A) = h(C) =
B = g(D) = gh(A).

Проводимо перпендикуляр до прямих a, b через точку O позначаємо точки
перетину з цими прямими через X ∈ a Y ∈ b. Далi проводими перпендикуляр до
прямих a, b через точку B позначаємо точку перетину з прямою a через C. Три-
кутники △OXB та △OY A конгруентнi, оскiльки в них конгруентнi гiпотенуза
i прилеглi кути. Звiдси одержуємо, що [X,O] ∼= [Y,O]. h(a) = b, h(b) = a, h(B) =
C. Прослiдкувавши за вiдображенням пiвплощин, на якi дiлять площину прямi
a та b, переконуємося в тому, що

f = h1g1,

де g1 паралельне перенесення, для якого g(A) = C, а h1 осьова симетрiя, для
якої прямою нерухомих точок є A+ C.

Покажемо, що добуток паралельного перенесення на осьову симетрiю у випад-
ку, коли вiсь осьової симетрiї паралельна слiду певної точки для паралельного

5



перенесння, не залежить вiд порядку множникiв. Дiйсно, нехай g — паралельне
перенесення, h — ковзна симетрiя, A — довiльна точка, слiд якої a = A + g(A)
паралельний осi u осьової симетрiї h.

Позначимо
D = h(A), C = g(A), b = h(a), c = g(A+D)

(див. рис. 3). Потрiбно довести

gh(A) = hg(A). (2)

Справдi, g(A) ∈ a, hg(A) ∈ h(A) = b i

C ∈ C+h(C) = c ⊥ A ⇒ C+h(C) = g(A+D) ⇒ hg(A) = h(C) ∈ g(A+D) = c.

Оскiльки hg(A) ∈= c i hg(A) ∈= b, то

hg(A) = c ∩ b = B. (3)

Також gh(A) = g(D) ∈ g(A+D) = c,

b ∥ u,D + g(D) ∥ u ⇒ D + g(D) = b = D + gh(A),

i
gh(A) = c ∩ b = B. (4)

Iз (3) i (4) випливає (2)
Припустимо, що слiд A + g(A) деякої точки A не паралельний осi u осьової

симетрiї h. Виберемо точку A на осi u i позначимо α ту пiвплощину, в якiй лежить
g(A). Тодi

hg(A) /∈ α, gh(A) = g(A) ∈ α

i hg(A) ̸= gh(A).
Теорема доведена.

Теорема 1.3 Ящо для заданої ковзної симметрiї f , для осьових симетрiй g1, g2,
та паралельних перенесень h1, h2

g1h1 = h1g1 = f = g2h2 = h2g2, (5)

то
g1 = g2 = g, h1 = h2 = h.

Нехай для заданої ковзної симметрiї f , для осьових симетрiй g1, g2, та паралель-
них перенесень h1, h2 виконується рiвнiсть (5). Позначимо вiсь симетрiї h1 через
a i через b вiсь осьової симетрiї h2. Згiдно з попередньою теоремою. слiди пара-
лельних перенесень g1, g2 паралельнi осям a, b вiдповiдно.
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Якщо a ∦ b i точка A є точкою перетину прямих a i b , то

g1h1(A) = g1(A) ∈ a, g2h2(A) ∈ b,

i g1(A) = g2(A) = A, g1 = g2 = id, тобто теорема в цьому випадку правильна.
Припустимо, що a ∥ b i A ∈ a. Тодi g1(A) ∈ a, g2(A) ∈ a i h1g1(a) = h1(a) =

a = h2g2(a) = h2(a). Якщо a ̸= b, a ∥ b.то a лежить в однiй пiвплощинi вiдносно
b i h2(a) ̸= a. Одержана суперечнiсть обгрунтовує висновок a = b, h1 = h2. Як
наслiдок, одержуємо рiвнiсть g1 = g2

Доведена теорема дозволяє ввести наступне означення.

Означення 1.3 Нехай f ковзна симетрiя i для паралельного перенесення g та
осьової симетрiї h виконуються рiвностi hg = gh = f . Тодi вiссю ковзної си-
метрiї f називаємо вiсь осьової симетрiї h.

1.1.2 Добутки рухiв

Теорема 1.4 Добуток обертання на паралельне перенесення є обертанням.

Доведення. Нехай f обертання з центром (нерухомою точкою) O, а g паралель-
не перенесення. Розглядаємо лише випадок, коли g ̸= id. Доведемо iснування
нерухомих точок у добуткiв gf та fg.

Виберемо точки A,B так, щоб g(A) = B i точка O була серединою вiдрiзка
[A,B]. Будуємо три паралельнi лiнiї l, l1, l2 перпендикулярно прямiй A + B так,
що A ∈ l1, O ∈ l, B ∈ l2. На прямiй l видiляєм один iз променiв, який виходить
iз точки O — позначимо цей промiнь k, Далi будуємо два променi h1, h2, що
виходять iз точки O, так, що виконувались умови: f(h2) = h1; (h1,m) ∼= (h2,m);
промiнь h2 лежав в тiй же пiвплощинi вiдносно l, що i l1 (див. рис. 1.1.2)

c c c
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A
A
A
A

A
A c
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�
�

h2 h1m

ll1 l2

A O B

C D

A+B

Рис. 4: Побудова нерухомої точки добутку обертання на паралельне перенесення

Позначмо буквою C точку перетину променя h2 з прямою l1 a буквою D точку
перетину променя h1 з прямою l2. Для так побудованих точок C,D буде

fg(C) = f(D) = C, gf(D) = g(C) = D.
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Iснування нерухомих точок для композицiї паралельного перенесення i обертання
доведене.

Для перевiрки єдиностi нерухомої точки D дбутку fg зауважуємо, що △Of(D)D
рiвнобедрений, бiсектриса кута при вершинi O перпендикулярна основi i дiлить
основу [f(D), D] пополам. Сказане приводить до пропонованої вище конструкцiї
для знаходження нерухомої точки добутку.

Теорема 1.5 Нехай g — паралельне перенесення, O нерухома точка обертання
f i h, f(h) — два променi, що виходять iз точки O. Для обертання f ′ = gfg−1

нерухомою точкою є g(O), а для променiв k1 = f(h1), k2 = f(h2) буде f ′(k1) = k2.

Доведення. Дiйсно,

f ′(g(O)) = gfg−1g(O) = gf(O) = g(O),

i
f ′(k1) = gfg−1g(h1) = gf(h1) = g(h2) = k2.

Теорема доведена.

Теорема 1.6 Добуток двох ковзних симетрiй з паралельними осями є пара-
лельне перенесення.

Добуток двох ковзних симетрiй з непаралельними осями є обертання..

Теорема 1.7 Нехай f1, f2 два обертання з центрами O1, O2 вiдповiдно i g —
паралельне перенесення, для якого g(O1) = O2.

Якщо f2 = gf−1
1 g−1, то i f1f2 i f2f1 є паралельними перенесеннями.

Якщо f2 ̸= gf−1
1 g−1, то i f1f2 i f2f1 є обертаннями.

Доведення. Нехай f1, f2, O1, O2, g як в умовi теореми. будемо розглядати лише
випадок, коли f1, f2, g ̸= id, O1 ̸= O2. на прямiй O1+O2 вибираємо промiнь l1, що
виходить iз O1 i промiнь l2, що виходить iз O2. Будуємо чотири променi h1, h2,
що виходятья iз O1 i m1,m2, що виходятья iз O2 та, щоб виконувались умови:
(l1, h1) ∼= (l1h2); f1(h1) = h2; (l2,m1) ∼= (l2m2); f2(m1) = m2; променi h1,m2

лежать в однiй пiвплощинi вiдносно прямої O1 +O2.
Виникають двi можливостi — променi h1,m2 лежать на паралельних прямих

або на не паралельних.
Розглядаємо випадок, коли прямi не паралельнi. Переходячи за необхiдностi

до доповнювальних променiв, досягаємо того, що променi h1,m2 перетинаються.
Позначаємо буквою A точку перетину променiв h1,m2, i буквою B точку пере-
тину променiв h2,m1 (див. рис. 5 )
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Рис. 5: Знаходження нерухомої точки композицiї двох обертань з рiзними центрами.

Для так побудованих точок A,B маємо

f1(A) = B, f2(B) = A,

i
f1f2(B) = B, f2f1(A) = A. (6)

Навпаки, якщо деяка точка A є нерухомою точкою добутку f2f1, то точка b =
f1(A) є нерухомою точкою добутку f1f2 i точки A,B лежать на променях h1, h2,m1,m2

як в попереднiх побудовах. Наведенi мiркування доводять двi речi:

• Якщо нерухома точка добутку f1f2 обертань iснує, то вона єдина, i iснує
єдина нерухома точка композицiї f2f1;

• Якщо променi h1,m2 лежать на паралельних прямих, то нерухомої точки
композицiї f2f1 не iснує.

Переходимо до випадку, коли променi h1,m2 паралельнi i, вiдповiдно, для пара-
лельного перенесення g, g(O1) = O2 виконуються рiвностi

g(h1) = m2, g(h2) = m1.

Лема 1.4 Нехай O — деяка точка, h — промiнь, що виходить з цiєї точки,
f1, f2 — два обертання, для яких f1(h) = f2(h). Тодi f1 = f2.

Доведення. Коли f1(h) = f2(h) = h тодi обертання мають бiльше однiєї неру-
хомої точки, що можливо лише у випадку, коли f1 = f2 = id. Розглядаємо випа-
док, коли h1 = f1(h) = f2(h) ̸= h. Будуємо промiнь m так, щоб (h,m) ∼= (h1,m).
Оскiльки рух повнiстю визначається образом однiєї точки, образом одного про-
меня, який виходить з цiєї точки, та образом однiєї пiвплощини, що визначається
вибраним променем, то iснує рiвно два рухи, якi переводить h в h1. Один iз них
— осьова симетрiя вiдносно прямої, на якiй лежить m, не є обертаннням (має
багато нерухомих точок), отже обертання, яке переводить h в h1, єдине.

Лема доведена.
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Лема 1.5 Нехай O1, O2 — центри обертань f1, f2, g — паралельне перенесення,
для якого g(O1) = O2, m1,m2 — два променi, для яких f(m1) = m2. Тодi

f2 = gf1g
−1 ⇔ f2(g(m1)) = g(m2).

Справдi, рух gfg−1 як добуток обертання на паралельнi перенесення є обертан-
ням. Якщо f2 = gfg−1, то

f2(g(m1)) = gfg−1g(m1) = gf(m1) = g(m2).

Якщо f2(g(m1)) = g(m2), то f2 = gf1g
−1 за попередньою лемою, оскiльки цi два

обертання однаково дiють на один промiнь h.

Повертємося до доведення теореми. Припускаємо, що композицiя f1f2 не має
нерухомої точки, i вiдповiдно, f2 = gf−1

1 g−1), де g(O1) = O2. Потрiбно довести,
що ця композицiя є паралельним перенесенням, тобто кожну пряму переводть у
паралельну пряму.

Вибираємо будь-яку пряму a, будуємо промiнь h1, що виходить iз O1 пара-
лельно a, позначаємо h2 = f1(h),

m1 = g(h1), m2 = g(h(2)), f2(m2) = m1.

Маємо, a ∥ h1 ∪ {O1 ∪ h1 за побудовою; f1(a) ∥ h2 ∪ {O1 ∪ h2, тому що рух пара-
лельнi прямi переводить у паралельнi; f1(a) ∥ m2∪{O1}∪m2 за транзитивнiстю
паралельностi; i далi f2f1(a) ∥ m1 ∪ {O1} ∪ m1 ∥ h1 ∪ {O1} ∪ h1 ∥ a. Теорема
доведена.

Означення 1.4 Елемент групи називаєься iнволюцiєю, якщо вiн не є одини-
цею, але його квадрат є одиницею.

Теорема 1.8 Нехай задана точка O. Вiдображення f площини в себе, для якого
O є серединою вiдрiзка [A, f(A)] для будь-якої точки A, є обертанням з цен-
тром в точцi O,

Доведення. Нехай задана точка O i h — промiнь, що виходить iз точки O,
α, β — двi пiвплощини, на якi дiлить площну пряма Iснує i єдиний рух f , який
переводить h в h i α в β. Вибираємо довiльну точку C променя h i довiльну
точку A пiвплощини α. Позначаємо (див. рис. 6)

B = f(A), D = f(C).

За побудовою
∠DOB ∼= ∠AOC.
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Рис. 6: Iснуваня центральної симетрiї

Отже цi кути вертикальнi i точка O є серединою вiдрiзка [A,B].
Нерухомих точок (окрiм O) немає, тому що пiвплощина α переходить в пiв-

площину β а пiвплощина β переходить в пiвплощину α.

Означення 1.5 Обертання f з центром в точцi O, для якого виконується
умова “O є серединою вiдрiзка [A, f(A)] для будь-якої точки A“, називається
центральною симетрiєю

Теорема 1.9 Обертання є iнволюцiєю тодi i тiльки тодi, коли воно є цен-
тральною симетрiєю.

Доведення. Iз означення видно, що центральна симерiя є iнволюцiя. Якщо ж
є iнволютивне обертання, то iз того, що середина вiдрiзка, який з’єднує образ
i прообраз, є нерухомою точкою, випливає, що це обертанння є центральною
симетрiєю.

Теорема 1.10 Пералельне перенесення не може бути iнволюцiєю. Ковзна си-
метрiя є iнволюцiєю тодi i тiльки тодi, коли вона є осьовою симетрiєю.

Доведення. Iнволюцiя мiняє мiсцями образ iз прообразом i лишає не мiсцi
середину вiдрiзка, який з’єднує образ iз прообразом. Оскiльки у нетотожного
паралельного перенесеня немає нерухомих точок, то паралельне перенесення не
може бути iнволюцiєю.

Оскiльки квадрат осьової симетрiї лишає на мiсцi промiнь на осi симетрiї i
лишає на мiсцi пiвплощини, на якi дiлить площину вiсь симетрiї, а такий рух
єдиний, тотожний, то квадрат осьової симетрiї є тотожним рухом i осьова симе-
трiя є iнволюцiєю.

Нехай маємо ковзну симетрiю f яка є добутком осьової симетрiї f1 на пара-
лельне перенесення f2 iз слiдом, що паралельний осi симетрiї. Рiвнiсть

id = f 2 = (f1f2)(f1f2) = f2(f1f1)f2 = f 2
2

11



можлива лише за умови f2 = id.
Теорема доведена.

Теорема 1.11 Композицiя двох осьових симетрiй з непаралельними осями є
обертанням. Кожне обертання є добутком двох осьових симетрiй.

Доведення. Нехай f1 осьова симетрiя з вiссю a, а f2 — осьова симетрiя з вiссю
b i A точка перетину осей a i b, Тодi

f1f2(A) = f1(A) = A.

Iснування нерухомої точки композицiї симетрiй доведене.
Нехай B деяка нерухома точка композицiї f1f2, тобто

f1f2(B) = B

Тодi
f1f1f2(B) = f1(B), f2(B) = f1(B).

Точка f2(B) лежить на перпендикулярi, що проведений через точку B перпен-
дикулярно осi b, а точка f1(B) лежить на перпендикулярi, що проведений через
точку B перпендикулярно осi a, Це можливо лише за умови, коли

f1(B) = f2(B) = B.

тобто коли B = A. Оскiльки рух f1f2 має єдину нерухому точку, то вiн є обер-
танням.

Нехай маємо нетотожне обертання g i g(h) = k для променiв h, k, що виходять
i центра обертання O. Позначимо a, b двi прямi — h ⊂ a, b мiстять бiсектрису кута
(h, k) f1 — осьова симетрiя з вiссю a, f2 — осьова симетрiя з вiссю b. Оскiльки
f2f1(h) = k i обертання визначється образом одного променя, то

g = f2f1.

Терема доведена.

Теорема 1.12 Композицiя двох ковзних симетрiй з непаралельними осями є
обертанням.

Доведення.
Нехай f1, f2 — двi ковзнi симетрiї, f1 = g1h1, f2 = g2h2, де g1 — осьова симетрiя

з вiссю a, g2 — осьова симетрiя з вiссю b, h1 — паралельне перенесення з пара-
лельним осi a слiдом, а h2 паралельне перенесення з паралельним осi слiдом,
Тодi

f1f2 = (g1h1)(g2h2) = (g1g2)(h1h2) = gh,

12



де g є обертанням, а h — паралельне перенесення. Оскiльки добуток обертання
на паралельне перенесення є обертанням, то добуток f1f2 є обертанням.

Теорема доведена.

Теорема 1.13 Композицiя двох осьових симетрiй з паралельними осями є па-
ралельним перенесенням. Кожне пералельне перенесння є добутком двох осьо-
вих симетрiй.

Доведення.
Нехай fa, fb - двi рiзнi осьовi симетрiї, вiссю симетрiї fa є пряма a, а вiссю симе-

трiї fb є b. a ∥ b. Перевiряємо, що образ d = fafb(c) кожної прямої c паралельний
прообразу — d ∥ c.

Якщо a ⊥ c, то d = fafb(c) = fa(c) = c i d ∥ c.
Якщо a ∥ c, то d = fafb(c) ∥ fa(c) ∥ c i d ∥ c.

Нехай прямi a i c не паралельнi i не перпендикулярнi. Позначимо B точку
перетину прямих c i b, а через A точку перетину прямих fb(c) i a. Таким чином
fb(c) = A + B. Розглядаємо пряму A + B як сiчну для прямих c i fafb(c). Пе-
ревiрка показує, що вiдповiднi кути, утворенi цiєю сiчною з прямими c i fafb(c),
конгруентнi. Отже прямi c i fafb(c) паралельнi.

Через будь-яку точку D площини можна провести пряму c що не паралельна
прямим a, b, пряма fafb(c) проходить через точку A на прямiй a, що не належить
прямiй c, отже c ̸= fafb(c) i fafb(D) ̸= D. Таким чином перевiрено, що добуток
fafb є паралельним перенесенням.

Нехай маємо нетотожне паралельне перенесення g i g(A) = B для точок A,B.
Позначимо a, b двi прямi, що перпендикулярнi прямiй A + B, A ∈ a, b прохо-
дить через середину вiдрiзка [A,B], fa — осьова симетрiя з вiссю a, fb — осьова
симетрiя з вiссю b. Оскiльки f2f1(A) = B i паралельне перенесння визначється
образом однiєї точки, то

g = f2f1.

Теорема 1.14 Композицiя двох ковзних симетрiй з паралельними осями є па-
ралельним перенесенням.

Доведення.Твердження теореми є наслiдком теореми про добуток двох осьо-
вих симетрiй i теореми про однозначне представлення ковзної сметрiї у виглядi
добутку осьової симетрiї та паралельного перенесення, чий слiд паралельний осi
осьової симтрiї.. Дiйсно, нехай f1, f2 двi ковзнi симетрiї з осями a, b, ga, gb - двi
осьовi симтрiї з осями a, b, h1.h2 — паралельнi перенесення, чий слiди паралельнi
осям a, b вiдповiдно, i

f1 = gah1 = h1ga, f2 = gbh2 = h2gb.
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Рис. 7: Добуток двох осьових симетрiй є паралельним перенесенням i кожне паралельне пере-
несення є довбутком двох осьових симетрiй

Тодi
f1f2 = (gah1)(gbh2) = (gagb)(h1h2) = gh,

де g — паралельне пренесення i h паралеьне перенесення. Оскiльки добуток двох
паралельних перенесень є паралельним перенесенням, то gh i f1f2 є паралельним
перенесенням.

1.2 Орiєнтацiя площини

Нехай маєво два променi h,m, двi прямi a ⊃ h, b ⊃ m, α — одна iз пiвплощин, на
якi дiлить площину пряма a, а β1.β2 — двi пiвплощини, на якi дiлить площину
пряма b. Вибираємо два рухи — f i i g так, що

f(h) = m, f(α) = β1, f(h) = m, g(α) = β2.

Оскiльки fg−1 є осьовою симетрiєю, то один iз рухiв f, g належить пiдгрупi обер-
тань та паралельних перенесень, а другий належить сумiжному класу ковзних
симетрiй.

Означення 1.6 Будемо розглядати пари (h, α), де h — промiнь на прямiй a,
а α одна iз пiвплощин, на якi дiлить площину пряма a. На множинi цих пар
введемо вiдношення екiвалентностi ∼ правилом:

(h, α) ∼ (m,β)

тодi i тiльки тодi, коли iснує паралельне перенесення або обертання f таке,
що

f(h) = m, f(α) = β.

Можна перевiрити, що ∼ є еквiвалентнiстю з двома класами еквiвалентно-
стi. Цi класси називаються орiєнтацiями площини.
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Отже, iснують двi орiєнтацiї площини. Задати орiєнтацiю означає задати про-
мiнь i одну iз пiвплощин, що визначаються цим променем. Звичайно орiєнтацiю
задають впорядкованою послiдовнiстю трьох неколiнеарних точок — перша то-
чка задає початок променя, друга точка задає напрям променя, третя точка задє
пiвплощину, що задається вибраним променем.

Можна перевiрити, що послiдовнiсть точок ABC задає ту ж орiєнтацiю, що i
BCA або CAB. Послiдовностi ABC та ACB задають протилежнi орiєнтацiї.

Площина, в якiй вибрано промiнь i пiвплощина вiдносно цього променя, нази-
вається орiєнтованою. Вибрана орiєнтацiя площини звичайно називаєтья дода-
тною або правою, а протилежна — вiд’ємною чи лiвою.

Вважається, що формально (без застосувань уявлень про навколишнє середо-
вище — гвинти, долонi, годинники та подiбне) вiдрiзнити праву орiєнтацiю вiд
лiвої неможливо.

1.3 Пiдсумок

Паралельне перенесення повнiстю визначаєтья обазом однiєї точки, тому точку
та її образ будемо називати параметрами паралельного перенесення.

Обертання повнiстю визначається центром обертання та образом одного про-
оменя, який виходить iз центру. Тому точку, промiнь, що виходить iз цiєї точки
та його образ називаємо параметрам обертання.

Центральна симетрiя задається точкою — ця точка i є параметр центральної
симетрiї.

Параметром осьової симетрiї називаємо її вiсь.
Параметрами ковзної симетрiї f називаємо параметри осьової симетрiї g i па-

ралельного перенесення h таких, що f = gh = hg. Отже параметрами ковзної
симетрiї є пряма (вiсь) i двi точки на нiй — точка та її образ.

Знайти рух означає вказати його тип (паралельне перенесення, обертання чи
ковзна сметрiя) i параметри цього руху. Вiдповiдно, вказати рух означає вказати
його тип i параметри.

Одержанi знання об’єднаємо в одному перелiку.

• Кожен рух є або паралельним перенесенням, або обертанням, або ковзною
симетрiєю. Ковзна симетрiя не може бути нi паралельним перенесенням нi
обертанням. Паралельне перенесення є обертанням тодi i тiльки тодi, коли
воно є тотожним вiдображенням.

• паралельнi перенесення утворюють комутативну (переставну, абелеву) гру-
пу. Ця група є iнварiантною пiдгрупою (нормальним дiльником) як в групi
гомотетiй так i в групi рухiв. Iнвоюцiй в групi паралельних перенесень не-
має.
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• Обертання та паралельнi перенесення утворюють iнварiантну пiдгрупу в
групi всiх рухiв. Iнволюцiями в цiй групi є центральнi симетрiї i тiльки вони.

• Якщо f, g два рухи, то рухи f i gfg−1 мають однин i той же тип. Параме-
трами руху gfg−1 будуть параметри руху f , до яких застосовано рух g.

• Ковзнi симетрiї утворють сумiжний клас по пiдгрупi паралельних пренесень
та обертань.

• Ковзна симетрiя є iнволюцiєю тодi i тiльки тодi, коли вона є осьовою симе-
трiєю.

• Кожне паралельне перенесення i кожне обертання є добутком двох осьових
сметрiй.

• Кожна ковзна симетiя є або осьовою симетрiєю або добутком трьох осьових
симетрiй.

• Центральна симетрiя переставна з осьовою тодi i тiльки тодi, коли центр
центральної симетрiї лежать на осi осьової.

• Двi осьовi симетрiї переставнi тодi i тiльки тодi, коли їх осi перпендикулярнi
одна до другої.

• Осьовi симетрiї утворюють iнварiантну множину твiрних групи всiх рухiв.

• Прямi паралельнi тодi i тiльки тодi, коли добуток вiдповiдних осьових си-
метрiй є паралельним перенесенням.

2 Вправи

2.1 Пiдбiрка рухiв та гомотетiй на декартовiй площинi

Вважаємо, що на площинi введена прямокутна система координат.
Дилатацiя (колiнеацiя площини в себе, яка кожну пряму переводить в па-

ралельну i має нерухому точку) k задається нерухомою точкою O i образом
k(A) ∈ O + A точки A

O1(0, 0), A1(1, 1), B1(2, 2); O2(0, 0), A2(1, 1), B2(−2,−2); O3 = (1, 2), A3(2, 3), B3(5, 7);

O4(−2, 1), A4(1, 0), B4(−5, 2); O5(−1, 0), A5(2, 0), B5(5, 0).

Паралельне перенесення g задаємо вектором p:

p1 = (1, 0), p2 = (1, 3); p3 = (−7, 8); p4 = (−1, 1); p5 = (3, 9).
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Обертання f з центром в точцi O задаємо двома векторами u i v, маючи на
увазi, що кожен вектор u задає промiнь , який виходить iз точки O в напрямку
вектора u, i образ цього променя пiд дiєю обертання f має напрям вектора v.

O1(0, 0), u1 = (0, 1), v1 = (1, 0); O2(0, 0), u2 = (1, 1), v2 = (1, 0);

O3(−3,−4), u3 = (−7, 5), v3 = (2, 1);

O4(1, 0), u4 = (−2, 3), v4 = (2,−3); O5(1, 1), u5 = (−2, 3), v5 = (2, 3).

Осьова симетрiя s i ковзна симетрiя t задаються двома точками A i B. Для
осьової симетрiї потрiбна лише пряма A+B, а для ковзної симетрiї крiм осi потрi-
бне також паралельне перенесення — вважаємо, що воно визначається вектором
A⃗B

A1(0, 0), B1(2, 3); A2(−1, 2), B2(2, 3); A3(−1, 2), B3(3, 2);

A4(0, 2), B4(2, 0); A5(4,−1), B5(5,−1).

Осьову симетрiю r задаємо також рiвнянням осi l

l1 : 2x− 3y − 7 = 0; l2 : x = 6; l3 :
x− 3

2
=

y − 7

5
;

l4 :
x

7
+

y

−4
= 1; l5 : x = −t+ 7, y = 2t.

Ковзну симетрiю r задаємо також рiвнянням осi m i вектором a⃗ паралельного
перенесення.

m1 : 2x+ 3y + 7 = 0, a⃗1 = (6,−4); m2 : x = 6; a⃗2 = (0, 1);

m3 :
x− 2

2
=

y + 7

5
, a⃗3 = (−2,−5);

m4 :
x

3
+

y

−4
= 1, a⃗4 = (3, 4); m5 : x = −t+ 7, y = 2t, a⃗5 = (1,−2).

2.2 Рухи комплексної площини

Точками комплексної площини є комплекснi числа. Радiус-вектором точки також
є те ж саме комплексне число. Рiвняння прямої

z = z1 + z2t, z, z1, z2 ∈ C, z2 ̸= 0, t ∈ R.

Паралельне перенесення площини задається правилом

z 7→ z + z0,

обертання на кут α навколо нуля задається правилом

z 7→ z · z0, z0 = cosα + i sinα;
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а осьова симетрiя вiдносно дiйсної осi задається правилом

z 7→ z,

Щоб побудувати обертання чи ковзнi симетрiї з iншими параметрами, можна
скористатися правилом “Параметрами руху gfg−1 будуть параметри руху f , до
яких застосовано рух g.“ Наприклад, щоб задати обертання z 7→ z′ навколо точки
z1 = 1 + 2i на кут π

7 записуємо комплексне число z0 = cos π
7 + i sin π

7 i записуємо
вiдповiдь:

z 7→ z′ = (z − z1)z0 + z1.
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