
Мiркування узагальненням та за подiбнiстю
— iндукцiя та аналогiя. Бiном Ньютона

Курiнний Григорiй Чарльзович, Невмержицька Олена Миколаївна

Вересень 2014 року

Змiст

1 Мiркування за подiбнiстю 2
1.1 Означення та приклади . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 Використання мiркувань за подiбнiстю в обчи-

слювальних машинах . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 Завдання, подiбнi до яких використовуються при

визначеннi коефiцiєнта iнтелекту . . . . . . . . . 5
1.4 Ненадiйнiсть знань, одержаних мiркуваннями за

подiбнiстю . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.5 Вгадування вiдповiдi в задачi — гiпотеза та при-

пущення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2 Мiркування узагальненням — неповна i повна
iндукцiя 11
2.1 Повна та неповна iндукцiя . . . . . . . . . . . . 11
2.2 Математична iдукцiя . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.3 Аксiома математичної iндукцiї. . . . . . . . . . . 17
2.4 Принцип найменшого числа. . . . . . . . . . . . 18
2.5 Доведення методом математичної iндукцiї . . . 19
2.6 Iндуктивне означення . . . . . . . . . . . . . . . 21

1



2.7 Софiзми, що грунтуються на некоректному ви-
користаннi iндукцiї . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.8 Приклад використання iндукцiї в поетичнiй си-
стемi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3 Бiномнi коефiцiєнти 25
3.1 Означення, приклади, граничнi випадки . . . . . 25
3.2 Формула для бiномних коефiцiєнтiв . . . . . . . 27
3.3 Доведення формули для бiномних коефiцiєнтiв

методом повної математичної iндукцiї . . . . . . 27
3.4 Трикутник Паскаля . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1 Мiркування за подiбнiстю

1.1 Означення та приклади

Вiдмiтимо, що логiка не вивчає такi шляхи одержання знань
як

а) досвiд;

б) дослiд подумки;

в) безпосереднє одержання знань — вiд батькiв, вiд
авторитету, з книг, вiд вiдчуттiв:

г) блим-думання, пiдсвiдоме думання, iнтуїтивне ми-
слення.

Найбiльш важливi шляхи одержання знань, якi вивчає логi-
ка, — мiркування за подiбнiстю, та мiркування узагальненням.
Зупинимося на мiркуваннях за подiбнiстю. Згiдно з такими
мiркуваннями розумно вважати, що в подiбних ситуацiях вiд-
буваються подiбнi подiї. Наведемо приклади.

Якщо ви сьогоднi взяли в руку гарячу чашку i вам було не-
приємно, то завтра вам також буде неприємно, якщо вiзьмете
в руки гарячу чашку.
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Якщо цiлий семестр студент вчився гарно, то i в наступному
семестрi струдент буде добре вчитись.

Досить часто справджується прикмета: "Грошi — це до гро-
шей".

Прогноз погоди “Завтра буде така ж погода, як i сьогоднi“
справджується бiльш нiж у половинi випадкiв.

Слово “подiбнiсть“ в логiцi вживається у вужчому розумiн-
нi, нiж у приватному спiлкуваннi. Точнiше, подiбнiсть в логiцi
пiдкоряється наступним двом вимогам:

• Вимога точного формулювання — спiльнi прикмети по-
виннi бути точно вказанi словами.

• Вимога суттєвостi — вказанi прикмети повиннi бути сут-
тєвими.

Щоб пiдкреслити те, що слово подiбнiсть вживається
в вузькому розумiннi, замiсть нього вживають слово
аналогiя.

Якщо в деякiй мiсцевостi в теплу пору року пiсля дощу на
поверхнi грунту виповзли дощовi черви, то

а) в тiй же мiсцевостi;

б) в теплу пору року;

в) пiсля дощу

можна очiкувати, що

г) дощовi черви виповзуть на поверхню грунту.

В наведеному прикладi ми словами виражаємо спiльнiсть ва-
жливих признакiв а), б), в) у двох подiй, отже маємо анало-
гiю мiж цими двома подiями, i цiлком до речi припустити, що
спiльним буде i признак г).

3



Якщо поет порiвнює жiнку з квiткою i не збирається точно
вказати, якi саме признаки у них спiльнi, то таку подiбнiсть
аналогiєю не називають. Схожiсть двох облич, подiбнiсть зов-
нiшнiх виглядiв двох автомобiлiв, якi словами не виражаю-
ться, аналогiєю не називають.

1.2 Використання мiркувань за подiбнiстю в обчи-
слювальних машинах

В обчислювальних машинах є двi принципово рiзнi пам’ятi —
з повiльним доступом i iз швидким (оперативна пам’ять). Для
пiдвищення швидкостi роботи ЕОМ потрiбно якомога менше
звертатись до пам’ятi з повiльним доступом. Для цього в кон-
струкцiї ЕОМ в оперативнiй пам’ятi видiляють спецiальну об-
ласть. Коли ви звернулись до повiльної пам’ятi, переслали iн-
формацiю в швидку пам’ять, то пiсля використання цiєї iнфор-
мацiї ЕОМ не вiдсилає її назад, а зберiгає певний час у вiдве-
денiй областi оперативної пам’ятi. В цiй ситуацiї ЕОМ мов би
думає за подiбнiстю: “Якщо користувачевi один раз недавно
потрiбен був запис iз повiльної пам’ятi, то мабуть ще раз цей
запис йому буде потрiбен, i для прискорення роботи нема чого
повертати цей запис в повiльну пам’ять“. Таке конструктивне
рiшення прискорює роботу ЕОМ.

I в текстових чи графiчних редакторах, i в пакетах сим-
вольних обчислень вводиться спецiальна кнопка, натискаючи
на яку ви виводите на екран перелiк недавно використаних
файлiв. В цьому мiсцi запрограмована думка — якщо ви не-
давно користувалися файлом, то дуже ймовiрно, що ви знову
звернетесь до цього файлу.

Потужно використовують мiркування за подiбнiстю систе-
ми штучного iтелекту. Наприклад, коли ЕОМ дослiджує зо-
браження i знайшла там двi паралельнi лiнiї, то вона робить
припущення, що цi прямi мають одна до одної якесь вiдноше-
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ння.
Якщо в однотоннiй областi на зображеннi система штучно-

го iнтелекту побачить мальньку цяточку iншого кольору чи
iншої яскравостi, то вона зробить припущення, що це випад-
кова цяточка, яку можна знищити.

1.3 Завдання, подiбнi до яких використовуються при
визначеннi коефiцiєнта iнтелекту

В наступних трьох таблицях знаком питання позначене нату-
ральне число. Оскiльки в першiй таблицi можна побачити, що

Табл.1 Табл.2 Табл.3

7 8 15 7 6 8 5 6 3
9 10 19 9 10 8 6 5 8
1 5 ? 5 1 ? 4 1 ?

7 + 8 = 15, 9 + 10 = 19, то природно допустити, що 1 + 5 =
? = 6. Знаючи, як одержано третiй стовпчик в першiй табли-
цi, можна припустити, що i в другiй таблицi третiй стовпчик
одержується з перших двох за допомогою арифметичних дiй.
Справдi 2 х 7 - 6 = 8 i 2 х 9 - 10 = 8. Отже, цiлком природно
припустити, що в другiй таблицi ? = 2 х 5 - 1 = 9.

Пiсля заповнення перших двох таблиць можна з бiльшою
переконанiстю припустити, що третiй стовпчик таблицi № 3
одержується з перших двох за допомогою арифметичних дiй i
встановити, що ? = 10.

Спiльнi властивостi звичайно одержуються позалогiчними
способами, так званим блим-думанням, — коли ви на помах
вiй видаєте вiдповiдь, але не уявляєте, звiдки вона взялася.
Не досвiдченi в комбiнаторицi люди розв’язують комбiнаторнi
задачi за допомогою блим-думання. Вони видають вiдповiдь
на комбiнаторну задачу “на помах вiй“. А коли вiдповiдь “на
помах вiй“ не видається, то це, здається, дуже важка комбiна-
торна задача. Видану “на помах вiй“ вiдповiдь обгрунтовують
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Табл. 1: Мiркуючи за подiбнiстю поставити замiсть знакiв питання букви

A V D
X B W
K N S

? V D
X ? W
K ? ?

словами “Хiба не так?“. В математицi блим-думання викори-
стовується як чорнове, для приватного вжитку. Одержанi за
його допомогою результати повиннi бути обгрунтованi чи по-
дiбнiстю, чи узагальненням, чи iншими точно вказаними ме-
тодами.

Розглянемо задачу: потрiбно на мiсце знакiв питання в пра-
вiй таблицi (див. табл. 1) поставити потрiбнi лiтери

Оскiльки лiва та права таблицi мають однаковi розмiри, на
вiдповiдних мiсцях у лiвої та правої таблиць стоять однаковi
вiдомi лiтери, то можна припустити, що невiдомi лiтери, що
схованi за знаками питання, у правої таблицi такi ж, як i у
лiвої. Отже в першому рядку замiсть знака питання потрiбно
поставити A, у другому рядку — B, а у третьому — N,S.

Задачi, що подiбнi до наведеної, використовують для роз-
витку умiння бачити спiльне у предметiв, явищ i т.п. Аналогiю
використовують в системах, що самi себе навчають, при про-
грамуваннi поведiнки роботiв, в системах штучного iнтелекту,
в теорiї розпiзнавання образiв. Люди використовують анало-
гiю у випадках, коли потрiбно визначити спосiб поведiнки, а
бiльш надiйнi критерiї визначення вiдсутнi. Аналогiю викори-
стовують в наукових дослiдженнях для висування припущень,
що пiдлягають подальшiй перевiрцi.
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1.4 Ненадiйнiсть знань, одержаних мiркуваннями за
подiбнiстю

Знання, що одержанi мiркуванням за подiбнiстю, не надiйнi, їх
можна назвати правдоподiбними. Цi знання будуть тим бiльш
надiйнi, чим суттєвiшi спiльнi риси у двох об’єктiв спостере-
ження та чим бiльша кiлькiсть подiбних рис. Суттєвiсть чи
не суттєвiсть видiлених прикмет визначається дослiдником.
Людина зi спецiальними знаннями i великим досвiдом роботи
в певнiй областi (експерт) мiркуючи за подiбнiстю одержить
бiльш надiйнi знання нiж новачок в цiй областi.

Наведемо приклад хибних мiркувань за подiбнiстю: Вода в
котлi має верхню частину плоску, а нижню — опуклу. Каша в
котлi пригорає знизу. Отже хлiбина, що має плоску частину i
опуклу пiдсмажену, пеклася плоскою частиною вверх.

1.5 Вгадування вiдповiдi в задачi — гiпотеза та при-
пущення

Гiпотезою називають обгрунтоване наукове припу-
щення.

Гiпотези слiд вiдрiзняти вiд найближчих побутових прогно-
зiв (таких як, наприклад, “мабуть сьогоднi ми зустрiнемося“),
та необгрунтованих фантазiй (таких як, наприклад, “мабуть
скоро люди будуть пересуватися по Землi силою думки“).

Наведемо приклад.
Дитина провалилася пiд кригу, пережила клiничну смерть,

але її врятували. Пiсля цього лiкар, журналiст та вчений ро-
блять припущення.

Лiкар: “Дитина швидко видужає“ — це прогноз.
Журналiст: “Люди скоро за власним бажанням зможуть пе-

реривати свої життя на будь-який час“ — це фантазiя.
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Вчений: “Iснує можливiсть штучного вповiльнення життє-
вих процесiв шляхом охолодження“ — це гiпотеза.

Мiркування за подiбнiстю, що розглянутi в попередньому
параграфi, — це одне з найважливiших джерел одержання
припущень, в тому числi гiпотез.

В правильностi гiпотетичних припущень (гiпотез) переко-
нуються суто логiчними мiркуваннями, перевiркою окремих
випадкiв, перевiркою наслiдкiв прийняття гiпотези. В середо-
вищi вчених-теоретикiв (наприклад, математикiв) найкращим
доведенням гiпотези є чисто логiчне, тобто з використанням
чiтко вказаних прийнятих спiльнотою способiв мислення. В
середовищi вчених-практикiв найкращим доведенням є пере-
вiрка несподiваних наслiдкiв. В середовищi математикiв пере-
вiрка припущення на ЕОМ малоприйнятна.

Наведемо приклад.
1. Математики довго доводили гiпотезу (теорему Ферма),

яка полягає в тому, що рiвняння

xn + yn = zn

при заданому натуральному n, що бiльше двох, в цiлих числах,
що не дорiвнюють нулю, не має розв’язкiв. Оскiльки Ферма
одержував безпомилковi результати в теорiї чисел i вислов-
лював iншi гiпотези, якi пiдтвердилися, то авторитет Ферма
серед математикiв високий i вони були переконанi, що теоре-
ма Ферма правильна. Провiвши значну кiлькiсть дослiджень,
перевiривши велику кiлькiсть окремих випадкiв, математики
ще бiльше впевнилися в правильностi теореми Ферма. Але все
це не заважає математикам шукати й ще раз шукати доведен-
ня цiєї теореми (на сьогоднi теорема вважається доведеною).

2. Фiзики та астрономи преконалися в правильностi законiв
руху небесних тiл, що одержанi бездоганними мiркуваннями,
тiльки пiсля їх практичної перевiрки. Пiсля вiдкриття планети
Плутон, iснування якої випливало iз законiв руху небесних

8



тiл, сумнiви в правильностi цих законiв покинули найбiльших
скептикiв.

3. Хiмiки переконалися в важливостi розташування хiмi-
чних елементiв в таблицi (таблицi Менделєєва) за атомними
масами, коли за допомогою цiєї таблицi були вiдкритi новi еле-
менти iз наперед передбаченими властивостями.

Близьким по значенню до поняття гiпотеза є поняття "робо-
ча гiпотеза". Робоча гiпотеза — це припущення, яке не вимагає
наукової обгрунтованостi, вона висувається на початку дослi-
джень, вона мiнлива, рухома. Її мета - зробити дослiдження
зручнiшими, бiльш впорядкованими, направляти дослiджен-
ня. Робоча гiпотеза також ставить своєю задачею пояснення
явищ. З часом, пiсля належного обгрунтування, робоча гiпо-
теза може перетворитися в гiпотезу.

Для прикладу, вiзьмемо задачу: усно обчислити вираз

a =
102 + 112 + 122 + 132 + 142

365
.

Життєвий досвiд пiдказує, що a є цiлим числом — тут вико-
ристовується аналогiя. Це — робоче припущення. Якщо при-
пущення правильне, то остання цифра в чисельнику повинна
бути або 0 або 5. Слiдкуємо за останньою цифрою чисельника.

0 + 1 + 4 + 9 + 6 = 20,

Отже остання цифра чисельника є 0, а це узгоджується iз при-
пущенням.

Тепер маємо такi факти щодо чисельника

• Доданкiв 5, i всi вони бiльше або дорiвнюють 100, отже
a > 1.

• Доданкiв 5, i всi вони меншi нiж 200. Отже чисельник
менше 1000 i a < 3.

• Остання цифра в чисельнику дорiвнює 0.
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Одежанi факти дозволяють висунути гiпотезу:

a = 2.

Доводити щось конкретне простiше, нiж “робити те, не знаю
що“ i “робити так, не знаю як“. Коли a = 2, тодi чисельник n
дорiвнює 730. I нам потрiбно ддовести або спростувати припу-
щення n = 730.

Будемо вважати, що всi доданки мають вигляд (12 + x)2,
— тут використовується блим-думання, так спало на думку,
та й усе. Коли пiдноситься до квадрату сума двох чисел, то
одержується сума квадратiв доданкiв плюс подвiйний добуток
цих доданкiв. Оскiльки

10 = 12− 2, 11 = 12− 1, 13 = 12 + 1, 14 = 12 + 2,

то всi подвiйнi добутки знищаться. Таким чином чисельник
має вигляд — 5 разiв 12 в квадратi i двi суми 12 + 22. Вiдомо,
що 12 в квадратi дорiвнює 144. 5 помножити на 144 дорiвнює
720. Сума 1 та 4 дорiвнює 5, а подвiйна сума буде 10. Отже

n = 720 + 10 = 730

саме те, що нам потрiбно було довести. Гiпотеза a = 2 доведе-
на.

В кримiнальнiй практицi гiпотези називають версiями.
Гiпотеза в своєму розвитку проходить наступнi етапи.
I етап — поява умов для виникнення гiпотези. На цьому ета-

пi у дослiдника збираються певнi факти, що вимагають свого
пояснення, i у нього виникає потреба їх пояснити. Дослiдник
збирає iнформацiю, що стосується зiбраних фактiв, консуль-
тується з колегами, i видiляє таку групу фактiв, що не вклада-
ється в попереднi, iснуючi теорiї, не поясненi обгрунтованими
твердженнями.

II етап — формулювання робочих гiпотез. На основi тих
чи iнших мiркувань (наприклад, за допомогою мiркувань за
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подiбнiстю) дослiдник формулює робочу гiпотезу, проводить
дослiди та мiркування для її пiдтвердження, при необхiдностi
змiнює робочу гiпотезу i знову обгрунтовує.

III етап — формулювання гiпотези. Дослiдник точно фор-
мулює обгрунтоване припущення — гiпотезу.

IV етап — життя гiпотези. На цьому етапi гiпотеза викори-
стовуїться дослiдниками для пояснення фактiв, узгоджується
з iншими припущеннями та теорiями.

V етап — перетворення гiпотези в наукову теорiю. На цьому
етапi переходять вiд припущень до прийнятих науковою спiль-
нотою, беззаперечних (для певної наукової спiльноти) знань —
наукової теорiї.

Власне, гiпотези i використовують для того, щоб вiдкрити
певний факт дiйсностi, створити певну теорiю

Науковi теорiї можуть супречити одна однiй. Тодi тi, хто
пiдтримує одну наукову теорiю, iншу вже науковою теорiєю
не вважають. Для прикладу можна взяти три науковi теорiї
— еволюцiонiзм, панспермiя та креатизм. Згiдно еволюцiонi-
зму життя на Землi зародилося i розвивалося саме по собi.
Згiдно креатизму життя на Землi створене Творцем. А згiдно
панспермiї життя занесене на Землю iз космосу. Звичайно, тi
хто сповiдує креатизм, еволюцiонiзм за наукову теорiю не вва-
жають. А в школах України викладають еволюцiонiзм, тому
що креатизм не є науковою теорiєю.

2 Мiркування узагальненням — неповна i пов-
на iндукцiя

2.1 Повна та неповна iндукцiя

Наведемо приклади мiркувань :
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В торбинцi були олiвець i блокнот.
Крiм олiвця i блокнота в торбинцi не було нiчого.
Олiвець i блокнот виклали з торбинки на стiл.
Всi предмети iз торбинки ми виклали на стiл.

Ще один приклад.
Великими рiками, що течуть по територiї України є

Днiпро, Днiстер та Дунай i тiльки вони.
Днiпро, Дунай та Днiстер течуть з пiвночi на пiвдень.
Всi великi рiки Укра?ни течуть з пiвночi на пiвдень.

В наведених мiркуваннях ми вiд знань про окремi предмети
сукупностi переходимо до знань про всi предмети сукупностi.
Такi мiркування називають мiркування узагальненням або iн-
дуктивними. Отже,

Iндукцiя — це перехiд вiд тверджень про окремi пре-
дмети чи явища (поняття) до тверджень про всi пре-
дмети та поняття iз даної сукупностi.

В залежностi вiд того, маємо ми знання про кожен предмет
сукупностi, чи тiльки про частину, iндуктивнi мiркування дi-
ляться на повну та неповну iндукцiю.

Неповна iндукцiя — це перехiд вiд тверджень про ча-
стину предметiв чи явищ певної сукупностi (не всi),
до твердження про всi предмети чи явища сукупно-
стi, що розглядаються.

Повна iндукцiя — це перехiд вiд знань про кожний
предмет сукупностi до знань про всi предмети суку-
пностi, що розглядаються.

Щоб повна iндукцiя дозволила стверджувати, що всi банки
України мали в 2009 роцi збитки, потрiбно :
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— мати список банкiв України i знати, що не вклю-
чених в список банкiв немає;

— перевiрити, що кожен з банкiв, що включений до
списку, має в 2009 роцi збитки.

Знання, якi дає повна iндукцiя про всi предмети сукупностi,
якiсно вiдрiзняються вiд знань про окремi предмети сукупно-
стi.

Покажемо на прикладах, що можна мати знання про кожен
окремий предмет якоїсь сукупностi i не знати про всi предмети
як одне цiле, а можна знати щось про всi предмети як одне цiле
i не знати нiчого про окремi предмети.

Коли шкiльний лiкар має список здорових учнiв — то це
одне, а коли шкiльний лiкар має список здорових учнiв школи
i знає, що невключених в список учнiв немає, тобто вiн знає,
що здоровi всi учнi школи, то це якiсно iнше знання.

Якщо ви переконанi, що всi вiршi Наталi Дзюбенко хорошi,
то цих знань не досить, щоб сказати хороший чи нi вiрш “У
пiдземеллi ...“ Потрiбно ще знати — це її вiрш чи нi.

Якщо ви хочете переконатись, що всi лампочки в кварти-
рi вимкненi, вам потрiбно не тiльки подивитися на вимкненi
лампочки, але й переконатись, що ви побачили всi лампочки.
А якщо ви знаєте, що всi розетки пiсля запобiжника вимкненi,
знаходяться не пiд напругою i бажаєте знати — чи пiд напру-
гою одна певна розетка, то потрiбно ще переконатися, що ця
розетка знаходиться пiсля запобiжника.

Доведення за допомогою повної iндукцiї можна назвати та-
кож “доведення повним перебором“.

Повна iндукцiя дає надiйнi знання, вона є одним з правил
доведення в логiцi. Але одне з припущень — припущення про
наявнiсть повного перелiку предметiв, що розглядаються, но-
сить дуже спецiальний характер. Ретельно аналiзуючи це пра-
вило ми бачимо, що при його записi ми або використовуємо
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знання про всi натуральнi числа, а це пов’язане з розглядан-
ням нескiнченностi, або окремо формулюємо правила повної
iндукцiї для перелiку з одного предмета, двох, трьох i т.д. В
другому випадку у нас є потенцiально нескiнченна сукупнiсть
правил доведення, що об’єднанi однiєю назвою — повна iн-
дукцiя. Сказаним зумовлене те, що правило доведення твер-
джень за повною iндукцiїю формулюється осторонь вiд решти
правил.

Коли повну iндукцiю важко реалiзувати — або забагато ви-
падкiв потрiбно розглянути, або немає фiзичної змоги це зро-
бити, i можлива помилка в мiркуваннях не тягне за собою не-
прийнятних наслiдкiв, роблять висновок про всi предмети iз
сукупностi на основi знання про частину предметiв, на основi
неповної iндукцiї. Наведемо приклади.

Знайдемо правило, у вiдповiдностi з яким написана послi-
довнiсть чисел

11, 31, 41, 61, 71, 11, 131, ...

Оскiльки всi з написаних чисел простi i в десятковому запи-
сi мають останньою цифрою 1, то можна вважати, що всi числа
послiдовностi — простi числа, що мають останньою цифрою в
десятковому записi цифру 1. Тепер ми можемо сказати, яке
перше з чисел, що стоять пiсля 131 в послiдовностi — це 151.

Неповна iндукцiя дає правдоподiбне, ненадiйне знання. Її
використовують для створення робочих гiпотез. Прикладом
знання, що одержане неповною iндукцiсю, i яке виявилося хи-
бним — це знання, що всi лебедi бiлi. Вченi спостерiгали ле-
бедiв, бачили серед них тiльки бiлих i зробили висновок, що
всi лебедi бiлi. А через деякий час виявилося, що в Австралiї
iснують чорнi лебедi.

Розглядаючи метали — залiзо, мiдь, алюмiнiй та iншi ми мо-
жемо зробити висновок, що метали твердi. Але iснування рту-
тi — рiдкого металу, спростовує припущення, яке одержане за
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допомогою неповної iндукцiї. За допомогою неповної iндукцiї
легко одержати такi твердження як :

“Всi хорошi люди бажають миру“
“Всi вихованi люди ходять по вулицях взутими“
“Всi чеснi люди не обманюють“
Одним з видiв неповної iндукцiї є так звана наукова iнду-

кцiя.

Наукова iндукцiя — це перехiд вiд окремих знань про
окремi предмети, чи явища, що спостерiгались в по-
казових умовах, коли дiють суттєвi i не дiють несут-
тєвi чинники, до знань про всi предмети чи явища.
Суттєвiсть, показовiсть умов спостерiгання пiдтвер-
джує науковий загал.

Знання, що одержанi за допомогою наукової iндукцiї значно
надiйнiшi, нiж iншi, що одержанi неповною iндукцiїю, i вони
цiлком придатнi для використання.

Мiркування за допомогою iндукцiї вимагають звичайної ре-
тельностi, без якої можна за допомогою цього правила одер-
жати хибнi висновки. Так на пiдставi того, що люди, яких ми
бачили i яких ми уявлаємо, живуть менше 200 рокiв, не можна
стверджувати, що людство живе менше нiж 200 рокiв.

Точно вкажемо на рiзницю мiж мiркуваннями за подiбнi-
стю та мiркуваннями за неповною iндукцiїю. В мiркуваннях
за неповною iндукцiєю ми переносимо знання з частини пре-
дметiв на всi предмети (на рис. 1 знаками питання позначе-
нi трикутники, тому що частина фiгур є трикутничками), а
в мiркуваннях за подiбнiстю знання з однiєї сукупностi пре-
дметiв переносяться на iншу (на рис. 2 злiва знаком питання
позначений квадратик, тому що на подiбному рис. 2 справа на
вiдповiдному мiсцi стоїть квадратик).

15



?

?

Рис. 1: Вiдтворення невiдомих фiгур узагальненням — знаком питання
позначенi трикутники
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Рис. 2: Вiдтворення невiдомих фiгур за подiбнiстю — знаком питання
позначено квадратик
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2.2 Математична iдукцiя

Математична iндукцiя дає знання про всi натуральнi
числа, про предмети чи явища, що перенумерованi
натуральними числами.

Натуральнi числа 1, 2, 3, ... люди використовують для пiд-
раховування кiлькостей (кiлькiсть велосипедiв у учнiв класу,
кiлькiсть слiв у реченнi, кiлькiсть яблук на деревi, i т.п.) i
для впорядковування (сторiнки книги нумерують для зручно-
стi пошуку вiдповiдної сторiнки, будинки нумерують для мо-
жливостi точного адресування i т.п.). Важливою аксiомою, що
стосується натуральних чисел, є наступна.

2.3 Аксiома математичної iндукцiї.

Нехай задана якась сукупнiсть (множина) натуральних чисел
(всi числа мiстяться в нiй чи нi - не вказано). Нехай, також,
вiдомо,

1) ця сукупнiсть мiстить в собi число 1;
2) якщо число n мiститься в цiй сукупностi, то в нiй
мiститься також число n + 1.

Тодi можна стверджувати, що

3) задана сукупнiсть мiстить в собi всi натуральнi
числа.

Символьно аксiому математичної iндукцiї можна зписати
так. Для будь-якої мнрожини M

(1 ∈M ∧ ∀n ∈M(n + 1 ∈M))⇒ N ⊆M.

Покажемо як використовувати аксiому математичної iнду-
кцiї. Для цього доведемо так званий принцип найменшого чи-
сла, що полягає в наступному.
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2.4 Принцип найменшого числа.

Будь-яка непорожня сукупнiсть натуральних чисел мiстить в
собi найменше, тобто таке, що всi числа цiєї сукупностi бiльшi
або дорiвнюють йому.

Доведення. Нехай задана непорожня сукупнiсть натураль-
них чисел. Якщо вона мiсть в собi число 1, то число 1, як
найменше серед натуральних чисел, буде найменшим i серед
чисел сукупностi.

Далi розглянемо випадок, коли число 1 не належить задан-
нiй сукупностi. Доведення потрiбного твердження будемо про-
водити методом “вiд протилежного“ — припустимо, що твер-
дження неправильне, прийдемо до суперечностi, з чого зроби-
мо висновок, що самe твердження правильне.

Припустимо, що задана сукупнiсть не має найменшого чи-
сла. Утворимо другу сукупнiсть, вона складається з тих чисел,
що

1) не належать першiй.
2) менше будь-якого числа першої сукупностi.
Оскiльки 1 не належить першiй сукупностi, то воно нале-

жить другiй.
Припустимо, що число n належить другiй сукупностi. Чи-

сло n + 1 також буде належати другiй сукупностi — в проти-
лежному разi воно було б найменшим у першiй.

За аксiомою iндукцiї стверджуємо, що друга сукупннiсть
мiстить в собi всi натуральнi числа, а перша - порожня. От-
же ми прийшли до суперечностi з припущенням, що перша
сукупнiсть не порожня.

Таким чином принцип найменшого числа доведений.
Як видно з наведеного прикладу, аксiому математичної iн-

дукцiї можна використовувати при доведеннi тверджень, що
стосуються натуральних чисел.
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2.5 Доведення методом математичної iндукцiї

полягає в наступному. Нехай задано твердження, що залежить
вiд натурального числа n i потрiбно довести, що воно правиль-
не при будь-якому n. Тодi

а) перевiряємо правильнiсть твердження при n = 1
(база iндукцiї);
б) припускаємо, що твердження правильне при пев-
ному значеннi n (iндуктивне припущення) i
в) враховуючи зроблене припущення переконуємося
в тому, що твердження лишиться правильним, коли
n замiнити на n + 1 (iндуктивний перехiд).

Пiсля цього вважаємо доведеним, що твердження правильне
при будь-якому натуральному n.

Вельми часто виникає потреба доводити предикат P (m)
для всiх цiлих m, що бiльше, або дорiвнюють певному цiло-
му числу, скажемо a: m ≥ a. В такому випадку можна за-
мiнити змiнну m на n − a + 1, тобто m = n − a + 1. Тепер
змiстовно предикат P (m) означає те ж саме, що i предикат
Q(n) = P (n−a+1), але предикат Q(n) потрiбно доводити уже
при всiх натуральних значеннях n. Таку роботу нiхто нiколи
не виконує. Просто користуються дещо ширшим розумiнням
бази iндукцiї i iндуктивного припущення.

Сформулюємо практично використовуваний метод доведе-
ння математичною iндукцiєю.

Нехай задано твердження, що залежить вiд цiлого числа n,
i потрiбно довести, що воно правильне при будь-якому n ≥ a ∈
Z. Тодi

а) перевiряємо правильнiсть твердження при n = a
(база iндукцiї);
б) припускаємо, що твердження правильне при пев-
ному значеннi n ≥ a (iндуктивне припущення) i
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в) враховуючи зроблене припущення переконуємося
в тому, що твердження лишиться правильним, коли
n замiнити на n + 1 (iндуктивний перехiд).

Пiсля цього вважаємо доведеним, що твердження правильне
при будь-якому цiлому n ≥ a.

Наведемо приклад доведення методом математичної iнду-
кцiї. Доведемо, що рiвнiсть

1 + 2 + 3 + ... + (n− 1) + n = n(n + 1)/2 (1)

правильна при будь-якому натуральному n.

а) (База iндукцiї) Перевiряємо рiвнiсть (1) при n = 1.
При n = 1 лiва частина рiвностi (1) має один дода-
нок, а саме 1, а права частина при n = 1 пiсля обчи-
слення також дає 1. Отже база iндукцiї перевiрена.

б) (iндуктивне припущення) Припускаємо, що фор-
мула (1) правильна при певному значеннi n,

в) (iндуктивний перехiд) Запишемо твердження, яке
потрiбно довести, коли лiва частина в ньому має n+1
доданок:

1 + 2 + 3 + ... + n + (n + 1) = (n + 1)(n + 2)/2 (2)

Замiнивши в лiвiй частинi (2) 1 + 2 + 3 + ... + n згiдно з iнду-

ктивним припущенням на
n(n + 1)

2
одержимо

(1 + 2 + . . . + n) + (n + 1) =
n(n + 1)

2
+ (n + 1) = (3)

n(n + 1) + 2(n + 1)

2
=

(n + 1)(n + 2)

2
.

Тобто ми довели, що лiва частина (2) дорiвнює правiй. Отже
iндуктивний перехiд завершено. Таким чином доведення всьо-
го твердження закiнчене.

20



2.6 Iндуктивне означення

Покажемо на прикладi означення арифметичного виразу, як
використовується математична iндукцiя для означення певних
об’єктiв.

ар1) Кожне число чи буква, яка означас число, — це
арифметичний вираз (база iндуктивного означення);

ар2) Якщо є два арифметичнi вирази (iндуктивне
припущення), то з’єднавши їх одним iз знакiв +,−,×
знову одержимо арифметичний вираз (iндуктивний
перехiд);

ар3) Нiяких iнших арифметичних виразiв, крiм тих,
що можуть бути побудованi за допомогою ар1) та
ар2), немає (остаточнiсть означення).

Дамо означення добутку n множинкiв a1, a2, . . . , an, де n —
певна клькiсть.

По-перше, вважаємо вiдомим, що таке добуток a1a2 двох
множинкiв — база iндуктивного визначення.

Iндуктивне припущення: вважаємо вiдомим, що таке добу-
ток a = a1a2 . . . an n множникiв при деякому n ≥ 2.

Iндуктивний перехiд: добуток a1a2 . . . anan+1 n+ 1−го мно-
жника визначається як добуток

a1a2 . . . anan+1 = (a1a2 . . . an)an+1 = aan (4)

Щоб формула (4) лишилася правильною, коли n = 1, вва-
жаємо, що добуток одного множиника дорiвює цьому множин-
ку.

0 також кiлькiсть — кiлькiсть елементiв порожньої множи-
ни. Щоб формула (4) лишилася правильною, коли n = 0, вва-
жаємо, що добуток порожньої множини множиникiв дорiвнює
одиницi.
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Подiбним чином iндуктивно визначається сума n доданкiв,
де n — певна кiлькiсть. Вона визначається в припущеннi, що
ми знаємо, що таке сума двох доданкiв. Отже:

База iндукцiї: Сума порожньої множини доданкiв дорiвнює
нулю.

Iндуктивне припущення: Припустимо, ми знаємо, що таке
сума n доданкiв, де n — певна кiлькiсть.

Iндуктивний перехiд: Сума n+ 1−го доданка визначається
як сума двох — перший, це сума перших n доданкiв, а другий
— це останнiй n + 1-й доданок.

За означенням маємо, що сума одного доданка дорiвнює
цьому доданку.

Iндктивно визначається n! — n-факторiал: 0! = 1, база iн-
дуктивного визначення; (n + 1)! = n!(n + 1).

2.7 Софiзми, що грунтуються на некоректному вико-
ристаннi iндукцiї

На прикладах софiзмiв покажемо, до чого може привести по-
милка в iндуктивних мiркуваннях.

Приклад 1. Доведемо, що всi натуральнi числа дорiвнюють
одне одному. Дiйсно, нехай при певному n буде n = n + 1 (iн-
дуктивне припущення). Добавимо по одиницi до лiвої i до пра-
вої частин припущення (це можна робити за арифметичними
правилами) i одержимо правильну рiвнiсть n + 1 = n + 2 (iн-
дуктивний перехiд). Отже ми методом математичної iндукцiї
довели, що всi натуральнi числа дорiвнюють одне одному.

Наведенi мiркування неправильнi, оскiльки в них пропуще-
на база iндукцiї.

Приклад 2. Доведемо, що очi у будь-яких n кiшок мають
однаковий колiр. Справдi, вiзьмемо одну кiшку (n=1, база iн-
дукцii), в цьому випадку твердження очевидне.

Припустимо, що n кiшок мають один i той же колiр очей
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(iндуктивне припущення). Далi вiзьмемо n + 1 кiшку i перко-
нахмося, що вони також мають один i той же колiр очей. Для
цього ми n + 1 кiшку розташуємо в ряд i розглянемо n кiшок
без першої (вони мають один i той же колiр очей за iндуктив-
ним припущенням) i n кiшок без останньої (вони також мають
один i той же колiр очей за iндуктивним припущенням). Тепер
перша кiшка має той же колiр, що i решта в першому випад-
ку, а остання має той же колiр, що i решта в другому випадку.
Оскiльки решта в першому випадку i решта в другому спiвпа-
дають, то всi кiшки мають один i той же колiр очей.

В наведених мiркуваннях iндуктивний перехiд обгрунтова-
ний не для всiх випадкiв: коли n + 1 = 2, то "решта— це по-
рожня сукупнiсть, i висновок такий як зроблено, робити не
можна.

2.8 Приклад використання iндукцiї в поетичнiй си-
стемi

Наведемо приклад iндуктивного означення в поетичнiй систе-
мi. Давньоскандiнавськi поети-спiвцi (скальди), що в XI-XIII
столiттi оспiвували битви й походи вiкiнгiв та конунгiв, в своїй
поетичнiй системi мали так званi “кенiнги“. iнтуїтивно кенiнг
можна уявляти як метафору чи порiвняння, чи нове слово-
сполучення для замiни одного слова. Так, “хуртовина списiв“
є кенiнгом слова “битва“; кожна iз словосполучень “дерево би-
тви“, “кущ шолома“, “роздавач золота“ є кенiнгом слова ‘воїн“
i слова “чоловiк“; словосполучення “море возу“ є кенiнгом сло-
ва ‘земля“, а словосполучення “вогонь вiйни“ є кенiнгом слова
“золото“.

Маючи iнтуїтивне уявлення про кенiнги, можна дати їх то-
чне iндуктивне визначення

1. Словосполучення є кенiнгом певного слова, якщо це так
на думку великого скальда (база iндуктивного визначення).
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2. Якщо дана словосполучення є кенiнгом певного слова, то
в цiй словосполуцi будь-яке слово можна замiнити його кенiн-
гом i одержати новий кенiнг того ж слова, що i початковий
кенiнг (iндуктивний перехiд).

3. Нiяких iнших кенiнгiв, крiм тих, що є кенiнгами по 1 або
2, немах.

Отже коли

“кидальник меча“

є кенiнг слова

“воїн“,

а

“вогонь битви“

є кенiнг слова

“меч“,

то

“кидальник вогню битви“

є також кенiнгом слова “воїн“. А коли кенiнгом слова “битва“
є “хуртовина списiв“, кенiнгом слова “спис“ є “вiдьмак щита“,
то iз одержаного вище кенiнга “кидальник вогню битви“ для
слова “воїн“, одержимо для слова “воїн‘ новий кенiнг:

“кидальник вогню хуртовини вiдьмакiв щита“. (5)

Довжина кенiнгiв, згiдно з визначенням, нiчим не обмежена.
Так за допомогою кенiнгiв

“мiсяць корабля“ для слова “щит“
“кiнь корабельних сараїв‘ для слова “корабель“
ми iз кенiнга (5) одержимо кенiнг
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“кидальник вогню хуртовини вiдьмакiв мiсяця коня
корабельних сараїв“

для слова “воїн“.
Якщо Ви умовите товариша назвати Вас великим скальдом,

то Ви будете мати право створювати свої канiнги.

3 Бiномнi коефiцiєнти

3.1 Означення, приклади, граничнi випадки

Якщо двочлен (або ще кажуть — бiном) a+ b пiднести до n-го
(n ≥ 0) степеня:

(a + b)n =

n множинкчв︷ ︸︸ ︷
(a + b)(a + b)(a + b) . . . (a + b),

розкрити дужки, то ми одержимо суму доданкiв, що мають
вигляд arbn−r з певними коефiцiєнтами. Кожен такий доданок
ми одержимо, коли iз r дужок виберемо b, а iз решти n− r ду-
жок виберемо a i перемножимо їх. Таким чином an−rbr зустрi-
неться рiвно стiльки разiв, скiльки є r-елементних пiдмножин
у множинi iз n дужок. Ця кiлькiсть позначається через Cr

n.1

Таким чином

(a + b)n = C0
na

n + C1
na

n−1b + C2
na

n−2b2 + . . .

+ Cr
na

n−rbr + . . . + Cn
nb

n. (6)

Остання формула вiдома пiд назвою "бiном Ньютона".
1На пострадянському просторi i кiлькiсть r−елементних пiдмножин в

n−елементнiй множинi (її називають кiлькiсть r−елементних сполук в n−елементнiй
множинi) i коефiцiєнт при an−rbr в бiномi Ньютона позначають однаково — Cr

n.
В iноземнiй лiтературi тiльки кiлькiсть сполук позначають через Cr

n, вiдповiдний

бiномний коефiцiєнт позначається через
(

n
r

)
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Формула (6) переписується з використанням знака Σ насту-
пним чином

(a + b)n =
n∑

r=0

Cr
na

n−rbr. (7)

У формулi (7) перший та останiй доданки (при r = 0 та r = n)
мають (за домовленiстю) наступний вигляд

C0
na

nb0 = C0
na

n = an, Cn
na

0bn = Cn
nb

n = bn.

В практицi використання бiномних коефiцiєнтiв часто зру-
чно вважати визначеними коефiцiєнти Cr

n i при r > n — вва-
жають

r > n⇒ Cr
n = 0.

За такої домовленостi формулу (7) можна записати у виглядi

(a + b)n =
∞∑
r=0

Cr
na

n−rbr.

Оскiльки Cr
n — це коефiцiєнти в бiномi Ньютона, то

числа Cr
n (n, r ≥ 0) називають бiномними коефiцiєн-

тами.

Прикладами бiнома Ньютона при n = 0, 1, 2, 3 будуть

(a + b)0 = C0
0 = 1 при n = 0,

(a + b) = a + b = C0
1a

1 + C1
1b

1 при n = 1,

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2 = C0
2a

2 + C1
2ab + C2

2b
2 при n = 2,

(a+b)3 = a3+3a2b+3ab2+b3 = C0
3a

3+C1
3a

2b+C2
3ab

2+C0
3b

3 при n = 3.
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3.2 Формула для бiномних коефiцiєнтiв

В загальному випадку бiномнi коефiцiєнти пiдраховуються за
формулою

Cr
n =

n(n− 1) . . . (n− r + 1)

1 · 2 · . . . · r
, 0 ≤ r ≤ ∞. (8)

В правiй частинi формули (8) чисельник має r множникiв
i знаменник також має r множникiв. Якщо r = 0, то добуток
у чисельнику i добуток у знаменнику мають 0 множникiв, i
за домовленiстю про добуток нуля множникiв i чисельник i
знаменник дорiвнюють одиницi. Отже формула (8) при r = 0
приймає вигляд

C0
0 = 1.

Якщо r > n, то чисельник формули (8) має нуьовий мно-
жник. Тому

Cr
n = 0 коли r > n.

Якщо r = n, то чисельник формули (8) дорiвнює знамен-
нику i, вiдповiдно,

Cr
n = 1 коли r = n.

Якщо 0 ≤ r ≤ n, то за допомогою факторiалiв формула (8)
записується у виглядi

Cr
n =

n!

r!(n− r)!
. (9)

3.3 Доведення формули для бiномних коефiцiєнтiв
методом повної математичної iндукцiї

Формулу (8) доведемо методом математичної iндукцiї. Отже
маємо бiнарний предикат P (n, r) “Бiномнi коефiцiєнти Cr

n при
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заданих n, r = 0, 1, 2, . . . обчислюються за формулою (8).“ Пре-
дметною областю для цього предиката (звiдки беруться значе-
ння для n, r) є множина натуральних чисел з нулем — розши-
рений натуральний ряд. Навiсимо на цей предикат обмежений
квантор “для всiх r = 0, 1, 2, . . .“. Одержимо новий предикат

Q(n) = ∀r ∈ N ∪ {0}P (n, r).

Якщо на змiнну квантор не навiшений, то ця предметна змiнна
називається вiльною, а якщо навiшений, то змiнна називається
зв’язаною. Отже предикат Q(n) має одну вiльну змiнну. От
оцей предикат ми i доведемо при всiх можливих значеннях
n = 0, 1, 2, . . ..

База iндукцiї — перевiрка формули (8) при n = 0 — форму-
ла правильна за домовленюстю про добуток нульової кiлькостi
множинкiв.

Iндуктивне припущення — нехай вiдомо, що при деякому
n ≥ 0 i при всiх r ≥ 0 формула (6) правильна, де коефiцiєнти
Cr

n обчислюються за формулою (8).
Iндуктивний перехiд — доводимо, що формула (6) лишає-

ться правильною, коли в лiвiй частинi маємо n+ 1 множиник,
а коефiцiєнти Cr

n+1 обчислюються за формулою (8). Для до-
ведення пiдносимо a + b до n + 1-го степеня двома способами.
Один раз пiдносимо так (за формулою (6)) :

(a + b)n+1 = C0
n+1a

n+1 + C1
n+1a

nb + . . .

+ Cr
n+1a

n+1−rbr + . . . + Cn+1
n+1b

n+1, (10)

а другий так:

(a + b)n+1 = (a + b)n(a + b) =

(C0
na

n+ . . .+Cr−1
n an−r+1br−1+Cr

na
n−rbr + . . .+Cn

nb
n)×(a+b) =

C0
na

n+1 + . . . + Cr
na

n−r+1br + . . . + Cn
nab

n+

C0
na

nb + . . . + Cr−1
n an−r+1br + . . . + Cn

nb
n+1. (11)
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Iндуктивний перехiд буде завершено, коли ми доведемо рiв-
нiсть вiдповiдних коефiцiєнтiв в формулах (6),(8), тобто лиши-
лося довести, що

C0
n+1 = C0

n, Cn+1
n+1 = Cn

n , n ≥ 0,

а також

Cr
n+1 = Cr−1

n + Cr
n, n ≥ 0, 1 ≤ r ≤ n. (12)

Спiввiдношення (12) називається рекурентним спiввiдноше-
нням для бiномних коефiцiєнтiв.

Справдi,

C0
n+1 = C0

n = 1, Cn+1
n+1 = Cn

n = 1, n ≥ 0,

за домовленiстю про добуток порожньої кiлькостi множинiв.
А при 1 ≤ r ≤ n

Cr
n+1 =

(n + 1)n . . . (n− r + 2)

1 · 2 · . . . · r
=

=
n(n− 1) . . . (n− r + 2)

1 · 2 · . . . · (r − 1)
+

n(n− 1) . . . (n− r + 1)

1 · 2 · . . . · r
=

= Cr−1
n + Cr

n. (13)

Закiнчивши доведення рекурентного спiввiдношення ми за-
кiнчили доведення формули (8)

3.4 Трикутник Паскаля

Спiввiдношення (12) дає ефективний спосiб пiдраховування бi-
номних коефiцiєнтiв. Записавши бiномнi коефiцiєнти в табли-
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цю (ця таблиця називається трикутником Паскаля),

C0
0

C0
1 C1

1

C0
2 C1

2 C2
2

C0
3 C1

3 C2
3 C3

3

. . .
C0

n C1
n . . . . . . Cn−1

n Cn
n

бачимо, що крайнi елементи в них таблицях дорiвнюють оди-
ницi, а кожен внутрiшнiй — це сума двох верхнiх сусiдiв. n-ий
рядок (n = 0, 1, 2, ...) цiєї таблицi складають бiномнi коефiцi-
єнти Cr

n. Звернемо увагу, що нумерацiя елементiв послiдовостi
елементами розширеного натурального ряду 0,1,2,3, ... є поши-
реною в математицi практикою.

Випишемо 5 рядкiв трикутника Паскаля (нульовий, пер-
ший, другий, третiй та четвертий):

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
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арифметичний вираз, 21
бiном, 25

Ньютона, 25
добуток

n множиникiв, 21
двох множиникiв, 21
одного множиника, 21
порожньої множини множни-

кiв, 21
досвiд, 2
доведення

методом математичної iнду-
кцiї, 19

повним перебором, 13
за допомогою повної iнду-

кцiї, 13
експерт, 7
факторiал

iндуктивне визначення, 22
фантазiї, 7
гiпотеза, 7

етапи розвитку гiпотези, 10
робоча, 14
використання, 11

iндукцiя
база iндукцiї, 20

iндуктивне припущення, 20
iндуктивний перехiд, 20
математична, 17
наукова, 15
неповна, 11
повна, 11
в поетичнiй системi, 23

кенiнг, 23
коефiцiєнти

бiномнi, 26
мiркування

узагальненням, 11
за подiбнiстю, 2

нумерацiя
елементiв послiдовностi, 30

область
предметна, 28

побутовi прогнози, 7
подiбнiсть, 3

вимога суттєвостi спiльних
прикмет, 3

вимога точного видiлення спiль-
них прикмет, 3

принцип
математичної iндукцiї, 17
найменшого числа, 18

припущення
гiпотетичнi, 8

ряд
розширений натуральний, 28
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скальди, 23
софiзм, 22
спiввiдношення

рекурентне, 29
сума

n доданкiв, 22
двох доданкiв, 22
одного доданка, 22
порожньої множини додан-

кiв, 22
трикутник Паскаля, 30
узагальнення, 11
версiя, 10
змiнна

вiльна, 28
зв’язана, 28

знання
ненадiйне, 14
правдоподiбне, 14
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