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Анотацiї

Шапран М.В. Про узагальнений оператор зсуву i лiнiйне опе-

раторне рiвняння у кiльцi формальних степеневих рядiв з цi-

лими коефiцiєнтами.

Робота присвячена узагальненню методу пошуку розв’язкiв лiнiйних рi-

зницевих та диференцiальних рiвнянь вищих степенiв з цiлими коефiцiєнта-

ми. Розглядається лiнiйне операторне рiвняння у кiльцi формальних степе-

невих рядiв з цiлими коефiцiєнтами, де оператором виступає узагальнений

оператор зсуву. Лiнiйне диференцiальне рiвняння та лiнiйне неоднорiдне

неявне рiзницеве рiвняння є частковими випадками операторного рiвнян-

ня. Для знаходження розв’язкiв застосовується метод схожий на спосiб по-

шуку часткового розв’язку диференцiального рiвняння, який використав

У.Броджi [2, §5, 22.1]. В роботi дослiджуються достатнi умови iснування

та єдиностi розв’язку операторного рiвняння у виглядi формальних сте-

пеневих рядiв з цiлими коефiцiєнтами. Для цього вводиться спецiальна q̄-

адична метрика на цiлих числах, розглядається також спецiальне кiльце

q̄-адичних цiлих чисел, що є поповненням кiльця цiлих чисел за цiєю ме-

трикою. Сформульованi достатнi умови iснування та єдиностi розв’язку в

кiльцi формальних степеневих рядiв з коефiцiєнтами з кiльця q̄-адичних

цiлих чисел.
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Shapran M.V. The generalized shift operator and the linear op-

erator equation in the ring of formal power series with integer

coefficients.

The work is dedicated to the generalization of the method for finding

solutions to linear implicit difference difference and differential equations of

higher powers with integer coefficients. Considers a linear operator equation

in the ring of formal power series with integer coefficients, where the operator

is a generalized shift operator. The linear differential equation and the linear

nonhomogeneous implicit difference equation are special cases of the operator

equation. The method used to find solutions is similar to the approach of

finding a particular solution to a differential equation used by U. Broggi.

The paper investigates sufficient conditions for the existence and uniqueness

of solutions to the operator equation in the form of formal power series with

integer coefficients. For this purpose, a special q̄-adic metric is introduced on

integers, and a special ring of q̄-adic integers, which is a completion of the ring

of integers with respect to this metric, is considered. Sufficient conditions for

the existence and uniqueness of solutions on the ring of formal power series

with coefficients from the ring of q̄-adic integers are formulated.
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Вступ

Як зазначено у [6], лiнiйнi рiзницевi рiвняння виду

amwn+m + am−1wn+m−1 + ...+ a1wn+1 + a0wn = fn

є добре вивченими над полями, оскiльки у цьому випадку можна подiлити

на am i виразити рекурентну формулу для wn+m. Такi рiвняння завжди

мають нескiнчену кiлькiсть розв’язкiв по одному для кожної початкової

умови (w0, ..., wm−1), якi можна знайти за допомогою рекурентних формул.

wn+m = −a−1
m (fn − am−1wn+m−1 + ...+ a1wn+1 + a0wn).

Бiльш цiкавим є випадок, коли рiвняння розглядається на кiльцях, оскiль-

ки am може бути оборотним. В цьому випадку рiвняння може мати нескiн-

ченно багато розв’язкiв, або один, або жодного.

Для диференцiальних рiвнянь виду

amw
(m)(x) + am−1w

(m−1)(x) + ...+ a1w
′
(x) + a0w(x) = f(x),

питання iснування та пошук розв’язкiв теж є досить вивченим. Розглянемо

це рiвняння, коли ai цiлi i f(x) – формальний степеневий ряд з цiлими кое-

фiцiєнтами. Метод невизначених коефiцiєнтiв призведе до рекурентних рiв-

нянь, схожих на рiзницевi рiвняння описанi вище. Цiкавимося розв’язками,

якi є формальними степеневими рядами з цiлими коефiцiєнтами. Цi дифе-

ренцiальнi рiвняння також мають або нескiнченно багато розв’язкiв, або

один, або жодного. Це вiдрiзняє такi нашу ситуацiю вiд звичайної теорiї

диференцiальних рiвняннь, в якiй такi рiвняння мають нескiнченно багато
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розв’язкiв.

Для диференцiальних рiвнянь питання iснування та кiлькостi розв’язкiв

у виглядi формальних степеневих рядiв з цiлими коефiцiєнтами вивчалось

у [3], де були сформованi достатнi умови iснування та єдиностi розв’язку

в кiльцi формальних степеневих рядiв з коефiцiентами з цiльця нормува-

ння неархiмедового поля. Також у [4] та [6, §4] розглядалось застосування

операторного рiвняння першого порядку з оператором зсуву, для узагаль-

нення пошуку розв’язкiв для деяких рiзницевих та диференцiйних рiвнянь

першого порядку над кiльцями цiлих чисел.

В цiй роботi узагальнюються цi результати для операторних рiвнянь

вищих порядкiв з цiлими коефiцiєнтами.

В роздiлi 1 розглядаємо операторне рiвняння в кiльцi формальних сте-

пеневих рядiв з цiлими коефiцiєнтами Z[[x]], та пояснюємо його зв’язок

з лiнiйними неоднорiдними диференцiальними та лiнiйними рiзницевими

рiвняннями. У роздiлi 2 застосовуємо схему У.Броджi для знаходженя

розв’язку цього рiвняння у виглядi формального степеневого ряду, коли

формальний степеневий ряд f(x) є полiномом. У роздiлi 3 для знаходження

розв’язку, коли формальний степеневий ряд f(x) не є полiномом, розгляда-

ється q̄-адична топологiя, над кiльцем цiлих чисел формулюються теореми

про iснування та єдинiсть розв’язку та наводяться приклади.



Роздiл 1

Постановка задачi

Постановка задачi аналогiчнa до такої в [6, §4], [6].

Нехай q = (q1, q2, q3, ...) - послiдовнiсть додатнiх цiлих чисел, для яких

виконуються такi умови:

1. нескiнченна кiлькiсть qi бiльше за 1

2. для кожного простого p, або жоден з qi не дiлиться на p або iснує

нескiнченна кiлькiсть qi, що дiляться на p

Розглянемо оператор A на кiльцi формальних степеневих рядiв з цiлими

коефiцiєнтами. Це буде оператор зсуву з вагою q

A(w0 + w1x+ w2x
2 + ...) = q1w1 + q2w2x+ q3w3x

2 + ....

Розглянемо рiвняння

am(A
mw)(x) + am−1(A

m−1w)(x) + ...+ a1Aw(x) + a0w(x) = f(x), (1.1)

де ai ∈ Z, f(x) = f0 + f1x + f2x
2 + ... ∈ Z[[x]] - формальний степеневий

ряд з цiлими коефiцiентами, fi - вiдомi цiлi числа.

Побачимо, що якщо q = (1, 2, 3, 4, 5, 6...), для якого обидвi умови на q

виконуються, оператор A є оператором диференцiювання

A(a0 + a1x+ a2x
2 + ...) = a1 + 2a2x+ 3a3x

2 + ...
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тодi рiвняння (1.1) буде мати вигляд

amw
(m)(x) + am−1w

(m−1)(x) + ...+ a1w
′
(x) + a0w(x) = f(x),

i буде звичайним лiнiйним неоднорiдним дiференцiальним рiвнянням зi ста-

лими коефiцiєнтами.

Для q = (d, d, d, d, d, d...), d ̸= 1 умови на послiдовнiсть також викону-

ються. У такому випадку рiвняння (1.1) породить рiзницеве рiвняння

amd
mwn+m+am−1d

m−1wn+m−1+ ...+a1d
mwn+1+a0wn = fn, n = 0, 1, 2, 3, ... .

Таким чином деякi лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi рiвняння та не-

явнi лiнiйнi рiзнецевi будуть частковими випадками рiвняння (1.1). Будемо

шукати розв’язки w у кiльцi формальних степеневих рядiв з цiлими кое-

фiцiєнтами.

У роздiлi 2 буде описаний спосiб пошуку формального розв’язку, який

явно знаходиться у випадку, коли f(x) полiном, а в iншому випадку iснува-

ння розв’язку буде дослiджуватись у роздiлi 3. Для дослiдження випадку,

коли f(x) не полiном, ми введемо повне кiльце цiлих q̄-адичних чисел Zq̄

з неархiмедовою метрикою. Це кiльце буде мати пiдкiльце, iзоморфне до

кiльця цiлих чисел Z. Тодi будуть доведенi двi теореми про достатнiсть та

єдинiсть розв’язку у виглядi формального степеневого ряду з коефiцiен-

тами з кiльця q̄-адичних цiлих чисел Zq̄, та продемонстровано, що за цих

умов формальний розв’язок знайдений у роздiлi 2 буде єдиним можливим

розв’язком для поставленої задачi.



Роздiл 2

Пошук розв’зкiв

Для пошуку розв’язку рiвняння (1.1) у виглядi формального степеневого

ряду застосуємо схему, яку використовував У.Броджi [2, §5, 22.1].

Нехай спочатку f(x) – полiном з цiлими коефiцiєнтами.

Розглянемо P (s) = ams
m+am−1s

m−1+ ...+a0, тодi рiвняння (1.1) можна

записати у виглядi

P (A)w = f,

де P (A) - це оператор. Тодi формально розв’язок дорiвнюватиме

w = (P (A))−1f. (2.1)

Так як P (s) полiном, то можна знайти формальний степеневий ряд, обер-

нений до нього, коефiцiєнти ci якого знаходяться з такої рiвностi

(ams
m + am−1s

m−1 + ...+ a0)
−1 = c0 + c1s+ c2s

2 + ...,

тобто

(ams
m + am−1s

m−1 + ...+ a0)(c0 + c1s+ c2s
2 + ...) = 1.

Розкриваючи дужки та прирiвнючi коефiцiєнти при xn отримаємо систему
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лiнiйних рiвнянь 

a0c0 = 1

a0c1 + a1c0 = 0

a0c2 + a1c1 + a2c0 = 0

...

a0cm + a1cm−1 + ...+ amc0 = 0

a0cm+1 + a1cm + ...+ amc1 = 0

...

. (2.2)

Якщо a0 оборотний, то з системи (2.2) можна єдиним чином знайти коефi-

цiєнти ci 

c0 = a−1
0

c1 = a−1
0 (−a1c0)

c2 = a−1
0 (−a1c1 − a2c0)

...

.

Отримуємо

(P (A))−1 = c0 + c1A+ c2A
2 + ...,

тодi з (2.1) маємо розв’язок

w = (P (A))−1f = c0f + c1Af + c2A
2f + ... . (2.3)

Оскiльки f(x) = f0+f1x+f2x
2+ ...+fkx

k полiном, то доданки у розв’язку
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(2.3) виглядають так:

c0f = c0f0 + c0f1x+ c0f2x
2 + ...

c1Af = c1q1f1 + c1q2f2x+ c1q3f3x
2 + ...

c2A
2f = c2q1q2f2 + c2q2q3f3x+ c2q3q4f3x

2 + ...

...

Ak+1f = Ak+2f = ... = 0.

Тодi, якщо

w(x) = w0 + w1x+ w2x
2 + ...

для коефiцiєнтiв wn при xn отримуємо

wn = c0fn +
k−n∑
i=1

ciqn+1...qn+ifn+i. (2.4)

Якщо f(x) полiном, то формальний степеневий ряд w(x) з коефiцiєнтами

wn буде розв’язком рiвняння (1.1), також вiн буде єдиним розв’язком цього

рiвняння у цiлих числах (див Теорему 3.9). Якщо тепер застосувати схему

Броджi, коли формальний степеневий ряд f(x) не полiном, то формально

отримуємо такий вид коефiцiєнтiв

wn = c0fn +
∞∑
i=1

ciqn+1...qn+ifn+i. (2.5)

Ряд у цьому рiвняннi є сумою цiлих чисел, вiн, взагалi кажучи не є збiжним.

Цей випадок розглядатиметься у наступному роздiлi.



Роздiл 3

Випадок нефiнiтної неоднорiдностi

Для випадку, коли формальний степеневий ряд f(x) не є полiномом,

пропонується ввести топологiю, для якої ряд у рiвняннi (2.5) коефiцiєнтiв

формального степеневого ряду w(x) буде збiгатись. Розглянемо топологiю,

описану в [1, §2, 10].

Розглянемо таку послiдовнiсть q̄ = (q1, q2, ...) - це буде послiдовнiсть q

з виключенням усiх qi = 1 (наприклад для q = (3, 1, 2, 5, 1, 12, 6, ...) отри-

маємо q̄ = (3, 2, 5, 12, 6...)). Помiтимо, що для q̄ досi виконуються тi самi

умови, що i для послiдовнiсть q, а саме:

1. нескiнченна кiлькiсть q̄i бiльше за 1;

2. для кожного простого p, або жодна q̄i не дiлиться на p або iснує не-

скiнченна кiлькiсть q̄i, що дiляться на p.

Тодi кожне додатне цiле число z можна однозначно записати як

z = z1 + q1z2 + q1q2z3 + ...+ q1...qkzk,

де zi остатки при послiдновному дiленнi на елементи q̄ = (q1, q2, q3, ...). Для

додатних цiлих чисел цей процес буде скiнченним, адже qi > 1 i значить,

частка буде спадати. Тодi z можна представити як скiнченну послiдовнiсть

(z1, z2, ..., zk), де zi ∈ {0, 1, ...., qi − 1}. Позначимо множину усiх послiдов-

ностей виду (z1, z2, ..., zk, ...), де zi ∈ {0, 1, ...., qi − 1}, як ∆q̄.

Означення 3.1. [1, §2, 10.2] Розглядаємо множину нескiнчених в обидвi

12
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сторони послiдовностей (.., z−n, ..., z−1, z0, z1, z2, ...), позначимо її Ωq̄. Мно-

жина ∆q̄ буде пiдмножиною Ωq̄, оскiльки можна продовжити усi послiдов-

ностi (z1, z2, z3...) до (.., z−n, ..., z−1, z0, z1, z2, ...) так, що zi = 0 для i ≤ 0.

Означення 3.2. На множинi нескiнченних послiдовностей Ωq̄ та ∆q̄ мо-

жна перенести операцiї додавання та множення (див. [1, §2, 10.2, 10.7,

10.8]). Множина нескiнченних в обидвi сторони послiдовностей Ωq̄ з опера-

цiєю додавання i множення називається q̄-адичними числами, а множина

∆q̄ з операцiєю додавання i множення - цiлими q̄-адичними числами.

Теорема 3.3. ( [1, §2, 10]) Вiдносно операцiї додавання та множення ∆q̄

буде кiльцем та матиме пiдкiльце, iзоморфне кiльцю Z.

Означення 3.4. ( [1, §2, 10.4]) Для елементiв m ̸= n ∈ Ωq̄ позначимо

δ(n,m) = 2−t, де t - найменше число таке, що mt ̸= nt та δ(m,m) = 0

Теорема 3.5. ( [1, §2, 10.5]) Функцiя δ є метрикою та породжує то-

пологiю на ∆q̄. Ця метрика δ є неархiмедовою, тобто задовольняє такiй

нерiвностi:

δ(m+ n, 0) ≤ max(δ(m, 0), δ(n, 0)),

вiдповiдно ця метрика породжує неархiмедове нормування |m|q̄ = δ(m, 0)

Твердження 3.6. ( [1, §2, 10]) Kiльце q̄-адичних чисел ∆q̄ є повним

Будемо надалi позначати повне кiльце ∆q̄ як Zq̄

Теорема 3.7. ( [7, 1.1.8, Proposition 1]) Для повного кiльця K з неархi-

медовою топологiєю σ, ряд
∞∑
i=1

xi збiгається за цiєю топологiєю тодi i тiльки

тодi, коли xi прямує до нуля при i → ∞ .

Лема 3.8. Нехай qnqn+1qn+2..qn+k, n ∈ N - добуток послiдовних елемен-

тiв з q̄. Тодi, при k → ∞ норма |qnqn+1qn+2..qn+k|q̄ прямує до нуля.
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Доведення. Нехай число qnqn+1qn+2..qn+k = x у Zq̄ представлене послi-

довнiстю (x1, x2, x3, ...), тобто x = x1+q1(x2+q2(x3+q4(...))). Те, що норма

|x|q̄ прямує до нуля, означає, що iндекс першого xi, який не дорiвнює нулю,

буде зростати з ростом k. Тобто, що добуток qnqn+1qn+2..qn+k буде дiлитись

на всю бiльшу i бiльшу кiлькiсть послiдовних qi починаючи з q1.

Покажемо, що iснує k таке, що добуток Sk = qnqn+1qn+2...qn+k дiлитьcя

на добуток Cn = q1q2q3...qn−1. Розглянемо Cn, нехай для якогось k добуток

Sk не дiлиться на Cn. Це значить, що iснує просте число p, що є дiльником

Cn, i добуток Sk не дiлиться на деяку степiнь p. Скористаємось умовою

(2) для q̄, яка гарантує, що iснує незлiчена кiлькiсть qi, що дiляться на p.

Тому, збiльшуючи k, ми обов’язково колись додамо до добутку Sk достатню

кiлькiсть елементiв qi, що дiляться на p. Отже, для достатньо великого k,

Sk буде дiлитись на достатню кiлькiсть p. Повторивши це для кожного

простого дiльника Cn, ми отримаємо таке kn, що Skn буде дiлитись на Cn.

Тобто отримали такий добуток Skn, який дiлиться на q1...qk+n.

Таким чином, для кожного натурального n iснує kn, що Skn =

qnqn+1qn+2...qn+kn дiлиться на q1, ..., qn+kn. А значить добуток Skn у Zq̄

буде мати щонайменше n + kn нулiв на початку послiдовностi. Очевидно

при збiльшенi kn у добуток Skn додасться qkn+1, що гарантує нуль на n +

kn+1-шiй позицiї. Отже, при зростаннi kn добуток Skn = qnqn+1qn+2...qn+kn

буде дiлитись на все бiльшу кiлькiсть послiдовних qi.

Також цiкаво зазначити, що у випадку, коли q̄ = (p, p, p, p, p...), де p -

просте число, Zq̄ буде кiльцем цiлих p-адичних чисел.

Теорема 3.9. Нехай a0 оборотне та ai ∈ Zq̄. Тодi рiвняння (1.1) має не

бiльше одного розв’язку у Zq̄[[x]].

Доведення. Для того, щоб показати, що рiвняння (1.1) має не бiльше
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одного розв’язку, достатньо показати, що однорiдне рiвняння

am(A
mv)(x) + am−1(A

m−1v)(x) + ...+ a1Av(x) + a0v(x) = 0 (3.1)

має тiльки тривiальний розв’язок. Нехай v(x) = v0 + v1x + v2x
2 + ... -

розв’язок рiвняння (3.1). Тодi маємо

a0v = a0v0 + a0v1x+ a0f2x
2 + ...

a1Av = a1q1v1 + a1q2v2x+ a1q3v3x
2 + ...

a2A
2v = a2q1q2v2 + a2q2q3v3x+ a2q3q4v3x

2 + ...

...

Якщо перенести у рiвняннi (3.1) va0 у iншу частину та прирiвняти коефi-

цiєнти при xn злiва та справа отримаємо наступну систему:

−a0v0 =
m∑
i=1

aiq1...qivi

−a0v1 =
m∑
i=1

aiq2...qi+1vi+1

−a0v2 =
m∑
i=1

aiq3...qi+2vi+2

...

Тобто,

vn = −a−1
0

m∑
i=1

aiqn+1...qn+ivn+i. (3.2)

Розглянемо v0, пiдставивши n = 0 у (3.2)

v0 = −a−1
0

m∑
i1=1

ai1q1...qi1vi1.
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Застосовувавши (3.2) для кожного vi1 отримаємо

v0 = −a−1
0

m∑
i1=1

ai1q1...qi1vi1 =

= (−1)2a0

m∑
i1=1

ai1q1...qi1

m∑
i2=1

ai2qi1+1...qi1+i2vi1+i2 =

= (−1)2a0

m∑
i1=1

m∑
i2=1

ai1ai2q1...qi1qi1+1...qi1+i2vi1+i2 =

= (−1)2a0

m∑
i1=1,i2=1

ai1ai2q1...qi1+i2vi1+i2 = ...

= (−1)ka
(−1)k

0

m∑
i1=1,i2=1,...,ik=1

ai1ai2..aikq1...qi1+i2+...+ikvi1+i2+...+ik

Порахуємо норму v0. Так як метрика неархiмедова, то

|v0|q̄ ≤ max
i1,i2,...,ik

(|ai1ai2..aikq1...qi1+i2+...+ikvi1+i2+...+ik|q̄)

Оскiльки ai1ai2..aikvi1+i2+...+ik цiле, то |ai1ai2..aikvi1+i2+...+ik|q̄ < 1. За Лемою

3.8 норма добутка q1...qi1+i2+...+ik прямує до нуля. Отримаємо, що права

частина з ростом k прямує до 0. Але |v0|q̄ не залежить вiд k, значить v0 = 0.

Аналогiчно випливає, що i всi iншi vn = 0, так як для них цей добуток буде

мати вигляд q1+n...qn+i1+i2+...+ik , для якого норма теж за Лемою 3.8 прямує

до нуля. Отже ми показали, що знайдений розв’язок тривiальний.

Теорема 3.10. Нехай a0 оборотний та ai ∈ Zq̄. Тодi формальний сте-

пеневий ряд w(x) з коефiцiєнтами (2.5) буде єдиним розв’язком рiвняння

(1.1) у Zq̄[[x]].

Доведення. З Теореми 3.9 випливає, що розв’язкiв не бiльше одного. По-

кажемо, що формальний степеневий ряд w(x) з коефiцiєнтами (2.5) iснує,
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тобто що ряди у коефiцiєнтах (2.5)

∞∑
i=1

ciqn+1...qn+ifn+i

збiгаються в Zq̄. Дiйсно, скористаємось Теоремою 3.7, тодi достатньо пере-

вiрити, що ciqn+1...qn+ifn+i прямує до 0 при i → ∞. Тобто, що

∀ε > 0 ∃i > 0 : ∀j ≥ i |ciqn+1...qn+ifn+i|q̄ < ε.

За Лемою 3.8 |qn+1...qn+i|q̄ прямує до нуля, а значить ми зможемо пiдiбрати

таке i, щоб |qn+1...qn+i|q̄ < ε. Позаяк cifn+i цiле число, тобто |cifn+i|q̄ ≤ 1,

а значить виконується нерiвнiсть

|ciqn+1...qn+ifn+i|q̄ ≤ |cifn+i|q̄|qn+1...qn+i|q̄ < ε

Значить ряди збiгаються в Zq̄, а значить степеневий ряд

w(x) = w0 + w1x+ w2x
2 + ...,

де wi це коефiцiенти, отриманi з рiвняння (2.5), буде розв’язком рiвняння

(1.1) в Zq̄[[x]] .

Наслiдок 3.11. Якщо у рiвняннi (1.1) ai ∈ Z та a0 оборотний, то оскiль-

ки Z ⊂ Zq̄, рiвняння (1.1) має не бiльше одного розв’язку в Z[[x]].

Наслiдок 3.12. Для випадку, коли q = (1, 2, 3, 4, 5...), тобто коли рiв-

няння (1.1) стає диференцiальним рiвнянням

amw
(m)(x) + am−1w

(m−1)(x) + ...+ a1w
′
(x) + a0w(x) = f(x).

Отримаємо єдиний розв’язок w(x) у виглядi формального степеневого ряду



18

з коефiцiєнтами

wn = c0fn +
∞∑
i=1

ci
(n+ i+ 1)!

(n+ 1)!
fn+i,

Доведемо лему, яка узагальнює лему у [4, §5,5.8].

Лема 3.13. Нехай усi простi дiльники елементiв q̄ = (q1, q2, ....) це p̄ =

{p1, p2, p3, ...}, тодi для цiлого числа s та послiдовностi цiлих чисел t = (tn),

наступнi два твердження еквiвалентнi:

1. tn → s ∈ Z в кiльцi цiлих q̄-адичних числах Zq̄

2. tn → s ∈ Z в кiльцi цiлих pi-адичних чисел Zpi, для усiх pi ∈ p̄

Доведення. Покажемо, що з (1) випливає (2). Розглянемо будь-яке pi.

З (1) випливає δ(tn, s) прямує до 0, тобто для любого k iснує таке nk, що

tn − s дiлитиметься на q1....qk для кожного n > nk. Тодi для кожного m

скориставшись другою властивiстю послiдовностi q̄, iснує km, що q1....qkm

дiлитиметься на pmi . Значить для кожного m iснує km, для km iснує nkm,

що tn− s дiлитеметься на q1....qkm, що дiлиться на pmi , для усiх n > nkm. Це

i означає, що tn → s в кiльцi цiлих pi-адичних чисел Zpi.

Покажемо, що з (2) випливає (1). Тодi для кожного pi виконується, що

для кожного m iснує ni
m, що tn − s дiлитиметься на pmi , для кожного n >

ni
m. Для кожного k добуток q1q2...qk = p

m1
k

1 p
m2

k
2 ...p

mi
k

i ... скiнченний. Тодi для

кожного mi
k iснує вiдповiдне nmi

k
, що tn − s дiлитиметься на p

mi
k

i , для ко-

жного n > nmi
k
. Позначимо максимальне з таких nmi

k
, як n̄k. Тодi tn − s

буде дiлитись на p
m1

k
1 p

m2
k

2 ...p
mi

k

i .. = q1q2...qk, для усiх n > n̄k. А це i значить,

що tn → s в кiльцi цiлих q̄-адичних числах Zq̄ при n → ∞.

Розглянемо таке рiзницеве рiвняння першого порядку зi змiнними кое-

фiцiєнтами

αn+1wn+1 + wn = fn, (3.3)
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де усi wn, fn, αn цiлi числа. Зазначимо, що рiвняння (1.1), при m = 1, ai =

1, q = (q1, q2, q3, q4, ...), де qi = αi, породить рiзницеве рiвняння (3.3). Нехай

p = {p1, p2, p3, ...} - множина усiх простих дiльникiв елементiв з q. Нехай

для послiдовностi (α1, α2, ...) виконуються наступнi умови:

1. нескiнченна кiлькiсть αi бiльше за 1;

2. для кожного простого p, або жодна αi не дiлиться на p або iснує не-

скiнченна кiлькiсть αi, що дiляться на p.

Тодi для неї теж можна застосувати схему Броджi, як у Роздiлi 2, i отри-

мати розв’язок у виглядi формального степеневого ряду з коефiцiєнтами з

кiльця цiлих q̄-адичних чисел w(x) = w0 + w1x+ w2x
2 + ..., де

wn = c0fn +
∞∑
i=1

ciαn+1...αn+ifn+i ∈ Zq̄, n = 0, 1, 2, ... .

За Наслiдком 3.11, якщо a0 оборотний в Zq̄, то формальний степеневий ряд

w(x) з коефiцiєнтами wn є розв’язок. За Лемою 3.13 , якщо a0 оборотний

в усiх кiльцях pi-адичних чисел Zpi, то можна перевiрити чи належить

розв’язок w(x) кiльцю формальних степеневих рядiв з цiлими коефiцiєн-

тами. Аналогiчно Теоремi 3.9, рiвняння (1.1) буде мати не бiльше одного

розв’язку у Zpi, для кожного pi. Тодi, якщо для кожного pi ∈ p, ряди
∞∑
i=1

ciαn+1...αn+ifn+i ∈ Zq̄ = wn − 0fn дорiвнюють одному i тому самому

цiлому числу sn ∈ Z у Zpi, для кожного n = 0, 1, 2..., то формальний сте-

пеневий ряд w(x) з коефiцiєнтами wn = sn+ c0fn буде єдиним розв’язком в

Zq̄, оскiльки c0, fn, sn ∈ Z. А значить отримаємо розв’язок рiвняння (1.1)

w(x) ∈ Z[[x]].

Приклад 3.14. Нехай αn = 2 для парних n, а αn = 3 для непарних n,
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тобто
3w1 + w0 = f0

2w2 + w1 = f1

3w3 + w2 = f2

...

.

Тодi рiвняння (1.1) при m = 1, ai = 1, q = (3, 2, 3, 2, 3, 2, 3...), якщо w(x) =

w0 + w1x+ w2x
2 + ..., буде мати вигляд

Aw(x) + w(x) = f(x),

а саме

3w1x+ 2w2x
2 + 3w3x

3 + ...+ w0 + w1x+ w2x
2 + ... = f0 + f1x+ f2x

2 + ...,

i породить рiзницеве рiвняння (3.3) з αn, описаними вище. Тодi до такого

вигляду рiвняння можна застосувати схему Броджi, як це було зроблено

у Роздiлi 2. P (s) = a1s + a0, тодi, якщо (P (s)−1) = c0 + c1x + c2x
2 + ...

отримуємо формули для коефiцiєнтiв ci

c0a0 = 1

c1a0 + c0a1 = 0

c2a0 + c1a1 = 0

c3a0 + c2a1 = 0

...

cna0 + cn−1a1 = 0

...

,



21

пiдставивши ai = 1 знайдемо ci

c0 = 1

c1 = −c0 = −1

c2 = −c1 = 1

c3 = −c2 = −1

...

cn = −cn−1 = (−1)n

...

.

Тодi (P (s))−1 = 1− x+ x2 − x3 + .... Тодi розв’язок (2.3) перетвориться на

w(x) = f(x)− (Af)(x) + (A2f)(x)− ... .

А значить коефiцiєнти (2.5) матимуть вигляд

wn = fn +
∞∑
i=1

(−1)ifn+i2
k3l, (3.4)

де k це кiлькiсть парних чисел на промiжку [n+1,n+i], а l це кiлькiсть

непарних. Очевидно, що ряд
∞∑
i=1

(−1)ifn+i2
k3l, збiжний в Z2 та Z3. Тодi мо-

жна застосувати Лему 3.13, щоб перевiрити iснування розв’язкiв у виглядi

формального степеневого ряду з цiлими коефiцiєнтами. Для цього потрi-

бно перевiрити, що для усiх n = 0, 1, 2, 3... ряд
∞∑
i=1

(−1)ifn+i2
k3l = wn −

fn дорiвнює числу sn ∈ Z у Z2, та дорiвнює тому самому числу sn ∈ Z

у Z3. Оскiльки sn, fn ∈ Z, то fn + sn = wn ∈ Z. А значить формальний

степеневий ряд w(x) з коефiцiєнтами wn є єдиним розв’язком у Z.

Зазначимо, що в цьому випадку можна розглянути окремо. Оскiльки всi

wn збiгаються в Z2, то w(x) є розв’язком (1.1) в Z2. Так само, оскiльки всi
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wn збiгаються в Z3, то w(x) є розв’язком (1.1) в Z3. Якщо в Z2 суми ряду

(3.4) цiлi, то цi wn є цiлими коефiцiєнтами розв’язку рiвняння (1.1). Тодi

в Z3 ряди (3.4) також збiгаються саме до цього розв’язку. Отже, в такому

випадку, якщо всi wn є цiлими в Z2, то в Z3 вони також є тими самими

цiлими числами. I навпаки.



Висновки

У цiй роботi дослiджується iснування розв’язкiв рiвняння

am(A
mw)(x) + am−1(A

m−1w)(x) + ...+ a1Aw(x) + a0w(x) = f(x)

з узагальненим оператором зсуву на кiльцi формальних степеневих рядiв

вищих степенiв з цiлими коефiцiєнтами. Було розглянуто кiльце q̄-адичних

цiлих чисел, яке є поповненням кiльця цiлих чисел за неархiмедовою то-

пологiєю, та доведенi достатнi умови iснування та єдиностi розв’язкiв з

коефiцiєнтами на кiльцi q̄-адичних цiлих чисел. У результатi ми отрима-

ли, що на кiльцi q̄-адичних цiлих чисел розв’язок завжди iснує та знайшли

його. Коефiцiєнти знайденого розв’язку не завжди належать кiльцю цiлих

чисел. У подальшому можна розглядати, за яких умов описаний розв’язок

буде мати цiлi коефiцiєнти.
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