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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. У 1961 роцi Бiшоп та Фелпс довели, що у будь-якому
банаховому просторi множина функцiоналiв, що досягають норми, є щiльною у
спряженому просторi. Болобаш поглибив цей результат, показавши, що можна
наближувати пару – функцiонал та вектор, на якому майже досягається норма –
функцiоналом та вектором, на якому норма досягається. Цей факт має численнi
застосування, наприклад, у вивченнi чисельного рангу операторiв.

Лiнденштраус розпочав вивчення властивостi Бiшопа-Фелпса для операторiв,
що дiють мiж двома банаховими просторами. Вiн показав, що результат Бiшопа-
Фелпса не можна перенести на векторозначний випадок, навiвши приклад, коли
множина операторiв, що досягають норми, не є щiльною у просторi всiх лiнiй-
них неперервних операторiв, що дiють мiж двома банаховими просторами. Далi
численнi дослiдження внесли яснiсть, для яких банахових просторiв множина
операторiв, що досягають норми, є щiльною.

Дана дисертацiйна робота присвячена властивостi Бiшопа-Фелпса-Болобаша
для функцiоналiв, операторiв та лiпшицевих функцiй. Ця властивiсть для лiнiй-
них операторiв була вперше введена у 2008 роцi у роботi Акости, Арона, Гарсiї
та Маестре “Теорема Бiшопа-Фелпса-Болобаша для операторiв”. Ця властивiсть
гарантує, що оператор та точку, на якiй майже досягається норма, можна апрок-
симувати вiдповiдно оператором та точкою, на якiй норма в точностi досягаєть-
ся, при чому наближення є тим краще, чим ближче було значення даного опе-
ратора на данiй точцi до норми. Подальшi дослiдження цiєї властивостi для
рiзних просторiв активно проводились протягом останнiх рокiв. Дослiдження
щодо найкращої можливої оцiнки наближення у властивостi Бiшопа-Фелпса-
Болобаша для операторiв ранiше не велись, тому їх проведення є актуальним.

У 2011 роцi у роботi Арона, Каскалеса та Кожушкiної було показано, що
простiр 𝐶(𝐾) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для асплундових опе-
раторiв. Це стало першим прикладом, коли пара (𝑐0, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-
Фелпса-Болобаша та простiр 𝑌 є нескiнченновимiрним. У 2013 Каскалес, Кадець
та Гуiрао поширили цей результат на рiвномiрнi алгебри 𝐴 ⊂ 𝐶(𝐾).

У 2014 роцi у статтi “Модулi Бiшопа-Фелпса-Болобаша банахового просто-
ру” Чiки, Кадеця, Мартiна, Морено-Пулiдо та Рамбли-Барено були введенi два
модулi, що показували найкращу можливу оцiнку у властивостi Бiшопа-Фелпса-
Болобаша для функцiоналiв у даному просторi. У цiй роботi також був вияв-
ленiй цiкавий зв’язок мiж цiєю характеристикою та геометричними властиво-
стями банахового простору. А саме, якщо банаховий простiр має максимальний
(тобто найгiрший можливий) модуль Бiшопа-Фелпса-Болобаша, то цей простiр

мiстить майже iзометричнi копiї простору ℓ
(2)
1 . Таким чином, актуальним пи-

танням залишилось, яку покращену оцiнку для модуля можна отримати для
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просторiв, якi не мiстять майже iзометричних копiй простору ℓ
(2)
1 (такi просто-

ри називаються рiвномiрно неквадратними).
Ще одним актуальним питанням є поширення теореми Бiшопа-Фелпса та

Бiшопа-Фелпса-Болобаша на нелiнiйнi лiпшицевi функцiї, якi дiють з банахово-
го простору 𝑋 в R. Лiпшицевi функцiї є важливим об’єктом у математичному
аналiзi. Вiдомо, що деякi важливi результати для лiнiйних неперервних функ-
цiоналiв можуть бути доведенi для лiпшицевих функцiй. Наприклад, ще у 1934
роцi Макшейн довiв теорему про продовження лiпшицевої функцiї з замкненої
множини на весь простiр зi збереженням лiпшицевої константи, що є аналогом
класичного результату про продовження лiнiйного неперервного функцiоналу
зi збереженням норми.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дисертацiйну роботу виконано на кафедрi фундаментальної математики фа-
культету математики та iнформатики Харкiвського нацiонального унiверситету
iменi В. Н. Каразiна у вiдповiдностi до тематики прiоритетних дослiджень ка-
федри та в рамках державної науково-дослiдної роботи за темою «Оператори в
банахових, гiльбертових, функцiональних просторах та квазiкриштали Фур’є»
(номер державної реєстрацiї: 0118U002036).

Мета i завдання дослiдження.Метою дисертацiйної роботи є отримання
аналогiв теореми Бiшопа-Фелпса-Болобаша для рiзних випадкiв та одержання
найкращих можливих оцiнок наближення, що виникає у цих теоремах.

Завдання дослiдження:

– встановити зв’язок мiж параметром рiвномiрної неквадратностi банахово-
го простору (параметром, який показує наскiльки двовимiрнi пiдпростори

вiддаленi вiд ℓ
(2)
1 ) та сферичним модулем Бiшопа-Фелпса-Болобаша;

– довести аналог теореми Бiшопа-Фелпса-Болобаша для лiпшицевих функ-
цiй;

– поширити результат статтi Каскалеса, Кадеця та Гуiрао “Теорема Бiшопа-
Фелпса-Болобаша для рiвномiрних алгебр” на бiльш широкий клас про-
сторiв 𝑌 , якi не є рiвномiрними алгебрами;

– ввести поняття модулiв Бiшопа-Фелпса-Болобаша для операторiв та от-
римати оцiнки для цих модулiв у випадку, коли оператор дiє у простiр з
властивiстю 𝛽.

Об’єкт дослiдження – нескiнченновимiрнi банаховi простори, лiнiйнi непе-
рервнi функцiонали, лiнiйнi неперервнi оператори, лiпшицевi функцiї.

Предметом дослiдження служать властивостi банахових просторiв, пов’язанi
з властивiстю Бiшопа-Фелпса-Болобаша.
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Методи дослiдження. Для отримання результатiв дисертацiйної робо-
ти використовуються загальнi методи функцiонального аналiзу, теорiї функ-
цiй дiйсної та комплексної змiнної i геометрiї банахових просторiв у поєднаннi
з методами розробленими такими математиками, як Кадець В., Каскалес Б.,
Гуiрао А., Мартiн М. та iнших. Для отримання результатiв роздiлу два ми ви-
користовуємо властивостi рiвномiрно неквадратних просторiв, якi були введенi
Джеймсом. Результати третього роздiлу отриманi за допомогою технiки вiльних
лiпшицевих просторiв. У роздiлi чотири ми користуємось концепцiєю асплун-
дових просторiв. Результати роздiлу п’ять отриманi з використанням технiки,
розробленої у роботi Акости М., Арона Р., Гарсiї Д. та Маестре М. "The Bishop-
Phelps-Bollobás theorem for operators".

Наукова новизна одержаних результатiв. У роботi дослiджений зв’язок
мiж параметром рiвномiрної неквадратностi банахового простору та сферич-
ним модулем Бiшопа-Фелпса-Болобаша. Також вперше введено поняття моди-
фiкованого модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша, отримана його оцiнка зверху для
всiх банахових просторiв, та показано, що ця оцiнка не може бути покращена
у деяких рiвномiрно неквадратних просторах. В роботi вперше розглядається
поняття досягнення норми для лiпшицевої функцiї у строгому сенсi та досяг-
нення норми за напрямком з точки зору узагальнень теорем Бiшопа-Фелпса та
Бiшопа-Фелпса-Болобаша. Введене поняття модулiв Бiшопа-Фелпса-Болобаша
для операторiв та дослiдженi оцiнки цих модулiв для деяких випадкiв. Зокрема,
отриманi такi результати.

– Отримана оцiнка зверху для сферичного модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша
через параметр рiвномiрної неквадратностi.

– Доведено, що рiвномiрно опуклi простори мають властивiсть Бiшопа-Фелпса-
Болобаша для лiпшицевих функцiй.

– Введена нова властивiсть банахових просторiв – ACK структура, яка га-
рантує, що пара просторiв (𝑋, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша
для асплундових операторiв, якщо простiр 𝑌 має таку структуру. Пока-
зано, що клас просторiв зi структурою ACK включає в себе простори, що
є рiвномiрними алгебрами, але не вичерпується тiльки ними.

– Отримана оцiнка зверху для модулiв Бiшопа-Фелпса-Болобаша для опе-
раторiв, що дiють з простору 𝑋 у простiр 𝑌 у випадку, коли простiр 𝑌
має властивiсть 𝛽 та дослiджена точнiсть цiєї оцiнки.

Практичне значення отриманих результатiв. Робота має теоретичний
характер. Отриманi результати поглиблюють наше уявлення про банаховi про-
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стори i можуть бути використанi в теорiї банахових просторiв, теорiї операторiв
i iнших роздiлах математики.

Особистий внесок здобувача. Постановки задач належать науковому
керiвниковi. Всi результати дисертацiї отриманi авторкою самостiйно. Зi статей,
якi опублiкованi у спiвавторствi, у дисертацiю включенi лише тi результати, якi
належать авторцi. А саме: робота [1] написана без спiвавторiв, роботи [2] та [3]
написанi у спiвавторствi з науковим керiвником, йому належить постановка за-
дачi та загальний план дослiдження. У роботi [4] результати автора мiстяться
у роздiлi 3, а саме Proposition 3.1, Proposition 3.2, Theorem 3.3, Lemma 3.5. У
роботi [5] автору належить Lemma 4.1, Lemma 4.4, Theorem 5.3. У роботi [6]
особистий внесок здобувача - це Lemma 2.9, Theorem 3.4, Theorem 4.5, Theorem
4.9, Theorem 4.11. Результати, що належать спiвавторам та iншим математикам,
згадуються за необхiднiстю для повноти викладу та супроводжуються вiдповiд-
ними посиланнями.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiдалися
й обговорювалися на:

1. IX Мiждународнiй конференцiї молодих вчених “Сучаснi проблеми та її
застосування в природничих науках та iнформацiйних технологiях”, Хар-
кiв, 2014 р. (Форма участi у конференцiї: очна.)

2. II Мiжнароднiй конференцiї “Аналiз та математична фiзика”, Харкiв, 2014 р.
(Форма участi у конференцiї: очна.)

3. III Мiжнароднiй конференцiї “Аналiз та математична фiзика”, Харкiв, 2015 р.
(Форма участi у конференцiї: очна.)

4. Cеминарi по банаховим просторам з нагоди 60-рiччя Рафаеля Пайа у Са-
лобренiї (Iспанiя), 2015. (Форма участi у конференцiї: доповiдь спiвавтора
Кадеця В. М.)

5. Мiжнароднiй науковiй конференцiї, присвяченiй 120-рiччю з дня народ-
ження С. Банаха, Львiв, 2017 р. (Форма участi у конференцiї: очна)

6. Семiнарi з функцiонального аналiзу у Мурсiї (Iспанiя), 2016.

7. Семiнарi з функцiонального аналiзу у Гранадi (Iспанiя), 2017.

Публiкацiї. Результати дисертацiї знайшли вiдображення в 11 наукових
публiкацiях, в тому числi в 6 статтях [1 - 6] у спецiалiзованих журналах, з яких
одна написана без спiвавторiв, i в тезах виступiв [7-11] на 5 конференцiях.
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Структура та обсяг дисертацiї.Дисертацiя складається з анотацiї, змiсту,
перелiку умовних позначень, вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв до дисертацiї i
списку використаних джерел. Повний обсяг роботи – 149 сторiнки. Обсяг основ-
ної частини дисертацiї – 116 сторiнок. Роздiл 1, присвячений огляду лiтератури,
займає 22 сторiнки.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть дослiджуваної проблеми, наведено
зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Сформульовано ме-
ту, задачi та методи дослiдження. Визначено наукову новизну i значення отри-
маних результатiв. Надано вiдомостi про публiкацiї, особистий внесок здобувача
та апробацiю результатiв дисертацiї.

Перший роздiл присвячений огляду та аналiзу лiтератури. Вiдправною
точкою нашого дослiдження є той факт, що множина функцiоналiв, що досяга-
ють норми, є щiльною у спряженому просторi. Пiд час огляду лiтератури було
визначено мету роботи та важливi вiдкритi проблеми у цiй галузi. Результати
дисертацiйної роботи наводяться в роздiлах 2–5.

Другий роздiл присвячений вивченню зв’язку мiж параметром рiвномiр-
ної неквадратностi та сферичним модулем Бiшопа-Фелпса-Болобаша Φ𝑆

𝑋(𝜀). Ми
використовуємо такi позначення:

Π(𝑋) :=
{︀

(𝑥, 𝑥*) ∈ 𝑋 ×𝑋* : ‖𝑥‖ = ‖𝑥*‖ = 𝑥*(𝑥) = 1
}︀
.

Π𝜀(𝑋) = {(𝑥, 𝑥*) ∈ 𝑋 ×𝑋* : ‖𝑥‖ = ‖𝑥*‖ = 1, 𝑥*(𝑥) > 1 − 𝜀}.
Означення 1.9. Нехай 𝑋 – банаховий простiр. Модулем Бiшопа-Фелпса-Боло-

баша простору𝑋 називається функцiя Φ𝑋 : (0, 2) → R+ така, що для 𝜀 ∈ (0, 2),
Φ𝑋(𝜀) – це iнфiмум тих 𝛿 > 0, що для будь-якої пари (𝑥, 𝑥*) ∈ 𝐵𝑋 × 𝐵𝑋* з
𝑥*(𝑥) > 1 − 𝜀, iснує пара (𝑦, 𝑦*) ∈ Π(𝑋) з ‖𝑥 − 𝑦‖ < 𝛿 та ‖𝑥* − 𝑦*‖ < 𝛿.
Пiдставляючи (𝑥, 𝑥*) ∈ 𝑆𝑋 × 𝑆𝑋* замiсть (𝑥, 𝑥*) ∈ 𝐵𝑋 × 𝐵𝑋* ми отримуємо
означення сферичного модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша Φ𝑆

𝑋(𝜀).
Вiдомо, що Φ𝑆

𝑋(𝜀) 6 Φ𝑋 6
√

2𝜀 для всiх 𝜀 ∈ (0, 2). Ця оцiнка не може бути

покращена у ℓ
(2)
1 – двовимiрному просторi з нормою ‖(𝑥1, 𝑥2)‖ = |𝑥1|+|𝑥2|. Бiльш

того, було доведено, що якщо у просторi 𝑋 оцiнка для модуля Бiшопа-Фелпса-
Болобаша для деякого 𝜀 ∈ (0, 1/2) не може бути покращена, тодi 𝑋 мiстить у

собi майже iзометричнi копiї ℓ
(2)
1 .

Простори, що не мiстять майже iзометричних копiй ℓ
(2)
1 , були вперше розг-

лянутi Джеймсом.
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Означення 1.11. Банаховий простiр 𝑋 називається рiвномiрно неквадрат-
ним, якщо iснує 𝛼 > 0 таке, що

1

2
(‖𝑥 + 𝑦‖ + ‖𝑥− 𝑦‖) 6 2 − 𝛼 для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 .

У Роздiлi 2 ми розглядаємо такий параметр рiвномiрної неквадратностi:

𝛼(𝑋) := 2 − sup
𝑥,𝑦∈𝐵𝑋

{︂
1

2
(‖𝑥 + 𝑦‖ + ‖𝑥− 𝑦‖)

}︂
.

Ми доводимо деякi властивостi цього параметру.
Твердження 2.2.Для будь-якого банахового простору𝑋 виконується нерiв-

нiсть 𝛼(𝑋) 6 2 −
√

2.
Твердження 2.4. Нехай 𝑋 – банаховий простiр розмiрностi не менше нiж

3 та 𝛼(𝑋) = 2 −
√

2. Тодi 𝑋 є гiльбертовим простором.
Твердження 2.5. Параметр рiвномiрної неквадратностi зберiгається при

переходi до спряженого простору, тобто 𝛼(𝑋) = 𝛼(𝑋*) для будь-якого банахо-
вого простору 𝑋.

Щоб довести оцiнку зверху для сферичного модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша
через параметр рiвномiрної неквадратностi ми доводимо такий результат:

Твердження 2.6. Нехай 𝑋 – банаховий простiр, 𝑘 ∈ (0, 1/2], 𝑟 ∈ (0, 𝑘),
𝑥 ∈ 𝑆𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑋/{0} такi, що

‖𝑥− 𝑦‖ 6 𝑘 та

⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑦

‖𝑦‖

⃦⃦⃦⃦
> 2𝑘 − 𝑟.

Тодi виконується наступна нерiвнiсть

𝛼(𝑋) 6
3𝑟

2𝑘

Пiсля цього ми доводимо наш основний результат.
Теорема 2.8. Нехай 𝑋 – банаховий простiр з 𝛼(𝑋) > 𝛼̃ > 0. Тодi

Φ𝑆
𝑋(𝜀) 6

√
2𝜀

√︂
1 − 1

3
𝛼̃ для 𝜀 ∈

(︂
0,

1

2
− 1

6
𝛼̃

)︂
та

Φ𝑆
𝑋(𝜀) 6 2𝜀 для 𝜀 ∈

(︂
1

2
− 1

6
𝛼̃,

1

2

)︂
.

Далi ми надаємо оцiнку знизу для модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша у конкрет-
ному рiвномiрно неквадратному просторi, щоб показати, що оцiнка отримана в
Теоремi 2.9 не може бути суттєво покращена.
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Теорема 2.11. Для будь-якого 𝛼 ∈ [0, 1/2] iснує банаховий простiр 𝑋 з
𝛼(𝑋) = 𝛼 такий, що

Φ𝑆
𝑋(𝜀) >

√
2𝜀
√︀

1 − 𝛼(𝑋)

для всiх 𝜀 ∈ ]0, 1[.
Також ми навели приклад двовимiрних просторiв, якi мають однакове зна-

чення параметра рiвномiрної неквадратностi, але рiзне значення сферичного
модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша при маленьких значеннях 𝜀, що показує, що
модуль Бiшопа-Фелпса-Болобаша не можливо виразити через параметр рiвно-
мiрної неквадратностi.

У пiдроздiлi 2.3 ми працюємо з одною модифiкацiєю теореми Бiшопа-Фелпса-
Болобаша. Ми вводимо таке означення:

Означення 2.16. Модифiкований модуль Бiшопа-Фелпса-Болобаша – це
функцiя, яка визначається наступним чином:̃︀Φ𝑋(𝜀) = inf{𝛿 > 0 : для всiх (𝑥, 𝑥*) ∈ 𝐵𝑋 ×𝐵𝑋*, якщо 𝑥*(𝑥) > 1 − 𝜀,

то iснує пара (𝑦, 𝑦*) ∈ 𝑆𝑋 ×𝑋* така, що

|𝑦*(𝑦)| = ‖𝑦*‖, та max{‖𝑥− 𝑦‖, ‖𝑥* − 𝑦*‖} < 𝛿}.

Модифiкований сферичний модуль Бiшопа-Фелпса-Болобаша – це функцiя,
яка визначається наступним чином:̃︀Φ𝑆

𝑋(𝜀) = inf{𝛿 > 0 : для всiх (𝑥, 𝑥*) ∈ 𝑆𝑋 × 𝑆𝑋*, якщо 𝑥*(𝑥) > 1 − 𝜀,

то iснує пара (𝑦, 𝑦*) ∈ 𝑆𝑋 ×𝑋* така, що

|𝑦*(𝑦)| = ‖𝑦*‖, та max{‖𝑥− 𝑦‖, ‖𝑥* − 𝑦*‖} < 𝛿}.

Ключовим моментом для отримання точної оцiнки для модифiкованих модулiв
Бiшопа-Фелпса-Болобаша є наступна лема, яка є трошки удосконаленою версiєю
Леми Фелпса:

Лема 2.17. Нехай 𝑋 – банаховий простiр, 𝑥 ∈ 𝐵𝑋 , 𝑥
* ∈ 𝐵𝑋*, 𝜀 ∈ (0, 2) та

𝑥*(𝑥) > 1− 𝜀. Тодi для будь-якого 𝑘 ∈ (0, 1) iснують 𝑦* ∈ 𝑋* та 𝑧 ∈ 𝑆𝑋 такi, що

𝑦*(𝑧) = ‖𝑦*‖, ‖𝑥− 𝑧‖ <

1 − 1 − 𝜀

‖𝑥*‖
𝑘

, ‖𝑥* − 𝑦*‖ < 𝑘‖𝑥*‖.

Бiльш того, для будь-якого 𝑘 ∈ [𝜀/2, 1) iснують 𝑧* ∈ 𝑆𝑋* та 𝑧 ∈ 𝑆𝑋 такi, що

𝑧*(𝑧) = 1, ‖𝑥− 𝑧‖ <
𝜀

𝑘
, ‖𝑥* − 𝑧*‖ < 2𝑘.

Далi ми надаємо точну оцiнку для модифiкованих модулiв Бiшопа-Фелпса-
Болобаша.
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Теорема 2.19. Для будь-якого банахового простору 𝑋

̃︁Φ𝑆
𝑋(𝜀) 6 ̃︁Φ𝑋(𝜀) 6

√
𝜀

Також ми показуємо, що iснують рiвномiрно неквадратнi простори, у яких
оцiнка для модифiкованого модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша залишається точ-
ною:

Теорема 2.20. Нехай 𝜀 ∈ (0, 1), 𝛼 ∈ [0, 1/2]. Iснує такий рiвномiрно неквад-
ратний банаховий простiр 𝑋 з 𝛼(𝑋) = 𝛼 та iснує (𝑥, 𝑥*) ∈ Π𝜀(𝑋), що для
будь-якої пари (𝑦, 𝑦*) ∈ 𝑆𝑋 ×𝑋* з 𝑦*(𝑦) = ‖𝑦*‖ виконується нерiвнiсть
max{‖𝑥− 𝑦‖, ‖𝑥* − 𝑦*‖} >

√
𝜀. Iншими словами, ̃︁Φ𝑆

𝑋(𝜀) = ̃︁Φ𝑋(𝜀) =
√
𝜀.

У третьому роздiлi ми вивчаємо можливiсть поширити теорему Бiшопа-
Фелпса та теорему Бiшопа-Фелпса-Болобаша для нелiнiйних лiпшицевих функ-
цiй 𝑓 : 𝑋 → R. Нагадаємо, що банаховий простiр Lip0(𝑋) складається з функцiй
𝑓 : 𝑋 → R з 𝑓(0) = 0, якi задовольняють (глобально) умовi Лiпшица. Норма у
цьому просторi задається наступним чином:

‖𝑓‖ = sup

{︂
|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|

‖𝑥− 𝑦‖
: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦

}︂
.

По-перше, найбiльш природним визначенням досягнення норми для функцiї 𝑓 ∈
Lip0(𝑋) є наступне.

Означення 3.1.Функцiя 𝑓 ∈ Lip0(𝑋) досягає норми у строгому сенсi, якщо

iснують 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦 такi, що ‖𝑓‖ =
|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|

‖𝑥− 𝑦‖
. Пiдмножину тих функцiй

𝑓 ∈ Lip0(𝑋), що досягають норми у строгому сенсi, ми позначаємо SA(𝑋).
На жаль, у сенсi теореми Бiшопа-Фелпса, це визначення занадто обмежу-

вальне.
Теорема 3.2. Множина SA(R) не є щiльною у Lip0(R).
Таким чином ясно, що ми повиннi знайти менш обмежувальне поняття. Ми

використовуємо наступне означення.
Означення 3.4. Нехай 𝑢 ∈ 𝑆𝑋 . Функцiя 𝑓 ∈ Lip0(𝑋) досягає норми за

напрямком 𝑢, якщо iснує послiдовнiсть пар 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 ∈ 𝑋, 𝑥𝑛 ̸= 𝑦𝑛 таких, що

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 − 𝑦𝑛
‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖

= 𝑢 та lim
𝑛→∞

|𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑦𝑛)|
‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖

= ‖𝑓‖.

Ми кажемо, що функцiя 𝑓 досягає норми за напрямком, якщо вона досягає
норми за деяким напрямком 𝑢 ∈ 𝑆𝑋 . Множину тих 𝑓 ∈ Lip0(𝑋), якi досягають
норми за напрямком, ми позначаємо DA(𝑋).

Також ми вводимо наступне означення.
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Означення 3.5. Банаховий простiр 𝑋 має властивiсть Бiшопа-Фелпса-

Болобаша для лiпшицевих функцiй (𝑋 ∈ LipBPB), якщо для будь-якого 𝜀 > 0
iснує таке 𝛿 > 0, що для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ Lip0(𝑋) з ‖𝑓‖ = 1 i для будь-якої

пари 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦 такої, що
|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|

‖𝑥− 𝑦‖
> 1 − 𝛿 iснує функцiя 𝑔 ∈ Lip0(𝑋)

з ‖𝑔‖ = 1 та iснує 𝑢 ∈ 𝑆𝑋 такi, що 𝑔 досягає норми у напрямку 𝑢, ‖𝑔 − 𝑓‖ < 𝜀,

та

⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑦

‖𝑥− 𝑦‖
− 𝑢

⃦⃦⃦⃦
< 𝜀.

Основний результат третього роздiлу – це теорема, що рiвномiрно опуклi
банаховi простори мають властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобaша для лiпшицевих
функцiй. Нагадаємо, що банаховий простiр 𝑋 називається рiвномiрно опуклим,
якщо для будь-якого 𝜀 > 0 iснує таке 𝛿 > 0, що для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 з ‖𝑥− 𝑦‖ > 𝜀

виконується, що
‖𝑥 + 𝑦‖

2
6 1 − 𝛿.

Теорема 3.11. Будь-який рiвномiрно опуклий простiр 𝑋 має властивiсть
Бiшопа-Фелпса-Болобаша для лiпшицевих функцiй.

У четвертому роздiлi ми поширюємо результати щодо властивостi Бiшопа-
Фелпса-Болобаша для асплундових операторiв, якi були данi Ароном, Каскале-
сом i Кожушкiною та Каскалесом, Кадецем i Гуiрао, на бiльш широкий клас
просторiв. У цьому роздiлi, на вiдмiну вiд попереднiх, ми розглядаємо i дiйснi,
i комплекснi простори, щоб не втрачати важливих прикладiв, якi виникають у
задачах комплексного аналiзу.

Означення 4.3. Банаховий простiр 𝑌 має властивiсть Бiшопа-Фелпса-

Болобаша для асплундових операторiв (скорочено A-BPB), якщо для будь-якого
𝜀 > 0 iснує таке 𝛿(𝜀) > 0, що для будь-якого банахового простору 𝑋 та будь-
якого асплундового оператору 𝑇 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ), якщо 𝑥0 ∈ 𝑆𝑋 i виконується нерiв-

нiсть ‖𝑇 (𝑥0)‖ > 1− 𝛿(𝜀), тодi iснує 𝑢0 ∈ 𝑆𝑋 i асплундовий оператор ̃︀𝑇 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ),
такi що

‖̃︀𝑇 (𝑢0)‖ = 1, ‖𝑥0 − 𝑢0‖ < 𝜀 та ‖𝑇 − ̃︀𝑇‖ < 𝜀.

Нагадаємо, що банаховий простiр 𝑋 називається асплундовим, якщо для
будь-якої неперервної дiйснозначної опуклої функцiї 𝑓 , визначеної на вiдкритiй
опуклiй множинi 𝑈 ⊂ 𝑋, множина точок iз 𝑈 , в яких 𝑓 диференцiйовна за
Фреше, є щiльною 𝐺𝛿 множиною в 𝑈 . Оператор 𝑇 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌 ) називається ас-

плундовим оператором, якщо вiн факторизується через асплундовий простiр,
тобто iснує асплундовий простiр 𝑍 та оператори 𝑇1 ∈ 𝐿(𝑋,𝑍), 𝑇2 ∈ 𝐿(𝑍, 𝑌 )
такi, що 𝑇 = 𝑇2 ∘ 𝑇1. Наприклад, кожний слабко компактний оператор є ас-
плундовим оператором. Очевидно, що якщо 𝑋 або 𝑌 – це асплундовий простiр,
то 𝑇 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌 ) є асплундовим оператором. Щоб довести наш основний резуль-
тат, спочатку ми покращуємо результат, наданий у роботi Каскалеса, Кадеця i
Гуiрао:
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Лема 4.8. Нехай 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 – асплундовий оператор з ‖𝑇‖ = 1, 𝑥0 ∈ 𝑆𝑋

задовольняють нерiвностi ‖𝑇 (𝑥0)‖ > 1 − 𝜀, та Γ ⊂ 𝐵𝑌 * – 1-нормуюча множина.
Якщо ми позначимо 𝑀 = 𝑇 *(Γ), тодi для будь-якого 𝑟 > 0 та для будь-якого
𝜀/2 6 𝑘 < 1 iснує:

1. 𝑤*-вiдкрита множина 𝑈𝑟 ⊂ 𝑋* з 𝑈𝑟 ∩𝑀 ̸= ∅, та

2. точки 𝑥*𝑟 ∈ 𝑆𝑋* та 𝑢𝑟 ∈ 𝑆𝑋 з |𝑥*𝑟(𝑢𝑟)| = 1 такi, що

‖𝑥0 − 𝑢𝑟‖ 6
𝜀

𝑘
та ‖𝑧* − 𝑥*𝑟‖ 6 𝑟 + 2𝑘

для будь-якого 𝑧* ∈ 𝑈𝑟 ∩𝑀 .

Замiсть того, щоб доводити теорему Бiшопа-Фелпса-Болобаша для кожного
простору, ми зосереджуємо всi технiчнi аспекти процедури наближення в одному
мiсцi шляхом введення нової властивостi банахових просторiв, яка називається
ACK𝜌.

Означення 4.9. Банаховий простiр 𝑌 має структуру ACK з параметром

𝜌 ∈ (0, 1) (скорочено 𝑌 ∈ ACK𝜌), якщо iснує 1-нормуюча множина Γ ⊂ 𝐵𝑌 *

така, що для будь-якого 𝜀′ > 0 та для будь-якої вiдносно 𝑤*-вiдкритої пiдмно-
жини 𝑈 ⊂ Γ, 𝑈 ̸= ∅ iснують вiдносно 𝑤*-вiдкрита пiдмножина 𝑉 ⊂ 𝑈 , 𝑉 ̸= ∅,
функцiонал 𝑦*1 ∈ 𝑉 , елемент 𝑒 ∈ 𝑆𝑌 та оператор 𝐹 ∈ 𝐿(𝑌 ) з наступними вла-
стивостями:

(I) ‖𝐹 (𝑒)‖ = ‖𝐹‖ = 1;

(II) 𝑦*1(𝐹 (𝑒)) = 1;

(III) 𝐹 *(𝑦*1) = 𝑦*1;

(IV) |𝑦*(𝐹 (𝑒))| + (1 − 𝜀′)‖(𝐼𝑌 * − 𝐹 *)(𝑦*)‖ 6 1 для будь-якого 𝑦* ∈ 𝑉 ;

(V) dist (𝐹 *(𝑦*), aconv{0, 𝑉 }) < 𝜀′ для будь-якого 𝑦* ∈ Γ;

(VI) |𝑣*(𝑒) − 1| 6 𝜀′ для будь-якого 𝑣* ∈ 𝑉 ;

(VII) |𝑣*(𝐹 (𝑒))| 6 𝜌 для будь-якого 𝑣* ∈ Γ ∖ 𝑉

Банаховий простiр 𝑌 має просту структуру ACK (𝑌 ∈ ACK), якщо попереднє
означення виконується з двома змiнами: по-перше, властивiсть (IV) змiнюється
на сильнiшу:

(IV)’ |𝑦*(𝐹 (𝑒))| + (1 − 𝜀′)‖(𝐼𝑌 * − 𝐹 *)(𝑦*)‖ 6 1 для будь-якого 𝑦* ∈ Γ,

i по друге, властивiсть (VII) зникає.
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Головною причиною ввести Означення 4.9 стала наступна теорема:
Теорема 4.11. Кожний банаховий простiр 𝑌 ∈ ACK та кожний банаховий

простiр 𝑌 ∈ ACK𝜌 має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для асплундових
операторiв.

У випадку, коли 𝑌 ∈ ACK, ми можемо надати кiлькiсну оцiнку.
Наслiдок 4.12. Нехай 𝑋 – банаховий простiр, 𝑌 ∈ ACK та 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 –

асплундовий оператор з ‖𝑇‖ = 1, 0 < 𝜀 < 1 та 𝑥0 ∈ 𝑆𝑋 – такий елемент, що

‖𝑇𝑥0‖ > 1 − 𝜀. Тодi iснує 𝑢0 ∈ 𝑆𝑋 та асплундовий оператор ̃︀𝑇 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ), що

‖̃︀𝑇𝑢0‖ = 1, та

max{‖𝑥0 − 𝑢0‖, ‖𝑇 − ̃︀𝑇‖} 6
√

2𝜀.

Кожний банаховий простiр 𝑌 ∈ ACK та кожний банаховий простiр 𝑌 ∈
ACK𝜌 має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для асплундових операторiв.
У пiдроздiлi 4.3 ми наводимо приклади просторiв з такою структурою.

Теорема 4.16. Нехай 𝑌 ⊂ 𝐶(𝐾) – рiвномiрна алгебра. Тодi 𝑌 має просту
структуру ACK.

Iнший клас просторiв, який має структуру ACK – це простори з властивiстю
Лiнденштрауса.

Означення 1.2. Банаховий простiр 𝑌 має властивiсть 𝛽, якщо iснують двi
множини {𝑦𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} ⊂ 𝑆𝑌 , {𝑦*𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} ⊂ 𝑆*

𝑌 та число 0 6 𝜌 < 1 такi, що
виконуються наступнi умови

1. 𝑦*𝛼(𝑦𝛼) = 1,

2. |𝑦*𝛼(𝑦𝛾)| 6 𝜌, якщо 𝛼 ̸= 𝛾,

3. ‖𝑦‖ = sup{|𝑦*𝛼(𝑦)| : 𝛼 ∈ Λ}, для всiх 𝑦 ∈ 𝑌 .

Теорема 4.17. Нехай банаховий простiр 𝑌 має властивiсть 𝛽. Тодi 𝑌 має
структуру ACK з тим самим параметром 𝜌, як у Означеннi 1.2.

Також ми довели стабiльнiсть властивостi ACK вiдносно деяких важливих
операцiй.

Теорема 4.19. Нехай 𝑌1 має структуру ACK з параметром 𝜌1 та 𝑌2 має
структуру ACK з параметром 𝜌2. Тодi 𝑌 := 𝑌1

⨁︀
∞ 𝑌2 має структуру ACK з

параметром 𝜌 = max{𝜌1, 𝜌2}. Якщо 𝑌1, 𝑌2 ∈ ACK, тодi 𝑌 ∈ ACK.
Теорема 4.20. Нехай 𝐾 – компактний гаусдорфiв топологiчний простiр.

Тодi,
(𝑌 ∈ ACK𝜌) ⇒ (𝐶(𝐾,𝑌 ) ∈ ACK𝜌);

(𝑌 ∈ ACK) ⇒ (𝐶(𝐾,𝑌 ) ∈ ACK).

У п’ятому роздiлi ми даємо оцiнку для модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша
для операторiв, якi дiють у простiр з властивiстю 𝛽. У 2008 Акоста, Арон, Гарсiя
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та Маестре ввели властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша як поширення теореми
Бiшопа-Фелпса-Болобаша на векторозначний випадок.

Акоста, Арон, Гарсiя та Маестре довели, що якщо 𝑌 має властивiсть 𝛽 (Озна-
чення 4.17), тодi для будь-якого банахового простору 𝑋 пара (𝑋, 𝑌 ) має вла-
стивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для операторiв, тобто будь-яку пару (𝑥, 𝑇 ) ∈
𝑆𝑋 × 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ) з ‖𝑇 (𝑥)‖ > 1 − 𝜀(𝛿) можна наблизити парою (𝑧, 𝐹 ) ∈ 𝑆𝑋 × 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 )

з 𝐹 (𝑧) = 1. Ми вводимо аналог модулiв Бiшопа-Фелпса-Болобаша для векто-
розначного випадку.

Означення 5.1. Нехай 𝑋, 𝑌 банаховi простори. Модулем Бiшопа-Фелпса-

Болобаша (сферичним модулем Бiшопа-Фелпса-Болобаша) для пари просторiв
(𝑋, 𝑌 ) називається функцiя Φ(𝑋, 𝑌, ·) : (0, 1) → R+ (Φ𝑆(𝑋, 𝑌, ·) : (0, 1) → R+),
значення якої у точцi 𝜀 ∈ (0, 1) визначається як iнфiмум тих 𝛿 > 0 що для
будь-якої пари (𝑥, 𝑇 ) ∈ 𝐵𝑋 ×𝐵𝐿(𝑋,𝑌 ) ((𝑥, 𝑇 ) ∈ 𝑆𝑋 × 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ) вiдповiдно) з
‖𝑇 (𝑥)‖ > 1 − 𝜀, iснує пара (𝑧, 𝐹 ) ∈ 𝑆𝑋 × 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ) з ‖𝐹 (𝑧)‖ = 1, ‖𝑥 − 𝑧‖ < 𝛿 та
‖𝑇 − 𝐹‖ < 𝛿.

Ми надаємо оцiнку зверху для Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀), коли 𝑌 має властивiсть 𝛽:
Теорема 5.3. Нехай 𝑋 та 𝑌 – банаховi простори та 𝛽(𝑌 ) 6 𝜌. Тодi для

будь-якого 𝜀 ∈ (0, 1)

Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀) 6 Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀) 6 min

{︂√
2𝜀

√︂
1 + 𝜌

1 − 𝜌
, 2

}︂
.

Пiдроздiл 5.3 присвячений отриманню оцiнки знизу для Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀).
Теорема 5.10. Для будь-якого банахового простору 𝑌

Φ𝑆(ℓ
(2)
1 , 𝑌, 𝜀) > min{

√
2𝜀, 1}.

Теорема 5.12. Нехай 𝜌 ∈ [1/2, 1), 0 < 𝜀 < 1. Тодi iснує простiр 𝑌 з 𝛽(𝑌 ) 6 𝜌
такий, що

Φ𝑆(ℓ
(2)
1 , 𝑌, 𝜀) > min

{︂√︂
2𝜌𝜀

1 − 𝜌
, 1

}︂
.

З цих оцiнок, отриманих у теоремах 5.3 та 5.12, ми побачили цiкавий ефект
(Теорема 5.13), що Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀) не є неперервним вiдносно простору 𝑌 .

У пiдроздiлi 5.3.3 ми вимiрюємо поведiнку Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀) коло 0. Ми водимо
таку характеристику

Ψ(𝑋, 𝑌 ) := lim sup
𝜀→0

Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀)√
2𝜀

.

Також визначимо величину

Ψ(𝜌) := sup
𝑌 :𝛽(𝑌 )6𝜌

sup
𝑋

lim sup
𝜀→0

Ψ(𝑋, 𝑌 ),
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яка вимiрює найгiршу можливу поведiнку коло 0 модуля Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀), коли
𝛽(𝑌 ) 6 𝜌. З Теореми 5.4 ми знаємо, що

Ψ(𝜌) 6

√︂
1 + 𝜌

1 − 𝜌
.

Ми довели таку оцiнку знизу.
Теорема 5.17.

Ψ(𝜌) > max

{︂√︂
2𝜌

1 − 𝜌
, 1

}︂
для всiх значень 𝜌 ∈ (0, 1).

У пiдроздiлi 5.4 ми розглядаємо модифiковану версiю модулiв, яка виникає,
якщо ми наближуємо парою (𝑦, 𝐹 ) з ‖𝐹‖ = ‖𝐹𝑦‖ без умови ‖𝐹‖ = 1.

Означення 5.18. Модифiкованим модулем Бiшопа-Фелпса-Болобаша (мо-
дифiкованим сферичним модулем Бiшопа-Фелпса-Болобаша) для пари просторiв

(𝑋, 𝑌 ) називається функцiя ̃︀Φ(𝑋, 𝑌, ·) : (0, 1) → R+ (̃︁Φ𝑆(𝑋, 𝑌, ·) : (0, 1) → R+),
значення якої у точцi 𝜀 ∈ (0, 1) визначається як iнфiмум тих 𝛿 > 0, що для
будь-якої пари (𝑥, 𝑇 ) ∈ 𝐵𝑋 × 𝐵𝐿(𝑋,𝑌 ) ((𝑥, 𝑇 ) ∈ 𝑆𝑋 × 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ) вiдповiдно) з
‖𝑇 (𝑥)‖ > 1 − 𝜀, iснує пара (𝑦, 𝐹 ) ∈ 𝑆𝑋 × 𝐿(𝑋, 𝑌 ) з 𝐹 (𝑦) = ‖𝐹‖, ‖𝑥− 𝑦‖ < 𝛿 та
‖𝑇 − 𝐹‖ < 𝛿.

Ми доводимо такi оцiнки.
Теорема 5.19. Нехай 𝑋 та 𝑌 – банаховi простори, 𝑌 має властивiсть 𝛽 з

параметром 𝜌. Тодi пара (𝑋, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша, та
для будь-якого 𝜀 ∈ (0, 1)

̃︁Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀) 6 ̃︀Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀) 6 min

{︂√
𝜀

√︂
1 + 𝜌

1 − 𝜌
, 1

}︂
.

Теорема 5.21. Нехай 𝜌 ∈ [1/2, 1), 0 < 𝜀 < 1. Тодi iснує простiр 𝑌 з 𝛽(𝑌 ) 6 𝜌
такий, що ̃︁Φ𝑆(ℓ

(2)
1 , 𝑌, 𝜀) > min

{︂√
𝜀

√︂
2𝜌

1 − 𝜌
, 1

}︂
.

ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена властивостi Бiшопа-Фелпса-Болобаша та
її зв’язку з геометричними властивостями банахових просторiв. У першому
роздiлi ми зробили огляд вiдомих результатiв. У другому роздiлi ми дослiдили
деякi властивостi параметра рiвномiрної неквадратностi та встановили зв’язок
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з iншими характеристиками рiвномiрно неквадратних просторiв. Ми отримали
кiлькiсну версiю теореми, що рiвномiрно неквадратнi простори не можуть мати
максимальне можливе значення модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша. Також ми
ввели означення модифiкованих модулiв Бiшопа-Фелпса-Болобаша для функ-
цiоналiв, отримали для них верхню границю, а також показали, що на вiдмiну
вiд звичайного модуля, оцiнка зверху залишається точною в деяких рiвномiрно
неквадратних просторах. У третьому роздiлi ми розглянули два поняття досяг-
нення норми для лiпшицевих функцiй: досягнення норми у строгому сенсi та до-
сягнення норми за напрямком. Ми ввели властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша
для лiпшицевих функцiй та довели аналог теореми Бiшопа-Фелпса-Болобaша
для рiвномiрно опуклих просторiв. У четвертому роздiлi ми ввели нову вла-
стивiсть банахових просторiв – ACK структуру – та показали, що якщо простiр
𝑌 має таку структуру, то пара просторiв (𝑋, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-
Болобаша для асплундових операторiв. Далi ми навели приклади просторiв, якi
мають структуру ACK. В останньому, п’ятому, роздiлi ми ввели поняття модулiв
Бiшопа-Фелпса-Болобаша для операторiв. Ми отримали оцiнки зверху i знизу
для модулiв у випадку, коли оператори дiють у простiр з властивiстю 𝛽 Лiнден-
штрауса.

У дисертацiї отриманi наступнi новi результати:

– Отримана оцiнка для сферичного модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша через
параметр рiвномiрної неквадратностi.

– Доведено, що модуль Бiшопа-Фелпса-Болобаша не виражається через па-
раметр рiвномiрної неквадратностi.

– Введено поняття модифiкованих модулiв Бiшопа-Фелпса-Болобаша та от-
римана точна оцiнка зверху.

– Наведенi приклади рiвномiрно неквадратних просторiв, у яких оцiнка для
модифiкованого модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша залишається точною.

– Наведено приклад, коли множина лiпшицевих функцiй, якi досягають нор-
ми у строгому сенсi не є щiльною у просторi лiпшицевих функцiй.

– Введено властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для лiпшицевих функцiй у
сенсi досягнення норми за напрямком.

– Доведено, що рiвномiрно опуклi простори мають властивiсть Бiшопа-Фелпса-
Болобаша для лiпшицевих функцiй.

– Введена властивiсть ACK та наведенi приклади просторiв, якi мають цю
властивiсть, та просторiв, якi не мають цiєї властивостi.



15

– Доведено, що якщо простiр 𝑌 має ACK структуру, то для будь-якого про-
стору 𝑋 пара (𝑋, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для ас-
плундових операторiв.

– Доведено, що якщо 𝑌 має структуру ACK з параметром 𝜌, то простiр
𝐶(𝐾,𝑌 ) має структуру ACK з тим самим параметром.

– Встановлено, що структура ACK зберiгається при операцiї
⨁︀

∞ мiж про-
сторами.

– Введено поняття модулiв Бiшопа-Фелпса-Болобаша для операторiв, отри-
манi оцiнки зверху для цих модулiв, коли простiр, у який дiють оператори,
має властивiсть 𝛽 та виконано дослiдження цих оцiнок на точнiсть.

Всi основнi результати дисертацiї наведенi з повними i строгими матема-
тичними доведеннями. Отриманi результати мають теоретичний характер та
можуть бути використанi у функцiональному аналiзi, теорiї операторiв, та при
роботi з лiпшицевими функцiями.
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АНОТАЦIЯ

Соловйова М. В. Наближення операторами i функцiоналами, що
досягають норми. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.01.01 "Математичний аналiз". - Харкiвський нацiо-
нальний унiверситет iменi В. Н. Каразiна, Харкiв, 2018.

Дисертацiйна робота присвячена наближенню функцiоналiв та операторiв
такими функцiоналами та операторами, що досягають своєї норми. Теорема
Бiшопа-Фелпса-Болобаша дозволяє апроксимувати водночас функцiонал та век-
тор, на якому майже досягається норма. Ми пов’язуємо сферичний модуль
Бiшопа-Фелпса-Болобаша з параметром рiвномiрної неквадратностi даного ба-
нахового простору. Також ми вводимо два поняття досягнення норми для лiп-
шицевих функцiй и вивчаємо їх властивостi.

Властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для операторiв має справу з одноча-
сним наближенням оператора 𝑇 i вектора 𝑥, на якому 𝑇 майже досягає своєї
норми, оператором 𝑇0 та вектором 𝑥0 вiдповiдно, такими, що 𝑇0 досягає своєї
норми на 𝑥0. Ми поширюємо вже вiдомi результати про властивiсть Бiшопа-
Фелпса-Болобаша для асплундових операторiв на бiльш широкий клас бана-
хових просторiв. Ми вводимо поняття модулiв Бiшопа-Фелпса-Болобаша для
операторiв та вивчаємо можливi оцiнки зверху та знизу для випадку, коли 𝑌
має властивiсть 𝛽.

Ключовi слова: властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша, функцiонал, що до-
сягає норми, оператор, що досягає норми, лiпшицевi функцiї, рiвномiрно опук-
лий банаховий простiр, рiвномiрно неквадратний банаховий простiр, властивiсть
𝛽, асплундовий оператор.
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рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математических
наук по специальности 01.01.01 – математический анализ. Харьковский нацио-
нальный университет имени В. Н. Каразина, Харьков, 2018.
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Диссертация посвящена приближению функционалов и операторов такими
функционалами и операторами, которые достигают своей нормы. Теорема Бишопа-
Фелпса-Болобаша позволяет аппроксимировать одновременно функционал и век-
тор, на котором почти достигается норма.

Недавно Чика, Кадец, Мартин, Морено-Пулидо, Рамбла-Барено в статье
"Модули Бишопа-Фелпса-Болобаша банахового пространства"ввели две харак-
теристики, которые измеряют для данного банахового пространства, что явля-
ется лучшей возможной теоремой Бишопа-Фелпса-Болобаша в этом простран-
стве. В частности, они доказали, что сферический модуль Φ𝑆

𝑋 не привосходит√
2𝜀 в любом банаховом пространстве. Кроме того, они показали, что необходи-

мым условием для того, чтобы пространство 𝑋 имело максимальное значение
модуля является то, что 𝑋 содержит почти изометричные копии пространства

ℓ
(2)
1 .
Мы связываем сферический модуль Бишопа-Фелпса-Болобаша с параметром

равномерной неквадратности данного банахового пространства 𝛼(𝑋), в частно-
сти, получаем более простое, количественное доказательство того факта, что
равномерно неквадратные пространства не могут иметь максимальное значение
модуля Бишопа-Фелпса-Болобаша. А именно, мы показываем, что Φ𝑆

𝑋(𝜀) 6
√

2𝜀·√︀
1 − 1/3𝛼(𝑋) для малых значений 𝜀. Кроме того мы вводим понятие модифи-

цированного модуля Бишопа-Фелпса-Болобаша и исселедуем его свойства. Мы
получаем оценку сверху для модифицированного модуля, и показываем, что эта
теорема точна для целого семейства двумерных нормированных пространств,
что существенно отличается от ситуации с исходной теоремой Бишопа-Фелпса-
Боллобаша, где единственное (с точностью до изометрии) двумерное простран-

ство, в котором теорема точна – это ℓ
(2)
1 .

Мы вводим два понятия достижения нормы для липшицевых функций. Мы
показываем, что подмножество функций, которые достигают нормы в строгом
смысле, не является плотным в Lip0(𝑋). Мы изучаем более слабую концепцию
достижения нормы и показываем, что для равномерно выпуклых пространств
𝑋 справедлив аналог теоремы Бишопа-Фелпса-Болобаша.

Свойство Бишопа-Фелпса-Болобаша для операторов имеет дело с одновре-
менным приближением оператора 𝑇 и вектора 𝑥, на котором 𝑇 почти дости-
гает своей нормы, оператором 𝑇0 и вектором 𝑥0 соответственно, такими, что
𝑇0 достигает своей нормы на 𝑥0. Мы распространяем уже известный резуль-
тат о свойстве Бишопа-Фелпса-Болобаша для асплундовых операторов на более
широкий класс банаховых пространств. Мы вводим новое свойство банаховых
пространств, которое называем структура ACK𝜌. Мы доказываем общую теоре-
му типа Бишопа-Фелпса-Болобаша для асплундовых операторов, действующих
в пространство со структурой ACK𝜌, и показываем, что равномерные алгебры
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и пространства со свойством 𝛽 имеют структуру ACK𝜌.
Мы вводим понятие модулей Бишопа-Фелпса-Болобаша для операторов и

изучаем возможные оценки сверху и снизу для случая, когда 𝑌 имеет свойство
𝛽.

Ключевые слова: свойство Бишопа-Фелпса-Болобаша, функционал, до-
стигающий нормы, оператор, достигающий нормы, липшицевы функции, рав-
номерно выпуклое банахово пространство, равномерно неквадратное банахово
пространство, свойство 𝛽, асплундовый оператор.

ABSTRACT

Soloviova M. Approximation by norm attaining functionals and
operators. — Qualifying scientific work as a manuscript.

А thesis on the degree of Candidate of Science (PhD) on specialty 01.01.01
"Mathematical analysis". – V.N.Karazin Kharkiv National University, Kharkiv, 2018.

The PhD thesis deals with approximation of linear continuous functionals and
operators by norm attaining one. The Bishop-Phelps-Bollobás theorem allows to
approximate at the same time a functional and a vector in which it almost attains
the norm. We relate the modulus of uniform non-squareness with the Bishop-Phelps-
Bollobás modulus. Also we introduce two concepts of norm attainment for Lipschitz
functionals and study their properties.

The Bishop-Phelps-Bollobás property for operators deals with simultaneous
approximation of an operator 𝑇 and a vector 𝑥 at which 𝑇 nearly attains its norm
by an operator 𝑇0 and a vector 𝑥0, respectively, such that 𝑇0 attains its norm at 𝑥0.
We extend the already known results about the Bishop-Phelps-Bollobás property
for Asplund operators to a wider class of Banach spaces. We introduce the Bishop-
Phelps-Bollobás moduli for operators and study the possible estimates from above
and from below for the case of 𝑌 having the property 𝛽 of Lindenstrauss.

Keywords: Bishop-Phelps-Bollobás property, norm-attaining functional, norm-
attaining operator, Lipschitz functional, uniformly convex Banach space, uniformly
non-square Banach space, property 𝛽, Asplund operator.
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