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1 Означення лiнiйного оператора

1.1 Означення лiнiйного оператора

Означення 1.1 Лiнiйним перетворенням векторного простору L, чи
лiнiйним оператором у лiнiйному просторi L над полем F , називають
закон f , згiдно з яким кажному вектору x ∈ L ставиться у вiдповiд-
нiсть вектор f(x), i який задовольняє двi умови —

• умова однорiдностi:

f(λx) = λf(x), x ∈ L, λ — число,

• умова адитивностi:

f(x+ y) = f(x) + f(y), x, y ∈ L.

Приклад 1.1 Нехай L — двовимiрний арифметичний простiр. Перевi-
римо, що вiдображення f : L → L, що задане правилом

(x, y)
f7→ (−2x+ 3y, 5x− y)

є адитивним i однорiдним (отже є лiнiйним оператором), а вiдображе-
ння : L → L, що задане правилом

(x, y) 7→ (−2x+ 3y + 1, 5x− y)

не є нi адитивним нi однорiдним i, вiдповiдно, не є лiнiйним операто-
ром.

Перевiряємо адитивнiсть вiдображення f . Для цього вибираємо два ве-
ктори a = (x1, y1), b = (x2, y2) i проводимо обчислення:

a+ b = (x1 + x2, y1 + y2),

f(a) = (−2x1 + 3y1, 5x1 − y1), f(b) = (−2x2 + 3y2, 5x2 − y2),

f(a+ b) = (−2(x1 + x2) + 3(y1 + y2), 5(x1 + x2)− (y1 + y2)),

f(a)+f(b) = (−2x1+3y1, 5x1−y1)+(−2x2+3y2, 5x2−y2) = (−2x1+3y1−2x2+3y2, 5x1−y1+5x2−y2).

Оскiльки

−2(x1+x2)+3(y1+y2) = −2x1+3y1−2x2+3y2, 5(x1+x2)−(y1+y2) = 5x1−y1+5x2−y2),
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то f(a+b) = f(a)+f(b) i перевiрка адитивностi вiдображення f закiнчена.
Перевiряємо неадитивнiсть вiдображення g. Для цього вибираємо два

вектори a = (x1, y1), b = (x2, y2) i проводимо обчислення:

a+ b = (x1 + x2, y1 + y2),

g(a) = (−2x1 + 3y1 + 1, 5x1 − y1), g(b) = (−2x2 + 3y2 + 1, 5x2 − y2),

g(a+ b) = (−2(x1 + x2) + 3(y1 + y2) + 1, 5(x1 + x2)− (y1 + y2)),

g(a)+g(b) = (−2x1+3y1+1, 5x1−y1)+(−2x2+3y2+1, 5x2−y2) = (−2x1+3y1−2x2+3y2+2, 5x1−y1+5x2−y2).

Оскiльки

−2(x1 + x2) + 3(y1 + y2) + 1 ̸= −2x1 + 3y1 − 2x2 + 3y2 + 2,

то g(a+ b) ̸= g(a) + g(b) i перевiрка неадитивностi вiдображення g закiн-
чена.

Перевiряємо однорiднiсть вiдображення f i неоднорiднiсть вiдобра-
ження g. Для цього вибираємо вектор a = (x1, y1), число λ i проводимо
обчислення:

λa = (λx1, λy1), f(a) = (−2x1+3y1, 5x1−y1), f(λa) = (−2λx1+3λy1, 5λx1−λy1),

λf(a) = (λ(−2x1 + 3y1), λ(5x1 − y1)), g(a) = (−2x1 + 3y1 + 1, 5x1 − y1),

g(λa) = (−2λx1+3λy1+1, 5λx1−λy1), λg(a) = (λ(−2x1+3y1+1), λ(5x1−y1)).

Оскiльки f(λa) = λf(a) при будь-яких a i λ, то f — однорiдне вiдображе-
ня. А оскiльки g(λa) ̸= λg(a) при λ ̸= 1, то вiдображення g не однорiдне.

1.2 Приклади лiнiйних операторiв

В наведених нижче прикладах L означає векторний (або лiнiйний1) про-
стiр над полем F ; x, y, . . . означають вектори, елементи лiнiйного просто-
ру L; λ, µ, . . . — числа, елементи поля F ; f, g . . . — лiнiйнi перетворення.

Приклад 1.2 Нульовий оператор 0 ставить у вiдповiднiсть кожному
вектору x нульовий вектор, тобто 0(x) = 0. Перевiркою того, що це
справдi є лiнйним операторм є

0(λx) = 0, 0(x) = 0 ⇒ 0(λx) = λ0(x);

0(x+ y) = 0, 0(x) = 0(y) = 0 ⇒ 0(x+ y) = 0(x) + 0(y).

1Лiнiйний простiр i векторний простiр є синонiмiчними поняттями. Вважаємо, що
знайомство з лiнiйними просторами уже вiдбулося. Тому основнi поняття лiнiйних
просторiв використовуються без нагадуваня означень i без пояснень
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Приклад 1.3 Одиничний оператор id ставить у вiдповiднiсть кожно-
му вектору x той же вектор, тобто id(x) = x. Перевiркою того, що
це справдi є лiнйним операторм є

id(λx) = λx, id(x) = x ⇒ id(λx) = λid(x);

id(x+ y) = x+ y, id(x) = x, id(y) = y ⇒ id(x+ y) = id(x) + id(y).

Приклад 1.4 Скалярний оператор µ ставить у вiдповiднiсть кожно-
му вектору x той же самий вектор помножений на µ, тобто µ(x) =
µx. Перевiркою того, що це справдi є лiнйним операторм є

µ(λx) = µλx, µ(x) = µx ⇒ µ(λx) = λµ(x);

µ(x+ y) = 0, µ(x) = µx, µ(y) = µy ⇒ µ(x+ y) = µ(x) + µ(y).

Приклад 1.5 Оператор проектування на пiдпростiр паралельно iншо-
му iдпростору. Припустимо, що лiнiйний простiр L є прямою сумою
двох пiдпросторiв L1 та L2, тобто кожен вектор z ∈ L можна запи-
сати i тiльки одним способом у виглядi

z = x+ y, x ∈ L1, y ∈ L2. (1)

Оператор pr проектування на L1 паралельно L2 задають правилом

(z = x+ y, x ∈ L1, y ∈ L2) ⇒ (pr(z) = x)

.

Перевiримо, що оператор проектування pr дiйсно є лiнiйним опера-
тором, тобто вiн задовольняє умову однорiдностi та умову адитивностi.
Для цього виберемо два вектори z1, z2 ∈ L i чсла λµ ∈ F . Розкладему
ветори z1, z2, λz1, λz2 в суму:

z1 = u1 + v1, z2 = u2 + v2 (u1, u2 ∈ L1, v1, v2 ∈ L2).

Тодi

λz1 = λu1 + λv1, µz2 = µu2 + µv2 (λu1, µu2 ∈ L1, λv1, µv2 ∈ L2),

pr(z1) = u1, pr(z2) = v1, pr(λz2) = λpr(z2),

i
pr(λz1 + µz2) = λpr(z1) + µpr(z2).
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Приклад 1.6 Нехай e1, e2, e3 — базис тривимiрного простору L. Тодi
вiдображеня

f : L → L, f(x1e1 + x2e2 + x3e3) = x3e3 (x1, x2, x3 ∈ F )

є проектуванням цього тривимiрного простору на одновимiрний пiд-
простiр з базисом e3 паралельно двовимiрному вiдпростору з базисом
e1, e2.

Приклад 1.7 Розглядається площина — двовимiрний лiнiйний простiр
над полем дiйсних чисел. Вона складається iз векторiв на дiйснiй пло-
щинi, якi виходять iз заданої точки — початку вiдлiку. Рисунок 1.2
показує, що обертання цiєї плоини навколо початку вiдлiку є лiнiйним
оператором.

Рис. 1: Обертання площини

Теорема 1.1 Нехй L — n−вимiрний лiнiйний простiр, e1, e2, . . . , en ∈ L
— його базис i a1, a2, . . . , an ∈ L — довiльна система векторiв iз L. Тодi
iснує i до того ж єдиний лiнiйний оператр f : L → L такий, що

f(ei) = ai, i = 1, 2, . . . , n. (2)

Доведення. В припущеннi, що лiнiйний оператор f , для якого ви-
конується (2) iснує, доводимо його єдинiсть. Справдi, будь-який вектор
x ∈ L може бути єдиним чином записаний у виглядi

x =
n∑

i=1

xiei, x1, x2 . . . , xn ∈ F.
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Однорiднiсть i адитивнiсть оператора f забезпечують нам, що образ f(x)
вектора x визначається єдиним чином:

f(x) = f

(
n∑

i=1

xiei

)
=

n∑
i=1

xif(ei) =
n∑

i=1

xiai.

Єдинiсть потрiбного оператора перевiрена. Переходимо до доведення iсну-
вання цього оператора. Доведення конструктивне, тобто ми вказуємо на
той оператор, довести iснування якого нам потрiбно, — для

x =
n∑

i=1

xiei, x1, x2 . . . , xn ∈ F

f(x) =
n∑

i=1

xiai.

Лишилося перевiрити, що вказане нами вiдображення f : L → L є
лiнiйним оператором для якого виконується умова (2).

Беремо два довiльнi вектори x, y ∈ L

x =
n∑

i=1

xiei, y =
n∑

i=1

yiei,

i число λ ∈ F. Тодi

x+ y =
n∑

i=1

(xi + yi)ei, λx =
n∑

i=1

λxiei,

f(x+ y) =
n∑

i=1

(xi + yi)ai =
n∑

i=1

xiai +
n∑

i=1

yiai = f(x) + f(y),

f(λx) = f

(
n∑

i=1

λxiei

)
= λ

n∑
i=1

xiai = λf(x).

Однорiднiсть та адитивнiсть вiдображення f перевiренi.
Оскiльки

e1 = 1 · e1 + 0 · e2 + . . .+ 0 · en, e2 = 0 · e1 + 1 · e2 + . . .+ 0 · en, . . .

то f(ei) = 1·ai = ai(i = 1, 2, . . . , n), умова (2) виконана i теорема доведена
повнiстю.
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Приклад 1.8 В чотиривимiрному просторi з базисом e1, e2, e3, e4 виби-
раємо чотири вектори

a1 = 2e1−3e2−7e3+e4, a2 = −e2+3e4, a3 = −e1−e2−e3+9e4, a4 = −e2+3e4,

Лiнiйний оператор f , який переводить вектори ei у вектори ai i =
1, 2, 3, 4, стаивть у вiдповiднiсть кожному вектору x = x1, x2, x3, x4)
вектор з координатами

f(x) = (2x1 − x3,−3x1 − x2 − x3 − x4,−7x1 − x3, x1 + 3x2 + 9x3 + 3x4).

Приклад 1.9 Розглядаємо лiнiйний простiр L всiх дiйсних многочле-
нiв вiд змiнної x, якi мають степiнь n або менше. Похiдна вiд много-
члена iз L є лiнiйним оператором, оскiльки похiдна вiд суми двох мно-
гочленiв є сумою похiдних доданкiв i скаляр (число) можна виносити
за знак похiдної.

Приклад 1.10 Розглядаємо лiнiйний простiр L всiх дiйсних многочле-
нiв вiд змiнної x, якi мають степiнь n або менше. Оскiльки визначений
iнтеграл вiд суми двох многочленiв є сумою iнтегралiв доданкiв i скаляр
(число) можна виносити за знак iнтеграла, то вiдображення

f(x) 7→ g(x) =
1

x

∫ x

0

f(t) dt

є лiнiйним оператором

Приклад 1.11 Розглядаємо лiнiйний простiр L всiх функцiй f(x), якi
можна записати у виглядi f(x) = a sin x+b cos x. Знаходження похiдної
в цьому просторi є лiнiйним оператором.

Приклад 1.12 Нехай L є лiнiйним простором стовпчикiв заданої дов-
жини n, елементами яких є числа, належать певному полю. Тодi вiд-
ображення, що ставить у вiдповiднiсть стовпчику добуток цього стов-
пчика злiва на задану матрицю A є лiнiйним оператором.

Приклад 1.13 Нехай L дiйсний двовимiрний арифметичний лiнiйний
простiр. Знайти лiнiйний оператор f : L → L, який переводить ве-
ктори a1 = (3, 2), a2 = (1, 1) вiдповiдно у вектори b1 = (5, 5), b2 = (4, 7),
тобто

f(a1) = b1, b2 = f(a2).
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Вираз “знайти лiнiйний оператор“ означає, що потрiбно знайти пра-
вило, згiдно з яким кожному вектору x ∈ L ставиться у вiдповiднiсть
його образ f(x).

Вектор x = (x1, x2) записуємо у виглядi x = t1 · a1 + t2 · a2. В таких
позначеннях (

x1

x2

)
=

(
3 2
1 1

)(
t1
t2

)
.

i(
t1
t2

)
=

(
3 2
1 1

)−1(
x1

x2

)
=

(
1 −2
−1 3

)−1(
x1

x2

)
=

(
x1 − 2x2

−x1 + 3x2

)
,

або
t1 = x1 − 2x2, t2 = −x1 + 3x2.

Тепер

f(x) = t1f(a1)+t2f(a2) = (x1−2x2)b1+(−x2+3x2)b2 = ((x1−2x2)5+(−x2+3x2)4, (x1−2x2)5+(−x2+3x2)7).

Отже вiдповiддю буде

f(x) = (x1 + 2x2,−2x1 + 11x2).

1.3 Ранг та дефект лiнiйного оператора

Зауважимо, що кожний лiнiйний оператор f переводить нульовий вектор
в нульовий. Це випливає з однорiдностi:

f(0 · 0) = 0 · f(0) = 0 · 0 = 0.

Тут ми над нульовим вектором зобразили рисочку — це зроблене, щоб
вiдрiзнити число нуль вiд нульового вектора. Так будемо робити i далi
— там, де ясно, де вектор а де число, рисочку зверзу писати не будемо,
а в разi можливої плутанини над вектором будемо писати рисочку.

Означення 1.2 Для заданого оператора f : L → L множина

ker(f) = {x ∈ L|f(x) = 0}

називається ядром, а множина

im(f) = {y ∈ L|y = f(x) для некоторого x ∈ L.}

називається образом цього оператора. Образ називають також коя-
дром, а ядро iнколи називають кообразом оператора.
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Теорема 1.2 I ядро i образ оператора є пiдпросторами того лiнiйного
простору, в якому дiє лiнiйний оператор.

Доведення. Нехай маємо лiнiйний оператор f : L → L, що дiє в
лiнiйному просторi L над полем F . Оскiльки f(0) = 0, то i ядро i образ
мiстять в собi нульовий вектор.

Виберемо будь-якi два вектори x, y ∈ L λ, µ ∈ F . Якщо x, y ∈ ker f ,
то f(x) = f(y) = 0,

f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y) = 0,

i λx + µy ∈ ker f . Доведення того, що ker f є пiдпростором лiнiйного
простору L завершене. Якщо x, y ∈ imf , то f(x′) = x, f(y′) = y для
деяких x′, y′ ∈ L i

f(λx′ + µy′) = λx+ µy.

А це означає, що λx+µy ∈ imf. Доведення того, що imf є пiдпростором
лiнiйного простору L завершене.

Означення 1.3 Вимiрнiсть ядра оператора f називають дефектомi
позначається def (f), а вимiрнiсть образу називається рангом линiй-
ного перетворення f i позначається rang(f).

Приклад 1.14 Образом оператора обертання площини (див. приклад
1.7) буде вся площина, оскiльки кожен вектор є образом. Вiдповiдно,
ранг цього оператора дорiвнює 2. В нульовий вектор при обертаннi пе-
реходить лише нульовий вектор. Тому ядро в цього оператора збiгає-
ться з нульовим пiдпростором (кажуть — нульове ядро). Вiдповiдно,
дефект оператора обертання дорiвнює нулю.

Приклад 1.15 Дефект оператора проектування на вiсь паралельно пло-
щинi (див приклад 1.6) дорiвнює 2, а ранг дорiвнює 1.

Приклад 1.16 Дефект нульового оператора дорiвнює вимiрностi всьо-
го простору, а ранг дорiвнює нулю

Приклад 1.17 Ранг одиничного оператора дорiвнює вимiрностi всього
простору, а дефект дорiвнює нулю.

Теорема 1.3 Нехай f — лiнiйний оператор в скiнченновимiрному про-
сторi L над полем F . Тодi

rang(f) + def(f) = dimL. (3)
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Доведення. Нехай

dim L = n, rang(f) = p, def(f) = q.

Виберемо в L базис e1, e2, . . . , en. Оскiльки кожен вектор x ∈ L можна за-
писати у виглядi x =

∑n
i=1 xiei, x1, x2, . . . , xn ∈ F , то кожен вектор f(x) ∈

im(f) можна записати у виглядi f(x) ==
∑n

i=1 xif(ei), x1, x2, . . . , xn ∈ F .
Тому im(f) є лiнiйною оболонкою векторiв f(e1), f(e2), . . . , f(en) i векто-
ри e1, . . . , en можна пiдiбрати так, щоб вектори f(e1), . . . , f(ep) утворю-
вали базис im(f).

Iз означення базису випливає, що для будь-якого i = p+1, p+2, . . . , n
вектори f(e1), . . . , f(ep), f(ei) є лiнiйно залежними i для деяких b1, b2, bp, bp+1 ∈
F , серед яких є ненульове число, буде виконуватись рiвнiсть

b1f(e1) + b2f(e2) + . . .+ bpf(ep) + bp+1f(ei) = 0. (4)

Число bp+1 в (4) є ненульовим — в про тилежному випадку вектори
f(e1), . . . , f(ep) були б лiнiйно залежними. Отже рiвнiсть (4) можна роз-
дiлити на bp+1 i для деяких ai1, ai2, . . . , aip ∈ F можна записати

ai1f(e1) + ai1f(e1) + . . .+ aipf(ep) = f(ei), i = p+ 1, p+ 2, . . . , n,

або

f

(
ei −

n∑
j=1

aijej

)
= 0, i = p+ 1, p+ 2, . . . , n, (5)

Позначимо

ui−p = ei −
n∑

j=1

aijej.

Рiвностi (5) показують, що u1, u2, . . . , un− p належать ядру.Iз лiнiйної
незалежностi векторiв e1, e2, . . . , en випливає лiнiйна незалежнiсть векто-
рiв u1, u2, . . . , un−p. Тому маємо доведену нерiвнiсть

def(f) ≥ n− p. (6)

Позначимо через L1 ⊆ L пiдпростiр з базисом e1, e2, . . . , ep. Iз лiнiйної
незалежностi векторiв f(e1), f(e2), . . . , f(ep) випливає, що

L1 ∩ ker(f) = 0.
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Iз вiдомої рiвностi

dim(L1 + ker(f)) = dimL1 + dim ker(f)− dim(L1 ∩ ker(f)

одержуємо рiвнiсть

dim(L1 + ker(f)) = dimL1 + dim ker(f),

нерiвнiсть
p+ def(f) ≤ n

i, вiдповiдно, нерiвнiсть

def(f) ≤ n− p. (7)

Нерiвностi (6) та (7) доводять рiвнiсть (3).

1.4 Обмеження лiнiйного оператора на iнварiантний
пiдпростiр

Означення 1.4 Пiдпростiр називається iнварiантним, коли образ ко-
жного вектора iз цього пiдпроcтору знову лежить в цьому пiдпросторi.

Приклад 1.18 Оскiльки образ нульового вектора є нульовим векто-
ром, то нульовий пiдпростiр є iнварiантним. Оскiльки образи всiх ве-
кторiв мiстяться у цiлому просторi, то весь лiнiйний простiр є iн-
варiантним. Таким чином, тривiальнi лiнiйнi пiдпростори є iнварiан-
тними.

Приклад 1.19 Образ i ядро лiнiйного оператора є iнварiантними пiд-
просторами.

Iнварiантнi пiдпрости дозволяють будувати обмеження лiнiйного опе-
ратора на пiдпростiр — цi два оператори (весь i обмеження) вiдрiзняю-
ться лише областю визначення. Один дiє на всьому просторi, а другий
— на iнварiантному пiдпросторi.

Теорема 1.4 Сума iнварiантних пiдпросторiв є iнварiантним пiдпро-
стором. Перетин двох iнварiантних пiдпросторiв є iнварiантнихй пiд-
простiр.
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Доведення. Нехай L1, L2 — два iнварiантнi пiдпростори для лiнiйного
оператора f . Якщо z ∈ L1 + L2 i z = x+ y для деяких x ∈ L1, y ∈ L2, то

f(x) ∈ L1, f(y) ∈ L2 ⇒ f(z) = f(x) + f(y) ∈ L1 + L2.

Отже сума iнварiантних пiдпросторiв є iнварiантним пiдпростором.
Нехай x ∈ L1 ∩ L2. Тодi x, f(x) ∈ L1, x, f(x) ∈ L2 i f(x) ∈ L1 ∩ L2.
Доведення теореми завершене.

Означення 1.5 Нехй L — лiнiйний простiр, i M — iнварiантний для
лiнiйного оператора f пiдпростiр. Тодi лiнiйний оператор g : M → M ,
що визначається умовою g(x) = f(x) для будь-якого вектора x ∈ M
називається обмеженням f на M i позначається

g = f |M .

2 Алгебра лiнiйних операторiв.

2.1 Додавання та множення лiнiйних операторiв

Означення 2.1 Якщо f, g — два лiнiйнi перетворення векторного про-
стору L, то вiдображення h1 : L → L, яке визначається формулою

h1(x) = f(x) + g(x),

є лiнiйним. Це перетворення називається сумою линейних перетворень
f та g i позначається через

h1 = f + g.

Також лiнiйним буде перетворення h2 : L → L, що визначається
формулою

h2(x) = f(g(x)).

Лiнiйне перетворення h2 називаэться добутком (або композицiєю)
перетворень f та g i позначається

h2 = fg.

Приклад 2.1 Нехай лiнiйний простiр L розкладений у пряму суму двох
пiдпросторiв L1 L2, лiнiйний оператор f є проектуванням на L2 пара-
лельно L1, а g є проектуванням на L1 паралельно L2. Тодi fg = gf = 0,
a f + g = id.
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Означення 2.2 Якщо для лiнiйного оператора f 2 = f, то такий опе-
ратор називають iдемпотентним. Якщо f 2 = id, то такий оператор
називають iнволютивним. Якщо для деякого натурального n fn = 0,
то такий оператор називають нiльпотентним.

Приклад 2.2 Всi оператори проектування є iдемпотентними. Опера-
тор обертання площини на 180 градусi є iнволютивним.

Приклад 2.3 Обмеження iдемпотентного оператора на образ є оди-
ничним оператором. Це випливає iз тотожностi f(f(x)) = f(x).

Теорема 2.1 Множення лiнiйних пперетворень асоцiативне, але не ко-
мутативне. Одиничное перетворення грає роль одиницi при множеннi,
тобто для будь-якого оператора f виконуються рiвностi

id · f = f · id = f. (8)

Нульовий оператор грає роль нуля при множеннi, тобто для будь-якого
оператора f виконуться рiвностi

0 · f = f · 0 = 0. (9)

Доведення. Множення вiдображень асоцiативне — це вважаємо вi-
домим. А множення лiнiйних операторiв є окремим виадком множення
вiдображень. Тому множення лiнiйних операторiв асоцiативне.

Коли стверджується, що множення лiнiйних операторiв не комута-
тивне, то мається на увазi, що iснуюють лiнiйнi оператори f, g такi. що
fg ̸= gf . Прикладом, який доводить некомутативнiсть, є оператор f про-
ектуання плодини на пряму паралельно iншiй прямiй i оператор оберта-
ння цiєї площини на кут π

2
.

Рiвностi (8),(9) — є простим наслiдком iз означень операторiв id, 0 та
множення операторiв.

Нагадаємо, що множина разом з асоцiативною бiнарною операцiєю
називаєтсья напiвгрупою. Таким чином, лiнiйнi перетворення заданого
простору разом з операцiєю множення утворюють напiвгрупу. Вони утво-
рюють напiвгрупу також з операцiєю додавання.

Теорема 2.2 Додавання лiнiйних операторiв асоцiативне, комутатив-
не. Серед лiнiйних операторiв iснує нульовий i для кожного лiнiйного
оператора iснує протилежний.
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Доведення. Наявнiсть заявлених властивостей у лiнiйних операторiв
на даному лiнiйному просторi випливає i наявностi вiдповiдних власти-
востей в лiнiйному просторi, на якому дiють оператори.

Нагадаємо, що множина з двома бiнарними асоцiативними операцi-
ями операцiями множення та додавання називається кiльцем, якщо ра-
зом з додаванням ця множина утворює комутативну групу, а мiж собою
додавання та множення зв’язанi дистрибутивними законами. Теорема
2.2 дозволяє стверджувати, що лiнiйнi оператори на заданому лiнiйному
просторi утворюють кiльце.

2.2 Множення лiнiйного оператора на число

Означення 2.3 Для лiнiйного оператора f на лiнiйному просторi L i
числа λ вiдображенняотображение

h3 : L → L, x 7→ h3(x) = λf(x)

називається добутком f на число λ i позначається

h3 = λf.

Теорема 2.3 Всi лiнiйнi оператори, що дiють в лiнiйному просторi L
разом з операцiями додавання та множення на число утворюють ве-
кторний простiр EndL вимiрностi n2, де n — вимiрнiсть L.

Якщо e1, e2, . . . , en — базис в L, то базисом векторного простору ли-
нiйних операторiв на L можна взяти линiйнi оператори

fij : L → L,

що визначенi умовами

fij(ek) =

{
ej, если i = k,
0, если i ̸= k.

(10)

Доведення. Щоб довести, що лiнiйнi оператори iз EndL уьворюють
лiнйний простiр, потрiбно згадати аксiоми лiнiйного простору i перевi-
рити їх виконання в EndL.

Аксiоми лiнiйного простору стверджують, що разом з додаванням
EndL утворює комутативну групу (тобто додавання асоцiативне, iснує
0, кожен елемент має протилежний), множення на число асоцiативне
(тобто (λµ)a = λ(µa)) i унiтарне (тобто 1 · a = a, i мiж собою додавання
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та множення на число зв’язанi двома дистрибутивними законами (тобто
(λ+ µ)a = λa+ µb), λ(a+ b) = λa+ µb.)

Всi аксiоми перевiряються з використанням вiдповiдних властивостей
операцiй над векторами. Вiзьмемо одну аксiому — асоцiативнiсть дода-
вання лiнiйних операторiв, i доведемо її виконання. Решта аксiм перевi-
ряються подiбним чином.

Нехай маємо три лiнiйнi оператори — f, g, h ∈ EndL.. Доведемо, що

f + (g + h) = (f + g) + h. (11)

Два лiнiйнi оператори збiгаються, коли образи одного i того ж елемента
пiд дiєю цих операторiв збiгаються. Отже, для того, щоб довести (11)
необхiдно i достатньо довести рiвнiсть

(f + (g + h))(a) = ((f + g) + h)(a). (12)

для кожного вектора a ∈ L. З використанням асоцiативностi додавання
векторiв, та з використанням означення додавання лiнiйних операторiв
рiвнiсть (12) перевiряється наступним чином:

(f + (g + h))(a) = f(a) + (g + h)(a) = f(a) + (g(a) + h(a)) =

= (f(a) + g(a)) + h(a) = (f + g)(a) + h(a) = ((f + g) + h)(a).

Переходимо до обгрутування того, що лiнiйнi оператори fij i, j =
1, 2, . . . , n, є базисом простору лiнiйних операторiв. Спочатку вiдмiтимо,
що лiнiйнi оператори fij визначенi коректно, це нам забезпечує теорема
1.1. Для доведення того, що оператори fij утворюють базис, необхiдно i
достатньо довести повноту i лiнiйну незалежнiсть бараної системи лiнiй-
них операторiв.

Повнота означає, що будь-який лiнiйний оператор f є лiнiйною ком-
бiнацiєю вибраних лiнiйних операторiв. Перевiримо це. Нехай

f(ei) =
n∑

j=1

aijej.

Тодi

f(ei) =
n∑

j=1

aijfij(ei),

i

f =
n∑

j=1

aijfij.
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Повнота перевiрена.
Переходмо до доведення лiнiйної незалежностi лiнiйних операторiв

fij. Виберемо довiльну лiнiйну комбiнацiю
n∑

i,j=1

aijfij (13)

цих векторiв, яка дорiвнює нулю (нульовому лiнiйному оператору), i до-
ведемо, що всi числа ak,j k, j = 1, 2, . . . , n, дорiвнюють нулю.

Оскiльки лiнiйний оператор (13) нульовий, то для будь-якого бази-
сного вектора ek буде

n∑
i,j=1

aijfij(ek) =
n∑

j=1

akjej = 0 (14)

Оскiльки базиснi вектори обов’язково незалежнi,то остання рiвнiсть мо-
жлива в тому i тiльки тому випадку, коли всi числа ak,j j = 1, 2, . . . , n,
дорiвнюють нулю.

Теорема доведена повнiстю.

Нагадаємо, що лiнiйний простiр, який в той же час є кiльцем, нази-
ваєть лiнiйною алгеброю. Отже многолчени утворюють лiнiйну алгебру,
квадратнi матрицi заданого розмiру утворюють лiнiйну алгебру. Ми до-
вели, що також лiнiйнi оператори утворюють i кiльце i лiнiйний простiр,
Отже маємо обгрунтованою теорему

Теорема 2.4 Лiнiйнi оператори, що дiють в заданому лiнiйному п ро-
сторi утворюють лiнiйну алгебру.

2.3 Оператор, що обернений до даного

Означення 2.4 Коли для двох лiнiйних операторiв f, g виконується
рiвнiсть

fg = gf = 1,

- то оператори f, g називають взаємно оберненими. (ператор g оберне-
ний до оператора f , а оператор f обернений до оператора g). В цьому
випадку пишуть

f = g−1, g = f−1.

За означенням, якщо заданий оператор f має обернений оператор
f−1, то можна писати

y = f(x) ⇔ x = f−1(y).
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Теорема 2.5 Линiйний оператор має обернений (оборотний) тодi i тiль-
ки тодi, коли вiн є бiєктивним.

Доведення. Будь-яке вiдображення має обернене тодi i тiльки тодi, коли
воно бiєктивне — цей факт вважаємо вiдомим. Отже, коли о ператор має
обернений, то вiн бiєктивним. Потрiбно перевiряти лише, що коли вiн
бiєктивний, то в такому випадку вiн має обернений.

Коли лiнiйний оператор є бiєктивним вiдображенням, то до нього є
обернене вiдображення. Тому потрiбно лише перевiрити, що обернене
вiдображення є лiнiйним оператором.

Нехай f : L → L є бiєктивним лiнiйним оператором i g : L → L є обер-
неним вiдображенням. Побрiбно перевiрити адитивнiсть i однорiднiсть g,
тобто виконання умов

g(a+ b) = g(a) + g(b), g(λa) = λg(a). (15)

Виберемо a, b ∈ L i λ ∈ F . Оскiльки оператор f бiєктивний, то для
деяких векторiв a′, b′ ∈ L будуть виконуватися рiвностi

f(a′) = a, f(λa′) = λa, f(b′) = b, f(a′ + b′) = a+ b,

i, вiдповiдно, рiвностi

a′ = g(a), λa′ = g(λa), b′ = g(b), a′ + b′ = g(a+ b).

Грунтуючись на останнiх рiвностях робимо висновок про правильнiсть
(15).

Теорема 2.6 Лiнiйний оператор f : L → L скiнченновимiрного про-
строру L має обернений тодi i тiльки тодi, коли виконується одна iз
рiвностей:

rang f = dimL, def f = 0.

Доведення.
Згiдно з теоремою 1.3 умови rang f = dimL та def f = 0. рiвносильнi.

А умова rang f = dimL рiвносильна умовi бiєктивностi, яка рiвносильна
умовi iснування оберненого оператора згiдно з теоремою 2.5.

Приклад 2.4 Оберненим до оператора обертання площини є обертан-
ня на протилежний кут. Оберненим до оператора множення на число
є оператор множення на обернене число.
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Теорема 2.7 Оборотнi оператори (тi, що мають оберненi) лiнiйного
простору утворюють мультиплiкативну групу.

Доведення. Нагадаємо, що мультиплiкативною групою називають
непорожню множину р азом з бiнарною асоцiативною операцiєю, яка
названа множенням, причому ця множина мiстить одиницю i кожен еле-
мент має обернений. Оскiльки множення операторiв асоцiативне, одини-
чний оператор має обернений, i, кожен оборотний оператор за означен-
ням має обернений, то доводити потрiбно лише те, що добуток оборотних
операторiв є оборотним оператором.

Нехай f, g — два оборотнi оператори i f−1, g−1 — оберненi до цих
операторiв. Тодi

(f · g) · (g−1 · f−1) = f · (g · g−1) · f−1 = id.

Отже оберненим до оператора f · g буде оператор g−1f−1.
Доведення теореми завершене.

3 Матриця лiнiйного оператора

3.1 Означення матрицi лiнiйного оператора

Означення 3.1 Матрицею лiнiйного оператора f : L → L в заданному
базисi e1, e2, . . . , en ∈ L називається матриця, стовпчики якої утворенi
координатами образiв базисних векторiв при преобразовании f . Тобто
коли

f(e1) = a11e1 + a21e2 + . . .+ an1en,

f(e2) = a12e1 + a22e2 + . . .+ an2en,

. . .

f(en) = a1ne1 + a2ne2 + . . .+ annen,

- то матрицею A = Af оператора f буде матриця

A = Af =


a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n
. . .
an,1 an,2 . . . an,n

 .
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Приклад 3.1 Матрицею одиничного оператора є одинична матриця.
Матрицею нульового оператора є нульова матриця. Матрицею обер-
тання площини на заданий кут φ є матриця(

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
.

Приклад 3.2 Нехай L лiнiйний простiр з базисом e1, e2, e3, e4 i f : L →
L — лiнiйний оператор, для якого

f(e1) = f(e2) = 7e1−e2+5e4, f(e3) = 2e2+e3−6e4, f(e4) = e1+e2+e3.

Матрицею оператора f в базисi e1, e2, e3, e4 юуде
7 7 0 1
−1 −1 2 1
0 0 1 1
5 5 −6 0


Теорема 3.1 Коли в лiнiйному просторi L вибрано базис, матриця A є
матрицею лiнiйного оператора f в цьому базисi, вектор x має стовпчик

координат


x1

x2

. . .
xn

 , а вектор y має стовпчик координат


y1
y2
. . .
yn

 , то

A


x1

x2

. . .
xn

 =


y1
y2
. . .
yn

⇔ y = f(x). (16)

Доведення. Нехай e1, e2, . . . , en — базис l,

f(ei) =
n∑

j=1

ajiej,

i, вiдповiдно,

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . .
an1 an2 . . . ann


Нехай також

x =
n∑

i=1

xiei, y =
n∑

i=1

yiei,
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Тодi

y = f(x) =
n∑

i=1

xif(ei) =
n∑

i=1

xi

n∑
j=1

ajiej =
n∑

j=1

(
n∑

i=1

ajixi

)
ej ⇔ yj =

n∑
i=1

ajixi(j = 1, 2, . . . , n).

Теорема 3.2 Коли в n−вимiрному лiнiйному просторi є вибраний ба-
зис, то вiдображення, що ставить у вiдповiднiсть кожному оператору
його матрицю, є iзоморфiзмом мiж алгеброю лiнiйних операторiв i ал-
геброю квадратних матриць розмiру n× n, тобто

• це вiдображення є бiєктивнимж

• сумi двох операторiв ставиться у вiдповiднiсть сума матриць
цих операторiв;

• добутку двох операторiв ставиться у вiдповiднiсть добуток ма-
триць цих операторiв;

• нульовому оператору ставиться у вiдповiднiсть нульова матри-
ця;

• одиничному оператору ставиться у вiдповiднiсть одинична ма-
триця;

• протилежному оператору ставиться у вiдповiднiсть протиле-
жна матриця;

• оберненому оператору ставиться у вiдповiднiсть обернена матри-
ця.

Доведення. Кроки доведення однотипнi, тому зупинимося лише на одно-
му пунктi — добутку операторiв ставиться у вiдповiднiсть добуток вiд-
повiдних матриць.

Нехай e1, e2, . . . , en базис лiнiйного простору L, нехай в цьому базисi
лiнiйнi оператори f, g, h = f · g мають матрицi A,B,C

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . .
an1 an2 . . . ann

 , B =


b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
. . .
bn1 bn2 . . . bnn

C =


c11 c12 . . . c1n
c21 c22 . . . c2n
. . .
cn1 cn2 . . . cnn


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За означенням матрицi лiнiйного оператора

f(ei) =
n∑

j=1

ajiej, g(ei) =
n∑

j=1

bjiej, h(ei) =
n∑

k=1

ckiek.

За означенням добутку двох операторiв

h(ei) = f(g(ei)) = f

(
n∑

j=1

bjiej

)
=

n∑
j=1

bjif(ej) =
n∑

j=1

n∑
k=1

akjbjiek =
n∑

k=1

(
n∑

j=1

akjbji

)
ek

Звiдси випливає, що cki =
∑n

j=1 akjbji, тобто C = A ·B.

Теорема 3.3 Матриця A лiнiйного оператора в лiнiйному просторi L
вимiрностi n в деякому базисi має блочний вигляд(

A1 0
0 A2

)
,

де матриця A1 має розмiр n1 × n1, а матриця A2 має розмiр n2 × n2,
n1+n2 = n, тодi i тiльки тодi, коли i лiнiйна оболонка перших n1 бази-
сних векторiв i лiнiйна оболонка останнiх n2 векторiв є iнварiантними
пiдпросторами.

Доведення.Теорема є прямим наслiдком означення матрицi лiнiйного
оператора та означення iнварiантного пiдпростору.

3.2 Змiна матрицi лiнiйного оператора при переходi
до нового базису

Теорема 3.4 Нехай в лiнiйному просторi L є два базиси: e1, e2, . . . , en
— старий базис, u1, u2, . . . , un — новий базис, i є матриця C переходу
вiд старого базису до нового. Нехай також лiнiйний оператор f має
матрицю A в старому базисi i матрицю B в новому базисi. Тодi

B = C−1AC.

Доведення.

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . .
an1 an2 . . . ann

 , B =


b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
. . .
bn1 bn2 . . . bnn

C =


c11 c12 . . . c1n
c21 c22 . . . c2n
. . .
cn1 cn2 . . . cnn


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За означенням матрицi лiнiйного оператора

f(ej) =
n∑

k=1

akjek, f(ui) =
n∑

j=1

bjiuj.

А за означенням матрицi переходу вiд старого базису до нового

ui =
n∑

j=1

cjiej.

Тодi

f(
n∑

j=1

cjiej) =
n∑

j=1

bji

(
n∑

k=1

ckjek

)
.

n∑
j=1

cjif(ej) =
n∑

k=1

(
n∑

j=1

ckjbji

)
ek,

n∑
j=1

cji

n∑
k=1

akjek =
n∑

k=1

(
n∑

j=1

ckjbji

)
ek.

n∑
k=1

(
n∑

j=1

akjcji

)
ek =

n∑
k=1

(
n∑

j=1

ckjbji

)
ek,

n∑
j=1

akjcji =
n∑

j=1

ckjbji, i, j = 1, 2, . . . , n.

Останнi рiвностi означають AC = CB. що й потрiбно було довести.

4 Дiагоналiзацiя матрицi лiнiйного операто-
ра

4.1 Власнi числа та власнi вектори лiнiйного опера-
тора

В цьому роздiлi, як i ранiше, через L позначаємо лiнiйний простiр, а
через f лiнiйний оператор в цьому просторi.

Означення 4.1 Число λ называється власним числом оператора f , якщо
для деякого ненульового вектора x виконуєься рiвнiсть

f(x) = λx. (17)
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Означення 4.2 Вектор x ∈ L називається власним вектором лiнiй-
ного оператора f , що вiдповiдає власному числу λ, якщо виконується
рiвнiсть (17).

Пiдкреслимо, що власний вектор визначається пiсля власного числа,
i власне число може бути нульовим. Нульовий вектор є власним векто-
ром для будь-якого власного числа. А при визначеннi власного числа
вимагається, щоб iснував ненульовий власний вектор, який цьому числу
вiдповiдає. Порядок визначень тут не можна змiнювати.

Приклад 4.1 Кожну квадратну матрицю розмiру n × n можна роз-
глядати як лiнiйний оператор у просторi стовпчикiв довжини n: якщо
A матриця, а x — стовчик елементiв того поля, якому належать еле-
менти матрицi A, то

x → A · x.
Природно, власнi числа (вiдповiдно, власнi вектори) цього оператора на-
зивають власними числами (вiдповiдно, власними векторами) матрицi
A. Отже, число λ є власним числом матрицi A тодi i тiльки тодi (за
означенням) коли для деякого ненульового вектора (ствпчика елемен-
тiв вiдповiдного поля) виконується рiвнiсть

A · x = λx. (18)

А вектор x є власним вектором матрицi A, що вiдповiдає власному
числу A, називається вектор x, що задовольняє рiвнянню (18)

Теорема 4.1 Якщо в лiнiйному просторi вибрали базис i лiнiйному опе-
ратору f поставили у вiдповiднiсть матрицю A, то власнi вектори i
власнi числа матрицi A i лiнiйного оператора f збiгаються.

Доведення. Нехай вектор x має стовпчик координат


x1

x2

. . .
xn

 , а ве-

ктор f(x) має стовпчик координат


y1
y2
. . .
yn

 . Тодi (див. (16)), то

f(x) = λ · x ⇔ A


x1

x2

. . .
xn

 = λ


x1

x2

. . .
xn

 .
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Приклад 4.2 Розглянемо лiнiйний простiр дiйсних функцiй, що ма-
ють похiднi всiх порядкiв у всiх точках iнтервалу (0,1), i лiнiйний опе-
ратор в цьому просторi, що ставить у вiдповiднiсть функцiї її похiдну.
Тодi власними числами будуть тi дiйснi числа λ, для яких iснує нену-
льова функцiя f така, що

f ′ = λf. (19)

Оскiльки
(
eλx
)′

= λeλx, то всi дiйснi числа є власними для цього опе-
ратора. Оскiльки розв’язками рiвняння (19) для заданого λ є функцiї
C · eλx, то власними векторами введеного оператора знаходження по-
хiдної, що вiдповiдають власному числу λ, будуть функцiї C · eλx, де C
— стале число.

Приклад 4.3 Розглянемо оператор проектування на пiдпростiр L2 па-
ралельно пiдпростору L1, який розглядали у прикладi 1.5. Якщо L1, L2 є
ненульовими пiдпросторами, то власними числами є 0 та 1, причому,
власними векторами, якi вiдповiдають власному числу 0 будуть векто-
ри iз L1, а власними числами, якi вiдповiдають власном числу 1 будуть
вектори iз L2.

Означення 4.3 Характеристичним многочленом матрицi A назива-
ють многочлен χ(λ) = det(A − λE). Характеристичним многочленом
лiнiйного оператора називають характеристичний многочлен його ма-
трицi в якомусь- базисi.

Потрiбно перевiряти коректнiсть визначення характеристичного мно-
гочлена лiнiйного оператора, тобто потрiбно доводити, що характери-
стичний многочлен матрицi лiнiйного оператора не залежить вiд вибору
базису. Перевiрка коректностi наступна. Нехай є два базиси - новий i
старий. В новому оператор має матрицю B, а в старому - матрицю A, i
нехай C — матриця переходу вiд старого базиса до нового. Тодi

det(B − λE) = det(C−1AC − E) = det(C−1(A− E)C) = det(A− λE).

Отже характеристичнi многочлени збiгаються i означення коректне.

Теорема 4.2 Число є власним для лiнiйного оператора тодi i тiль-
ки тодi, коли воно є коренем характеристичного многочлена χ(λ) =
det(A− λE) матрицi A цього оператора в деякому базисi.

Доведення. Твердження теореми випливає з того, що рiвняння Ax =
λ · x має ненульовий розв’язок тодi i тiльки тодi, коли має ненульовий
розв’зок система лiнiйних рiвнянь

Ax− λx = (A− λE)x = 0,
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а останнє рiвняння має ненульовий розв’язок тодi i тiльки тодi, коли
визначник системи дорiвнює нулю (або ранг системи менше кiлькостi
невiдомих).

Теорема 4.3 Всi власнi вектори, що вiдповiдають заданому власному
числу λ, утворюють ненульовий iнварiантний пiдпростiр.

Доведення. Всi власнi вектори лiнiйного оператора f : L → L, що
вiдповiдають власному числу λ, утворюють ядро оператора f−λ·id i тому
утворюють пiдпростiр всього простору. Цей пiдпростiр ненульовий тому,
що за означенням власного числа, повинен бути бодай один ненульовий
власний вектор, який цьому числу вiдповiдає

Теорема 4.4 Сума власних пiдпросторiв, що вiдповiдають рiзним вла-
сним числа, є прямою сумою.

Доведення. Нехай L — лiнiйний простiр, i L1, L2, . . . , Lk ⊆ L, — пiдпро-
стори цього простору. Нагадаємо, що сума

L1 + L2 + . . .+ Lk

є прямою, якщо для кожного i = 1, 2, . . . , k(
k∑

j ̸=i,j=1

Lj

)
∩ Li = 0.

Припустимо далi, що L1, L2, . . . , Lk ⊆ L, є власними пiдпросторами,
Li вiдповiдає власному числу λi, i = 1, 2, . . . , k причому всi власнi чи-
сла рiзнi. Оскiльки нумарацiя власних пiдпросторiв довiльна, то можна
доводитилише рiвнiсть

(L1 + L2 + . . .+ Lk−1) ∩ Lk = 0,

яка означає, що
x1 + x2 + . . .+ xk = 0, (20)

лише в одному випадку, коли всi доданки дорiвнюють нулю.
Подiємо на рiвнiсть (20) операторами f, f 2, f 3, . . . , fk−1. Одержимо

систему рiвностей
x1 + x2 + . . .+ xk = 0,
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λ1x1 + λ2x2 + . . .+ λkxk = 0,

λ2
1x1 + λ2

2x2 + . . .+ λ2
kxk = 0,

. . .

λk−1
1 x1 + λk−1

2 x2 + . . .+ λk−1
k xk = 0,

яку можна записати в матричному виглядi W · x = 0, де

W =


1 1 . . . 1
λ1 λ2 . . . λk

. . .
λk−1
1 λk−1

2 . . . λk−1
k

 , x =


x1

x2

. . .
xk

 .

Оскiльки мариця W це матриця Вандермонда, i всi власнi числа рiзнi,
то ця матриця має обернену W−1 — вважаємо це вiдомим. Домноживши
злiва рiвнiсть W · x = 0 на W−1 одержуємо потрiбне x = W−1 ·W · x =
W−1 · 0 = 0.

Приклад 4.4 Знайдемо власнi числа та власнi пiдпростори лiнiйного
оператора, що заданий матрицею

A =

(
2 3
4 6

)
Спочатку шукаємо характеристичний многочлен:

χ(λ) =

∣∣∣∣ 2− λ 3
4 6− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 8λ.

Потiм шукаємо коренi характеристичного многочлена:

λ1 = 0, λ2 = 8.

Отже власними числами лiнiйного оператора є числа 0,8.
Далi для кожного власного числа шукаємо власний пiдпростiр, що

вiдповiдає цьому числу. Знайти власний пiдпростiр означає знайти базис
цього пiдпростору.

Для власного числа 0 вiдпровiдним власним пiдпростором є пiдпро-
стiр розв’язкiв рiвняння

Ax = 0

Базис цього простору складається iз одного вектора — ним можна взяти

e1 = (−3, 2).
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Для власного числа 8 вiдпровiдним власним пiдпростором є пiдпро-
стiр розв’язкiв рiвняння

(A− 8E)x = 0,

(
−6 3
4 −2

)
= 0.

Базис цього простору складається iз одного вектора — ним можна взяти

e2 = (1, 2).

В базисi e1, e2 матриця B лiнiйного оператора має вигляд

B = C−1AC,

де C — це матриця переходу вiд старого базису (1, 0), (0, 1) до нового
базису e1, e2, тобто

C =

(
−3 1
2 2

)
Отже

B = C−1AC =

(
−3 1
2 2

)−1(
2 3
4 6

)(
−3 1
2 2

)
= −1

8

(
2 −1
−2 −3

)(
2 3
4 6

)(
−3 1
2 2

)
=

(
0 0
0 8

)

4.2 Анулюючий та мiнiмальний многочлен

Означення 4.4 Многочлени, якi мають своїм коренем заданний опера-
тор (вiдповiдно, матрицю), називають анулюючими цей оператор (вiд-
повiдно, цю матрицю).

Приклад 4.5 Оскiльки A2 = 0 для матрицi A =

(
0 1
0 0

)
, то много-

член x2 є анулюючим для матрицi A.

Теорема 4.5 Для кожного опратора (вiдповiдно, матрицi) є ненульо-
вий анулюючий многочлен. Серед анулюючих многочленiв є многочлен
найменшого степеня (один з точнiстю до сталого множника).

Доведення. Вiдомо (див. теор. 2.3 ), що вимiрнiсть лiнiйного просто-
ру лiнiйних операторiв, що дiють в заданому скiнченновимiрному про-
сторi, скiнченна. Тому для заданого оператора f певна кiлькiсть степенiв
f, f 2, f 3, . . . , fn буде лiнiйно залежною, тобто

a1f + a2f
2 + . . .+ fn = 0,
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причому серед коефiцiєнтiв a1, a2, . . . , an є ненульовий. А це означає, що
многочлен

a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n

є анулюючим для оператора f .
Iснування ненульових анулючих многочленiв доведене.
Оскiльки степенi ненульових многочленiв є нуль або натуральне чи-

сло, то за принципом найменшого числа серед ненульових анульюючих
многочленiв є многочлен найменшого степеня. Доведемо, що такий мно-
гочлен єдиний з точнiстю до сталого множника.

Нехай u(x), v(x) два ненульових анулюючих многочлени найменшого
степеня для заданого оператора f . Роздiлимо u(x) на v(x) з остачею:

u(x) = v(x) · q(x) + r(x), deg r(x) < deg v(x).

Оскiльки
u(f) = v(f) · q(f) + r(f),

i u(f) = v(f) = 0, то r(f) = 0, тобто r(x) є анулюючим для f . Але
deg r(x) < deg v(x), тому r(x) = 0 i многочлен u дiлиться на многочлен
v.

Означення 4.5 Ненульовий анулюючий многочлен найменшого степе-
ня називають мiнiмальним.

Теорема 4.6 Всi анулюючi многочлени дiляться на мiнiмальний. Мi-
нiмальний многочлен єдиний з точнiстю до сталого множника.

Доведення. Нехай u(x) є анулюючим многолченом, а m(x) є мiнiмаль-
ним многолченом для лiнiйного оератора f .

Роздiлимо u(x) на m(x) з остачею:

u(x) = m(x) · q(x) + r(x), deg r(x) < degm(x).

Оскiльки
u(f) = m(f) · q(f) + r(f),

i u(f) = m(f) = 0, то r(f) = 0, тобто r(x) є анулюючим для f . Але
deg r(x) < degm(x), тому r(x) = 0 i многочлен u дiлиться на многочлен
m.

Теорема 4.7 (Теорема Гамiльтона — Келi) Кожна матриця i ко-
жен лiнiйний оператор є коренем свого характеристичного многочлена.
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Доведення. З огляду на iзоморфiзм мiж алгеброю операторiв i ал-
геброю матриць теорему можна доводити лише для матриць.

Матриця A є коренем многочлена f(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n (за

визначенням) коли

a0E + a1A+ a2A
2 + . . .+ anA

n = 0.

Доведення (взяте iз книги Мальцев А.И. Основы линейной алгебры.
М.:Наука, 1970, стр59).

Нехай у нас є матриця A розмiру n×n над деяким полем F . Нагадаю,
що визначення многочленiв у нас алгебраїчне — многочлени — це вирази
певного вигляду, i вони збiгаються лише у випадку, коли всi коефiцiєнти
у них збiгаються. Будуємо матрицю A−λE i називаємо її характеристи-
чною. До характеристичної матрицi будуємо приєднану матрицю B — її
елментами є алгебраїчнi доповнення певних елементiв характеристичної
матрицi. Тоячнiше, якщо

B =


b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
. . .
bn1 bn2 . . . bnn


то bij — це мiнор, що одержаний iз характеристичної матрицi викреслю-
ванням j−го рядка i i−го стовпчика i помноженого на (−1)i+j. Досить
очевидно, що елементi матрицi B є многолченами вiд λ степенi, що не
перевищує n− 1. Тому можна написати

bij = b
(0)
ij + b

(1)
ij λ+ b

(2)
ij λ

2 + . . .+ b
(n−1)
ij λn−1.

В таких позначеннях матриця B розкладається в суму

B =
n−1∑
k=0

λk ·


b
(k)
11 b

(k)
12 . . . b

(k)
1n

b
(k)
21 b

(k)
22 . . . b

(k)
2n

. . .

b
(k)
n1 b

(k)
n2 . . . b

(k)
nn

 ,

або

B =
n−1∑
k=0

λk ·B(k), де B(k) =


b
(k)
11 b

(k)
12 . . . b

(k)
1n

b
(k)
21 b

(k)
22 . . . b

(k)
2n

. . .

b
(k)
n1 b

(k)
n2 . . . b

(k)
nn

 .

Далi будемо користуватися вiдомою рiвнiстю

B(A− λE) = det(A− λE) · E. (21)
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Характеристичний многочлен часто позначають χ, i ми так зробимо:

χ(λ) = det(A− λ · E) = α0 + α1λ+ α2λ
2 + . . .+ λn.

Вважаємо зрозумiлим, що характеристичний многочлен має степiнь n i
старший коефiцiєнт в ньому дорiвнює 1.

Далi переписуємо рiвняння (21) в нових позначеннях:

n−1∑
k=0

λk ·B(k)(A− λE) = (
n∑

k=0

λkαk) · E, αn = 1.

Остання рiвнiсть виконується, коли збiгаються коефiцiєнти при степенях
λ злiва i справа. Хоч тут i не многочлени над полем чи комутативним
кiльцем з одиницею, як ми їх визначали, все ж так можна стверджу-
вати — ми можемо перейти на рiвен окремих елементiв i зовсiм строго
прослiдкувати за правильнiстю такого твердження.

Отже прирiвнюємо коефiцiєнти злiва i справа.

−B(0)A = α0E,
−B(1)A + B(0) = α1E,
−B(2)A + B(1) = α2E,

. . .
−B(n−1)A + B(n−2) = αn−1E,

B(n−1) = E.

)

Ми виписали n+1 рiвнiсть. Помножимо їх вiдповiдно на E,A,A2, . . . , An

i складемо. Злiва одержио 0, а справа характеристичний многочлен вiд
матрицi. Тобто ми одержали, що матриця є коренем свого характеристи-
чного многочлена.

Теорема Гамiльтона — Келi доведена.

4.3 Дiагоналiзацiя матрицi лiнiйного оператора.

Теорема 4.8 Матриця лiнiйного оператора має дiагональный вид тодi
i тiльки тодi, коли базис лiнiйного простору складається iз власних
векторiв.

Доведення.
Доведення однокрокове — виписуємо матрицю лiнiйного оператора

у базисi iз власних векторiв i бачимо, що вона дiагональна (доведення
“туди“). Потiм виписуємо дiю оператора на базиснi вектори у випадку,
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коли матриця дiагональна i бачимо, що базис складається виключно iз
власних векторiв (доведення “назад“).

Означення 4.6 Дагоналiзувати матрицю лiнiйного оператора означає
знайти базис, в якому матриця цього оператора має дiагональний ви-
гляд.

Кожну матрицю мажна розглядати як матрицю A означає зна-
йти оборотну матрицю C таку, що матрицi C−1AC має дiагональний
вигляд.

5 Жорданова форма матрицi лiнiйного опе-
ратора

Не кожну матрицю можна привести до дiагонального вигляду (знайти
базис iз власних векторiв). Але ля кожної матрицi A iснує матриця пе-
реходу C така, що матриця B − C−1AC має блочний вигляд, в якому
по головнiй дiагоналi стоять клiтини Жордана, а за межами дiагоналi
— нульовi клiтини. Кажуть, що так побудована матриця B має форму
Жордана.

Означення 5.1 Клiтини Жордана J(λ) — це матрицi, в яких по дiа-
гоналi стоїть одне число (власне), над дiагоналлю йде рядок одиничок,
а решта елементiв - нулi, тобто

J(λ) =


λ 1 0 . . . 0
0 λ 1 . . . 0
. . .
0 0 0 . . . λ

 .

5.1 Розкладення лiнiйного простору у пряму суму
кореневих пiдпросторiв.

В роздiлi будемо стало використовувати позначення:
L — лiнiйний простiр над полем C комплексних чисел;
dimL = n ≥ 1; e1, e2, . . . , en — базис простору L;
I — одиничний оператор, I(x) = x для будь-якого вектора x ∈ L;
f : L → L — лiнiйний оператор;
χ(λ) = (λ−λ1)

p1(λ−λ2)
p2 . . . (λ−λk)

pk — характеристичний многочлен
оператора f ;
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λ1, λ2, . . . λk — рiзнi власнi числа оператора f ;
A — матриця оператора f базисi e1, e2, . . . , en.
Ker(f) — ядро оператора f , воно складається iз тих векторiв, якi

переводяться оператором f в 0.
Im(f) — образ лiнiйного простору пiд дiєю оператора f . Вiн складає-

ться iз тих векторiв y ∈ L для яких можна пiдiбрати такий вектор x ∈ L,
що буде виконуватися рiвнiсть y = f(x).

Нагадаємо, що обмеження заданого оператора на iнварiантний пiд-
простiр це новий оператор, який вiдрiзняється вiд заданого лише обла-
стю визначення - вiн визначений лише на iнварiантному пiдпросторi, але
на векторах iнварiантного пiдпростору дiє так же, як i заданий.

Без нагадування будемо використовувати два факти:
1) добуток двох многочленiв вiд одного оператора не залежить вiд

порядку множникiв;
2) якщо x — власний вектор оператора f , що вiдповiдає власному

числу λ, i α(f) — многочлен вiд f , то x буде також власним вектором
оператора α(f), який вiдповiдає власному числу α(λ).

Означення 5.2 Кореневим пiдпростором, що вiдповiдає власному зна-
ченню λi, i = 1, 2, . . . , k, називається пiдпростiр Vi ⊆ L, елементами
якого є тi вектори, якi переводяться в 0 певним степенем оператора
f − λiI.

Iншими словами, кореневий пiдпростiр Vi, що вiдповiдає власному
числу λi, це об’єднання ядер операторiв (f − λiI)

p при всiх p = 1, 2, . . .
Визначення коректне, кореневий пiдпростiр дiйсно є пiдпростором.

Для перевiрки цього факту беремо два вектори a, b ∈ Vi x, y ∈ C. Потрi-
бно переконатися, що c = xa+ yb ∈ Vi.

Дiйсно, оскiльки a, b ∈ Vi, то для деяких натуральних чисел n1 ≥ n2

,буде
(f − λiI)

n1(a) = (f − λiI)
n2(b) = 0.

Тодi
(f − λiI)

n1(c) = x(f − λiI)
n1(a) + y(f − λiI)

n2(b) = 0.

Роздiл присвячений доведенню наступної теореми:

Теорема 5.1 Лiнiйний простiр є прямою сумою кореневих пiдпросто-
рiв, тобто

L = V1 ⊕ V2 ⊕ . . .⊕ Vk.

Доведення.
Спочатку одержимо декiлька допомiжних результатiв.
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Лема 5.1 Кожен кореневий пiдпростiр є ненульовим iнварiантним пiд-
простором.

Для доведення потрiбно покзати, що для вектора x ∈ Li також f(x) ∈ Li.
А це випливає з того, що коли (f − λiI)

p(x) = 0, то

(f − λiI)
p(f(x)) = f((f − λiI)

p(x)) = f(0) = 0.

Лема 5.2 Для кожного кореневого пiдпростору Vi iснує цiлком певне
число qiтаке, що

Vi = Ker(f − λiI)
qi = {v ∈ V |(f − λiI)

qi(v) = 0}.

Доведення. Використовуємо iнварiантнiсть пiдпростору Vi. В цьому
пiдпросторi оператор f має єдине власне число — λi. Обмеження f1 опе-
ратора f на пiдпростiр Vi має характеристичний многочлен (λ − λiI)

qi .
А характеристичний многочлен є анулюючим. Тому оператор (f1−λiI)

qi

є нульовим, а оператор (f −λiI)
qi переводить всi вектори пiдпростору Vi

в нуль. Лема доведена.

Лема 5.3 Нехай кореневий пiдпростiр Vi є ядром оператора (f −λiI)
qi.

Тодi лiнiйний простiр V є прямою сумою двох iнварiантних пiдпросто-
рiв V = Vi + V ′

i , де V ′
i = Im((f − λiI)

qi).

Доведення. Якщо φ лiнiйний оператор, i A — його матриця в певному
базисi, то ядро оператора це лiнiйний пiдпростiр векторiв x для яких
Ax = 0. Уже нам вiдомо, що вимiрнiсть пiдпростору розв’язкiв дорiвнює
N − rangA, де N — вимiрнiсть усого простору, а rangA — ранг матрицi
A. Образи базисних векторiв є стовпчиками матрицi A. Тому вимiрнiсть
образу оператора φ дорiвнює rangA. Звiдси випливає, що сума вимiрно-
стей ядра i образа оператора дорiвнює вимiрностi усього простору.

В нашому випадку, якщо V ′
i = Im((f − λiI)

qi), то

dimVi + dimV ′
i = n.

Для доведення того, що V = Vi + V ′
i , лишилося перевiрити рiвнiсть

Vi ∩ V ′
i = 0.

Припустимо, що Vi ∩ V ′
i = U ̸= 0. Тодi U , як перетин двох iнварi-

антних пiдпросторiв, також є iнварiантним пiдпростором. Обмеження g
лiнiйного оператора f на лiнiйний пiдпростiр U має характеристичний
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многочлен i, вiдповiдно, власне число. Тому оператор f має власний ве-
ктор x ∈ U , що вiдповiдає певному власному числу µ. Якщо µ ̸= λi, то
для будь-якого натурального m

(f − λiI)
m(x) ̸= 0

i x /∈ Vi. Якщо ж µ = λi, то для деякого y ∈ V буде

x = (f − λiI)
qi(y) ̸= 0, (f − λiI)

qi(x) = (f − λiI)
2qi(y) = 0.

А це суперечить лемi 5.2.

Лема 5.4 Кореневий пiдпростiр Vi має вимiрнiсть pi. Характеристи-
чним многочленом обмеження оператора f на iнварiантний пiдпростiр
V ′
i = Im((f − λiI)

qi) є многочлен

χ(λ)

(λ− λi)pi
.

Доведення. Правильнiсть леми випливає з того, що 1) обмеження f1
оператора f на Vi має єдине власне число — λi; 2) обмеження f2 опера-
тора f на V ′

i не має власних векторiв, що вiдповiдають власному числу
λi — в протилежному випадку пiдпростори Vi та V ′

i мали б ненульовий
перетин; 3) Характеристичний многочлен оператора f є добутком хара-
ктеристичних многочленв операторiв f1 та f2.

Тепер заготовано все необхiдне для швидкого доведення теореми. Це
доведення проводиться iндукцiєю по кiлькостi рiзних власних чисел.

База iндукцiї — одне власне число. В такому разi весь простiр є єди-
ним кореневим пiдпростором i теорема правильна.

Iндуктивне припущення, нехай ми можемо розкласти лiнiйний про-
стiр у пряму суму кореневих пiдпросторiв у випадку, коли власних чисел
менше нiж k.

Iндуктивнiй перехiд. Нехай оператор f має k рiзних власних чисел.
Тодi розкладаємо лiнiйний простiр у пряму суму V = V1 + V ′

1 (в позна-
ченнях леми 5.4). А далi користуємося лемою 5.4 i розкладаємо уже V ′

1

у суму кореневих, що дозволене iндуктивним припущенням.
Теорема 5.1 доведена.
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5.2 Жорданова форма матрицi з одним власним чи-
слом

Користуємося позначеннями попереднього роздiлу про кореневi пiдпро-
стори.

Протягом цього роозлiлу оператор f буде мати лише одне власне чи-
сло. Починаємо ми з випадку, коли цим власним числом є 0 — основна
частина матерiалу стосується цього найважливiшого окремого випадку.
В цьому випадку характеристичний многочлен оператора має вигляд λn

i fn є нульовим оператором.

Означення 5.3 Лiнiйний оператор, який в певному степенi є нульо-
вим, називають нiльпотентним. Найменше натуральне число, в яко-
му нiльпотентний оператор дорiвнює нулю називають висотою нiль-
потентностi оператора.

Означення 5.4 Матриця

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . .
an1 an2 . . . ann


назназивається клiтиною Жордана, яка вiдповiдає власному числу λ,
коли

aii = λ, i = 1, 2, . . . , n ai+1,i = 1, i = 1, 2, . . . n−1 aij = 0 якщо j /∈ {i, i−1}.

Прикладами клiтин Жордана, що вiдповiдають власному числу λ є
матрицi

(λ),

(
λ 0
1 λ

)
,

 λ 0 0
1 λ 0
0 1 λ

 , . . .

Теорема 5.2 Для нiльпотентного оператора f iснує базис, в якому ма-
триця цього оператора блочно-дiагональна i по дiагоналi стоять клiти-
ни Жордана, якi вiдповiдають власному числу 0.

Далi вважаємо, що оператор f нiльпотентний i має висоту p . Нульова
матриця є блочно дiагональною, де по дiагоналi стоять клiтини Жордана
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(0). Отже для нульового оператора теорема очевидна. Далi вважаємо, що
f ̸= 0, p > 1, fp = 0, fp−1 ̸= 0.

Позначимо через Vi ⊂ V ядро оператора f i, i = 1, 2, , . . . , p. Таким
чином, Vp = V i V1 — власний пiдпростiр, що вiдповiдає власному числу
0. Якщо для деякого натурального i i для деякого вектора x виконується
рiвнiсть f i(x) = 0, то також буде f i+1x = 0. Тому побудованi пiдпростори
V1, V2, . . . , Vp вкладенi попереднiй в наступний:

0 = V0 ⊆ V1 ⊆ V2 ⊆ . . . ⊆ Vp = V.

Через Ui i = 2, 3, . . . , p позначимо доповнення пiдпростору Vi−1 до
пiдпростору Vi. Таким чином,

V1 = U1, V2 = V1 ⊕ U2, V3 = V2 ⊕ U3, . . . , V = Vp = Vp−1 ⊕ Up.

Лема 5.5 Припустимо, що для деякого 1 < q ≤ p вектори u1, u2, . . . , uk ∈
Uq лiнiйно незалежнi в Uq. Тодi для будь-якого натурального r, q > r ≥ 1
вектори f r(u1) = v1, f

r(u2) = v2, . . . , f
r(uk) = vk ∈ Vq−r лiнiйно незале-

жнi i Lin(v1, v2, . . . vk) ∩ Vq−r−1 = 0.

Доведення. В цiй лемi мiститься три твердження:

1. Вектори v1, v2, . . . vk ∈ Vq−r.

2. Вектори v1, v2, . . . vk лiнiйно незалежнi.

3. Лiнiйна оболонка Lin(v1, v2, . . . vk) векторiв v1, v2, . . . vk має нульо-
вий перетин iз пiдпростором Vq−r−1

По черзi перевiряємо наведенi твердження.
Оскiльки u1, u2, . . . , uk ∈ Uq i Uq ⊆ Vq, то f q(ui) = 0, i = 1, 2, . . . , k.

Звiдси випливає, що f q−r(vi) = f q−r(f r(ui)) = f q(ui) = 0, i = 1, 2, . . . , k
i vi ∈ Vq−r. Перша частина перевiрена.

Переходимо до другої частини. Вiзьмемо лiнiйну комбiнацiю v векто-
рiв v1, v2, . . . vk:

v =
k∑

i=1

αivi =
k∑

i=1

αif
r(ui) = f r

(
k∑

i=1

αiui

)
.

Позначимо вектор
∑k

i=1 αiui через u. Маємо

u ∈ Uq, u ∈ Vq, u /∈ Vq−1, f
r(u) = 0 ⇒ f q−1(u) = 0 ⇒ u = 0.
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Оскiльки вектори u1, u2, . . . , uk лiнiйно незалежнi, то ми можемо написа-
ти

v = 0 ⇒ u = 0 ⇒ α1 = α2 = . . . = αk = 0,

що i оозначає лiнiйну незалежнiсть векторiв v1, v2, . . . vk. Доведення дру-
гої частини завершено.

Переходимо до третьої частини, виристовуючи позначення iз доведе-
ння другої частини. Отже, маємо лiнiйну комбiнацiю v ∈ Vq−r. Припу-
стимо, що також v ∈ Vq−r−1. Тодi

0 = f q−r−1(v) = f q−r−1

(
k∑

i=1

αif
r(ui)

)
= f q−1

(
k∑

i=1

αiui

)
.

Звiдси випливає, що u = 0 i v = 0. Третья частина леми доведена, i вся
лема доведена.

Приклад 5.1 З’ясуємо, який вигляд може мати матриця оператора
f у 7-вимiрному просторi, якщо ранг його матрицi дорiвнює 4 i f 2 = 0.

В нашому випадку

dimV2 = 7, dimV1 = dimU1 = 4, dimU2 = dimV2 − dimV1 = 3.

Вибираємо базис u1, u2, u3 ∈ U2. Лiнiйно незалежнi вектори f(u1), f(u2), f(3)
доповнюємо до базису U1 вектором u4. Об’єнання базисiв U1 i U2 дає азис
всього простору. В базисi

e1 = u1, e2 = f(u1), e3 = u2, e4 = f(u2), e5 = u3, e6 = f(u3), e7 = u4

матриця A оператора f має вигляд

A =



0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0


,

тобто матриця A блочно-дiагональна, в нiй по дiагоналi стоять клiтини
жордана, що вiдповiдають власному числу 0.
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Доведення. Переходимо власне до доведення теореми Жордана. Те-
орему доводимо конструктивно — будуємо базис в якому матриця лiнiй-
ного нiльпотентного оператора f має жорданову форму.

Базис будується кроками.
На першому кроцi будується базис e11, e12, . . . лiнiйного простору Up.

Оскiльки ранг лiнiйного оператора (ранг його матрицi) менше нiж n, i
вимiрнiсть простору Vp−1 дорiвнює рангу f , то

dimUp = dimVp − dimVp−1 ≥ 1.

На другому кроцi вектори f(e11), f(e12), . . . доповнюємо векторам e21, e22, . . .
до базису Up−1.

На i−ому кроцi (i = 2, 3, . . . , p − 1) беремо базис лiнiйного простору
Up−i+2 лiємо на його елементи (базиснi вектори) оператором f i одержанi
лiнiйно незалежнi вектори доповнюємо до базису лiнiйного пiдпростору
Up−i+1.

На останньому p−му кроцi беремо базис пiдпростору U2 дiємо най
його елементи оператором f . Одержанi образи лiнiйно незалежнi i ми
доповнюємо їх векторами ep1, ep2, . . . до базису U1 = V1.

Можливiсть здiйснення вказаних крокiв забезпечуєтсья лемою 5.5.
Об’єднання побудованих базисiв є потрiбним нам базисом жордана —

потрiбно лише розташувати одержанi вектори в належному порядку. Те,
що об’єднання базисiв пiдпросторiв Ui, i = 1, 2, . . . p дасть базис усього
простору випливає з рiвностi U1 ⊕ . . .⊕ Up = V.

Одержанi вектори розташовуються таким чином. Спочатку вибира-
ється перший базисний вектор e11 iз Up, а далi ставляться його обра-
зи: f(e11, f 2(e11), . . . , f

p−1(e11). Такi послiдовностi називаємо ланцюгами
жордана. Отже впорядкування базису починається iз створення першого
ланцюга жордана

e11, f(e11, f
2(e11), . . . , f

p−1(e11).

Далi ставиться ланцюг жордана, щo починається iз другого базисного
вектора e12 пiдпростору Up:

e11, f(e11), f
2(e11), . . . , f

p−1(e11).

Потiм виписуються ланцюги жордана, що починаються iз решти бази-
сних векторiв пiдпростору Up:

e21, f(e21), f
2(e21), . . . , f

p−2(e21).

e22, f(e22), f
2(e22), . . . , f

p−2(e22).
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. . .

Коли закiнчуються ланцюги з початками в пiдпрострi Ui, переходимо
до ланцюгiв, що починаються в Ui−1. Таким чином, ми множину всiх
базисних векторiв розбили на ланцюги i цi ланцюги записали по черзi.
Оце i є кiнцевий результат — базис Жордана.

Ретельнiше розглянемо одержаний базис Жордана.
Ланцюг Жордана є базисом iнварiантного пiдпростору — це досить

ясно. Також ясно, що в цьому iнварiантному пiдпрострi у вибраному ба-
зисi матриця обмеження оператора буде клiтиню Жордана. Весь простiр
розбиваєтсья в пряму суму таких iнварiантних пiдпросторiв, а матриця
лiнiйного оператора стає блочно дiагональною, i по дiагоналi стоять клi-
тини Жордана.

Приклад 5.2 Маємо нiльпотентний оператор f в десятивимiрному
просторi V . Його матриця в жордановiй формi має три клiтини — одна
розмiру 4 на 4 i двi клiтини розмiру 3 на 3. Якi вимiрностi пiдпросторiв

V4 = Kerf 4, V3 = Kerf 3, V2 = Kerf 2, V1 = Kerf?

Аналiз ситуацiї. Базис, в якому матриця оператора має жорданову
форму складається iз 3-х ланцюгiв жордана (за кiлькiстю клiтин) — один
ланцюг довжини 4 i два ланцюги кожен довжиною 3. Отже f 4 є нульовим
оператором i

dimV4 = dimKerf 4 = dimV = 10.

Кiлькiсть жорданових ланцюгiв довжини 4 — це вимiрнiсть простору U4,
який є доповненням пiдпростору V3 V4. Тому

1 = dimU4 = dimV4 − dimV3 = 10− dimV3 ⇒ dimV3 = 9.

Кiлькiсть ланцюгiв довжини 3 — це вимiрнiсть U3 без вимiрностi U4.
Тому

2 = dimU3−dimU4 = (dimV3−dimV2)−dimU4 = 9−dimV2−1 ⇒ dimV2 = 6.

Кiлькiсть ланцюгiв довжини 2 — це вимiрнiсть U2 без вимiрностi U3.
dimU3 = (dimV3 − dimV2) = 9− 6 = 3. Тому

0 = dimU2−dimU3 = (dimV2−dimV1)− 3 = 6−dimV2− 3 ⇒ dimV1 = 3.

Зауважимо, що V1 = Kerf є власним пiдпростором, i dimKerf збiга-
ється iз кiлькiстю клiтин жордана в жордановiй формi нiльпотентного
оператора.
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5.2.1 Теорема Жордана

Теорема 5.3 (Теорем Жордана) Для кожного лiнiйного оператора
f iснує базис, в якому матриця цього оператора блочно-дiагональна i
по дiагоналi стоять клiтини Жордана.

Доведення. Доведення теореми Жордана. Спочтку лiнiйний простiр V
розкладаємо в пряму суму кореневих пiдпросторiв лiнiйного оператора
f . На кореневому пiдпросторi, що вiдповiдає власному числу λ0, розгля-
даємо нiльпотентний оператор g = f − λ0E. Для оператора g на коре-
невому пiдпросторi будємо Жорданiв базис. В цьому базисi оператор g
маматрицю, що знаходиться в жордановiй формi. Клiтини в цiй формi
вiдповiдають власному числу 0. Тодi оператор f = g+λ0E на кореневому
пiдпросторi, що вiдповiдає власному числу λ0 буде мати в цьому бази-
сi матрицю, що знаходитсья в формi жордана i клiтини вiдповiдають
власному числу λ0.

Кореневi пiдпростори iнварiантнi, матриця оператора блочно-дiагональна,
i по дiагоналi стоять матрицi, що знаходяться в формi Жордана. Отже
i вся матриця знаходиться в формi Жордана.

Кiнеь доведення.

Матерiал лекцiї розглядається лiнiйною алгеброю. Отже його можна
шукати в будь-якому пiдручнику з лiнiйної алгебри.

Приклад 5.3 Привсти до жорданової форми матрицю

A =



−262 −590 951 −821 −619

327 740 −1196 1041 749

54 122 −197 171 125

−73 −166 269 −236 −162

−21 −48 78 −69 −45


з одним власним числом 0.

Вiдповiдь: Матриця A має жорданову форму

B =



0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0


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Знаходження жордановоъ форми. Вважаємо вiдомим, що A2 = 0
(власне, це не важко перевiрити). Шукаємо базис ядра i вимiрнiсть обра-
зу оператора f . Ядро — це пiдпростiр розв’язкiв однорiдної системи рiв-
нянь Ax = 0 iз основною матрицею A. Розв’язуємо методом Гауса: випи-
суємо матрицю A i приводимо її до спрощеного вигляду.

A =



−262 −590 951 −821 −619

327 740 −1196 1041 749

54 122 −197 171 125

−73 −166 269 −236 −162

−21 −48 78 −69 −45


∼



−1 −4 8 −11 9

0 2 −5 9 −13

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


∼

∼



−1 0 −2 7 −17

0 2 −5 9 −13

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


= B

За матрицею B роздiляємо основнi змiннi — x1, x2i вiльнi змiннi — x3, x4, x5,
виписуємо систему рiвнянь, що вiдповiдає матричному рiвнянню Bx = 0{

x1 + 2x3 − 7x4 + 17x5 = 0,
2x2 − 5x3 + 9x4 − 13x5 = 0.

Переносимо вiльнi змiннi направо:{
x1 = −2x3 + 7x4 − 17x5,
2x2 = 5x3 − 9x4 + 13x5.

Надаємо вiльним вiдомих належних значень, обчислюємо вiдповiднi
значення основних змiнних, результати записуємо в табличку

x1 x2 x3 x4 x5

e1 −4 5 2 0 0
e2 14 −9 0 2 0
e3 −34 13 0 0 2

Ранг матрицi B i вiдповiдно, ранг матрицi A дорiвнюють двом. Отже
вимiрнiсть образу оператора f дорiвнює 2. Ядро оператора f тривимiрне

41



(кажуть, ще, що дефект оператора f дорiвнює 3). Базис ядра оператора
f складають вектори

e1 = (−4, 5, 2, 0, 0), e2 = (14,−9, 0, 2, 0), e3 = (−34, 13, 0, 0, 2).

В позначеннях, що використанi при доведеннi теореми, маємо V2 —
увесь 5-вимiрний простiр, V1 — ядро оператора f —тривимiрний простiр.
Потрiбно знайти базис доповнення U2:

V2 = U2 ⊕ V1.

Ми знайємо, що dimU2 = dimV2 − dimV1 = 2.
Першший спосiб полягає в тому, щоб подумки ввести скалярний до-

буток i знайти ортогональне доповнення, тобто знайти базис пiдпростору
розв’язкiв однорiдної системи рiвнянь

(e1, x) = 0,
(e2x) = 0,
(e3, x) = 0.

Другий спосiб полягає в грубому пiдбираннi потрiбних векторiв. В
якостi кандидатiв на випробування можна брати стандартнi базиснi ве-
ктори

u1 = (1, 0, 0, 0, 0), u2 = (0, 1, 0, 0, 0), u3 = (0, 0, 1, 0, 0), u4 = (0, 0, 0, 1, 0), u5 = (0, 0, 0, 0, 1).

Випробовуємо перший вектор u1. Вiн пiдходить, якщо ранг системи
векторiв {u1, e1, e2, e3} дорiвнює 4. Виписуємо матрицю iз координат цих
векторiв 

1 0 0 0 0
−4 5 2 0 0
14 −9 0 2 0
−34 13 0 0 2


Мiнор, що стоїть у першому, третьому, четвертому та 5 стовпчиках дорiв-
нює 8 — не нульовий. Отже ранг матрицi дорiвнює 4 i вектор u1 лежить
в доповненнi.

Випробовуємо другий вектор u2. Цей вектор є другим вектором ба-
зиса доповнення, якщо ранг системи векторiв {u1, u2, e1, e2, e3} дорiвнює
5. Виписуємо матрицю iз координат цих векторiв

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
−4 5 2 0 0
14 −9 0 2 0
−34 13 0 0 2


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Визначник цiєї матрицi дорiвнює 8 — не нульовий. Отже ранг матрицi
дорiвнює 5 i вектор u2 є другим базисним вектором доповнення.

Базиснi вектори U2 початками ланцюгiв Жордана довжини 2. Таким
чином ми одержуємо два ланцюги Жордана довжини 2:

u1 = (1, 0, 0, 0, 0), f(u1) = (−262, 327, 54,−73,−21)

i
u2 = (0, 1, 0, 0, 0), f(u2) = (−590, 740, 122,−166,−48).

Переходимо до пошуку 5-го, останнього вектора (позначимо його че-
рез w) базиса Жордана, який утворює ланцюг довжини 1. Цей вектор
повинен лежати в пiдпросторi V1, базисними векторами якого є e1, e2, e3,
i не лежати в пiдпросторi f(U2), базисним векторами якого є f(u1), f(u2).
Знову ж, для пошуку вектора w маємо двi можливостi.

Перший спосiб полягає в записi вектора w у виглядi w = xe1 + ye2 +
ze3, складаннi умови ортогональностi вектора w векторам f(u1), f(u2), i
розв’язуваннi одержаної системи рiвнянь:

(w, f(u1) = 0, (w, f(u2) = 0.

Другий спосiб полягає в брутальному пiдбираннi потрiбного базисно-
го вектора. Кандидатами для випробування є базиснi вектори e1, e2, e3.
Пiдемо цим шляхом. Випробовуємо вектор w = e1. Вiн пiдходить нам,
якщо ранг системи векторiв f(u1), f(u2), w дорiвнює трьом. Виписуємо
матрицю iз координат аших векторiв −262 327 54 −73 −21

−590 740 122 −166 −48
−4 5 2 0 0


Мiнор, що стоїть в останнiх трьох стовпчиках дорiвнює 2 · (73 · 48− 166 ·
21) = 36 ̸= 0. Тому ранг побудованої матрицi дорiвнює 3-м i вектор e1
можна взяти 5-м базисним вектором у базисi Жордана.

Записуємо одержанi базиснi вектори в належному порядку

v1 = u1 = (1, 0, 0, 0, 0), (22)
v2 = f(u1) = (−262, 327, 54,−73,−21),

v3 = u2 = (0, 1, 0, 0, 0),

v4 = f(u2) = (−590, 740, 122,−166,−48),

v5 = e1 = (−4, 5, 2, 0, 0).

Оце i є базис Жордана
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Матрицею переходу до нового базису буде матриця

C =



1 −262 0 −590 −4

0 327 1 740 5

0 54 0 122 2

0 −73 0 −166 0

0 −21 0 −48 0


Оберненою до матрицi C буде матриця

C−1 =



1 0 2 −7 17

0 0 0 −8/3 83
9

0 1 −5/2 9/2 −13/2

0 0 0 7/6 −73
18

0 0 1/2 5/6 −29
18


Можна зробити перевiрку того, що в процесi пiдрахункiв не допущено
якоїсь помилки. Для цього потрiбно перемножити три матрицi C−1 ·A·C.
Оскiльки

C−1 · A · C =



0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0


,

то в обчисленнях помилку не зробили.
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Покажчик
адитивнiсть, 2
базис

Жордана, 39
число

власне
матрицi, 23
оператора, 23

дефект
лiнiйного оператора, 9

дiагоналiзацiя
матрицi, 31

добуток
лiнiйних перетворень, 12

групаа
коммутативная, 13

клiтина
жордана, 35

композицiя лiнiйних перетворенть,
12

кообраз
оператора, 9

коядро
оператора, 9

ланцюг
жордана, 38

матриця
лiнiйного оператора, 18

напiвгрупа, 13
обернений оператор, 16
обмеження

оператора, 11
образ

оператора, 9
однорiднiсть, 2
оператор

лiнiйний, 2
нiльпотентний, 35
нульовий, 3

оборотний, 18
одиничний, 4
проектування, 4
скалярний, 4

перетворення
лiнiйне, 2

пiдпростiр
iнварiантний, 11
кореневий, 32

простiр
лiнiйний, 3
векторний, 3

ранг
лiнiйнго оператора, 9

степiнь
нiльпотентностi, 35

сумма преобразований, 12
вектор

власний
матрицi, 23
оператора, 23

ядро
оператора, 9, 32
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