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Анотацiї

Подуст Г.М. Комплекснi та гiперкомплекснi структури на чо-

тиривимiрних многовидах

У цiй роботi ми надамо стисле введення у теорiю комплексних много-

видiв, видiлимо основнi схожостi та вiдмiнностi порiвняно з диференцiйов-

ними многовидами. Ми дослiдимо технiки та методи, якi часто використо-

вуються для вивчення комплексних многовидiв. Крiм того, ми детально

розглядаємо поверхню Гопфа та її властивостi, а також, скориставшись те-

орiю накритiв та кватернiонiв, поглибимось у важливий для подальшого

вивчення та класифiкацiї факт теорiї представлень та алгебр Лi.

Podust H.M. Complex and hypercomplex structures on four di-

mensional manifolds

In this paper we will give a brief introduction to the theory of complex

manifolds, We will highlight the main similarities and differences compared

to differentiable manifolds. We will explore techniques and methods that

are often used to study complex manifolds. In addition, we take a closer

look at the Hopf surface and its properties, and, using the theory of cov-

ers and quaternions, we will delve into an important for further study and

classification fact of representation theory and Lie algebras.
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Вступ

Теорiя комплексних многовидiв - це фундаментальний роздiл матема-

тики що вивчає геометричнi структури, породженi голоморфними функцi-

ями. Цей математичний апарат забезпечує потужну основу для вивчення

та розумiння складних математичних об’єктiв. У цьому вступi ми заглиби-

мося у основнi поняття та досягнення в теорiї комплексних многовидiв, а

також згадаємо видатних постатей, якi вплинули на розвиток цiєї галузi та

деякi сучаснi проблеми, якi продовжують захоплювати дослiдникiв.

Початок складання математичного уявлення та розумiння комплексних

многовидiв можна простежити ще у 19 столiттi, коли математики почали

дослiджувати аналiтичнi властивостi функцiй визначених на комплексних

многовидах. Фундаментальна робота Оґюстена-Луї Кошi та Бернгарда Рi-

мана в галузi комплексного аналiзу заклали основу для подальшого роз-

витку комплексних многовидiв. Спираючись на це, iталiйський математик

Луїджi Б’янкi зробив значний внесок у теорiю на початку 20-го столiття.

Один з проривiв у теорiї комплексних многовидiв стався завдяки розви-

тку поняття голоморфних функцiй. На початку 20-го столiття французь-

кий математик Анрi Картан представив концепцiю голоморфних вiдобра-

жень i встановив фундаментальнi принципи теорiї комплексних многови-

дiв. Його робота забезпечила основу для вивчення комплексних многовидiв

i проклала шлях для майбутнiх досягнень у цiй галузi.

Iншою важливою вiхою в теорiї комплексних многовидiв стала теорема

про унiформiзацiю, сформульована Анрi Пуанкаре та Фелiксом Клейном

наприкiнцi 19-го та на початку 20-го столiть. Ця теорема, у певному сенсi,

встановлює зв’язок мiж рiманановими поверхнями, якi є одновимiрними
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комплексними многовидами, та найпростiшими рiмановими поверхнями, а

саме сферою Рiмана Ĉ, комплексною площиною C та вiдкритим одиничним

диском D = {z ∈ C : |z| < 1}. Теорема про унiформiзацiю вiдiграла вирi-

шальну роль у розумiннi глобальних властивостей комплексних многовидiв

i мала далекосяжнi наслiдки в рiзних галузях математики.

У сучаснiй теорiї комплексних многовидiв дослiдники займаються ви-

рiшенням безлiчi актуальних та iнтригуючих проблем. Однiєю з важли-

вих областей дослiдження є класифiкацiя комплексних многовидiв. Тео-

рема про класифiкацiю, запропонована Жан-П’єром Серром та Кунiхiко

Кодайрою в серединi 20-го столiття, має на метi класифiкувати компле-

кснi многовиди з точнiстю до бiголоморфної еквiвалентностi. Ця проблема

залишається в центрi уваги дослiдникiв i призвела до тiсних зв’язкiв з ал-

гебраїчною геометрiєю та диференцiальною геометрiєю.

Важливим аспектом теорiї комплексних многовидiв є вивчення Келеро-

вих многовидiв. Це комплекснi многовиди з трьома взаємосумiсними стру-

ктурами - комплексною структурою, симплектичною формою та рiмановою

метрикою, що зберiгає певнi геометричнi властивостi. Розумiння геометрiї

та топологiї Келерових многовидiв - це важлива в сучаснiй математицi

область дослiджень, яка пов’язана з iншими галузями такими як алгебра-

їчна геометрiя, математична фiзика та теорiя струн.

Теорiя комплексних многовидiв продовжує розвиватися, i зараз три-

вають дослiдження таких тем, як голоморфна симплектична геометрiя,

простори модулiв та дзеркальна симетрiя (важливе поняття з областi те-

орiї струн). Взаємозв’язок мiж комплексним аналiзом, диференцiальною

геометрiєю та алгебраїчною геометрiєю робить цю галузь багатогранною

та вiдкритою для подальшого дослiдження, приваблюючи математикiв,

пов’язаних з рiзними напрямками.
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Головною метою цiєї роботи було деяке покращення результату класи-

фiкацiї гiпер ермiтових многовидiв розмiрностi 4, отриманого Чарльзом

Бойєром в 1988 роцi (див. [1]). Для цього в роздiлi 1 було наведено основнi

означення теорiї комплексних многовидiв, а також, приклади комплексних

многовидiв. В роздiлi 2 було бiльш детально розглянуто гопфовi поверхнi

- один з класiв конформної еквiвалентностi, встановлених у [1], а в роз-

дiлi 3 було наведено доведення важливого факту теорiї накриттiв, який є

ключовим для подальшої роботи над покращенням оригiнального резуль-

тату. В роздiлi 4 наведенi бiльш тонкi означення та методологiї, що будуть

використанi в подальшiй роботi.



Роздiл 1

Основнi означення та спостереження

Комплекснi многовиди - це топологiчнi простори, якi локально пред-

ставляються, як вiдкритi полiдиски B ⊂ Cn з голоморфними функцiями

переходу. Комплекснi многовиди тiсно пов’язанi з диференцiйовними мно-

говидами, але все ж дуже вiдрiзняються у багатьох аспектах. Цi подiбно-

стi та вiдмiнностi випливають, у певному сенсi, з вiдповiдних подiбностей

та вiдмiнностей мiж диференцiйовними та голоморфними функцiями. На-

справдi, оскiльки будь-який комплексний многовид є також i диференцi-

йовним многовидом, виявляється, що властивiсть бути комплексним мно-

говидом забезпечує бiльш багату геометричну структуру. Тепер введемо

бiльш формальне означення (див. [3] с.4):

Означення 1.1. Комплексний многовид - це пара (M, J), що складає-

ться з гладкого, дiйсного многовиду дiйсної розмiрностi 2n та максималь-

ного атласу, функцiї переходу якого лежать у псевдогрупi бiголоморфних

вiдображень (що значить, що композицiя двох бiголоморфiзмiв, якщо вона

визначена, є бiголоморфiзмом, див. [3] с.4) мiж вiдкритими пiдмножинами

Cn - коротко, голоморфного атласу.

Зауваження 1.2. Наведене вище визначення фактично повторює визна-

чення диференцiйовного многовиду (див. [3] с.4). I дiйсно, ми могли б ви-

значити комплексний многовид як Гаусдорфiв, локально евклiдiв тополо-

гiчний простiр, що задовольняє другiй аксiомi злiченностi, з голоморфною

структурою на ньому.
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Не кожен парновимiрний многовид має голоморфний атлас, але, неочi-

кувано, у деяких випадках надзвичайно важко визначити, чи має певний

парновимiрний дiйсний многовид голоморфну структуру чи нi (наприклад,

досi не з’ясовано, чи iснує комлексна структура многовиду на шестивимiр-

нiй сферi). Також, так само, як i у дiйсному випадку, один гладкий много-

вид може допускати багато нееквiвалентних голоморфних атласiв.

Наступним кроком, як i у випадку дiйсних многовидiв, ми введемо по-

няття функцiї, що дiє мiж двома многовидами:

Означення 1.3. Вiдображення мiж двома комплексними многовидами

називається голоморфним, якщо iндуковане вiдображення є голоморфним

вiдносно довiльних локальних карт (див. [3] с.4).

Зауваження 1.4. Безпосереднiм наслiдком добре вiдомого з комплексно-

го аналiзу принципу максимуму є той факт, що кожна голоморфна фун-

кцiя на зв’язному компактному комплексному многовидi є сталою: модуль

фунцiї повинен мати максимальне значення в силу компактностi, отже,

функцiя є локально сталою за принципом максимуму, а значить, постiйна

i на всьому многовидi, оскiльки многовид є зв’язним. Таким чином, якщо

M ⊂ Cn є комплексним пiдмноговидом, то всi координатнi функцiї, обме-

женi на M , стають глобально голоморфними функцiями на M . Тобто не

iснує голоморфного аналога теореми Вiтнi про вкладення (теорма Вiтнi про

вкладення стверджує, що кожний гладкий многовид розмiрностi m може

бути гладко вкладено в евклiдiв простiр розмiрностi 2m). I єдиний приклад

компактного комплексного многовиду, який голоморфно вкладається в Cn

- це точка.

Наведемо декiлька прикладiв:
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Приклад 1.5. Евклiдiв простiр Cn є найтривiальнiшим прикладом ком-

плексного многовиду.

Приклад 1.6. Вiдкрити пiдмножини Cn.

Приклад 1.7. Фактор-простiр Cn/Λ, де Λ - це ґратка (тобто скiнченно

породжена дискретна пiдгрупа). Якщо Λ породжений R-базисом в Cn, то

отриманий фактор простiр є компактним многовидом, який називається

компактним комплексним тором. Незважаючи на те, що вiдповiдний ком-

плексному тору диференцiйовний многовид є дифеоморфним до дiйсного

2n-вимiрного тора, комплексно-аналiтичнi властивостi компактного ком-

плексного тора залежать вiд алгебраїчних властивостей ґратки.

Приклад 1.8. Комплексний проєктивний простiр CPn.

Приклад 1.9. Рiманова поверхня, тобто, зв’язний комплексний многовид

комплексної розмiрностi один. Рiмановi поверхнi також можна описати як

дiйснi многовиди дiйсної розмiрностi два, якi є орiєнтовними та метризов-

ними.

Приклад 1.10. Нехай α ∈ C - довiльне комплексне число з модулем

бiльшим за 1. Розглянемо дiю Z на C2 \ {0}, яка задається

∀k ∈ Z : z 7→ αkz.

Зрозумiло, що для будь-якого цiлого числа k описане вище вiдображення

вiдображає C2 \ {0} у C2 \ {0}. Виявляється, що фактор простiр за цим

вiдображенням є комплексним многовидом. Цей многовид називається го-

пфовою поверхнею.

Примiтка: Гопфова поверхня є частковим випадком бiльш загальної

ситуацiї, а саме якщо G - комплексна група Лi, яке дiє на комплексному

многовидi M за допомогою бiголоморфiзмiв вiльно та власно (див. [2] с.59),
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то M/G має природну структуру комплексного многовиду, що робить фа-

ктор вiдображення M →M/G голоморфним (див. [2] с.61).



Роздiл 2

Гопфова поверхня

Теорема 2.1. Гопфова поверхня - це комплексний многовид, а вiдповiд-

ний йому диференцiйовний многовид є дифеоморфним до S1×S3 (див. [2]

с.61).

Доведення. В доведеннi ми будемо спиратися на наступну широко вiдо-

му теорему (див. [2] с.60):

Якщо Γ - дискретна група, що дiє гладко на комплексний многовид M i

дiя є власною та вiльною, то фактор простiр M/Γ має єдину

структуру комплексного многовиду, що робить проекцiю π :M →M/Γ

голоморфним регулярним накриттям.

Зокрема, група Z є дискретною. Позначемо групу, що вiдповiдає α як

Γ. Її дiя є гладкою, оскiльки комплексне множення є гладким. Для того,

щоб переконатися у тому, що дiя дискретної групи Γ на многовидi M є

власною достатньо встановити, що ΓK скiнченна для будь-якої компактної

K ⊂M (тут ΓK = {γ ∈ Γ : γK ∩K ̸= ∅}). Оскiльки C2 \ {0} є метричним

простором, компактнiсть еквiвалентна секвенцiйнiй компактностi, тож ми

бачимо, що компактнi пiдмножини C2 \ {0} є нiчим iншим, як замкненими,

обмеженими пiдмножинами якi не мають точку 0 за свою граничну точку,

тобто A ⊂ C2 \ {0} є компактною, якщо A замкнена i мiститься у множинi

{z ∈ Cn|r ≤ |z| ≤ R} з деякими r, R > 0. Тепер, для довiльного компактно-

го K ⊂ C2 \ {0} обмеженого за модулем знизу та зверху числами rK та RK

вiдповiдно, маємо, що iснує n ∈ Z - додатне, таке, що r |α|n > R та iснує

11
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m ∈ Z - вiд’ємне, такого, що R |α|m < r, що означає, що перетин αzK ∩K

може бути непорожнiм лише для скiнченної кiлькостi елементiв Z, а саме

для z таких, що m ≤ z ≤ n. Таким чином, дiя є власною.

I, нарештi, дiя є вiльною, оскiльки ∀p ∈ C2 \ {0}, αzp = p означає, що

αz = 1 ⇔ z = 0. Таким чином, застосовуючи наведену вище теорему, ми

отримуємо, що фактор простiр дiйсно є гладким многовидом.

Тепер ми покажемо, що гопфова поверхня дифеоморфна до S1 × S3.

Позначимо гопфову поверхню, що вiдповiдає α як Xα. Ми покажемо iсну-

вання вiдображення f̃ : C2 \ {0} → R× S3, такого, що наступна дiаграма

C2 \ {0} R× S3

Xα S1 × S3

f̃

π1 π2

f

є комутативною, тобто виконується умова

∀p′, p′′ ∈ C2 \ {0} , π1 (p′) = π1 (p
′′) : π2

(
f̃ (p′)

)
= π2

(
f̃ (p′′)

)
.

Тут π1 : C2 \ {0} → C2 \ {0} /Γα = Xα - канонiчна проекцiя, яка вище

була позначена як просто π, i π2 : R × S3 → R/Z × S3 = S1 × S3 - це

проекцiя, що дiє як канонiчна проекцiя R → S1 за першою координатою i

як тотожнiсть за другою координатою.

Означення 2.2. Для n ∈ Z будемо називати [n, n+ 1)-частиною

C2 \ {0} вiдносно α пiдмножину{
p ∈ C2 \ {0} : |α|n ≤ |p| < |α|n+1

}
.

Також [0, 1)-частину ми будемо називати канонiчною частиною C2 \ {0}

вiдносно α, а {p : |p| = |α|n} - основою частини.
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Зрозумiло, що кожна [n, n+ 1)-частина мiстить рiвно одного представ-

ника класу еквiвалентностi вiдносно Γ i що множення на αz є бiєкцiєю з

[n, n+ 1)-частини на [n+m,n+m+ 1)-частину для для кожного n ∈ Z.

Також якщо розглянути вiдображення f̂ : C2 \ {0} → R, задане як

p 7→ log|α| |p|, то наступна дiаграма

C2 \ {0} R

Xα S1

f̂

π1 π′
2

є комутативною, тобто виконується умова

з ∀p′, p′′ ∈ C2 \ {0} , π1 (p′) = π1 (p
′′) : π′2

(
f̂ (p′)

)
= π′2

(
f̂ (p′′)

)
.

Отже, ми можемо взяти f̂ у якостi першої координати f̃ .

Розглянемо спочатку випадок α ∈ R. У цьому випадку другу компонен-

ту f̃ можна обрати наступним чином: p 7→ p0, де p0 ∈ S3, так що p = ρp0.

Тобто, f̃ задано як p 7→ (logα |p| , p0).

При спробi узагальнення цього пiдходу у випадку α /∈ R, оскiльки

α = reiθ, виникає проблема, яка полягає у тому, як однозначно ототожни-

ти точку C2 \ {0} з точкою на S3. Зрозумiло, як ми ототожнюємо точки

основи, оскiльки такi точки є результатом множення (дiлення) точки з S3

(яка є 0-основою) на α i для цього нам не потрiбне поняття комплексного

кореня. Далi, помiтимо, що вiдображення p 7→ αtp = rteitθp змiнює модуль

експоненцiйно вiдносно t, у той час як змiна кута є лiнiйною. Iдея полягає

в тому, щоб лiнеаризувати змiну модуля (що було зроблено вище), а потiм

описати, як ми пов’язуємо вершини частини з її основою не в термiнах α

(що може вимагати введення поняття комплексного кореня), а в термiнах
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кутiв. Поєднуючи цi iдеї, ми виводимо формулу для f̃ :

f̃ (p) =

(
log|α| |p| , e−i(log|α||p|)θ

p

|p|

)
.

Перевiримо, чи дiйсно f̃ задовольняє необхiдну властивiсть:

∀p′, p′′ ∈ C2 \ {0} , π1 (p′) = π1 (p
′′), тобто, ∃z ∈ Z : p′ = αzp′′, маємо, що

1. log|α| |p′| = log|α| |αzp′′| = log|α| |αz| |p′′| = z + log|α| |p′′|.

2. e−i(log|α||p
′|)θ p

′

|p′|
= e−i(log|α||α

zp′′|)θ α
zp′′

|αzp′′|
= e−i(log|α||p

′′|)θe−izθeizθ
p′′

|p′′|
=

e−i(log|α||p
′′|)θ p

′′

|p′′|
.

I нарештi, f̃ є гладкою як комбiнацiя гладких вiдображень та елементарних

операцiй.

Зауваження 2.3. Гопфова поверхня є одним з гопфових многовидiв. Го-

пфовi многовиди визначаються аналогiчним чином, а саме як фактор про-

стори Cn \ {0}, всi вони дифеоморфнi до S1 × S2n−1 (див. [2] с.61).



Роздiл 3
Про накриття

SU (2,C)× SU (2,C) → SO (4,R)
В цьому роздiлi ми дослiдимо унiверсальне накриття групи SO (4,R).

Для цього нам знадобиться розглянути простiр кватернiонiв H, надати опи-

сання групi SU (2,C) та дослiдити деякий зв’язок мiж ними. Основну те-

орему буде сформульовано нижче.

Розглянемо H - простiр кватернiонiв. Як векторний простiр вiн iзомор-

фний R4: кватернiони мають вигляд a + bi + cj + dk, де a, b, c, d - дiйснi

числа, а 1, i, j, k - базиснi вектори. Кватернiони утворюють асоцiативну,

але не комутативну алгебру над полем дiйсних чисел, таблиця множення

якої має вигляд

× 1 i j k

1 1 i j k

i i −1 k −j

j j −k −1 i

k k j −i −1

Виведемо формулу оберненого елементу. Аналогiчно комплексному ви-

падку, введемо операцiю кватернiонного спряження

(a+ bi+ cj + dk) 7→ (a− bi− cj − dk).

Як i в комплексному випадку, спряжений до p кватернiон ми будемо по-

значати p̄. Тепер, для довiльного кватернiону p = a+bi+cj+dk розглянемо

добуток pp̄

15
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(a+ bi+ cj + dk) (a− bi− cj − dk) = a2 − abi− acj − adk + bai− b2i2−

−bck+bdj+caj+cbk−c2j2−cdi+dak−dbj+dci−d2k2 = a2+b2+c2+d2.

Зауважимо, що отриманий вираз збiгається з квадратом евклiдової нор-

ми p на R4. Таким чином, на H iснує норма, яка задається наступним чином

∥p∥ =
√
pp̄ (також звернемо увагу на те, що хоча алгебра кватернiонiв не

є комутативною, але оскiльки ¯̄p = p, ми маємо, що pp̄ = p̄p = a2 + b2 +

c2+d2). Це дозволяє нам записати явну формулу для оберненого елементу,

а саме p−1 =
p̄

∥p∥2
– i цей вираз є коректно означеним для всiх p ∈ H \

{0}. Таким чином H∗ = H \ {0} i наведений вище вираз дiйсно визначає

мультиплiкативну обернену до p, оскiльки, pp̄ = |p|. Отже, для одиничних

елементiв H, а саме для p ∈ SH = {q ∈ H : ∥q∥ = 1}, маємо, що p−1 = p̄.

Легко перевiрити, що для довiльних p, q ∈ H : ∥pq∥ = ∥p∥∥q∥. Таким чином

ми робимо висновок, що SH є групою вiдносно кватернiонного множення.

Тепер ми введемо групи SU (2,C) i SO (4,R):

SU (2,C) = {A ∈ GL (2,C) : A∗A = I, detA = 1},

SO (4,R) =
{
A ∈ GL (4,R) : ATA = I, detA = 1

}
.

Опишемо групу SU (2,C) у бiльш зручний спосiб. Покажемо, що

SU (2,C) =

 α β

−β̄ ᾱ

, з ∥α∥2 + ∥β∥2 = 1.

Дiйсно, якщо розглядати елемент SU(2,C) як два вектори (записа-

нi у виглядi рядкiв
(
v1
v2

)
) з комплексними координатами, отримуємо на-

ступне: нехай v1 дорiвнює
(
α β

)
, тодi з умови A∗A = I випливає, що

∥α∥2 + ∥β∥2 = 1 i що v1 ⊥ v2 (так як, зокрема, ⟨vi, vj⟩H = δij). Таким чи-

ном, v2 має вигляд c
(
−β̄ ᾱ

)
. Тепер, оскiльки

det
( α β
−cβ̄ cᾱ

)
= c

( α β
−β̄ ᾱ

)
= c

(
∥α∥2 + ∥β∥2

)
= c,
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отримуємо, що c = 1 i, i таким чином, твердження доведено.

Тепер, якщо у цьому представленнi ми замiнимо α i β їх повними фор-

мами, то отримаємо, що елемент SU (2,C) також можна подати у виглядi

a

1 0

0 1

+ b

i 0

0 −i

+ c

 0 1

−1 0

+ d

0 i

i 0

,

кожна з цих матриць має вигляд, описаний вище, i, крiм того, цi матрицi

задовольняють кватернiонну таблицю множення, тому можна розглядати

вiдображення SU (2,C) → SH, яке дiє наступним чином

a

1 0

0 1

+ b

i 0

0 −i

+ c

 0 1

−1 0

+ d

0 i

i 0

 7→ a+ bi+ cj + dk.

Якщо позначити елемент SU (2,C) як A, а його образ пiд дiєю цьо-

го вiдображення як q, то отримаємо, що ∥q∥2 = a2 + b2 + +c2 + d2 =

detA = 1, тобто образ SU(2,C) дiйсно знаходиться всерединi SH. Ця ж

рiвнiсть встановлює сюр’єктивнiсть цього вiдображення. Це вiдображення

є iн’єктивним завдяки єдиностi такого представлення елемента з множини

SU (2,C). Легко перевiрити, що це вiдображення зберiгає множення. От-

же, воно є встановлює iзоморфiзм груп.

Група SO (4,R), у свою чергу, має натуральне представлення SO (4,R) ↷

H = R4, що задається стандартним множенням матриць.

Теорема 3.1. SU (2,C)×SU (2,C) - простiр накриття порядку 2 групи

SO (4,R).

Доведення. Розглянемо наступне вiдображення SU (2,C)×SU (2,C) ψ−→

SO (4,R), дiя якого задається (p, q) 7→
(
v 7→ pvq−1

)
, де p, q ∈ SH, а

SU (2,C) ототожнено з SH як у показано вище. Перше, що ми вiдзначи-

мо, це те, що отримане перетворення є лiнiйним завдяки дистрибутивностi
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кватернiонного множення. Також зрозумiло, що воно зберiгає кватернiонну

норму (оскiльки норма добутку є добутком та ∥p∥ = ∥q−1∥ = 1). Таким чи-

ном, це вiдображення визначає ортогональне перетворення R4, що означає,

що образ SU (2,C)×SU (2,C) пiд дiєю ψ дiйсно знаходиться в SO (4,R). Це

вiдображення є гладким в силу гладкостi кватернiонного множення. Це го-

моморфiзм груп: ψ ((p2 ◦ p1, q2 ◦ q1)) =
(
v 7→ p2p1vq

−1
1 q−1

2

)
. Обчислимо його

ядро: те, що пара (p, q) знаходиться у kerψ означає, що для довiльного

v ∈ H, маємо pvq−1 = v, що еквiвалентно pv = vq. Поклавшу у цьому

виразi v = 1, отримаємощо p = q. Таким чином, ми шукаємо такi p ∈ H,

що pv = vp,∀v ∈ H, тобто центр H. Легко бачити, що жоден елемент з

ненульовою чисто кватернiонною частиною не належить центру, з iншого

боку, всi скалярнi кватернiони належать центру. Таким чином, отримує-

мо що kerψ ⊂ {(p, p) ∈ H×H : p ∈ R, p ∈ SH} = {(1, 1) , (−1,−1)}. Лег-

ко помiтити що обидва цi елементи лежать у центрi. У термiнах груп ми

отримали, що kerψ = {(Id, Id) , (−Id,−Id)}. Тепер, оскiльки ми знаємо,

що обидва SU (2,C)×SU (2,C) i SO (4,R) є 6-вимiрними компактними та

зв’язними многовидами, то робимо висновок, що ψ є накриттям порядку 2.

Зауважимо також, що kerψ iзоморфний до Z2.



Роздiл 4
Бiльш глибокi означення та

методологiї
4.1. Комплекснi та майже комплекснi мно-

говиди

Означення 4.1. Дляm-вимiрного дiйсного векторного простору V ком-

плексною структурою на V є оператор J : V → V з J2 = −I (див. [4] с.8-9).

Звичайно, є сенс розглядати поняття мультилiнiйної та/або зовнiшньої

алгебри починаючи з самого V , але виявляється, що якщо ми почнемо з

комплексiфiкацiї V , то комплексна структура дасть нам бiльш багату стру-

ктуру для роботи, а саме J дозволяє розкласти VC на ±i-власнi простори,

це, у свою чергу, дозволяє розглядати ΛrVC як ⊕
p+q=r

Λp,qVC.

Наступним кроком є узагальнення цiєї концепцiї з поточкової перспе-

ктиви на тензорнi розшарування над диференцiйовними многовидами.

Означення 4.2. Майже комплексний многовид - це диференцiйовний

многовид M разом з гладким ендоморфiзмом J : TM → TM , що задо-

вольняє J2
x = −Ix, для всiх x ∈M (див. [4] с.8-9).

Введену вище лiнiйну алгебру можна застосувати поточково до доти-

чного розшарування M . Розкладення дотичних просторiв дозволяють роз-

класти зовнiшню похiдну на M в ∂, ∂̄, µ, µ̄, з ∂ : Λp,qVC → Λp+1,qVC, ∂̄ :

Λp,qVC → Λp,q+1VC, µ : Λp,qVC → Λp+2,q−1VC i µ̄ : Λp,qVC → Λp−1,q+2VC. Це

дає зручний апарат для вивчення майже складної структури M i є особли-

во корисним у випадку, коли M є комплексним многовидом.

19
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Наступне, на що слiд звернути увагу - це той факт, що кожен компле-

ксний многовид має iндуковану майже комплексну структуру. Тож має

сенс поставити питання, якi є додатковi властивостi майже комплексних

структур, якi виникають з голоморфного атласу. Можна очiкувати, що не-

обхiдна деяка диференцiальна властивiсть J оскiльки J є алгебраїчним

об’єктом, а голоморфний атлас мiстить аналiтичну iнформацiю. I справдi,

тензор Нiденгайса, який пов’язує J з дужкою Лi, використовується для

встановлення необхiдних (i достатнiх) умов, за яких iснує голоморфний

атлас на M . Точнiше кажучи, тензор Нiденгайса на J задається через

NJ (X, Y ) = 2 ([JX, JY ]− [X, Y ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]),

а умова, що має виконуватись - це

NJ (X, Y ) = 0 для будь-яких X, Y - векторних полiв (див. [4] с.12-13).

4.2. Ермiтовi та Келеровi структури

Ермiтовою метрикою на майже комплексному многовидi (M,J) нази-

вається рiманова метрика h, яка сумiсна з J у тому сенсi, що h (X, Y ) =

h (JX, JY ), для всiх X, Y ∈ TM . Як наслiдок, ми визначаємо фундамен-

тальну форму ермiтової метрики за формулою Ω (X, Y ) = h (JX, Y ). Kе-

лерова метрика на комплексному многовидi M є ермiтовою метрикою,

фундаментальна 2-форма якої є замкненою. Многовид, на якому можна

означити ермiтову/келерову метрику, називається ермiтовим/келеровим

многовидом. Здається, що для того, щоб встановити, чи є заданий ермiто-

вий многовид Kелеровим, потрiбно визначити, чи є його тензор Нiденгайса

тотожно нульовим i чи є його фундаментальна форма замкненою. Але ви-

являється, що у цьому випадку iснує значне спрощення: ми можемо не тiль-

ки описати достатню умову iнтегровностi в термiнах зв’язку Левi-Чiвiта,
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але й сформулювати умову, за якої ермiтова метрика на комплексному мно-

говидi стає келеровою. Введення поняття оператора Лапласа на Kелерових

многовидах дає змогу глибше дослiдити цi поняття. Одним з помiтних ре-

зультатiв на цьому шляху є те, що всi непарнi числа Беттi компактного

келерового многовида є парними, а всi парнi числа Беттi є ненульовими

(див. [4] с.52). Зокрема, з цього випливає, що на вищезгаданiй Гопфовiй

поверхнi не можливо означити келерову метрику, оскiльки її перше число

Беттi дорiвнює одиницi.

4.3. Когомологiї

Як ми вже згадували, комплекснi многовиди мають бiльш багату гео-

метричну структуру, тому на комплексних многовидах iснує багато рiзних

когомологiй. Зокрема, найбiльш простою є когомологiя Долбо, яка є ана-

логом когомологiї Де Рама, визначеної для випадку, коли M - комплексний

многовид. Розглянемо ∂̄ з уже згаданого розкладу зовнiшньої похiдної. Ви-

значимо групи когомологiй Долбео наступним чином (див. [4] с.51)

Hp,qM =
Ker

(
∂̄ : Λp,qVC → Λp,q+1VC

)
Im

(
∂̄ : Λp,q−1VC → Λp,qVC

) .

Але на вiдмiну вiд когомологiї де Рама, когомологiя Долбо не є тополо-

гiчним iнварiантом - вона сильно залежить вiд комплексної структури.



Висновки

В заключеннi, можемо констатувати, що дослiдження теорiї компле-

ксних многовидiв вiдкриває багатий i захоплюючий напрямок математики.

Вiд своїх витокiв у 19 столiттi з фундаментальних робiт Кошi та Рiмана до

сучасних розробок - класифiкацiйних теорем, многовидiв Калабi-Яу, теорiя

комплексних многовидiв доводить свою актуальнiсть та необхiднiсть для

сучасної математики.

Вивчення комплексних многовидiв не тiльки розкриває елегантнiсть ма-

тематичних структур, визначених голоморфними функцiями, але й демон-

струє взаємозв’язок рiзних математичних напрямкiв. Внесок таких поста-

тей, як Картан, Серре та Кодайра, сформував напрямок розвитку цiєї га-

лузi, забезпечивши основи та теореми, якi продовжують надихати та спря-

мовувати сучаснi дослiдження.

Бiльш детальне вивчення гопфової поверхнi встановило явний дифео-

морфiзм з бiльш простим та фундаментальним многовидом, а детальне

поглиблення в теорiю накриттiв i кватернiонiв, виявляє важливий аспект,

пов’язаний з теорiєю представлення та алгебрами Лi. Це не тiльки пiдкре-

слює глибину i застосовнiсть теорiї комплексних многовидiв, але й вказує

на перспективнi шляхи для подальшого дослiдження i класифiкацiї.

Коли ми занурюємося у теорiї голоморфної симлектичної геометрiї, фа-

ктор просторiв та дзеркальної симетрiї, стає очевидним, що теорiя ком-

плексних многовидiв - це не просто iсторичний артефакт, а жива галузь,

що розвивається. Взаємозв’язок мiж комплексним аналiзом, диференцiаль-

ною геометрiєю та алгебраїчною геометрiєю вiдкриває дверi до нових iдей

та дослiджень.
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результатами данної роботи є встановлення явного дифеоморфiзму мiж

гопфовою поверхнею та S1×S3, а також, опис та дослiдження накриття та

накриваючого простору групи SO (4,R). Цi результати є важливими для

подальшої роботи над покрашенням класифiкацiї гiпер ермiтових много-

видiв розмiрностi 4.
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