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Âñòóï

Ó ðîáîòi âèâ÷à¹òüñÿ çàäà÷à îòðèìàííÿ ðàöiîíàëüíèõ îöiíîê íà øâèä-
êiñòü ðiâíîìiðíîãî ñïàäàííÿ åíåðãi¨ äî íóëÿ äëÿ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ùî îïèñó¹ òåðìîïðóæíó äèíàìiêó ïëà-
ñòèíè âèùîãî ïîðÿäêó; öÿ ìîäåëü ç'ÿâëÿëàñÿ â ëiòåðàòóði â òié ÷è iíøié
ôîðìi (äèâ., íàïðèêëàä, [7]). Öÿ ñèñòåìà îïèñó¹ äèíàìiêó ïðóæíî¨ ïëàñòè-
íè Êiðõãîôà ç òåïëîâèìè åôåêòàìè, ùî ìîäåëþþòüñÿ ðiâíÿííÿìè ãiïåðáî-
ëi÷íîãî òèïó.

Îñíîâíîþ ìåòîþ ðîáîòè ¹ äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ ñòèñêàþ÷î¨ íàïiâ-
ãðóïè, ÿêà ïîðîäæåíà çàäà÷åþ òåðìîïðóæíîñòi âèùîãî ïîðÿäêó, âèâ÷åííÿ
ñïåêòðàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ¨¨ ãåíåðàòîðà, òà îöiíêè ñïàäàííÿ åíåðãi¨, êîëè
÷àñ ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi. Äëÿ äîñÿãíåííÿ îñòàííüî¨ ìåòè çàñòîñîâó¹-
òüñÿ ìåòîä Áîði÷åâà-Òîìiëîâà îöiíîê ðåçîëüâåíòè ãåíåðàòîðà (äèâ., íàïðè-
êëàä [4]).

Â ðîçäiëi 1 ôîðìóëþ¹òüñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷i.
Â ðîçäiëi 2 çíàõîäèòüñÿ âèãëÿä åíåðãåòè÷íî¨ ðiâíîñòi äëÿ ñèñòåìè (1)-

(4), ÿêà çíàäîáèòüñÿ äëÿ ïîäàëüøèõ ìiðêóâàíü. Ðàçîì ç åíåðãåòè÷íîþ ðiâ-
íiñòþ çíàõîäèòüñÿ òàêîæ âèãëÿä ôàçîâîãî ïðîñòîòðó H.

Â ðîçäiëi 3 äîñëiäæó¹òüñÿ iñíóâàííÿ ñòèñêàþ÷î¨ íàïiâãðóïè. Îñíîâíèì
iíñòðóìåíòîì â äîñëiäæåííi ¹ òåîðåìà Ëþìåðà-Ôiëëiïñà [6], à òàêîæ òåî-
ðåìà Ëàêñà-Ìiëüãðàìà (äèâ., íàïðèêëàä [5]).

Ðîçäië 4 ïðèñâÿ÷åíèé ñïåêòðàëüíîìó àíàëiçó ãåíåðàòîðà ïîðîäæåíî¨
ñòèñêàþ÷î¨ C0− íàïiâãðóïè. Â íüîìó âèâ÷àþòüñÿ äåÿêi âëàñòèâîñòi ãåíå-
ðàòîðà, ÿêi íåîáõiäíi äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó, à ñàìå Òåîðåìè
5.2.

Ðîçäië 5 ðîáîòè ïðèñâÿ÷åíèé ïîëiíîìiàëüíié ñòiéêîñòi. Â öüîìó ðîçäiëi
äîñëiäæó¹òüñÿ øâèäêiñòü íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1)-(4) äî íóëÿ,
êîëè t → +∞. Âèêîíó¹òüñÿ öå äîñëiäæåííÿ çà äîïîìîãîþ âèêîðèñòàííÿ
òåîðåìè Áîði÷åâà-Òîìiëîâà [4].
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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü òåðìîïðóæíîñòi âèùîãî ïîðÿäêó â îáìå-
æåíié îáëàñòi Ω ⊂ Rm ç ãëàäêîþ ãðàíèöåþ ∂Ω

utt + κ∆2u+ γ∆θ̃ = 0, x ∈ Ω, t > 0, (1)

θ̃tt − α∆θ̃t − β∆θ̃ − γ∆utt = 0, (2)

ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

u = 0,
∂u

∂n
= 0, θ̃ = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0 (3)

òà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), θ̃(x, 0) = θ̃0(x),

θ̃t(x, 0) = θ̃1(x), x ∈ Ω. (4)

Ìåòîþ ðîáîòè ¹ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ñëàáêèõ ðîçâ´ÿçêiâ òà
äîñëiäæåííÿ ¨õ âëàñòèâîñòåé.

Â ðîáîòi [7] áóëî ðîçãëÿíóòî ïîäiáíó çàäà÷ó òåðìîïðóæíîñòi âèùîãî ïî-
ðÿäêó ç õâèëüîâèì ðiâíÿííÿì

utt −∆u+ g ∗∆u+∇v = 0, (x, t) ∈ Ω× (0,+∞),

vtt −∆vt −∆v + div utt = 0, (x, t) ∈ Ω× (0,+∞),

v = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,+∞),

u = 0, (x, t) ∈ Γ0 × (0,+∞),
∂u
∂v − g ∗ ∂u

∂v +H(ut) = 0 (x, t) ∈ Γ1 × (0,+∞),

(5)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), v(x, 0) = v0(x),

vt(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω, (6)

äå Ω- îáìåæåíà îáëàñòü â Rn ç ãëàäêîþ ãðàíèöåþ ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1.

Áóëî âñòàíîâëåíî ðåçóëüòàò ïðî àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi ãëîáàëüíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ òà iñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðà.
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2 Åíåðãåòè÷íà ðiâíiñòü.

Ôîðìàëüíî çíàéäåìî âèãëÿä åíåðãåòè÷íî¨ ðiâíîñòi. Âñi ïåðåòâîðåííÿ
ìîæóòü áóòè îá ðóíòîâàíi çà äîïîìîãîþ ñèëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà ãðàíè÷íîãî
ïåðåõîäó. Çðîáèìî çàìiíó

θ(x, t) =

t∫
0

θ̃(x, s)ds+ χ(x), (7)

äå ôóíêöiþ χ(x) áóäå âèçíà÷åíî ïiçíiøå. Òîäi

θt = θ̃ (8)

òà
θ̃t = θtt. (9)

Ïðîiíòåãðó¹ìî ðiâíÿííÿ (2) âiä 0 äî t. Îòðèìà¹ìî

θ̃t − α∆θ̃ − β

t∫
0

∆θ̃dt− γ∆ut − θ̃t(0) + α∆θ̃(0) + γ∆ut(0) = 0. (10)

Òîäi ç (7)�(9) âèïëèâà¹

θtt − α∆θt − β∆θ + β∆χ(x) − γ∆ut − θ̃t(0) + α∆θ̃(0) + γ∆ut(0) = 0.

Îáèðàþ÷è χ(x) ∈ H1
0(Ω) òàê, ùî

β∆χ(x) = θ̃t(0)− α∆θ̃(0)− γ∆ut(0),

îòðèìà¹ìî
θtt − α∆θt − β∆θ − γ∆ut = 0.

Çàäà÷ó (1)�(4) òîäi ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

utt + κ∆2u+ γ∆θt = 0, x ∈ Ω, t > 0, (11)

θtt − α∆θt − β∆θ − γ∆ut = 0, (12)

ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

u = 0,
∂u

∂n
= 0, θ = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0 (13)
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òà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), θ(x, 0) = θ0(x),

θt(x, 0) = θ1(x), x ∈ Ω. (14)

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè åíåðãåòè÷íó ðiâíiñòü ïîìíîæèìî ôîðìàëüíî ðiâ-
íÿííÿ (11) íà ut òà ïðîiíòåãðó¹ìî çà Ω òà âiä 0 äî T

T∫
0

∫
Ω

uttutdxdt+ k

T∫
0

∫
Ω

∆2uutdxdt+ γ

T∫
0

∫
Ω

∆θutdxdt

=
1

2

d

dt
u2t − k

T∫
0

∫
Ω

div∇∆uutdxdt− γ

T∫
0

∫
Ω

∇θ∇utdxdt

=
1

2

d

dt
u2t +

k

2

d

dt
(∆u)2 − γ

T∫
0

∫
Ω

∇θ∇utdxdt.

Òîäi

1

2
∥ut(T )∥2 +

k

2
∥∆u(T )∥2 − γ

T∫
0

∫
Ω

∇θ∇utdxdt

=
1

2
∥ut(0)∥2 +

k

2
∥∆u(0)∥2. (15)

Ïîìíîæèìî (11) íà θt òà ïðîiíòåãðó¹ìî çà Ω òà âiä 0 äî T òà ïðîiíòå-
ãðó¹ìî ÷àñòèíàìè

T∫
0

∫
Ω

θttθtdxdt− α

T∫
0

∫
Ω

∆θtθtdxdt− β

T∫
0

∫
Ω

∆θθtdxdt− γ

T∫
0

∫
Ω

∆utθtdxdt

=

T∫
0

∫
Ω

1

2

d

dt
θ2t+α

T∫
0

∫
Ω

(∇θt)
2dxdt+β

T∫
0

∫
Ω

∇θ∇θtdxdt+γ

T∫
0

∫
Ω

∇ut∇θtdxdt.

Òîäi

1

2
∥θt(T )∥2 +

β

2
∥∇θ(T )∥2 + α

T∫
0

∫
Ω

|∇θt|2dxdt+ γ

T∫
0

∫
Ω

∇ut∇θtdxdt

=
1

2
∥θt(0)∥2 +

β

2
∥∇θ(0)∥2. (16)

6



Äîäàìî ðiâíÿííÿ (15) òà (16) i îòðèìà¹ìî

1

2
∥ut(T )∥2 +

k

2
∥∆u(T )∥2 + 1

2
∥θt(T )∥2 +

β

2
∥∇θ(T )∥2 + α

T∫
0

∫
Ω

|∇θt|2dxdt

=
1

2
(∥ut(0)∥2 + k∥∆u(0)∥2 + ∥θt(0)∥2 + β∥∇θ(0)∥2).

Òàêèì ÷èíîì ìè çíàéøëè åíåðãåòè÷íèé ôóíêöiîíàë

E(t) =
1

2
(∥ut(t)∥2 + k∥∆u(t)∥2 + ∥θt(t)∥2 + β∥∇θ(t)∥2)

òà îòðèìàëè åíåðãåòè÷íó ðiâíiñòü

E(T ) + α

T∫
0

∫
Ω

(∇θt)
2dxdt = E(0).

Çâiäñè çíàõîäèìî ôàçîâèé ïðîñòið

H = H2
0(Ω)× L2(Ω)×H1

0(Ω)× L2(Ω).

3 Iñíóâàííÿ ñòèñêàþ÷î¨ íàïiâãðóïè.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ãåíåðàòîðîì íàïiâãðóïè íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîð

A : X ⊃ D(A) → X

Aφ = lim
t→0

Ttφ− φ

t
, φ ∈ D(A),

äå îáëàñòü âèçíà÷åííÿ D(A) âèçíà÷à¹òüñÿ, ÿê ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ùî
äàíà ãðàíèöÿ iñíó¹.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Íàïiâãðóïà Tt íàçèâà¹òüñÿ ñòèñêàþ÷îþ C0 - íàïiâãðó-
ïîþ, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1. lim
t→s

∥Ttφ− Tsφ∥X = 0,

2.∥Tt∥ ≤ 1.

Íàäàëi áóäåìî ïîçíà÷àòè C äîâiëüíó äîäàòíó êîíñòàíòó.
Ïîçíà÷èìî U(t) = (u(t), ut(t), θ(t), θt(t)), U0 = (u0, u1, θ0, θ1). Òîäi çàäà÷ó
(11)�(14) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi
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dU

dt
= AU,

U(0) = U0,

äå

A =


0 I 0 0

−k∆2 0 0 −γ∆
0 0 0 I
0 γ∆ β∆ α∆

 .

Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó Ëþìåðà-Ôiëëiïñà [6]. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî äîâåñòè
òðè ïóíêòè äàíî¨ òåîðåìè.

1. Ùiëüíiñòü îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ãåíåðàòîðà D(A) â H.
Âèïèøåìî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ A.

D(A) = {U ∈ H : AU ∈ H} = {U = {u1, u2, θ1, θ2} ∈ H :

u2 ∈ H2
0(Ω), θ2 ∈ H1

0(Ω),

− k∆2u1 − γ∆θ2 ∈ L2(Ω), α∆θ2 + γ∆u2 + β∆θ1 ∈ L2(Ω)}.

Î÷åâèäíî, D(A) ùiëüíî â H.

2. Äèñèïàòèâíiñòü A.
Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî Re(AU,U)H ≤ 0.

Au =


0 I 0 0

−k∆2 0 0 −γ∆
0 0 0 I
0 γ∆ β∆ α∆




u1
u2
θ1
θ2

 =


u2

−k∆2u1 − γ∆θ2
θ2

γ∆u2 + β∆θ1 + α∆θ2

 .

Òîäi

Re(AU,U)H = kRe(∆u2,∆u1)+Re(−k∆2u1−γ∆θ2, u2)+βRe(∇θ2,∇θ1)

+Re(γ∆u2 + β∆θ1 + α∆θ2, θ2) = kRe(∆u2,∆u1) + βRe(∇θ2,∇θ1)

− kRe(∆u2,∆u1) + γRe(∇θ2,∇u2)− γRe(∇u2,∇θ2)− βRe(∇θ2,∇θ1)

− αRe(∇θ2,∇θ2) = −α∥∇θ2∥2 ≤ 0.
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3. Ìàêñèìàëüíiñòü A.
Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî F ∈ H iñíó¹ U ∈ D(A) òàêå,
ùî (I − A)U = F .
Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

(I − A)U =


u1 − u2

k∆2u1 + u2 + γ∆θ2
θ1 − θ2

−γ∆u2 − β∆θ1 + θ2 − α∆θ2

 =


f1
f2
f3
f4

 ∈ H

àáî 
u2 = u1 − f1

θ2 = θ1 − f3

k∆2u1 + u1 + γ∆θ2 = f2 + f1 + γ∆f3

−γ∆u1 − β∆θ1 + θ1 − α∆θ1 = f4 − γ∆f1 − α∆f3

(17)

Äîìíîæèìî òðåò¹ òà ÷åòâåðòå ðiâíÿííÿ íà ũ1 i θ̃1 âiäïîâiäíî òà äîäàìî
¨õ

k(∆u1,∆ũ1) + (u1, ũ1) + (α + β)(∇θ1,∇θ̃1)− γ(∇u1,∇ũ1)

+ γ(∇θ1,∇θ̃1) + (θ1, θ̃1) = (f2,∆ũ1) + (f1, ũ1) + α(∇f3,∇θ̃1)

− γ(∇f3,∇ũ1) + γ(∇f1,∇θ̃1) + (f4, θ̃1). (18)

Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè ìàêñèìàëüíiñòü, ñêîðèñòà¹ìîñü òåîðåìîþ Ëàêñà-
Ìiëüãðàìà [5] òà ïåðåâiðèìî êîæåí ç ¨¨ ïóíêòiâ.

(à) Íåïåðåðâíiñòü ôîðìè

B(

(
u1
θ1

)
,

(
ũ1
θ̃1

)
) = k(∆u1,∆ũ1)+(u1, ũ1)+(α+β)(∇θ1,∇θ̃1)−

− γ(∇u1,∇ũ1) + γ(∇θ1,∇θ̃1) + (θ1, θ̃1). (19)

|B(

(
u1
θ1

)
,

(
ũ1
θ̃1

)
)| ≤ C(∥∆u1∥∥∆ũ1∥+ ∥u1∥∥ũ1∥+

+ ∥∇θ1∥∥∇θ̃1∥+ ∥∇θ1∥∥∇ũ1∥+ ∥u1∥∥∇θ̃1∥+ ∥θ1∥∥θ̃1∥)
≤ C(∥∆u1∥+ ∥∇θ1∥)(∥∆ũ1∥+ ∥∇θ̃1∥)

≤ C∥(u1, θ1)∥H2
0×H1

0
∥(ũ1, θ̃1)∥H2

0×H1
0
. (20)

(á) Åëiïòè÷íiñòü ôîðìè

ReB(

(
u1
θ1

)
,

(
u1
θ1

)
) = k∥∆u1∥2 + ∥u1∥2+

+ (α + β)∥∇θ1∥2 ≥ C∥(u1, θ1)∥2H2
0×H1

0
. (21)
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(â) Íåïåðåðâíiñòü ôóíêöiîíàëà

F (ũ1, θ̃1) = (f2,∆ũ1) + (f1, ũ1)+

+ α(∇f3,∇θ̃1)− γ(∇f3,∇ũ1) + γ(∇f1,∇θ̃1) + (f4, θ̃1).

|(f2,∆ũ1) + (f1, ũ1) + α(∇f3,∇θ̃1)− γ(∇f3,∇ũ1) + γ(∇f1,∇θ̃1)+

+ (f4, θ̃1)| ≤ ∥f2∥∥ũ1∥+ ∥f1∥∥ũ1∥+ α∥∇f3∥∥∇θ̃1∥+ γ∥∇f3∥∥∇ũ1∥
+ γ∥(∇f1∥∥∇θ̃1∥+ ∥f4∥∥θ̃1∥ ≤ C∥f∥H∥(ũ1, θ̃1)∥H2

0×H1
0
. (22)

Çà òåîðåìîþ Ëàêñà-Ìiëüãðàìà iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê (u1, θ1) ∈ H2
0 ×H1

0 ,
òîäi u2 = u1−f1 ∈ H2

0 òà θ2 = θ1−f3 ∈ H1
0 . Òîäi u ∈ D(A), çâiäêè çà

òåîðåìîþ Ëþìåðà-Ôiëëiïñà eAt− ñòèñêàþ÷à−C0 íàïiâãðóïà, òîáòî
(11)�(14) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê â H.

4 Ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ãåíåðàòîðà.

Òåîðåìà 4.1. Ãåíåðàòîð A : D(A) ∈ H → H ìà¹ îáìåæåíèé
çâîðîòíèé îïåðàòîð, òîáòî λ = 0 íàëåæèòü ðåçîëüâåíòíié
ìíîæèíi A.

Äîâåäåííÿ. Ïðè äîâåäåííi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïiäõiä
ïðåäñòàâëåíèé, íàïðèêëàä â [2].

Ðîçãëÿíåìî F = (f1, f2, f3, f4) ∈ H. Íåîáõiäíî çíàéòè U = (u1, u2, θ1, θ2)
òàêå, ùî U ∈ D(A) òà âèêîíó¹òüñÿ ðiâíÿííÿ

AU = F, (23)

äå

A =


0 I 0 0

−k∆2 0 0 −γ∆
0 0 0 I
0 γ∆ β∆ α∆

 .

Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ (23) â ìàòðè÷íié ôîðìi

AU =


0 I 0 0

−k∆2 0 0 −γ∆
0 0 0 I
0 γ∆ β∆ α∆




u1
u2
θ1
θ2

 =
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=


u2

−k∆2u1 − γ∆θ2
θ2

γ∆u2 + β∆θ1 + α∆θ2

 =


f1
f2
f3
f4

 ∈ H

aáî 
u2 = f1

−k∆2u1 − γ∆θ2 = f2

θ2 = f3

γ∆u2 + β∆θ1 + α∆θ2 = f4.

(24)

Ç ñèñòåìè (24) îòðèìà¹ìî, ùî u2 = f1 òà θ2 = f3.
Ïiäñòàâèìî öi ðiâíîñòi ó ñèñòåìó (24)

u2 = f1

−k∆2u1 − γ∆f3 = f2

θ2 = f3

γ∆f1 + β∆θ1 + α∆f3 = f4.

(25)

Òîäi {
k∆2u1 = −f2 − γ∆f3

−β∆θ1 = −f4 + γ∆f1 + α∆f3.
(26)

Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó Ëàêñà-Ìiëüãðàìà òà äîâåäåìî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ
ñèñòåìè (26). Äîìíîæèìî äðóãå òà ÷åòâåðòå ðiâíÿííÿ â (26) íà ũ1 i θ̃1
âiäïîâiäíî òà äîäàìî ¨õ.

k(∆u1,∆ũ1) + β(∇θ1,∇θ̃1) = −(f2, ũ1)− γ(∇f3,∇ũ1)− (f4, θ̃1)

+ γ(∇f1,∇θ̃1) + α(∇f3,∇θ̃1).

(27)

(à) Äîâåäåìî íåïåðåðâíiñòü ôîðìè

B(

(
u1
θ1

)
,

(
ũ1
θ̃1

)
) = k(∆u1,∆ũ1) + β(∇θ1,∇θ̃1). (28)

Äiéñíî,

|B(

(
u1
θ1

)
,

(
ũ1
θ̃1

)
)| ≤ C(∥∆u1∥∥∆ũ1∥+ ∥∇θ1∥∥∇θ̃1∥)

≤ C(∥∆u1∥+ ∥∇θ1∥)(∥∆ũ1∥+ ∥∇θ̃1∥)
≤ C∥(u1, θ1)∥H2

0×H1
0
∥(ũ1, θ̃1)∥H2

0×H1
0
. (29)
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(á) Äîâåäåìî åëiïòè÷íiñòü ôîðìè Â.

ReB(

(
u1
θ1

)
,

(
u1
θ1

)
) = k∥∆u1∥2 + β∥∇θ1∥2

≥ C∥(u1, θ1)∥2H2
0×H1

0
. (30)

(â) Ïåðåâiðèìî íåïåðåðâíiñòü ôóíêöiîíàëà.

F (ũ1, θ̃1) = −(f2, ũ1)− γ(∇f3,∇ũ1)− (f4, θ̃1)

+ γ(∇f1,∇θ̃1) + α(∇f3,∇θ̃1).

| − (f2, ũ1)− γ(∇f3,∇ũ1)− (f4, θ̃1) + γ(∇f1,∇θ̃1) + α(∇f3,∇θ̃1)|
≤ ∥f2∥∥ũ1∥+ γ∥∇f3∥∥∇ũ1∥+ ∥f4∥∥θ̃1∥+ γ∥(∇f1∥∥∇θ̃1∥

+ α∥∇f3∥∥θ̃1∥ ≤ C∥f∥H∥(ũ1, θ̃1)∥H2
0×H1

0
. (31)

Çà òåîðåìîþ Ëàêñà-Ìiëüãðàìà iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (26).
(u1, θ1) ∈ H2

0 ×H1
0 , òîäi u2 = u1 − f1 ∈ H2

0 òà θ2 = θ1 − f3 ∈ H1
0 .

Òîäi U = (u1, u2, θ1, θ2) ∈ D(A), ùî âèïëèâà¹ çi ñòðóêòóðè ðiâíÿíü
(24).

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé σ(A)-ñïåêòð îïåðàòîðà A. Òîäi iR ∩ σ(A) = ∅.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùî ib ∈ ρ(A), b ̸= 0.
Ðîçãëÿíåìî F = (f1, f2, f3, f4) ∈ H2

0 ×H1
0 .

(à) Äîâåäåìî, ùî ib íå íàëåæèòü òî÷êîâîìó ñïåêòðó.
Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

ibU = AU. (32)

Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ (32) â ìàòðè÷íié ôîðìi
ibu1 − u2

k∆2u1 + ibu2 + γ∆θ2
ibθ1 − θ2

−γ∆u2 − β∆θ1 + ibθ2 − α∆θ2

 = 0

aáî 
u2 = ibu1

k∆2u1 + ibu2 + γ∆θ2 = 0

θ2 = ibθ1

−γ∆u2 − β∆θ1 + ibθ2 − α∆θ2 = 0.

(33)
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Âiçüìåìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê (33) â H ç U = (u1, u2, θ1, θ2).

ib∥U∥2H = (AU,U)H = k(∆u2,∆u1)− k(∆u1,∆u2) + γ(∇θ2,∇u2)

− γ(∇u2,∇θ2) + β(∇θ2,∇θ1)− β(∇θ1,∇θ2)− α(∇θ2,∇θ2) =

= 2kiIm(∆u2,∆u1) + 2iγIm(∇θ2,∇u2)+

+ 2iβIm(θ2,∇θ1)− α∥∇θ2∥2. (34)

Çâiäñè îòðèìà¹ìî, ùî α∥∇θ2∥2 = 0, òîäi âiäïîâiäíî θ2 = const.
Âèêîðèñòà¹ìî ãðàíè÷íi óìîâè (3) òà îòðèìà¹ìî, ùî θ2=0, à îñêiëü-
êè ibθ1 = θ2, òî θ1 = 0.
Ïiäñòàâèìî çíàéäåíi çíà÷åííÿ â ÷åòâåðòå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (33) i
îòðèìà¹ìî

∆u2 = 0. (35)

Äîìíîæèìî (35) ñêàëÿðíî íà u2 i îòðèìà¹ìî (∆u2, u2) = 0.
Òîäi ∥∇u2∥ = 0. Òîäi u2 = const, àëå îñêiëüêè ìè ïðèéìà¹ìî äî
óâàãè ãðàíè÷íi óìîâè, òî îòðèìó¹ìî u2 = 0.

Äàëi ïiäñòàâèìî çíàéäåíi çíà÷åííÿ â äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (33)
i îòðèìà¹ìî

∆2u1 = 0. (36)

Äîìíîæèìî (36) ñêàëÿðíî íà u1 i îòðèìà¹ìî (∆2u1, u1) = 0.
Òîäi (∆u1,∆u1) = 0, äàëi äi¹ìî àíàëîãi÷íî âèïàäêó äëÿ u2 i ñïèðà-
þ÷èñü íà ãðàíè÷íi óìîâè ïðèéøëè äî âèñíîâêó, ùî u1 = 0. Òàêèì
÷èíîì, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî U = 0 i íå ìîæå áóòè âëàñíèì
âåêòîðîì.

(á) Äîâåäåìî, ùî ib íå íàëåæèòü çàëèøêîâîìó ñïåêòðó A.

A∗ =


0 −I 0 0

k∆2 0 0 γ∆
0 0 0 −I
0 −γ∆ −β∆ α∆

 (37)

D(A∗) = {U ∈ H : AU ∈ H} = {U = {u1, u2, θ1, θ2} ∈ H :

u2 ∈ H2
0(Ω), θ2 ∈ H1

0(Ω),

k∆2u1 + γ∆θ2 ∈ L2(Ω), α∆θ2 − γ∆u2 − β∆θ1 ∈ L2(Ω)}
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Ìè ïðàãíåìî äîâåñòè, ùî iR∩σ(A) ̸= ∅. Âðàõîâóþ÷è, ùî b ∈ R\0,
ÿêùî ib çíàõîäèòüñÿ â çàëèøêîâîìó ñïåêòði, òî îáîâ'ÿçêîâî ib áó-
äå çíàõîäèòèñü â òî÷êîâîìó ñïåêòði A∗ : D(A∗) ⊂ H → H (äèâ.,
íàïðèêëàä [3]).
Â öüîìó âèïàäêó, âðàõîâóþ÷è âèãëÿä òà îáëàñòü âèçíà÷åííÿ A∗ â
(37), áóäåìî äiÿòè àíàëîãi÷íî äî ïåðøîãî êðîêó, ùîá ïðèéòè äî
âèñíîâêó, ùî iR ∩ σ(A) = ∅.

(â) Äîâåäåìî, ùî ib íå íàëåæèòü íåïåðåðâíîìó ñïåêòðó A.
Ðîçãëÿíåìî Un = (u1n, u2n, θ1n, θ2n) i Fn = (f1n, f2n, f3n, f4n), äå
Un ∈ D(A) à Fn ∈ H ç óìîâàìè, à ñàìå ∥Un∥H = 1 òà ∥Fn∥H ≤ 1

n ,
äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíÿííÿ

(ib− A)Un = Fn. (38)

Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ (38) â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi.
ibu1n − u2n

k∆2u1n + ibu2n + γ∆θ2n
ibθ1n − θ2n

−γ∆u2n − β∆θ1n + ibθ2n − α∆θ2n

 =


f1n
f2n
f3n
f4n

 . (39)

Ïîìíîæèìî (38) ñêàëÿðíî íà Un.
Îòðèìà¹ìî,

ib∥Un∥2H − (Fn, Un)H = (AUn, Un)H . (40)

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê ñïðàâà áóëî çíàéäåíî ðàíiøå ó (34), òîìó
ñêîðèñòà¹ìîñü öèì ðåçóëüòàòîì.

Re(ib∥Un∥2H − (Fn, Un)H) = −Re(Fn, Un)H =

= Re(AUn, Un)H = −α∥∇θ2n∥2.

Ïðèéìåìî äî óâàãè, ùî ∥Un∥H = 1 i îòðèìà¹ìî

∥∇θ2n∥ ≤ C∥Un∥H∥Fn∥H ≤ C

n
,

òîìó ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî

∇θ2n → 0, ñèëüíî â H1
0 , êîëè n → ∞. (41)

Ïåðåéäåìî äî òðåòüîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (39)
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θ2n = ibθ1n − f3n. (42)

Äîìíîæèìî öåé âèðàç ñêàëÿðíî íà θ1n. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ϵ ≥ 0

b∥∇θ1n∥2 ≤ C(∥∇θ1n∥∥∇θ2n∥+ ∥f3n∥∥∇θ1n∥) ≤ Cϵ(∥∇θ2n∥2

+ ∥∇f3n∥2) + ϵ∥∇θ1n∥2.

Îòðèìó¹ìî, ùî

∥∇θ1n∥2 ≤ C(∥∇θ2n∥2 + ∥∇f3n∥2) ≤
C

n
.

Òàêèì ÷èíîì ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

∇θ1n → 0, ñèëüíî â H1
0 , êîëè n → ∞. (43)

Äàëi ðîçãëÿíåìî ÷åòâåðòå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (39)

γ∆u2n = −β∆θ1n + ibθ2n − α∆θ2n − f4n. (44)

Ïîìíîæèìî éîãî ñêàëÿðíî íà u2n òà ïðîiíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè

γ∥∇u2n∥2 ≤ C(∥∇θ1n∥∥∇u2n∥+ ∥θ2n∥∥u2n∥+ ∥∇θ2n∥∥∇u2n∥
+∥f4n∥∥u2n∥) ≤ Cϵ(∥∇θ1n∥2+∥θ2n∥2+∥∇θ2n∥2+∥f4n∥2)+ϵ∥u2n∥2.

Òîäi

∥∇u2n∥2 ≤ C(∥∇θ1n∥2|+ ∥θ2n∥2 + ∥f4n∥2) ≤
C

n
.

Òîìó ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

u2n → 0, ñèëüíî â L2, êîëè n → ∞. (45)

Äàëi âèêîíà¹ìî àíàëîãi÷íi äi¨ âiäíîñíî äðóãîãî ðiâíÿííÿ
ñèñòåìè (40)

k∆2u1n = −ibu2n − γ∆θ2n + f2n. (46)

Äîìíîæèìî éîãî ñêàëÿðíî íà u1n.

k∥∆u1n∥2 ≤ C(∥u2n∥∥u1n∥+ ∥∇θ2n∥∥∇u1n∥+ ∥f2n∥∥u1n∥) ≤
≤ Cϵ(∥u2n∥2 + ∥∇θ2n∥2 + ∥f2n∥2) + ϵ∥u1n∥2.

Òîäi

∥∆u1n∥2 ≤ C(∥u2n∥2 + ∥∇θ2n∥2 + ∥f2n∥2) ≤
C

n
.

Ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî
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u1n → 0, ñèëüíî â L2, êîëè n → ∞. (47)

Ç (41), (43), (45), (47) âèïëèâà¹, ùî Un = 0, ùî ïðîòèði÷èòü òîìó,
ùî ∥Un∥H = 1, òîìó ib íå íàëåæèòü íåïåðåðâíîìó ñïåêòðó.

5 Ïîëiíîìiàëüíà ñòiéêiñòü.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ øâèäêîñòi íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (1)-(4) äî
íóëÿ, êîëè t → +∞. Áóäåìî ñïèðàòèñÿ íà êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò Áîði÷åâà-
Òîìiëîâà.

Òåîðåìà 5.1. ( [4]) Íåõàé (T (t))t≥0-îáìåæåíà C0-íàïiâãðóïà
â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H ç ãåíåðàòîðîì A òàêèì, ùî iR ⊂ ρ(A).
Òîäi äëÿ ôiêñîâàíîãî α > 0 íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i.) R(is, A) = O(|s|α), |s| → ∞;

(ii.) ∥T (t)x∥H = o(t−1/α)∥x∥D(A), t → +∞.

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïðî ïîëiíîìiàëüíó ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ
çàäà÷i (11)-(14).

Òåîðåìà 5.2. Äëÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ (u0, u1, θ0, θ1) ∈ D(A), äëÿ ðîçâ'ÿçêó
(11)-(14) âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà îöiíêà äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ t:

∥(u, ut, θ, θt)∥H ≤ C√
t
∥(u0, u1, θ0, θ1)∥D(A).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

(ib− A)U = F, (48)

äå U = (u1, u2, θ1, θ2), F = (f1, f2, f3, f4).

A =


0 I 0 0

−k∆2 0 0 −γ∆
0 0 0 I

0 γ∆ β∆ α∆

 .

Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ (48) â ìàòðè÷íié ôîðìi

(ib− A)U =


ibu1 − u2

k∆2u1 + ibu2 + γ∆θ2
ibθ1 − θ2

−γ∆u2 − β∆θ1 + ibθ2 − α∆θ2

 =


f1
f2
f3
f4

 ∈ H
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aáî 
u2 − ibu1 = f1

k∆2u1 + ibu2 + γ∆θ2 = f2

θ2 − ibθ1 = f3

−γ∆u2 − β∆θ1 + ibθ2 − α∆θ2 = f4.

(49)

Âiçüìåìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê (48) â H ç U = (u1, u2, θ1, θ2).

((ib− A)


u1
u2
θ1
θ2

 ,


u1
u2
θ1
θ2

)H = ib∥U∥2H − (AU,U)H . (50)

×îìó ðiâíå (AU,U)H , âiäîìî ç (34), âèêîðèñòà¹ìî öåé ðåçóëüòàò.

((ib− A)U,U)H = ib∥U∥2H + α(∇θ2,∇θ2) + 2kiIm(∆u2,∆u1)+

+ 2iγIm(∇θ2,∇u2) + 2iβIm(θ2,∇θ1) (51)

àáî

ib∥U∥2H + α∥∇θ2∥2 + 2kiIm(∆u2,∆u1) + 2iγIm(∇θ2,∇u2)+

+ 2iβIm(θ2,∇θ1) = (F,U)H . (52)

Çâiäñè îòðèìó¹ìî
α∥∇θ2∥2 = Re(F,U)H . (53)

Ïåðåéäåìî äî òðåòüîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (49)

θ2 − ibθ1 = f3. (54)

Ïîìíîæèìî öåé âèðàç ñêàëÿðíî íà θ1, â H1
0(Ω).

∥b∇θ1∥2 ≤ C(∥∇f3∥2 + ∥∇θ2∥2) ≤ C(∥∇f3∥2 + |Re(F,U)H |).

Îòðèìó¹ìî îöiíêó äëÿ θ1

∥b∇θ1∥2 ≤ C(∥∇f3∥2 + |Re(F,U)H |). (55)

Äàëi ðîçãëÿíåìî ÷åòâåðòå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (49)

−γ∆u2 − β∆θ1 + ibθ2 − α∆θ2 = f4. (56)

Ïîìíîæèìî éîãî ñêàëÿðíî íà u2 òà ïðîiíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè.
Äëÿ áóäü-ÿêîãî ϵ ≥ 0

∥∇u2∥2 ≤ Cϵ(∥∇θ1∥2 + b2∥θ2∥2 + ∥∇θ2∥2 + ∥f4∥2) + ϵ∥∇u2∥2.
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Âèêîðèñòà¹ìî (53) òà (55) òà îòðèìà¹ìî îöiíêó äëÿ u2

∥∇u2∥2 ≤ Cϵ(∥∇f3∥2 + ∥f4∥2 + b2|Re(F,U)H |). (57)

Íàðåøòi ïåðåéäåìî äî äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (49)

k∆2u1 + ibu2 + γ∆θ2 = f2. (58)

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (49) âèðàçèìî u2 òà ïiäñòàâèìî ó (58) i
îòðèìà¹ìî

k∆2u1 − b2u1 + γ∆θ2 = f2 − ibf1.

Ïîìíîæèìî éîãî ñêàëÿðíî íà u1 òà ïðîiíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè.

k∥∆u1∥2 ≤ C(b2∥u1∥2 + ∥∇θ2∥2 + ∥f2∥2 + ∥f1∥2) ≤ C(∥f2∥2+
+ ∥∇f1∥2 + ∥∇f3∥2 + ∥f4∥2 + b2|Re(U, F )H |).

Îòðèìó¹ìî îöiíêó äëÿ u1

∥∆u1∥2 ≤ C(∥f2∥2 + ∥∇f1∥2 + ∥∇f3∥2 + ∥f4∥2 + b2|Re(U, F )H |). (59)

Ç (53), (55), (57), (59) âèïëèâà¹ îöiíêà äëÿ U

∥U∥2H ≤ C(∥F∥2H + b2|Re(U, F )H |) ≤
≤ C(∥F∥2 + ϵ∥U∥2H + Cϵb

4∥F∥2) (60)

àáî
∥U∥2H ≤ Cb4∥F∥2H . (61)

Òîäi
∥U∥H ≤ Cb2∥F∥H . (62)

Òîäi çà Òåîðåìîþ 5.1

∥T (t)U∥H ≤ C√
t
∥U∥D(A),

äå T (t) = eAt - íàïiâãðóïà, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ îïåðàòîðîì A.
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