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"О деяких афiнних лiнiйчастих гiперповерхнях з пласкою
зв’язнiстю"

Анотацiя

В роботi розглянуто афiннi занурення лiнiйчастих поверхонь, базою яких
є пласка або просторова крива, в R3 та R4. Базова крива береться в на-
туральнiй параметризацiї, в якостi трансверсальних векторних полiв лi-
нiйчастої поверхнi обираються еквiафiннi нормалi (та бiнормалi) базової
кривої. Знайдено нерегулярну параметризацiю афiнного занурення лiнiй-
частої гiперповерхнi з пласкою зв’язнiстю, яка не є графiком або цилiн-
дром. Отримано параметризацiю занурення повної регулярної лiнiйчастої
поверхнi ковимiрностi два. Отримано властивостi трансверсального розпо-
дiлу з еквiафiнних нормалей (та бiнормалей) базової кривої для афiнного
занурення лiнiйчастої поверхнi з пласкою зв’язнiстю.

"On some affine ruled hypersurfaces with flat connections"

Abstract

We consider affine immersions of ruled submanifolds in R3 and R4 with a
plane or a space base curve. The base curve has the affine arclength parameteri-
zation, transversal vector fields of the ruled submanifolds are equiaffine normals
(and binormals) of the base curve. We find the irregular parametrization of an
affine ruled hypersurface with flat connection that is not a graph or a cylinder.
We obtain the parametrization of a complete regular ruled affine submanifold
of codimension two. For an affine immersion of ruled submanifolds with flat
connections we obtain properties of the transversal distribution of the equiaffi-
ne normals (and binormals) of the base curve.
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Вступ

Термiн «афiннi перетворення» вiдноситься до часiв Ейлера (1707 - 1789
р.). Згодом для виявлення властивостей афiнних перетворень багато чого
зробив А.Ф. Мьобiус (1790 - 1898 р.). У 1827 роцi з’явилась його книга «Ба-
рицентричне обчислення», що стала основоположною у афiннiй геометрiї.
Назву «афiнна геометрiя» роздiлу геометрiї, у якому розглядаються вла-
стивостi, якi зберiгаються при афiнних перетвореннях, дав Клейн. В 1872
роцi в Ерлангенськiй програмi вiн розповiв iдею про те, що рiзним видам
перетворень вiдповiдають рiзнi види геометрiї. Пiзнiше вiн писав: «Теорiя
iнварiантiв афiнних перетворень, або афiнна геометрiя – це особливий вид
геометрiї».

Засновником афiнної диференцiальної геометрiї є Бляшке. З 1916 року
в Лейпцiгських вiдомостях почали з’являтися пiд рубрикою «Про афiнну
геометрiю» працi Бляшке та iнших представникiв його школи. В 1919 роцi
Бляшке пiдвiв пiдсумок першим працям, що стосуються афiнної геометрiї.
Слiд вiдзначити, що у вищезазначених працях розвивалася еквiафiнна ди-
ференцiальна геометрiя.

Подальший розвиток афiнної геометрiї йшов у напрямку бiльш повного
дослiдження еквiафiнної теорiї, побудови теорiї центроафiнних гiперповер-
хонь та вивчення афiнних пiдмноговидiв бiльш високої ковимiрностi.

Дана робота присвячена вивченню будови деяких лiнiйчастих поверхонь
з пласкою зв’язнiстю. Iснує класифiкацiя повних регулярних гiперповер-
хонь в Rn+1 з пласкою зв’язнiстю: це або гiперплощина, або гiперцилiндр,
або графiк деякої функцiї n змiнних. Отже, повна лiнiйчаста гiперповерх-
ня з пласкою зв’язнiстю може бути лише графiком або цилiндром, тому ми
вивчаємо локальну будову такої поверхнi.

У випадку афiнного занурення ковимiрностi 2 iснує класифiкацiя лiнiй-
частих поверхонь рангу 2 в залежностi вiд типу точок бази, яка є двови-
мiрною поверхнею в чотиривимiрному афiнному просторi. Ми розглянемо
лiнiйчастi поверхнi в чотиривимiрному просторi, базою яких є пласка або
просторова крива, та знайдемо за яких умов на базову криву та напрямок
прямолiнiйних твiрних, лiнiйчаста поверхня буде мати пласку зв’язнiсть.
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1 Афiннi занурення. Основнi факти

1.1 Загальне визначення афiнного занурення

У данiй роботi будемо розглядати афiннi занурення многовидiв за К. Но-
мiдзу, Т. Сасакi [2]. Нехай (Mn,∇) – афiнний n-вимiрний многовид зi
зв’язнiстю ∇ без кручення. Будемо розглядати занурення в афiнний про-
стiр Rm зi стандартною зв’язнiстю D. Позначимо k = m−n. В данiй роботi
будемо розглядати випадки k = 1 та k = 2, тобто занурення гiперповерхонь
та пiдмноговидiв ковимiрнорстi 2.

Нехай X (M) – множина всiх векторних полiв на M .

Визначення 1.1. Диференцiйоване занурення f : (Mn,∇) → (Rn+k, D)
називається афiнним зануренням, якщо виконана наступна умова: iснує
k-вимiрний диференцiйований розподiл Q вздовж f : x ∈ Mn → Qx, та-
кий що пiдпростiр Tf(x)(Rn+k) є прямою сумою:

Tf(x)(Rn+k) = f∗(Tx(M))⊕Qx, (1)

та такий, що для усiх X, Y ∈ X (M), отримуємо

DXf∗(Y )x = (f∗(∇XY ))x + (h(X, Y ))x, (2)

де h(X, Y )x ∈ Qx у кожнiй точцi x ∈ M . Таким чином (2) дає розклада-
ння (DX , Y )x на дотичну компоненту та комоненту в Qx згiдно з (1).

У випадку, коли f : M → Rn+k – занурення многовида M в евклiдiв
простiр Rn+k зi скалярним добутком ⟨·, ·⟩, ми можемо обрати нормальний
простiр у кожнiй точцi, а саме:

Nx = {ξ ∈ Rn+k : ⟨ξ,X⟩ = 0}, для будь-якого X ∈ Tx(M).

Для пiдмноговидiв в евклiдовому просторi ми визначаємо першу та дру-
гу фундаментальнi форми. В афiнному випадку аналога першої фундамен-
тальної форми немає, а аналогом другої фундаментальної форми є афiнна
фундаментальна форма.

Визначення 1.2. Симметричне бiлiнiйне вiдображення, що визначає-
ться з (2), h : Tx(M) × Tx(M) → Qx називається афiнною фундамен-
тальною формою.

Припустимо, що диференцiйований многовид M не надiлений конкре-
тною афiнною зв’язнiстю ми занурюємо у (Rn+k, D). Якщо ми визначимо
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розподiл трансверсальних пiдпросторiв Nx (1), то можемо отримати афiн-
ну зв’язнiсть ∇ без кручення з (2) у якостi визначного рiвняння. Можна
сказати, що зв’язность ∇ визначається як дотична складова у розкладаннi
(2) i називається iндукованою зв’язнiстю.

Оскiльки даний розподiл x ∈ M 7→ Qx – диференцiйований, в кожнiй
точцi x можна задати локальний базис, а саме систему k диференцiйованих
векторних полiв ξ1, . . . , ξk в околi U точки x, який породжує Qy у кожнiй
точцi y ∈ U . Цей розподiл можно розглядати як розшарування трансвер-
сальних k-пiдпросторiв.

Таким чином з базисом трансверсального розподiлу ξ1, . . . , ξk ми маємо
афiнний аналог розкладання Гауса

DXf∗(Y ) = f∗(∇XY ) + hα(X, Y )ξα, (3)

де hα – компоненти афiнної фундаментальної форми вiдносно базиса транс-
версального розподiлу ξ1, . . . , ξk. Також маємо афiнний аналог формули
Вейнгартена для всiх X ∈ X (M):

DXξα = −f∗(SαX) + τβα (X)ξβ, (4)

де Sα – оператори Вейнгартена, ταβ – форми трансверсальної зв’язностi
вiдносно базиса трансверсального розподiлу ξ1, . . . , ξk.

Зафiксуємо деякий паралельний елемент об’єму ω̃ в Rn+k (найчастiше це
звичайний детермiнант). Для афiнного занурення Mn 7−→ Rn+k з базисом
трансверсального розподiлу ξ1, . . . , ξk iндукований елемент об’єму θ на
Mn визначається наступним чином:

θ(X1, ..., Xn) = ω̃(f∗(X1), ..., f∗(Xn), ξ1, . . . , ξk), (5)

У випадку ∇θ = 0 трансверсальний розподiл називається еквiафiнним.
Таким чином, ми маємо еквiафiнну структуру (∇, θ) на Mn. Занурення
f : (M,∇, θ) 7−→ Rn+k з еквiафiнною структурою називається еквiафiнним
зануренням.

Приклад 1.1. Обрати трансверсальний розподiл та знайти основнi афiн-
нi характеристики афiнного занурення r⃗(u, v) = {cosu, sinu, uv, v}.

Знайдемо дотичнi вектори:

r⃗u = {− sinu, cosu, v, 0}, r⃗v = {0, 0, u, 1}.

Оберемо вектори ξ⃗1 i ξ⃗2 таким чином, щоб визначник, який складається з
дотичних векторiв r⃗u, r⃗v та ξ⃗1, ξ⃗2, не дорiвнював 0. Наприклад, нехай

ξ⃗1 = {cosu, sinu, 0, 0}, ξ⃗2 = {0, 0, 1, 0}.
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det(r⃗u, r⃗v, ξ⃗1, ξ⃗2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
− sinu cosu v 0

0 0 u 1
cosu sinu 0 0
0 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −1 ̸= 0.

Знайдемо розкладання Гаусса r⃗ij = Γk
ij r⃗k + hα

ij ξ⃗α:

r⃗uu = {− cosu,− sinu, 0, 0} = −ξ⃗1; r⃗uv = {0, 0, 1, 0} = ξ⃗2; r⃗vv = 0⃗.

Випишемо символи Кристофеля та компоненти афiнної зв’язностi для
даної поверхнi:

Γk
ij = 0 ∀i, j, k; h1

11 = −1, h2
11 = 0; h1

12 = 1, h2
12 = 0; h1

22 = 0, h2
22 = 0.

Тобто матрицi афiнних фундаментальних форм мають наступний ви-
гляд:

h1 =

(
−1 0
0 0

)
, h2 =

(
0 1
1 0

)
.

Тепер знайдемо розкладання Вейенгартена:

∂ξ⃗1
∂u

= {− sinu, cosu 0, 0} = r⃗′
u − vξ⃗2,

∂ξ⃗1
∂v

=
∂ξ⃗2
∂v

=
∂ξ⃗2
∂u

= 0⃗.

Оператори Вейнгартена та форми трансверсальної зв’язностi мають на-
ступний вигляд:

S1(e1) = −e1, S1(e2) = S2(e1) = S2(e2) = 0;

τ 21 (e1) = −v, τ 11 (e1) = τ 12 (e1) = τ 22 (e1) = 0, τβα (e2) = 0, ∀ α, β.

В даному випадку трансверсальний розподiл є еквiафiнним.

Приклад 1.2. Знайти основнi афiннi характеристики поверхнi, що за-
дана радiусом-вектором r⃗(u, v) = {cosu, sinu, ch v, sh v}.

Спочатку знайдемо дотичнi вектори:

r⃗u = {− sinu, cosu, 0, 0}, r⃗v = {0, 0, sh v, ch v, }.

Оберемо вектори ξ⃗1 i ξ⃗2 таким чином, щоб визначник, який складається з
дотичних векторiв r⃗u, r⃗v та ξ⃗1, ξ⃗2 не дорiвнював 0. Наприклад, нехай

ξ⃗1 = {− cosu,− sinu,−ch v,−sh v}, ξ⃗2 = {0, 0, ch v, sh v, }.
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Знайдемо розкладання Гауса даної поверхнi r⃗ij = Γk
ij r⃗k + hij ξ⃗:

r⃗uu = {− cosu,− sinu, 0, 0} = ξ⃗1 + ξ⃗2, r⃗uv = {0, 0, 0, 0} = 0⃗,
r⃗vv = {0, 0, ch v, sh v, } = ξ⃗2.

Випишемо символи Кристофеля та компоненти афiнної зв’язностi для
даної поверхнi:

Γk
ij = 0 ∀i, j, k; h1

11 = −1, h2
11 = 1; h1

12 = 0, h2
12 = 0; h1

22 = 0, h2
22 = 1.

Тобто матрицi афiнної фундаментальної форми мають наступний ви-
гляд:

h1 =

(
1 0
0 0

)
, h2 =

(
1 0
0 1

)
.

Тепер знайдемо розкладання Вейенгартена:

∂ξ⃗1
∂u

= {sinu,− cosu 0, 0} = −r⃗
′

u,
∂ξ⃗1
∂v

= {0, 0,−sh v,−ch v} = −r⃗
′

v,

∂ξ⃗2
∂u

= {0, 0, 0, 0} = 0⃗,
∂ξ⃗2
∂v

= {0, 0, sh v, ch v} = r⃗
′

v.

Оператори Вейнгартена та форми трансверсальної зв’язностi мають на-
ступний вигляд:

S1(e1) = e1, S1(e2) = e2, S2(e1) = 0, S2(e2) = −e2; τ ≡ 0.

1.2 Фундаментальнi рiвняння

Розглянемо занурення f : M → Rn+k у випадку, коли не задано певну
зв’язнiсть. Добре вiдомi фундаментальнi рiвняння афiнного занурення [2],
[4], якi забезпечують афiнний аналог основної теореми теорiї поверхонь.

Теорема 1.1. Для занурення f : M → Rn+k з довiльним трансверсальним
розподiлом Q з базисом {ξ1, . . . , ξk} iндукована зв’язнiсть ∇, компоненти
афiнної фундаментальної форми, оператори Вейнгартена i форми транс-
версальної зв’язностi задовольняють наступним рiвнянням:
рiвняння Гауса

R(X, Y )Z = hα(Y, Z)SαX − hα(X,Z)SαY, (6)

рiвняння Кодаццi для h

(∇Xh
α)(Y, Z) + ταβ (X)hβ(Y, Z) = (∇Y h

α)(X,Z) + ταβ (Y )hβ(X,Z), (7)
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рiвняння Кодаццi для S

(∇XSα)(Y )− τβα (Y )SβX = (∇Y Sα)(X)− τβα (Y )SβX, (8)

рiвняння Рiччi

hα(X,SβY )− hα(Y, SβX) =

= X(ταβ (Y )) + τ γβ (X)ταγ (Y )− Y (ταβ (X)) + τ γβ (Y )ταγ (X)− ταβ ([X, Y ]). (9)

Очевидно, що трансверсальний розподiл для афiнного занурення обира-
ється не єдиним чином. Зв’язок мiж афiнними характеристиками афiнного
занурення при рiзних транcверсальних розподiлах дає наступна лема [4].

Лема 1.1. Нехай для занурення f : Mn → Rn+k маємо два трансверсаль-
них розподiли Q = Lin{ξ1, . . . , ξk} та Q̄ = Lin{ξ̄1, . . . , ξ̄k}, що пов’язанi
наступним чином ξ̄α = Φβ

αξβ + f∗(Zα), де Zα – дотичнi векторнi поля на
Mn, Φ = [Φβ

α]k×k – невироджена матриця з гладких функцiй. Тодi основнi
афiннi характеристики афiнного занурення з трансверсальними розподi-
лами Q та Q̄ пов’язанi наступним чином:

h̄α(X, Y ) = [Φ−1]αβh
β(X, Y ) (10)

∇̄XY = ∇XY − [Φ−1]αβh
β(X, Y )Zα (11)

S̄α(X) = Φβ
αSβ(X)−∇XZα + τ̄βα (X)Zβ (12)

τ̄βα (X) = [Φ−1]βγ{τ
γ
δ (X)Φδ

α + hγ(X,Zα) +X(Φγ
α)} (13)

Зокрема, з формули (10) випливає, що ранг афiнної фундаментальної
форми hx : Tx(M) × Tx(M) → Qx не залежить вiд вибору трансверсаль-
ного розподiлу, що робить коректним визначення точкової ковимiрностi
занурення.

Визначення 1.3. Точковою ковимiрнiстю афiнного занурення називає-
ться ранг його афiнної фундаментальрної форми.

1.3 Афiнне занурення гiперповерхнi

Розглянемо основнi визначення i рiвняння занурення гiперповерхнi. Не-
хай (Mn,∇) – n-вимiрний многовид з афiнною зв’язнiстю ∇. Занурення
f : M 7→ Rn+1 називається афiнним зануренням, якщо iснує трансверсаль-
не векторне поле ξ на Mn, таке що виконується рiвняння:

DX(f)∗(Y ) = f∗(∇XY ) + h(X, Y )ξ (14)
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Симметрична бiлiнiйна функцiя h називається афiнною фундаментальною
формою.

Для всiх X ∈ X (Mn) справедлива формула Вейнгартена:

DXξ = −f∗(SX) + τ(X)ξ, (15)

де S – тензор типу (1,1), який називається оператором Вейнгартена, τ
називається формою трансверсальної зв’язностi.

Для кожної точки x0 ∈ M оберемо локальний розподiл трансверсальних
векторiв ξ : x ∈ U 7−→ ξx, де U - окiл точки x.

Трансверсальнiсть у цьому випадку означає, що

Tf(x)(Rn+1) = f∗(Tx(M)) + Lin(ξ),

де Lin(ξ) означає 1-вимiрний пiдпростiр натянутий на ξx.
Для гiперповерхневого занурення f : M 7−→ Rn+1, трансверсальне ве-

кторне поле ξ називається еквiафiнним, якщо DXξ є дотичним до M для
кожного X ∈ Tx(M), x ∈ M . Ця умова еквiвалентна умовi τ ≡ 0 [2, c.31].

Лема 1.2. Нехай для занурення f : M → Rn+1 маємо два трансверсаль-
них векторних поля ξ та ξ, що пов’язанi наступним чином ξ = ϕξ+f∗(Z),
де Z – дотичне векторне поле на M, ϕ – невироджена гладка функцiя вiд-
мiнна вiд нуля в кожнiй точцi. Тодi афiнна фундаментальна форма, iн-
дукована зв’язнiсть, форма трансверсальної зв’язностi i оператор Вейн-
гартена замiняються наступним чином:

h(X, Y ) =
1

ϕ
h(X, Y ) (16)

∇XY = ∇XY − 1

ϕ
h(X, Y )Z (17)

τ(X) = τ(X) +
1

ϕ
h(Z,X) +X(lnϕ) (18)

S(X) = ϕS(X)−∇XZ + τ(X)Z (19)

Найбiльш вивченими афiнними зануреннями є занурення гiперповер-
хонь. Ще сто рокiв тому Бляшке розвивав теорiю еквiафiнних занурень
невироджених гiперповерхонь з афiнною фундаментальною формою в яко-
стi метрики. Iснує також класифiкацiя афiнних гiперповерхонь з пласкою
зв’язнiстю [3]: повне регулярне афiнне занурення гiперповерхнi може бу-
ти лише або афiнним пiдпростором, або гiперцилiндром, або зануренням
графiка деякої функцiї n змiнних. Також вивчались афiннi занурення з
додатквою умовою на оператор Вейнгартена (омбiлiчнi занурення).
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2 Лiнiйчастi поверхнi в R3 з пласкою зв’язнiстю

2.1 Загальнi властивостi лiнiйчастої поверхнi в R3

Розглянемо лiнiйчасту поверхню в R3, яка побудована над кривою ρ⃗(u)
та має напрямок прямолiнiйних твiрних a⃗(u). Така поверхня задається
радiусом-вектором r⃗(u, v) = ρ⃗(u) + va⃗(u). Лiнiйчата поверхня не буде тор-
сом або цилiндром, якщо виконується умова det(ρ⃗′(u), a⃗(u), a⃗′(u)) ̸= 0.
Оскiльки дотичнi вектори мають наступний вигляд r⃗

′

u = ρ⃗′(u) + va⃗′(u),
r⃗
′

v = a⃗(u), то трансверсальне веторне поле може бути обране наступним
чином ξ = a⃗′(u).

Випишемо розкладання Гауса:

r⃗uu = ρ⃗′′(u) + va⃗′′(u) = Γk
11r⃗

′

k + h11ξ⃗, r⃗uv = a⃗′(u) = ξ, r⃗vv = 0⃗.

Тобто iндукована зв’язнiсть та матриця афiнної фундаментальної фор-
ми h мають наступний вигляд:

∇e1e1 = Γk
11ek, ∇e2e1 = 0, ∇e2e2 = 0; h =

(
h11 1
1 0

)
.

Для даної поверхнi deth = −1, тобто всi точки є точками гiперболiчного
типу, отже є сiдловими точками. Дана поверхня є сiдловою поверхнею.

Отже, лiнiйчата поверхня загального вигляду, що не є торсом або ци-
лiдром, є сiдловою поверхнею. Звичайно, не всi сiдловi поверхнi лiнiйчатi,
наприклад катеноїд є сiдловою не лiнiйчатою поверхнею.

2.2 Еквiафiнна теорiя кривих

Еквiафiнне вiдображення – це вiдображення, при якому не змiнюється
елемент об’єму, а детермiнант матрицi перетворення дорiвнює одиницi.

На афiннiй площинi всi елiпси еквiвалентнi одиничному колу. На еквiа-
фiннiй прощинi всi елiпси еквiвалентнi колу з накою ж самою площею.

Еквiафiнна геометрiя – це роздiл геометрiї, що вивчає властивостi гео-
метричних об’єктiв, що iнварiантнi вiдносно еквiафiнних перетворень.

Геометрично можна вважати, що дан паралелограм з площею 1. Си-
стема кординат називається допустимою, якщо паралелограм, визначений
векторами (1, 0) i (0, 1), має площу, яка дорiвнює 1.

Розглянемо гладку криву у двовимiрному просторi, яку задано параме-
трично r⃗(t) ∈ R2. За визначенням в [2, c.2] крива називається невироджен-
ною, якщо

|r⃗′t, r⃗′′t | ≠ 0.
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Визначення 2.1. Параметр σ називається параметром афiнної довжи-
ни дуги, якщо

|ρ⃗′σ, ρ⃗′′σ| ≡ 1. (20)

Отже, маємо зв’язок [2, c.3] мiж параметром афiнної довжини дуги та
довiльним параметром:

σ′
t = |r⃗′t, r⃗′′t |

1
3 , σ(t) =

∫
|r⃗′t, r⃗′′t |

1
3dt. (21)

Продиференцiюємо тотожнiсть (20) по σ, та отримаємо

|ρ⃗′σ, ρ⃗′′′σ | = 0.

Тобто ρ⃗′′′σ лiнiйно залежить вiд ρ⃗′σ. Маємо розкладання

ρ⃗′′′σ = −k(σ)ρ⃗′σ, (22)

яке визначає афiнну кривину k(σ) [2, c.3].

Визначення 2.2. Функцiя k(σ), яка визначається розкладанням (22), де
σ є параметром афiнної довжини дуги, називається афiнною кривиною.

Афiнний аналог основної теореми теорiї пласких кривих [2, c.3]:

Теорема 2.1. Нехай k(σ) – гладка функцiя, що задана на iнтервалi J , то-
дi iснує плоска крива з параметром афiнної довжини дуги σ та афiнною
кривиною k(σ). Така крива єдина з точнiстю до еквiафiнного перетворе-
ння площини.

Також iснує класифiкацiя плоских кривих з постiйною афiнною криви-
ною [2, c.4] k(σ) = k = const. На вiдмiну вiд евклiдового випадку, де крива
з нульовою кривиною є прямою, а крива з додатною постiйною кривиною
є колом, в афiнному випадку крива з постiйною афiнною кривиною є кри-
вою другого порядку. У випадку k = 0 це парабола, k > 0 – елiпс, k < 0 –
гiпербола.

2.3 Лiнiйчастi поверхнi в R3 з пласкою зв’язнiстю

Будемо розглядати лiнiйчасту поверхню в R3, що задається радiусом
вектором r⃗(u, v) = ρ⃗(u) + va⃗(u), яка побудована над пласкою кривою
ρ⃗(u) = {ρ1(u), ρ2(u), 0} (де u – афiнний натуральний параметр довжи-
ни дуги) та має напрямок прямолiнiйних твiрних a⃗(u) = {a1(u), a2(u), 1}.
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Знайдемо дотичнi вектори:

r⃗′u = ρ⃗′u + va⃗′u, r⃗′v = a⃗.

Знайдемо другi похiднi

r⃗′′uu = ρ⃗′′uu + va⃗′′uu, r⃗′′uv = a⃗′u, r⃗′′vv = 0⃗.

Оскiльки u – афiнний натуральний параметр довжини дуги для пласкої
кривої ρ⃗(u) = {ρ1(u), ρ2(u), 0}, то ми маємо наступну властивiсть

ρ⃗′′′ = −k(u)ρ⃗′,

де k(u) – афiнна кривина пласкої кривої ρ⃗(u).
Вектори ρ⃗′(u), ρ⃗′′(u) утворюють базис площини, в якiй розташована кри-

ва ρ⃗(u), а також вектор a⃗′(u) = {a′1(u), a′2(u), 0}. Тож ми можемо виписати
розкладання

a⃗′u = λ(u)ρ⃗′u + µ(u)ρ⃗′′uu (23)

В якостi трансверсального векторного поля будемо обирати ξ = ρ⃗′′.
Для того, щоб виписати розкладання Гауса знайдемо зв’язок мiж векто-

рами ρ⃗′(u) та r⃗′(u):

r⃗′u = ρ⃗′u + v(λρ⃗′u + µρ⃗′′uu) = ρ⃗′u + v(λρ⃗′u + µξ).

(1 + vλ)ρ⃗′u = r⃗′u − vµξ.

Знайдемо розкладання Гауса для r⃗′′uv:

r⃗′′uv = a⃗′u = λ(u)ρ⃗′u + µ(u)ρ⃗′′uu =

=
λ

1 + vλ
(r⃗′u − vµξ) + µξ =

λ

1 + vλ
r⃗′u +

µ

1 + vλ
ξ.

Отже, з цього розкладання маємо наступнi афiннi компоненти:

Γ1
12 =

λ

1 + vλ
, Γ2

12 = 0, h12 =
µ

1 + vλ
.

Оскiльки a⃗′u(u) = λ(u)ρ⃗′u + µ(u)ρ⃗′′uu, то маємо

a⃗′′uu = λ′ρ⃗′ + λρ⃗′′ + µ′ρ⃗′′ + µρ⃗′′′ = λ′ρ⃗′ + λρ⃗′′ + µ′ρ⃗′′ − µk(u)ρ⃗′ =

= ρ⃗′ (λ′ − kµ) + ξ (λ+ µ′)
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Знайдемо розкладання Гауса для r⃗′′uu:

r⃗′′uu = ρ⃗′′uu + va⃗′′uu = ρ⃗′′ + vρ⃗′ (λ′ − kµ) + vξ (λ+ µ′) =

= ξ +
v

1 + vλ
(λ′ − kµ) (r⃗′u − vµξ) + vξ (λ+ µ′) =

=
v (λ′ − kµ)

1 + vλ
r⃗′u + ξ

(
1 + vλ+ vµ′ − v2µ (λ′ − kµ)

1 + vλ

)
Отже, з цього розкладання маємо наступнi афiннi компоненти:

Γ1
11 =

v (λ′ − kµ)

1 + vλ
, Γ2

11 = 0, h11 = 1 + vλ+ vµ′ − v2µ (λ′ − kµ)

1 + vλ
.

Оскiльки r⃗′′vv = 0⃗, то ми маємо наступну зв’язнiсть:

∇e1e1 =
v (λ′ − kµ)

1 + vλ
e1, ∇e1e2 =

λ

1 + vλ
e1, ∇e2e2 = 0.

В даному випадку маємо наступне розкладання Вейенгартена:

∂ξ⃗

∂u
= ρ⃗′′′ = −k(u)ρ⃗′ =

−k(u)

1 + vλ
(r⃗′u − vµξ) ,

∂ξ⃗

∂v
= 0⃗.

Оператори Вейнгартена та форми трансверсальної зв’язностi мають на-
ступний вигляд:

S(e1) =
k

1 + vλ
e1; S(e2) = 0;

τ(e1) =
kvµ

1 + vλ
, τ(e2) = 0.

В загальному випадку трансверсальний розподiл не є еквiафiнним.
Пiдрахуємо тензор кривини:

R(e1, e2)e2 = ∇e1∇e2e2 − ∇e2∇e1e2 =

= ∇e1(0)−∇e2

(
λ

1 + vλ
e1

)
=

λ2

(1 + vλ)2
e1 −

λ

1 + vλ
· λ

1 + vλ
e1 = 0.
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R(e1, e2)e1 = ∇e1∇e2e1 −∇e2∇e1e1 =

= ∇e1

(
λ

1 + vλ
e1

)
−∇e2

(
v (λ′ − kµ)

1 + vλ
e1

)
=

=
λ′(1 + vλ)− λvλ′

(1 + vλ)2
e1 +

λ

1 + vλ
· v (λ

′ − kµ)

1 + vλ
e1−

−
(
λ

′ − kµ
)
(1 + vλ)− v

(
λ

′ − kµ
)
λ

(1 + vλ)2
e1 −

v
(
λ

′ − kµ
)

1 + vλ
· λ

1 + vλ
e1 =

=
e1

(1 + vλ)2
(λ′ − λ′ − vλλ′ + kµ+ kµvλ+ vλλ′ − vkµλ) =

kµ

(1 + vλ)2
e1

Таким чином, тензор кривини може дорiвнювати нулю у двох випадках:

1) афiнна кривина базової кривої дорiвнює нулю, тобто крива є парабо-
лою;

2) функцiя µ(u) ≡ 0 у розкладаннi (23).

Очевидно, що в обох випадках трансверсальний розподiл буде мати вла-
стивiсть τ ≡ 0 i буде еквiафiнним.

Розглянемо цi два випадки докладнiше.

2.3.1 Лiнiйчаста поверхня над параболою

Розглянемо випадок, коли афiнна кривина базової кривої k = 0, тобто
крива ρ⃗(u) є параболою.

Отже, маємо наступну параметризацiю лiнiйчастої поверхнi

r⃗(u) =

 u
u2

2

0

+ v

 a1(u)
a2(u)
1

 .

Для параболи маємо:

ρ⃗ = {u, u2

2
, 0}, ρ⃗′ = {1, u, 0}, ρ⃗′′ = {0, 1, 0} = ξ.

Отже, в даному випадку трансверсальне векторне поле є постiйним i
поверхня пiсля перепараметризацiї є графiком деякої функцiї двох змiнних.
Знайдемо дотичнi вектори:

r⃗′u = {1 + va′1, u+ va′2, 0}, r⃗′v = {a1, a2, 1}.
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Очевидно, що у випадку параболи у розкладаннi (23) функцiя λ(u) =
a′1(u). Оскiльки

det(r⃗′u, r⃗′v, ξ) = 1 + vλ(u),

то очевидно, що занурення буде повним i регулярним лише у випадку
λ(u) ≡ 0 (a1 = const). В цьому випадку гiперповерхня (без перепараме-
тризацiї) є зануреренням графiка функцiї двох змiнних.

Якщо ми розглядаємо занурення локально i не вимагаємо регулярностi
в кожнiй точцi, то вектор, що задає напрямок прямолiнiйних твiрних, може
бути довiльною гладкою вектор-функцiєю. В цьому випадку розкладання
Гауса має наступний вигляд:

r⃗′′uu = {va′′1, 1 + va′′2, 0} =
va′′1

1 + va′1
r⃗′u +

(
1 + va′′2 −

va′′1(u+ va′2)

1 + va′1

)
ξ,

r⃗′′uv = {a′1, a′2, 0} =
a′1

1 + va′1
r⃗′u +

(
a′2 −

a′1(u+ va′2)

1 + va′1

)
ξ,

r⃗′′vv = 0⃗.

Отже, маємо наступну зв’язнiсть:

∇e1e1 =
va′′1

1 + va′1
e1, ∇e1e2 =

a′1
1 + va′1

e1, ∇e2e2 = 0.

Тензор кривини:

R (e1, e2) e1 = ∇e1∇e2e1 −∇e2∇e1e1 = ∇e1

(
a′1

1 + va′1
e1

)
−

−∇e2

(
va′′1

1 + va′1
e1

)
=

a′′1(1 + va′1)− a′1va
′′
1

(1 + va′1)
2

e1 +
a′1va

′′
1

(1 + va′1)
2
e1−

− a′′1(1 + va′1)− va′′1a
′
1

(1 + va′1)
2

e1 −
va′′1a

′
1

(1 + va′1)
2
e1 = 0.

2.3.2 Випадок µ(u) ≡ 0

В цьому випадку розкладання (23) має наступний вигляд: a⃗′u = λ(u)ρ⃗′u.
Дотичнi вектори лiнiйчастої поверхнi r⃗(u, v) = ρ⃗(u) + va⃗(u):

r⃗′u = ρ⃗′u + va⃗′u = (1 + vλ(u))ρ⃗′u, r⃗′v = a⃗.

Очевидно, що занурення буде повним i регулярним лише у випадку
λ(u) ≡ 0. А це означає, що a⃗ є вектором з постiйними координатами. В
цьому випадку лiнiйчаста поверхня є цилiндром.
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Приклад 2.1. Лiнiйчаста поверхня, що задана радiусом-вектором

r⃗(u, v) = {eu + 1

2
ve2u,

1

2
e−u − 1

2
uv, v}.

Ця лiнiйчаста поверхня побудована над кривою ρ⃗(u) = {eu, 12e
−u, 0}.

Для даної кривої

ρ⃗′(u) = {eu,−1

2
e−u, 0}, ρ⃗′′(u) = {eu, 1

2
e−u, 0}.

Отже, |ρ⃗′(u), ρ⃗′′(u)| ≡ 1, u – афiнний натуральний параметр довжини
дуги. Оскiльки ρ⃗′′′(u) = {eu,−1

2e
−u, 0} = ρ⃗′(u), то афiнна кривина k = −1,

крива є гiперболою (xy = −1/2).
Напрямок прямолiнiйних твiрних цiєї лiнiйчастої поверхнi задається ве-

ктором a⃗(u) = {1
2e

2u,−1
2u, 1}. При цьому a⃗′(u) = {e2u,−1

2 , 0} = euρ⃗′(u),
отже λ(u) = eu. Це неповна лiнiйчаста поверхня з пласкою зв’язнiстю.

3 Лiнiйчастi поверхнi в R4 з пласкою зв’язнiстю

3.1 2-лiнiйчастi поверхнi в R4 з пласкою зв’язнiстю

Будемо розглядати лiнiйчасту поверхню в R4, що задається радiусом
вектором r⃗(u, v, w) = ρ⃗(u) + va⃗(u) + wb⃗(u), яка побудована над пласкою
кривою ρ⃗(u) = {ρ1(u), ρ2(u), 0, 0} (де u – афiнний натуральний пара-
метр довжини дуги) та має напрямок двох прямолiнiйних твiрних a⃗(u) =
{a1(u), a2(u), 1, 0} та b⃗(u) = {b1(u), b2(u), 0, 1}.

Знайдемо дотичнi вектори:

r⃗′u = ρ⃗′u + va⃗′u + wb⃗′u, r⃗′v = a⃗, r⃗′w = b⃗.

Знайдемо другi похiднi

r⃗′′uu = ρ⃗′′uu + va⃗′′uu + wb⃗′′uu, r⃗′′uv = a⃗′u, r⃗′′uw = b⃗′u, r⃗′′vv = r⃗′′vw = r⃗′′ww = 0⃗.

Оскiльки u – афiнний натуральний параметр довжини дуги для пласкої
кривої ρ⃗(u) = {ρ1(u), ρ2(u), 0, 0}, то ми маємо наступну властивiсть

ρ⃗′′′ = −k(u)ρ⃗′,

де k(u) – афiнна кривина пласкої кривої ρ⃗(u).
Вектори ρ⃗′(u), ρ⃗′′(u) утворюють базис площини, в якiй розташована кри-

ва ρ⃗(u), а також наступнi вектори: a⃗′(u) = {a′1(u), a′2(u), 0, 0} та b⃗′(u) =
{a′1(u), a′2(u), 0, 0}. Тож ми можемо виписати розкладання

a⃗′u = λ1(u)ρ⃗
′
u + λ2(u)ρ⃗

′′
uu (24)
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b⃗′u = µ1(u)ρ⃗
′
u + µ2(u)ρ⃗

′′
uu (25)

В якостi трансверсального векторного поля вiзьмемо ξ = ρ⃗′′.
Для того, щоб виписати розкладання Гауса знайдемо зв’язок мiж векто-

рами ρ⃗′(u) та r⃗′(u):

r⃗′u = ρ⃗′u + v(λ1ρ⃗
′
u + λ2ξ) + w(µ1ρ⃗

′
u + µ2ξ),

(1 + vλ1 + wµ1)ρ⃗
′
u = r⃗′u − (vλ2 + wµ2)ξ.

Знайдемо розкладання Гауса для r⃗′′uv:

r⃗′′uv = a⃗′u = λ1(u)ρ⃗
′
u + λ2(u)ρ⃗

′′
uu =

=
λ1

1 + vλ1 + wµ1
(r⃗′u − (vλ2 + wµ2)ξ) + λ2ξ =

=
λ1

1 + vλ1 + wµ1
r⃗′u +

λ2 + w(λ2µ1 − λ1µ2)

1 + vλ1 + wµ1
ξ.

Отже, з цього розкладання маємо наступнi афiннi компоненти:

Γ1
12 =

λ1

1 + vλ1 + wµ1
, Γ2

12 = 0, h12 =
λ2 + w(λ2µ1 − λ1µ2)

1 + vλ1 + wµ1
.

Знайдемо розкладання Гауса для r⃗′′uw:

r⃗′′uw = b⃗′u = µ1(u)ρ⃗
′
u + µ2(u)ρ⃗

′′
uu =

=
µ1

1 + vλ1 + wµ1
(r⃗′u − (vλ2 + wµ2)ξ) + µ2ξ =

=
µ1

1 + vλ1 + wµ1
r⃗′u +

µ2 + v(λ1µ2 − λ2µ1)

1 + vλ1 + wµ1
ξ.

Отже, з цього розкладання маємо наступнi афiннi компоненти:

Γ1
13 =

µ1

1 + vλ1 + wµ1
, Γ2

13 = 0, h13 =
µ2 + v(λ1µ2 − λ2µ1)

1 + vλ1 + wµ1
.

Оскiльки a⃗′u(u) = λ1(u)ρ⃗
′
u + λ2(u)ρ⃗

′′
uu, то маємо

a⃗′′uu = λ′
1ρ⃗

′ + λ1ρ⃗
′′ + λ′

2ρ⃗
′′ + λρ⃗′′′ = λ′

1ρ⃗
′ + λ1ρ⃗

′′ + λ′
2ρ⃗

′′ − λ2k(u)ρ⃗
′ =

= ρ⃗′ (λ′
1 − kλ2) + ξ (λ1 + λ′

2)

Аналогiчно оскiльки b⃗′u(u) = µ1(u)ρ⃗
′
u + µ2(u)ρ⃗

′′
uu, то маємо

a⃗′′uu = µ′
1ρ⃗

′ + µ1ρ⃗
′′ + µ′

2ρ⃗
′′ + µρ⃗′′′ = µ′

1ρ⃗
′ + µ1ρ⃗

′′ + µ′
2ρ⃗

′′ − µ2k(u)ρ⃗
′ =

= ρ⃗′ (µ′
1 − kµ2) + ξ (µ1 + µ′

2)
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Знайдемо розкладання Гауса для r⃗′′uu:

r⃗′′uu = ρ⃗′′uu + va⃗′′uu + wb⃗′′uu =

= ξ + vρ⃗′(λ′
1 − kλ2) + vξ (λ1 + λ′

2) + wρ⃗′(µ′
1 − kµ2) + wξ (µ1 + µ′

2) =

= ξ +
v(λ′

1 − kλ2) + w(µ′
1 − kµ2)

1 + vλ1 + wµ1
(r⃗′u − (vλ2 + wµ2)ξ) + vξ (λ1 + λ′

2)+

+ wξ (µ1 + µ′
2) =

v(λ′
1 − kλ2) + w(µ′

1 − kµ2)

1 + vλ1 + wµ1
r⃗′u+

+ξ

(
1 + v(λ1 + λ′

2) + w(µ1 + µ′
2)−

v(λ′
1 − kλ2) + w(µ′

1 − kµ2)

1 + vλ1 + wµ1
(vλ2 + wµ2)

)
Отже, з цього розкладання маємо наступнi афiннi компоненти:

Γ1
11 =

v(λ′
1 − kλ2) + w(µ′

1 − kµ2)

1 + vλ1 + wµ1
, Γ2

11 = 0,

h11 = 1 + v(λ1 + λ′
2) + w(µ1 + µ′

2)−
v(λ′

1 − kλ2) + w(µ′
1 − kµ2)

1 + vλ1 + wµ1
(vλ2 + wµ2).

Оскiльки r⃗′′vv = r⃗′′vw = r⃗′′ww = 0⃗, то ми маємо наступну зв’язнiсть:

∇e1e1 =
v(λ′

1 − kλ2) + w(µ′
1 − kµ2)

1 + vλ1 + wµ1
e1, ∇e1e2 =

λ1

1 + vλ1 + wµ1
e1,

∇e1e3
µ1

1 + vλ1 + wµ1
e1, ∇e2e2 = ∇e2e3 = ∇e3e3 = 0.

В даному випадку маємо наступне розкладання Вейенгартена:

∂ξ⃗

∂u
= ρ⃗′′′ = −k(u)ρ⃗′ =

−k(u)

1 + vλ1 + wµ1
(r⃗′u − (vλ2 + wµ2)ξ) ,

∂ξ⃗

∂v
=

∂ξ⃗

∂w
= 0⃗.

Оператори Вейнгартена та форми трансверсальної зв’язностi мають на-
ступний вигляд:

S(e1) =
k

1 + vλ1 + wµ1
e1, S(e2) = 0, S(e3) = 0;

τ(e1) =
k(vλ2 + wµ2)

1 + vλ1 + µ1
, τ(e2) = 0, τ(e3) = 0.

В загальному випадку трансверсальний розподiл не є еквiафiнним.
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Пiдрахуємо тензор кривини:

R(e1, e2)e2 = ∇e1∇e2e2 − ∇e2∇e1e2 = ∇e1(0)−∇e2

(
λ1

1 + vλ1 + wµ1
e1

)
=

=
λ2
1

(1 + vλ1 + wµ1)2
e1 −

λ1

1 + vλ1 + wµ1
· λ1

1 + vλ1 + wµ1
e1 = 0.

R(e1, e2)e3 = ∇e1∇e2e3 − ∇e2∇e1e3 = ∇e1(0)−∇e2

(
µ1

1 + vλ1 + wµ1
e1

)
=

=
λ1µ1

(1 + vλ1 + wµ1)2
e1 −

µ1

1 + vλ1 + wµ1
· λ1

1 + vλ1 + wµ1
e1 = 0.

R(e1, e3)e2 = ∇e1∇e3e2 − ∇e3∇e1e2 = ∇e1(0)−∇e3

(
λ1

1 + vλ1 + wµ1
e1

)
=

=
λ1µ1

(1 + vλ1 + wµ1)2
e1 −

λ1

1 + vλ1 + wµ1
· µ1

1 + vλ1 + wµ1
e1 = 0.

R(e1, e3)e3 = ∇e1∇e3e3 − ∇e3∇e1e3 = ∇e1(0)−∇e3

(
µ1

1 + vλ1 + wµ1
e1

)
=

=
µ2
1

(1 + vλ1 + wµ1)2
e1 −

µ1

1 + vλ1 + wµ1
· µ1

1 + vλ1 + wµ1
e1 = 0.

R(e2, e3)e1 = ∇e2∇e3e1 −∇e3∇e2e1 =

= ∇e2

(
µ1

1 + vλ1 + wµ1

)
−∇e3

(
λ1

1 + vλ1 + wµ1
e1

)
= 0.
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R(e1, e2)e1 = ∇e1∇e2e1 −∇e2∇e1e1 =

= ∇e1

(
λ1

1 + vλ1 + wµ1
e1

)
−∇e2

(
v(λ′

1 − kλ2) + w(µ′
1 − kµ2)

1 + vλ1 + wµ1
e1

)
=

=
λ′
1(1 + vλ1 + wµ1)− λ1(vλ

′
1 + wµ′

1)

(1 + vλ1 + wµ1)2
e1 + λ1

v(λ′
1 − kλ2) + w(µ′

1 − kµ2)

(1 + vλ1 + wµ1)2
e1−

− (λ′
1 − kλ2)(1 + vλ1 + wµ1)− (v(λ′

1 − kλ2) + w(µ′
1 − kµ2))λ1

(1 + vλ1 + wµ1)2
e1−

− v(λ′
1 − kλ2) + w(µ′

1 − kµ2)

1 + vλ1 + wµ1
· λ1

1 + vλ1 + wµ1
e1 =

=
e1

(1 + vλ1 + wµ1)2
(λ′

1 + wλ′
1µ1 − wλ1µ

′
1 − λ′

1 − vλ′
1λ1 − wλ′

1µ1+

+ kλ2 + kλ2vλ1 + kλ2wµ1 + vλ′
1λ1 − vkλ2λ1 + wµ′

1λ1 − wkµ2λ1) =

=
k(λ2 + wλ2µ1 − wλ1µ2)

(1 + vλ1 + wµ1)2
e1

R(e1, e3)e1 = ∇e1∇e3e1 −∇e3∇e1e1 =

= ∇e1

(
µ1

1 + vλ1 + wµ1
e1

)
−∇e3

(
v(λ′

1 − kλ2) + w(µ′
1 − kµ2)

1 + vλ1 + wµ1
e1

)
=

=
µ′
1(1 + vλ1 + wµ1)− µ1(vλ

′
1 + wµ′

1)

(1 + vλ1 + wµ1)2
e1+µ1

v(λ′
1 − kλ2) + w(µ′

1 − kµ2)

(1 + vλ1 + wµ1)2
e1−

− (µ′
1 − kµ2)(1 + vλ1 + wµ1)− (v(λ′

1 − kλ2) + w(µ′
1 − kµ2))µ1

(1 + vλ1 + wµ1)2
e1−

− v(λ′
1 − kλ2) + w(µ′

1 − kµ2)

1 + vλ1 + wµ1
· µ1

1 + vλ1 + wµ1
e1 =

=
e1

(1 + vλ1 + wµ1)2
(µ′

1 + vµ′
1λ1 − vµ1λ

′
1 − µ′

1 − vµ′
1λ1 − wµ′

1µ1+

+ kµ2 + kµ2vλ1 + kµ2wµ1 + vλ′
1µ1 − vkλ2µ1 + wµ′

1µ1 − wkµ2µ1) =

=
k(µ2 + vλ1µ2 − vλ2µ1)

(1 + vλ1 + wµ1)2
e1

Таким чином, тензор кривини дорiвнює нулю у двох випадках:
1) афiнна кривина базової кривої дорiвнює нулю, тобто крива є парабо-

лою;
2) для будь-яких значень параметрiв v, w виконується система рiвно-

20



стей:
λ2 + wλ2µ1 − wλ1µ2 = 0,
µ2 + vλ1µ2 − vλ2µ1 = 0,

що можливо лише у випадку λ2(u) ≡ 0 та µ2(u) ≡ 0 у розкладаннях (24),
(25).

Очевидно, що в обох випадках трансверсальний розподiл буде мати вла-
стивiсть τ ≡ 0 i буде еквiафiнним.

Аналогiчно афiнному зануренню лiнiйчастої поверхнi в тривимiрний про-
стiр:

1) у випадку повної регулярної лiнiйчастої поверхнi над параболою ми
маємо занурення графiка деякої функцiї 3 змiнних (k(u) ≡ 0);

2) у випадку λ2(u) ≡ 0 та µ2(u) ≡ 0 повна регулярна лiнiйчаста поверхня
може бути лише цилiндром.

Отже, нетривiальна параметризацiя лiнiйчастої гiперповерхнi з пласкою
зв’язнiстю може бути лише локальною, визначений вище трансверсальний
розподiл в даному випадку буде еквiафiнним.

3.2 Еквiафiнна теорiя кривих в R3

Розглянемо просторову криву в R3, що задається формулою:

ρ⃗(t) = r⃗(t) = {ρ1(t), ρ2(t), ρ3(t)}.

Крива називається невиродженою, якщо

|ρ⃗′t, ρ⃗′′t , ρ⃗′′′t | ≠ 0.

Параметр σ називається афiнний натуральний параметром довжини
дуги, якщо

|ρ⃗′σ, ρ⃗′′σ, ρ⃗′′′σ | ≡ 1.

Зв’язок мiж афiнним натуральним параметром та звичайним:

σ⃗′
t = |ρ⃗′t, ρ⃗′′t , ρ⃗′′′t |

1
6 (26)

Продиференцiюємо (|ρ⃗′σ, ρ⃗′′σ, ρ⃗′′′σ | ≡ 1)′σ, то отримаємо |ρ⃗′t, ρ⃗′′t , ρ⃗IVt | = 0. В
результатi маємо розкладання

ρ⃗IVσ = −k1ρ⃗
′
σ − k2ρ⃗

′′
σ, (27)

де k1, k2 називаються афiнними кривинами просторової кривої.
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Приклад 3.1. Задано криву у просторi ρ⃗ = {t, e2t, et}. Знайти афiннi
кривини k1, k2.

Спочатку знайдемо першу другу i третю похiднi щоб дiзнатися чи ви-
роджена крива:

ρ⃗′ = {1, 2e2t, et}, ρ⃗′′ = {0, 4e2t, et}, ρ⃗′′′ = {0, 8e2t, et}

Обчислимо детермiнант |ρ⃗′, ρ⃗′′, ρ⃗′′′| :∣∣∣∣∣∣
1 2e2t et

0 4e2t et

0 8e2t et

∣∣∣∣∣∣ = −4e3t ̸= 0.

Отже, крива невироджена.
Проiнтегрувавши рiвнiсть (26), знайдемо параметр σ:

σ =

∫
2

1
3e

t
2dt = 2

4
3e

t
2 .

Зробимо перепараметризацiю, виражаючи t через σ:

e
t
2 = 2−

4
3σ, et = 2−

8
3 (σ)2, t = 2 ln σ − 8

3
ln 2.

Тодi отримає натуральну параметризацiю кривої:

ρ⃗(σ) = {2 lnσ − 8

3
ln 2, 2−

16
3 σ4, 2−

8
3σ2}.

Знайдемо першу, другу i третю похiднi i перевiримо правильнiсть параме-
тризацiї:

ρ⃗′σ = {2
σ
, 2−

10
3 σ3, 2−

5
3σ}; ρ⃗′′σ = {− 2

σ2
, 2−

10
3 3σ2, 2−

5
3}; ρ⃗′′′σ = { 4

σ3
, 2−

7
33σ, 0}

|ρ⃗′σ, ρ⃗′′σ, ρ⃗′′′σ | = 1.

Тепер знайдемо четверту похiдну:

ρ⃗IVσ = {−12

σ4
, 2−

7
33, 0}.

Їi можна виразити через першу i другу похiднi як

ρ⃗IVσ = − 3

σ3
ρ⃗′σ +

3

σ2
ρ⃗′′σ

отже k1 =
3
σ3 , k2 = − 3

σ2 , де σ = 2
4
3e

t
2 .
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3.3 1-лiнiйчастi поверхнi в R4 з пласкою зв’язнiстю

Будемо розглядати двовимiрну лiнiйчасту поверхню в R4, що задається
радiусом вектором r⃗(u, v) = ρ⃗(u) + va⃗(u), яка побудована над просто-
ровою кривою ρ⃗(u) = {ρ1(u), ρ2(u), ρ3(u), 0} (де u – афiнний нату-
ральний параметр довжини дуги) та має напрямок прямолiнiйних твiрних
a⃗(u) = {a1(u), a2(u), a3(u), 1}.

Знайдемо дотичнi вектори:

r⃗′u = ρ⃗′u + va⃗′u, r⃗′v = a⃗.

Знайдемо другi похiднi

r⃗′′uu = ρ⃗′′uu + va⃗′′uu, r⃗′′uv = a⃗′u, r⃗′′vv = 0⃗.

Вектори ρ⃗′(u), ρ⃗′′(u), ρ⃗′′′(u) утворюють базис простору, в якому розта-
шована крива ρ⃗(u), а також вектор a⃗′(u) = {a′1(u), a′2(u), a′3(u), 0}. Тож
ми можемо виписати розкладання

a⃗′u = λ1(u)ρ⃗
′(u) + λ2(u)ρ⃗

′′(u) + λ3(u)ρ⃗
′′′(u). (28)

В якостi базисних трансверсальних векторних полiв будемо обирати

ξ1 = ρ⃗′′, ξ2 = ρ⃗′′′.

Для того, щоб виписати розкладання Гауса знайдемо зв’язок мiж векто-
рами ρ⃗′(u) та r⃗′(u):

r⃗′u = ρ⃗′ + v(λ1ρ⃗
′ + λ2ρ⃗

′′ + λ3ρ⃗
′′′) = ρ⃗′u + v(λ1ρ⃗

′ + λ2ξ1 + λ3ξ2).

(1 + vλ1)ρ⃗
′
u = r⃗′u − v(λ2ξ1 + λ3ξ2).

Знайдемо розкладання Гауса для r⃗′′uv:

r⃗′′uv = a⃗′u = λ1ρ⃗
′+λ2ρ⃗

′′+λ3ρ⃗
′′′ =

λ1

1 + vλ1
(r⃗′u − vλ2ξ1 − vλ2ξ2)+λ2ξ1+λ3ξ2 =

=
λ1

1 + vλ1
r⃗′u +

λ2

1 + vλ1
ξ1 +

λ3

1 + vλ1
ξ2.

Отже, з цього розкладання маємо наступнi афiннi компоненти:

Γ1
12 =

λ1

1 + vλ1
, Γ2

12 = 0, h1
12 =

λ2

1 + vλ1
, h2

12 =
λ3

1 + vλ1
.
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Оскiльки u – афiнний натуральний параметр довжини дуги для просто-
рової кривої ρ⃗(u) = {ρ1(u), ρ2(u), ρ3(u), 0}, то ми маємо наступну власти-
вiсть

ρ⃗IV = −k1(u)ρ⃗
′ − k2(u)ρ⃗

′′,

де k1(u), k2(u) – афiннi кривина просторової кривої ρ⃗(u).
Оскiльки a⃗′u = λ1(u)ρ⃗

′(u) + λ2(u)ρ⃗
′′(u) + λ3(u)ρ⃗

′′′(u), то маємо

a⃗′′uu = λ′
1ρ⃗

′ + λ1ρ⃗
′′ + λ′

2ρ⃗
′′ + λ2ρ⃗

′′′ + λ′
3ρ⃗

′′′ + λ3ρ⃗
IV =

= λ′
1ρ⃗

′ + λ1ρ⃗
′′ + λ′

2ρ⃗
′′ + λ2ρ⃗

′′′ + λ′
3ρ⃗

′′′ + λ3(−k1ρ⃗
′ − k2ρ⃗

′′) =

= ρ⃗′ (λ′
1 − k1λ3) + ξ1 (λ1 + λ′

2 − k2λ3) + ξ2 (λ2 + λ′
3)

Знайдемо розкладання Гауса для r⃗′′uu:

r⃗′′uu = ρ⃗′′uu+va⃗′′uu = ρ⃗′′+vρ⃗′ (λ′
1 − k1λ3)+vξ1 (λ1 + λ′

2 − k2λ3)+vξ2 (λ2 + λ′
3) =

= ξ1 +
v

1 + vλ1
(λ′

1 − k1λ3) (r⃗
′
u − vλ2ξ1 − vλ3ξ2)+

+ vξ1 (λ1 + λ′
2 − k2λ3) + vξ2 (λ2 + λ′

3) =
v (λ′

1 − k1λ3)

1 + vλ1
r⃗′u+

+ ξ1

(
1 + vλ1 + vλ′

2 − vk2λ3 −
v2λ2 (λ

′
1 − k1λ3)

1 + vλ1

)
+

+ ξ2

(
vλ2 + vλ′

3 −
v2λ3 (λ

′
1 − k1λ3)

1 + vλ1

)
Отже, з цього розкладання маємо наступнi афiннi компоненти:

Γ1
11

v (λ′
1 − k1λ3)

1 + vλ1
, Γ2

11 = 0,

h1
11 = 1 + vλ1 + vλ′

2 − vk2λ3 −
v2λ2 (λ

′
1 − k1λ3)

1 + vλ1
,

h2
11 = vλ2 + vλ′

3 −
v2λ3 (λ

′
1 − k1λ3)

1 + vλ1

Оскiльки r⃗′′vv = 0⃗, то ми маємо наступну зв’язнiсть:

∇e1e1 =
v (λ′

1 − k1λ3)

1 + vλ1
e1, ∇e1e2 =

λ1

1 + vλ1
e1, ∇e2e2 = 0.

В даному випадку маємо наступне розкладання Вейенгартена:

∂ξ⃗1
∂u

= ρ⃗′′′ = ξ2,
∂ξ⃗1
∂v

=
∂ξ⃗2
∂v

= 0⃗,
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∂ξ⃗2
∂u

= ρ⃗IV = −k1(u)ρ⃗
′ − k2(u)ρ⃗

′′ =
−k1(u)

1 + vλ1
(r⃗′u − vλ2ξ1 − vλ3ξ2)− k2(u)ξ1.

Оператори Вейнгартена та форми трансверсальної зв’язностi мають на-
ступний вигляд:

S2(e1) =
k1

1 + vλ1
e1, S2(e2) = 0, S1 ≡ 0;

τ 11 (e1) = 0, τ 21 (e1) = 1, τβα (e2) = 0 ∀α, β,

τ 12 (e1) =
k1vλ2

1 + vλ1
− k2, τ 22 (e1) =

k1vλ3

1 + vλ1
.

В загальному випадку трансверсальний розподiл не є еквiафiнним.
Пiдрахуємо тензор кривини:

R(e1, e2)e2 = ∇e1∇e2e2 − ∇e2∇e1e2 =

= ∇e1(0)−∇e2

(
λ1

1 + vλ1
e1

)
=

λ2
1

(1 + vλ1)
2e1 −

λ1

1 + vλ1
· λ1

1 + vλ1
e1 = 0.

R(e1, e2)e1 = ∇e1∇e2e1 −∇e2∇e1e1 =

= ∇e1

(
λ1

1 + vλ1
e1

)
−∇e2

(
v (λ′

1 − k1λ3)

1 + vλ1
e1

)
=

=
λ′
1(1 + vλ1)− λ1vλ

′
1

(1 + vλ1)2
e1 +

λ1

1 + vλ1
· v (λ

′
1 − k1λ3)

1 + vλ1
e1−

− (λ′
1 − k1λ3) (1 + vλ1)− v (λ′

1 − k1λ3)λ1

(1 + vλ1)2
e1 −

v (λ′
1 − k1λ3)

1 + vλ1
· λ1

1 + vλ1
e1 =

=
e1

(1 + vλ− 1)2
(λ′

1 − λ′
1 − vλ1λ

′
1 + k1λ3 + k1λ3vλ1 + vλ1λ

′
1 − vk1λ3λ1) =

=
k1λ3

(1 + vλ1)2
e1

Таким чином, тензор кривини може дорiвнювати нулю у двох випадках:
1) афiнна кривина k1(u) базової кривої дорiвнює нулю;
2) функцiя λ3(u) ≡ 0 у розкладаннi (28).
Очевидно, що в обох випадках трансверсальний розподiл буде задоволь-

няти умовi τ 11 + τ 22 ≡ 0, що як вiдомо, є умовою еквiафiнностi трансвер-
сального розподiлу.

В першому випадку (k1(u) ≡ 0) оператори Вейнгартена нульовi, що озна-
чає, що занурення афiнно еквiвалентно зануренню графiка функцiї двох
змiнних [4].

Розглянемо докладнiше другiй випадок.
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3.3.1 Випадок λ3(u) ≡ 0

В даному випадку маємо наступнi дотичнi вектори:

r⃗′u = ρ⃗′u(1 + vλ1) + vλ2ξ1, r⃗′v = a⃗.

Занурення буде повним регулярним лише у випадку λ1 ≡ 0. Ми маємо
наступне розкладання для вектора a⃗:

a⃗′ = λ2(u)ρ⃗
′′, a⃗ =

∫
λ2(u)ρ⃗

′′du.

Отже, ми отримали параметризацiю повної регулярної 1-лiнiйчастої по-
верхнi в R4:

r⃗(u, v) = ρ⃗(u) + v

∫
λ(u)ρ⃗′′(u)du.

В даному випадку маємо наступнi основнi афiннi характеристики. Сим-
воли Кристофеля та компоненти афiнної зв’язностi для даної поверхнi:

Γk
ij = 0 ∀i, j, k; h1

11 = 1+vλ′, h2
11 = vλ; h1

12 = λ, h2
12 = 0; h1

22 = 0, h2
22 = 0.

Тобто матрицi афiнних фундаментальних форм мають наступний ви-
гляд:

h1 =

(
1 + vλ′ vλ

vλ 0

)
; h2 =

(
vλ 0
0 0

)
.

Оператори Вейнгартена та форми трансверсальної зв’язностi мають на-
ступний вигляд:

S2(e1) = k1e1, S2(e2) = 0, S1 ≡ 0;

τ 11 (e1) = 0, τ 21 (e1) = 1, τβα (e2) = 0 ∀α, β,
τ 12 (e1) = k1vλ− k2, τ 22 (e1) = 0.

В даному випадку трансверсальний розподiл є еквiафiнним.
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Висновок

В роботi розглянуто афiннi занурення лiнiйчастих поверхонь, базою яких
є пласка або просторова крива, в R3 та R4. Базова крива береться в нату-
ральнiй параметризацiї, в якостi трансверсальних векторних полiв лiнiйча-
стої поверхнi обираються еквiафiннi нормалi (та бiнормалi) базової кривої.
Отриманi умови на базову криву та напрямок прямолiнiйних твiрних, якi
забезпечують пласку зв’язнiсть такої поверхнi.

Отримано ще одне пiдтвердження того факта, що афiнне занурення пов-
ної регулярної гiперповерхнi з пласкою зв’язнiстю може бути лише графi-
ком або цилiндром. Знайдено нерегулярну параметризацiю афiнного зану-
рення лiнiйчастої гiперповерхнi з заданими властивостями.

Отримано параметризацiю занурення повної регулярної лiнiйчастої по-
верхнi ковимiрностi два.

З’ясовано, що трансверсальний розподiл з еквiафiнних нормалей (та бi-
нормалей) базової кривої для афiнного занурення лiнiйчастої поверхнi з
пласкою зв’язнiстю завжди є еквiафiнним.
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