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Вступ

Для обчислення геометричних характеристик поверхонь у рiманових мно-
говидах використовують форми зв’язностi та кривини. Це один iз способiв
знаходження цих характеристик в диференцiальнiй геометрiї, зокрема в
рiмановiй геометрiї. Ця технiка належить французькому математику Елi
Жозефу Картану, i вона займає промiжне положення мiж розрахунками
в локальних координатах i означеннями, що застосовують векторнi поля.
У данiй роботi ми детально розглядаємо цi методи, обчислюючи геометри-
чнi характеристики деяких класичних тривимiрних геометрiй за їхньою
допомогою. Пiсля цього ми переходимо до їх застосування у геометрiї пiд-
многовидiв. Зауважимо, що детального викладення технiки форм саме для
дослiдження пiдмноговидiв бракує у лiтературi. Ми самостiйно виводимо
з рiвнянь Картана розкладення Гаусса i Вейнгартена, рiвняння Гаусса, Ко-
даццi та Рiччi, описуємо за їхньою допомогою кiлька цiкавих класiв мi-
нiмальних поверхонь у геометрiї Sol та отримуємо новi доведення теорем
про неiснування та iснування занурень тривимiрних терстонiвських геоме-
трiй Nil, Sol та ˜SL(2,R) у чотиривимiрнi простори постiйної кривини, що
належать Л. Масальцеву.
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1 Форми зв’язностi та кривини

1.1 Форми афiнної зв’язностi та кривини

Нехай M - нескiнченно гладкий многовид. Тодi афiнною зв’язнiстю на M
називається вiдображення ∇: X (M)× X (M) 7−→ X (M): X, Y 7−→ ∇XY ,
де виконуються умови:

1) ∇fX+hYZ = f∇XZ + h∇YZ;
2) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ;
3) ∇XfZ = X(f)Z + f∇XZ
Для будь-яких X, Y, Z ∈ X (M), f, h ∈ C∞. Тодi ∇XY зветься коварiан-

тною похiдною Y за X.
В кожнiй точцi p ∈ M iснує U ∋ p i поля {E1, ..., En} ⊂ X (U), (де

n = dimM) такi, що для будь-якої точки q ∈ U {(E1)q, ..., (En)q}-базис
дотичного поля TqM. Такий набiр {Ei}ni=1 часто називають локальним ба-
зисом (репером) векторних полiв на U i , звичайно, це не базис нескiнченно
вимiрного векторного простору X (U), але для будь-якого гладкого поля
X ∈ X (U), розкладаючи для будь-якої точки q ∈ U Xq = X i(q)(Ei)q, отри-
муємо функцiї {X i : q 7−→ X i(q)}ni=1 на U . Вони гладкi: X i ∈ C∞(U) для
будь-яких i. Дiйсно, для будь-якої точки q ∈ U нехай (x1, ..., xn)- локальнi

координати на околi V ∋ q. Тодi на цьому околi розкласти поле X = x̂i
∂

∂xi

i X ∈ X (U) тодi i тiльки, коли для будь-який i X̂ i ∈ C∞(U). На U ∩ V

нехай Ei = Ej
i

∂

∂xj
, i = 1, n : тодi для i, j Ej

i ∈ C∞(U ∩ V )

X̂j ∂

∂xj
= X = X iEi = X iEj

i

∂

∂xj
. (1)

Тодi маємо, що для будь-яких j = 1, n X̂j = EjX i. Звiдси отримаємоxi
...
xn

 = E−1

 x̂i
...
x̂n

, де матриця E = (Ei
j)

n
i,j=1, а отже i E−1 складається з

функцiй, якi належать C∞(U ∩V ). Отже, для довiльної точки q ∈ U i будь-
якої iX i гладка на околi (U ∩ V ) точки q. Тодi це означає, що X i ∈ C∞(U)
для довiльних i.

Означення 1.1. Нехай {Ei}ni=1 – локальний репер на U ⊂ M. Дуальним
до нього локальним базисом (репером) форм зветься {ωi}ni=1 ⊂ Ω1(U) :

ωi(Ej) = δij (2)
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для довiльних i, j = 1, n.

Наслiдок 1.1. Для будь-якого репера {Ei}ni=1 iснує дуальний базис {ωi}ni=1

i вiн єдиний.

Означення 1.2. Нехай ∇ – афiнна зв’язнiсть на M, {Ei}ni=1 – локальний
репер на U ⊂ M. Формами зв’язностi ∇ вiдносно {Ei}ni=1 називають
такi {ωi

j ∈ Ω1(U)}ni,j=1, що для довiльного X ∈ X (U)

ωi
j(X) = ωi(∇XEj), (3)

де {ωi}ni=1 – дуальний до {Ei}ni=1.

Наслiдок 1.2. Для будь-яких i, j

ωi
j = Γi

kjω
k, (4)

де Γi
kj – це узагальненi символи Кристофеля з ∇Ek

Ej =: Γi
kjEi.

Тензором (оператором) кривини афiнної зв’язностi ∇ на M зветься вiд-
ображення R: X (M)×X (M)×X (M) 7−→ X (M):

X, Y, Z 7−→ R(X, Y )Z := ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z. (5)

Крiм того, вiн кососиметричний: R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z для довiльних
X, Y, Z ∈ X (M). Формами кривини афiнної зв’язностi ∇ на M вiдносно
локального репера {Ei}ni=1 на U ⊂ M називається {Ωi

j ∈ Ω2(U)}ni,j=1 :

Ωi
j(X, Y ) :=

1

2
ωi(R(X, Y )Ej) (6)

для будь-яких X, Y ∈ X (U).
Розкладемо R(Ek, El)Ej =: Ri

jklEi i отримаємо {Ri
jkl = ωi(R(Ek, El)Ej ∈

C∞(U)}ni,j,k,l=1. З урахуванням кососиметричностi, тобто Ri
jkl = −Ri

jlk, отри-
маємо наступну формулу:

Ωi
j =

∑
k<l

Ri
jklω

k ∧ ωl =
1

2
Ri

jklω
k ∧ ωl (7)

для довiльних i та j, де в якостi базису використовуємо ωk ∧ ωl, а коефiцi-
єнти - це коефiцiєнти тензора кривини.

Теорема 1.1. (Структурнi рiвняння Картана) (Див. [2])
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Для того, щоб обчислити форму зв’язностi, використовують перше
рiвняння Картана, який має такий вигляд:

dωi = −ωi
j ∧ ωj + T i, (8)

для будь-яких i = 1, n;
щоб з форми зв’язностi обчислити форму кривини, використовують

друге рiвняння Картана, що має вигляд:

dωi
j = −ωi

k ∧ ωk
j + Ωi

j, (9)

для будь-яких i, j = 1, n.

1.2 Рiмановий випадок

На вiдмiну вiд афiнного випадку в рiмановому випадку використовується
ортонормований репер i рiманова зв’язнiсть (Левi-Чiвiта). Тобто нехай те-
пер (M, g) – гладкий рiмановий многовид, тодi рiманова зв’язнiсть метрики
g однозначно визначається наступними умовами:

−T = 0 (вiдсутнiсть скруту);
−∇g = 0 (узгодженiсть з метрикою)
що означає

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ) (10)

для кожних X, Y, Z ∈ X (M).
Нехай {ωi

j}ni,j=1 – форми зв’язностi для афiнної зв’язностi ∇ на рiманово-
му (M, g) вiдносно ортонормованого репера на U ⊂ M.Тодi ∇ узгоджена
з g на U тодi i тiльки тодi, коли матриця форм зв’язностi стає кососиме-
тричною, тобто ωi

j = −ωj
i для будь-яких i, j = 1, n.

Для зв’язностi, узгодженої з метрикою, матриця форм кривини вiдносно
ортонормованого репера на U теж кососиметрична, тобто Ωi

j = −Ωj
i для

довiльних i, j = 1, n.

1.3 Обчислення форм зв’язностi та кривини деяких тривимiр-
них рiманових многовидiв

Приклад 1.1. Задамо рiманову метрику на R3 для геометрiї Nil (Див.

[6]), що визначена ортонормованим базисом векторних полiв: E1 =
∂

∂x
,E2 =

∂

∂y
+ x

∂

∂z
, E3 =

∂

∂z
. Обчислимо рiманову зв’язнiсть та кривини за допо-

могою рiвнянь Картана.
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Перейдемо до дуального базису форм, яка є функцiєю вигляду ωi =
f i
jdx

j, тобто
ω1 = f 1

1dx+ f 1
2dy + f 1

3dz,

ω2 = f 2
1dx+ f 2

2dy + f 2
3dz,

ω3 = f 3
1dx+ f 3

2dy + f 3
3dz.

Запишемо вiдповiднi рiвняння:

ω1(E1) = 1, ω1(E2) = 0, ω1(E3) = 0

ω2(E1) = 0, ω2(E2) = 1, ω2(E3) = 0

ω3(E1) = 0, ω3(E2) = 0, ω3(E3) = 1

Тодi для ω1 отримаємо наступну систему:
1 = ω1(E1) = f 1

1

0 = ω1(E2) = f 1
2 + xf 1

3

0 = f 1
3

Таким чином матимемо f 1
1 = 1, f 1

2 = 0, f 1
3 = 0. Пiдставляючи у функцiю,

отримаємо наступний вираз для ω1: ω1 = dx. Аналогiчно, ω2 = dy i ω3 =
dz − xdy.

Тодi рiманову метрику можна знайти так: g = (ω1)2 + (ω2)2 + (ω3)2 =
dx2 + dy2 + (dx− xdy)2

= dx2 + (1 + x2)dy2 − 2xdydz + dz2. Порахуємо форму об’єму:

dV = ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 = dx ∧ dy ∧ (dz − xdy) = dx ∧ dy ∧ dz

- збiгається з евклiдовою формою об’єму.
Обчислимо форму зв’язностi. Її матриця матиме вигляд при n = 3

ω =

 0 ω1
2 ω1

3

−ω1
2 0 ω2

3

−ω1
3 −ω2

3 0

 .

Для того щоб знайти цю матрицю, використаємо перше рiвняння Картана:ω1

...
ωn

 = −ω ∧

ω1

...
ωn

 . В нашому випадку отримаємо

dω1 = d(dx) = 0, dω2 = d(dy) = 0, dω3 = d(dz−xdy) = −dx∧dy = −ω1∧ω2.
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Знайдемо матрицю ω з рiвнянь: 0
0

−ω1 ∧ ω2

 = −

 0 ω1
2 ω1

3

−ω1
2 0 ω2

3

−ω1
3 −ω2

3 0

 ∧

ω1

ω2

ω3

 = −

 ω1
2 ∧ ω2 + ω1

3 ∧ ω3

−ω1
2 ∧ ω1 + ω2

3 ∧ ω3

−ω1
3 ∧ ω1 − ω2

3 ∧ ω2


Тепер знайдемо елементи матрицi ω1

2, ω
1
3, ω

2
3 за формулою (4), враховуючи

кососиметричнiсть i розкладаючи кожну форму за базисом, отримаємо:
ω1
2 = Γ1

12ω
1+ = Γ1

22ω
2 + Γ1

32ω
3

ω1
3 = Γ1

13ω
1+ = Γ1

23ω
2 + Γ1

33ω
3

ω2
3 = Γ2

13ω
1+ = Γ2

23ω
2 + Γ2

33ω
3.

Тодi маємо наступну систему:
0 = Γ1

12ω
1 ∧ ω2 + Γ1

32ω
3 ∧ ω2 + Γ1

13ω
1 ∧ ω3 + Γ1

23ω
2 ∧ ω3

0 = −Γ1
22ω

2 ∧ ω1 − Γ1
32ω

3 ∧ ω1 + Γ2
13ω

1 ∧ ω3 + Γ2
23ω

2 ∧ ω3

ω1 ∧ ω2 = −Γ1
23ω

2 ∧ ω1 − Γ1
33ω

3 ∧ ω1 − Γ2
13ω

1 ∧ ω2 − Γ2
33ω

3 ∧ ω2

Iз системи отримаємо символи Кристофеля: Γ1
23 =

1

2
,Γ1

32 =
1

2
,Γ2

13 =
1

2
.

Також в силу кососиметричностi Γ3
21 = −Γ1

23 = −1

2
,Γ2

31 = −Γ1
32 = −1

2
,Γ3

12 =

−Γ2
13 =

1

2
. Пiдставимо цi символи в матрицю i отримаємо результат:

ω =


0

1

2
ω3 1

2
ω2

−1

2
ω3 0 −1

2
ω1

−1

2
ω2 1

2
ω1 0

 .

Iншi символи Кристофеля дорiвнюють 0. Це означає, що ∇E2
E3 = ∇E3

E2 =
1
2E1,∇E1

E3 = ∇E3
E1 = −1

2E2,∇E1
E2 = −∇E2

E1 =
1
2E3,∇E1

E1 = ∇E2
E2 =

∇E3
E3 = 0.

Тепер знайдемо форми кривини за формулою (7), яка є кососиметри-
чною: Ωi

j = −Ωj
i , зокрема Ωi

i = 0. Тобто Ri
jkl = Rj

ikl, крiм того Ri
jkl = −Ri

jlk.
Тодi матриця форми кривини має кососиметричнi елементи. I друге рiвня-
ння Картана застосуємо в такому виглядi: Ω = dω + ω ∧ ω. В нашому
випадку

 0 Ω1
2 Ω1

3

−Ω1
2 0 Ω2

3

−Ω1
3 −Ω2

3 0

 = Ω = dω + ω ∧ ω =


0

1

2
dω3 1

2
dω2

−1

2
dω3 0 −1

2
dω1

−1

2
dω2 1

2
dω1 0

+
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+


0

1

2
ω3 1

2
ω2

−1

2
ω3 0 −1

2
ω1

−1

2
ω2 1

2
ω1 0

 ∧


0

1

2
ω3 1

2
ω2

−1

2
ω3 0 −1

2
ω1

−1

2
ω2 1

2
ω1 0

 =

=


0 −1

2
ω3 ∧ ω2 0

−1

2
ω1 ∧ ω2 0 0

0 0 0

+


0

1

4
ω2 ∧ ω1 −1

4
ω3 ∧ ω1

1

4
ω1 ∧ ω2 0 −1

4
ω3 ∧ ω2

−1

4
ω1 ∧ ω3 −1

4
ω2 ∧ ω3 0

 =

=


0 −3

4
ω1 ∧ ω2 1

4
ω1 ∧ ω3

3

4
ω1 ∧ ω2 0

1

4
ω2 ∧ ω3

−1

4
ω1 ∧ ω3 −1

4
ω2 ∧ ω3 0

 .

З цiєї матрицi виписуємо коєфiцiєнти:

Ω1
2 = −3

4
ω1 ∧ ω2, тому R1

121 = −R1
221 = −R2

112 = R2
121 = −3

4
;

Ω1
3 =

1
4ω

1 ∧ ω3, тому R1
313 = −R1

331 = −R3
113 = R3

131 =
1

4
;

Ω2
3 =

1

4
ω2 ∧ ω3, тому R2

323 = −R2
332 = −R3

223 = R3
232 =

1

4
,

а решта Ri
jkl = 0.

Ще обчислимо тензор Рiччi – це симетрична форма Ric = Ricijω
iωj, де

Ricij =
∑n

k=1R
k
ikj, i коефiцiєнти кососиметричнi для довiльних i, j Ricij =

Ricji. В нашому випадку:

Ric11 = Rk
1k1 = R1

111 +R2
121 +R3

131 = −1

2
,

Ric12 = Rk
1k2 = R1

112 +R2
122 +R3

132 = 0,

Ric22 = Rk
2k2 = R1

212 +R2
222 +R3

232 = −1

2
,

Ric13 = Rk
1k3 = R1

113 +R2
123 +R3

133 = 0,
Ric23 = Rk

2k3 = R1
213 +R2

223 +R3
233 = 0,

Ric33 = Rk
3k3 = R1

313 +R2
323 +R3

333 =
1

2
.

Отже, Ric = −1

2
(ω1)2 − 1

2
(ω2)2 +

1

2
(ω3)2.

Приклад 1.2. Задамо рiманову метрику на R3 для геометрiї Sol (Див.
[6]), що визначена ортонормованим базисом векторних полiв:
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E1 =
1√
2

(
e−z ∂

∂x
+ ez

∂

∂y

)
, E2 =

1√
2

(
e−z ∂

∂x
− ez

∂

∂y

)
, E3 =

∂

∂z
. За

допомогою рiвнянь Картана знайдемо рiманову зв’язнiсть та кривини.

Будемо шукати дуальний базис форм для ω1 за формулою ωi = f i
jdx

j.
Тодi, пiдставляючи коефiцiєнти, отримаємо наступну:

1 = ω1(E1) =
1√
2
f 1
1 e

−z +
1√
2
f 1
2 e

z

0 = ω1(E2) =
1√
2
f 1
1 e

−z − 1√
2
f 1
2 e

z

0 = ω1(E3) = f 1
3

Розв’язки цiєї системи будуть f 1
1 =

ez√
2
, f 1

2 =
e−z

√
2
, f 1

3 = 0. Тодi отримає

вираз ω1 =
1√
2
(ezdx+ e−zdy).Аналогiчно, ω2 =

1√
2
(ezdx− e−zdy), ω3 = dz.

Порахуємо рiманову метрику та форму об’єму вiдповiдно:

g = (ω1)2+(ω2)2+(ω3)2 = (
1√
2
(ezdx+ e−zdy))2+(

1√
2
(ezdx− e−zdy))2+

dz2 = ezdx2 + e−zdy2 + dz2;

dV = ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 = (
1√
2
(ezdx + e−zdy)) ∧ (

1√
2
(ezdx − e−zdy)) ∧ dz =

−dx ∧ dy ∧ dz.
Використаємо перше рiвняння Картана, що визначається за формулоюω1

...
ωn

 = −ω ∧

ω1

...
ωn

 :

dω1 = d(
1√
2
(ezdx + e−zdy)) = ω3 ∧ ω2, dω2 = d(

1√
2
(ezdx − e−zdy)) =

ω3 ∧ ω1, dω3 = d(dz) = 0.
Знайдемо форму зв’язностi. Для цього запишемо матрицю ω з рiвнянь:ω3 ∧ ω2

ω3 ∧ ω2

0

 = −

 0 ω1
2 ω1

3

−ω1
2 0 ω2

3

−ω1
3 −ω2

3 0

 ∧

ω1

ω2

ω3

 = −

 ω1
2 ∧ ω2 + ω1

3 ∧ ω3

−ω1
2 ∧ ω1 + ω2

3 ∧ ω3

−ω1
3 ∧ ω1 − ω2

3 ∧ ω2


Використаємо формулу (4), щоб знайти елементи матрицi ω1

2, ω
1
3, ω

2
3, та

врахуємо кососиметричнiсть i розкладемо кожну форму за базисом i отри-
маємо:

ω1
2 = Γ1

12ω
1 + Γ1

22ω
2 + Γ1

32ω
3

ω1
3 = Γ1

13ω
1 + Γ1

23ω
2 + Γ1

33ω
3

9



ω2
3 = Γ2

13ω
1 + Γ2

23ω
2 + Γ2

33ω
3.

Тодi отримаємо наступну систему:
ω3 ∧ ω2 = −Γ1

12ω
1 ∧ ω2 − Γ1

32ω
3 ∧ ω2 − Γ1

13ω
1 ∧ ω3 − Γ1

23ω
2 ∧ ω3

ω3 ∧ ω1 = Γ1
22ω

2 ∧ ω1 + Γ1
32ω

3 ∧ ω1 − Γ2
13ω

1 ∧ ω3 − Γ2
23ω

2 ∧ ω3

0 = Γ1
23ω

2 ∧ ω1 + Γ1
33ω

3 ∧ ω1 + Γ2
13ω

1 ∧ ω2 + Γ2
33ω

3 ∧ ω2

Матимемо iз системи такi символи Кристофеля: Γ1
12 = Γ1

13 = Γ2
23 = Γ1

22 =
Γ1
32 = Γ1

33 = Γ2
33 = 0,Γ1

23 = Γ2
13 = 1. В силу кососиметричностi Γ3

21 = Γ3
12 =

−1. Iншi символи дорiвнюють 0. Це означає, що ∇E2
E3 = E1,∇E3

E2 =
0,∇E1

E2 = ∇E2
E1 = −E3,∇E1

E3 = E2,∇E3
E1 = 0,∇E1

E1 = ∇E2
E2 =

∇E3
E3 = 0. Пiдставимо знайденi символи Кристофеля в матрицю i отри-

маємо результат:

ω =

 0 0 ω2

0 0 ω1

−ω2 −ω1 0

 .

Знайдемо форми кривини, враховуючи, що за формулою (7) вони косо-
симетричнi, тобто Ωi

j = −Ωj
i , зокрема Ωi

i = 0, i Ri
jkl = Rj

ikl, R
i
jkl = −Ri

jlk.
Отже, маючи кососиметричнi елементи матрицi форми кривини, друге рiв-
няння Картана записується в такому виглядi: Ω = dω + ω ∧ ω. В нашому
прикладi: 0 Ω1

2 Ω1
3

−Ω1
2 0 Ω2

3

−Ω1
3 −Ω2

3 0

 = Ω = dω + ω ∧ ω =

 0 0 dω2

0 0 dω1

−dω2 −dω1 0

+

+

 0 0 ω2

0 0 ω1

−ω2 −ω1 0

 ∧

 0 0 ω2

0 0 ω1

−ω2 −ω1 0

 =

=

 0 0 ω3 ∧ ω1

0 0 ω3 ∧ ω2

−ω3 ∧ ω1 −ω3 ∧ ω2 0

+

 0 −ω2 ∧ ω1 0
−ω1 ∧ ω2 0 0

0 0 0

 =

=

 0 ω1 ∧ ω2 −ω1 ∧ ω3

−ω1 ∧ ω2 0 −ω2 ∧ ω3

ω1 ∧ ω3 ω2 ∧ ω3 0

 .

З отриманої матрицi видiляємо коефiцiєнти:
Ω1

2 = ω1 ∧ ω2, тому R1
121 = −R1

221 = −R2
112 = R2

121 = 1;
Ω1

3 = −ω1 ∧ ω3, тому R1
313 = −R1

331 = −R3
113 = R3

131 = −1;
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Ω2
3 = −ω2 ∧ ω3, тому R2

323 = −R2
332 = −R3

223 = R3
232 = −1,

а решта Ri
jkl = 0.

Розглянемо обчислення тензора Рiччi, який є симетричною формою Ric =
Ricijω

iωj, де Ricij =
∑n

k=1R
k
ikj. Коефiцiєнти цього тензора симетричнi для

будь-яких i, j, тобто Ricij = Ricji. У нашому випадку:
Ric11 = Rk

1k1 = R1
111 +R2

121 +R3
131 = 0,

Ric12 = Rk
1k2 = R1

112 +R2
122 +R3

132 = 0,
Ric22 = Rk

2k2 = R1
212 +R2

222 +R3
232 = 0,

Ric13 = Rk
1k3 = R1

113 +R2
123 +R3

133 = 0,
Ric23 = Rk

2k3 = R1
213 +R2

223 +R3
233 = 0,

Ric33 = Rk
3k3 = R1

313 +R2
323 +R3

333 = −2.
Отже, Ric = −2(ω3)2.

Приклад 1.3. Задамо рiманову метрику R3 для геометрiї Sol (Див. [6]),
що визначена iншим ортонормованим базисом векторних полiв: E1 =

e−z ∂

∂x
,E2 = ez

∂

∂y
, E3 =

∂

∂z
. За допомогою рiвнянь Картана знайдемо рi-

манову зв’язнiсть та кривини, переконаємось, що вони ж такi самi, як
в попередньому прикладi.

Дуальний базис форм має вигляд: ω1 = ezdx, ω2 = e−zdy, ω3 = dz.
Зокрема, матимемо ту ж саму метрику, що в прикладi 2.2, тобто: g =
(ω1)2 + (ω2)2 + (ω3)2 = e2zdx2 + e−2zdy2 + dz2.

Розглянемо перше рiвняння Картана, яке описується наступною форму-

лою:

ω1

...
ωn

 = −ω ∧

ω1

...
ωn

 :

dω1 = d(ezdx) = ezdz ∧ dx, dω2 = d(e−zdx) = −e−zdz ∧ dy, dω3 = d(dz) =
0.

Знайдемо форму зв’язностi. Для цього запишемо матрицю ω з рiвнянь: ezdz ∧ dx
−e−zdz ∧ dy

0

 = −

 0 ω1
2 ω1

3

−ω1
2 0 ω2

3

−ω1
3 −ω2

3 0

∧

ω1

ω2

ω3

 = −

 ω1
2 ∧ ω2 + ω1

3 ∧ ω3

−ω1
2 ∧ ω1 + ω2

3 ∧ ω3

−ω1
3 ∧ ω1 − ω2

3 ∧ ω2


Скористаємося формулою (4) для обчислення елементiв матрицi ω1

2, ω
1
3, ω

2
3.

При цьому врахуємо кососиметричнiсть, розкладемо кожну форму за ба-
зисом та отримаємо:

ω1
2 = Γ1

12ω
1 + Γ1

22ω
2 + Γ1

32ω
3

ω1
3 = Γ1

13ω
1 + Γ1

23ω
2 + Γ1

33ω
3
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ω2
3 = Γ2

13ω
1 + Γ2

23ω
2 + Γ2

33ω
3.

Тодi одержимо таку систему:

ezdz ∧ dx = −Γ1
12e

zdx ∧ e−zdy − Γ1
32dz ∧ e−zdy − Γ1

13e
zdx ∧ dz−

−Γ1
23e

−zdy ∧ dz

−e−zdz ∧ dy = Γ1
22e

−zdy ∧ ezdx+ Γ1
32dz ∧ ezdx− Γ2

13e
zdx ∧ dz−

−Γ2
23e

−zdy ∧ dz

0 = Γ1
23e

−zdy ∧ ezdx+ Γ1
33dz ∧ ezdx+ Γ2

13e
zdx ∧ e−zdy + Γ2

33dz ∧ e−zdy

З системи отримаємо такi символи Кристофеля, враховуючи кососиметри-
чнiсть: −Γ1

13 = Γ3
11 = −1,Γ2

23 = Γ3
23 = 1. Всi iншi символи будуть нульо-

вi. Введемо в матрицю отриманi символи Кристофеля, що дозволить нам
отримати результат:

ω =

 0 0 ω1

0 0 −ω2

−ω1 ω2 0

 =

 0 0 ezdx
0 0 −e−zdy

−ezdx e−zdy 0

 .

Визначимо форми кривини, враховуючи, що згiдно з формулою (7) вони
є кососиметричними, тобто Ωi

j = −Ωj
i , зокрема Ωi

i = 0, а також виконую-
ться спiввiдношення Ri

jkl = Rj
ikl i Ri

jkl = −Ri
jlk. Таким чином, з огляду

на кососиметричнiсть елементiв матрицi форми кривини, друге рiвняння
Картана набуває вигляду: Ω = dω + ω ∧ ω. У нашому випадку: 0 Ω1

2 Ω1
3

−Ω1
2 0 Ω2

3

−Ω1
3 −Ω2

3 0

 = Ω = dω + ω ∧ ω =

 0 0 dω1

0 0 −dω2

dω1 dω2 0

+

+

 0 0 ω1

0 0 −ω2

−ω1 ω2 0

 ∧

 0 0 ω1

0 0 −ω2

−ω1 ω2 0

 =

=

 0 0 ezdz ∧ dx
0 0 e−zdz ∧ dy

−ezdz ∧ dx −e−zdz ∧ dy 0

+

 0 dx ∧ dy 0
dy ∧ dx2 0 0

0 0 0

 =

=

 0 dx ∧ dy ezdz ∧ dx

dy ∧ dy 0 e−zdz ∧ dy
−ezdz ∧ dx −e−zdz ∧ dy 0

 =

 0 ω1 ∧ ω2 −ω1 ∧ ω3

−ω1 ∧ ω2 0 −ω2 ∧ ω3

ω1 ∧ ω3 ω2 ∧ ω3 0


Вiдповiдно, матричнi елементи форми кривини визначаються наступним

чином:
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Ω1
2 = ω1 ∧ ω2, тодi R1

212 = −R1
221 = −R2

112 = R2
121 = 1;

Ω1
3 = −ω1 ∧ ω3, тодi R1

313 = −R1
331 = −R3

113 = R3
131 = −1;

Ω2
3 = −ω2 ∧ ω3, тодi R2

323 = −R2
332 = −R3

223 = R3
232 = −1,

iншi Ri
jkl = 0.

Перейдемо до обчислення тензора Рiччi, який має вигляд симетричної
форми Ric = Ricij, ω

iωj, де елементи визначаються формулою Ricij =∑n
k=1R

k
ikj. Цi коефiцiєнти симетричнi: Ricij = Ricji. У нашiй ситуацiї це

означає:
Ric11 = Rk

1k1 = R1
111 +R2

121 +R3
131 = 0,

Ric12 = Rk
1k2 = R1

112 +R2
122 +R3

132 = 0,
Ric22 = Rk

2k2 = R1
212 +R2

222 +R3
232 = 0,

Ric13 = Rk
1k3 = R1

113 +R2
123 +R3

133 = 0,
Ric23 = Rk

2k3 = R1
213 +R2

223 +R3
233 = 0,

Ric33 = Rk
3k3 = R1

313 +R2
323 +R3

333 = −2.
Тодi, Ric = −2(ω3)2.

Отже, дiйсно бачимо, що метрика з векторними E1 = e−z ∂

∂x
,E2 =

ez
∂

∂y
, E3 =

∂

∂z
має таку ж саму рiманову зв’знiсть та кривину, що i метрика

з векторними полями E1 =
1√
2

(
e−z ∂

∂x
+ ez

∂

∂y

)
, E2 =

1√
2

(
e−z ∂

∂x
− ez

∂

∂y

)
,

E3 =
∂

∂z
.

Приклад 1.4. На {(x, y, z) ∈ R3|y > 0} задамо рiманову метрику геоме-
трiї ˜SL(2,R) (Див. [6]), що визначена ортонормованим базисом вектор-

них полiв: E1 = y
∂

∂x
− ∂

∂z
, E2 = y

∂

∂y
, E3 =

∂

∂z
. Використовуючи рiвняння

Картана, знайдемо рiманову зв’язнiсть i тензор кривини.

Шукатимемо дуальний базис форм для ω1 за формулою ωi = f i
jdx

j.
Пiдставивши вiдповiднi коефiцiєнти, отримаємо такий вираз:

1 = ω1(E1) = f 1
1y − f 1

3

0 = ω1(E2) = f 1
2y

0 = ω1(E3) = f 1
3

Розв’язки цiєї системи мають вигляд: f 1
1 =

1

y
, f 1

2 = 0, f 1
3 = 0. Звiдси випли-

ває вираз: ω1 =
1

y
dx. Аналогiчно, отримуємо: ω2 =

1

y
dy, ω3 =

1

y
dx+ dz.
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Рiманову метрику можна визначити наступним чином:

g = (ω1)2 + (ω2)2 + (ω3)2 =
1

y2
dx2 +

1

y2
dy2 +

(
1

y
dx+ dz

)2

=
2

y2
dx2 +

1

y2
dy2 + dz2 +

2

y
dxdy.

Обчислимо форму об’єму:

dV = ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 =
1

y
dx ∧ 1

y
dy ∧ 1

y
dx+ dz =

1

y
dx ∧ 1

y
dy ∧ dz.

Розглянемо форму зв’язностi, матриця якої для n = 3 має вигляд:

ω =

 0 ω1
2 ω1

3

−ω1
2 0 ω2

3

−ω1
3 −ω2

3 0

 .

Щоб визначити цю матрицю, скористаємося першим рiвнянням Картана:ω1

...
ωn

 = −ω ∧

ω1

...
ωn

 . Для нашого прикладу отримаємо наступний

результат: dω1 = d

(
1

y
dx

)
= − 1

y2
dy ∧ dx = −ω2 ∧ ω1, dω2 = d

(
1

y
dy

)
=

0, dω3 = d

(
1

y
dx+ dz

)
= − 1

y2
dy ∧ dx = −ω2 ∧ ω1.

Для цього представимо матрицю ω, використовуючи рiвняння:−ω2 ∧ ω1

0
−ω2 ∧ ω1

 = −

 0 ω1
2 ω1

3

−ω1
2 0 ω2

3

−ω1
3 −ω2

3 0

 ∧

ω1

ω2

ω3

 = −

 ω1
2 ∧ ω2 + ω1

3 ∧ ω3

−ω1
2 ∧ ω1 + ω2

3 ∧ ω3

−ω1
3 ∧ ω1 − ω2

3 ∧ ω2


Скористаємося формулою (4) для обчислення елементiв матрицi ω1

2, ω
1
3, ω

2
3.

Враховуючи кососиметричнiсть, розкладемо кожну з форм за базисом i
отримаємо:

ω1
2 = Γ1

12ω
1+ = Γ1

22ω
2 + Γ1

32ω
3

ω1
3 = Γ1

13ω
1+ = Γ1

23ω
2 + Γ1

33ω
3

ω2
3 = Γ2

13ω
1+ = Γ2

23ω
2 + Γ2

33ω
3.

Тодi отримаємо наступну систему:
ω2 ∧ ω1 = Γ1

12ω
1 ∧ ω2 + Γ1

32ω
3 ∧ ω2 + Γ1

13ω
1 ∧ ω3 + Γ1

23ω
2 ∧ ω3

0 = −Γ1
22ω

2 ∧ ω1 − Γ1
32ω

3 ∧ ω1 + Γ2
13ω

1 ∧ ω3 + Γ2
23ω

2 ∧ ω3

ω2 ∧ ω1 = −Γ1
23ω

2 ∧ ω1 − Γ1
33ω

3 ∧ ω1 − Γ2
13ω

1 ∧ ω2 − Γ2
33ω

3 ∧ ω2

Отримуємо з системи такi значення символiв Кристофеля: Γ1
12 = −1,Γ1

23 =

−1

2
,Γ2

13 = −Γ1
32 =

1

2
. Через кососиметричнiсть маємо Γ2

11 = −Γ1
12 = 1,Γ3

21 =
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−Γ1
23 = 1

2 ,Γ
3
12 = −Γ2

13 = Γ1
32 = −Γ2

31 = −1

2
. Усi iншi символи дорiвнюють

нулю.

Це означає ∇E1
E1 = E2, ∇E1

E2 = −E1 −
1

2
E3, ∇E1

E3 =
1

2
E2, ∇E2

E1 =

1

2
E3, ∇E2

E3 = −1

2
E1, ∇E2

E2 = ∇E3
E3 = 0.

Пiдставляючи знайденi символи Кристофеля у матрицю, отримуємо ре-
зультат:

ω =


0 −ω1 − 1

2
ω3 −1

2
ω2

ω1 +
1

2
ω3 0

1

2
ω1

1

2
ω2 −1

2
ω1 0

 .

Знайдемо форму кривини з урахуванням кососиметричностi за формулою
(7), тобто Ωi

j = −Ωj
i , зокрема Ωi

i = 0, i Ri
jkl = Rj

ikl, R
i
jkl = −Ri

jlk. Тому друге
рiвняння Картана, що включає кососиметричнi елементи матрицi кривини,
записується у виглядi:

 0 Ω1
2 Ω1

3

−Ω1
2 0 Ω2

3

−Ω1
3 −Ω2

3 0

 = Ω = dω+ω∧ω =


0 −dω1 − 1

2
dω3 −1

2
dω2

dω1 +
1

2
dω3 0

1

2
dω1

d
1

2
ω2 −1

2
dω1 0

+

+


0 −ω1 − 1

2
ω3 −1

2
ω2

ω1 +
1

2
ω3 0

1

2
ω1

1

2
ω2 −1

2
ω1 0

 ∧


0 −ω1 − 1

2
ω3 −1

2
ω2

ω1 +
1

2
ω3 0

1

2
ω1

1

2
ω2 −1

2
ω1 0

 =

=


0

3

2
ω2 ∧ ω1 0

−3

2
ω2 ∧ ω1 0 −1

2
ω2 ∧ ω1

0
1

2
ω2 ∧ ω1 0

+

+


0

1

4
ω2 ∧ ω1 −1

4
ω3 ∧ ω1

1

4
ω1 ∧ ω2 0 −1

2
ω1 ∧ ω2 − 1

4
ω3 ∧ ω2

−1

4
ω1 ∧ ω3 −1

2
ω2 ∧ ω1 − 1

4
ω2 ∧ ω3 0

 =
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=


0

7

4
ω2 ∧ ω1 −1

4
ω3 ∧ ω1

−7

4
ω2 ∧ ω1 0 −1

4
ω3 ∧ ω2

−1

4
ω1 ∧ ω3 −1

4
ω2 ∧ ω3 0

 .

Звiдси випливає, що коефiцiєнти матрицi форми кривини виглядають

наступним чином: Ω1
2 = ω1 ∧ ω2, тому R1

221 = −R1
212 = −R2

121 = R2
112 =

7

4
;

Ω1
3 = −1

4
ω3 ∧ ω1, тому R1

331 = −R1
313 = −R3

131 = R3
113 = −1

4
;

Ω2
3 = −1

4
ω3 ∧ ω2, тому R2

332 = −R2
323 = −R3

232 = R3
223 = −1

4
,

а решта Ri
jkl = 0.

Розглянемо обчислення тензора Рiччi, який є симетричною формою, ви-
значеною як Ric = Ricijω

iωj, де компоненти обчислюються за формулою
Ricij =

∑n
k=1R

k
ikj. При цьому сам тензор симетричний, тобто Ricij = Ricji

для довiльних i та j. В нашому прикладi:

Ric11 = Rk
1k1 = R1

111 +R2
121 +R3

131 = −3

2
,

Ric12 = Rk
1k2 = R1

112 +R2
122 +R3

132 = 0,

Ric22 = Rk
2k2 = R1

212 +R2
222 +R3

232 = −3

2
,

Ric13 = Rk
1k3 = R1

113 +R2
123 +R3

133 = 0,
Ric23 = Rk

2k3 = R1
213 +R2

223 +R3
233 = 0,

Ric33 = Rk
3k3 = R1

313 +R2
323 +R3

333 =
1

2
.

Отже, Ric = −3

2
(ω1)2 − 3

2
(ω2)2 +

1

2
(ω3)2.

2 Форми зв’язностi та друга фундаментальна форма
пiдмноговида у рiмановому многовидi

2.1 Розкладення Гаусса i Вейнгартена у термiнах форм зв’язностi

Нехай (M, r) – n -вимiрний пiдмноговид у (n + q) –вимiрному рiманово-
му многовидi M. Оберемо, принаймнi локально в околi якоїсь точки r(M),
базис полiв {e1...en+q} на M так, що вiн ортонормований i для будь-якої то-
чки p ∈ M (або з якогось околу в M) {(e1)r(p), ..., (en)r(p)} - базис дотичного
простору dpr(TpM), {(en+1)r(p), ..., (en+q)r(p)} – базис нормального простору
NpM. Нехай {ω1, ..., ωn+q} – вiдповiдний базис форм такий, що ω(eb) = δab
для будь-яких a, b = 1, n+ q. Якщо ототожнити дотичнi простори TpM з
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їхнiми образами пiд дiєю диференцiала dpr(TpM) для будь-якої точки p, то
ωa ототожняться з r∗ωa – формами на M. Тодi {ω1, ..., ωn} – базис форм на
M , дуальний до базису {e1...en}, зокрема iндукована метрика має вигляд∑n

i=1(ω
i)2, а форми, що вiдповiдають нормальним полям, дорiвнюють 0:

ωα = 0 на M для α = n+ 1, n+ q. Згадаємо, що таке форма кривини: фор-
ми кривини – об’єкт, що визначають коварiантне диференцiювання, тобто
якщо ∇ це коварiантне диференцiювання на M, тодi ∇eceb = ωa

b (ec)ea для
будь-якого C, тобто

∇eb = ωa
b ea, (11)

для будь-якого b = 1, n+ q.
Далi будемо позначати a, b, c, ... = 1, n+ q, i, j, k, ... = 1, n, α, β, γ, ... =

n+ 1, n+ q. Розпишемо вираз (11) у точках пiдмноговида, тодi таким чи-
ном отримаємо з означення наступнi розкладення, що в геометрiї пiдмно-
говидiв називаються:

∇ei = ωj
i ej + ωα

i eα для будь-яких i = 1, n - розкладення Гаусса;
∇eα = ωi

jei + ωβ
αeβ для будь-яких α = n+ 1, n+ q - розкладення Вейн-

гартена.
Оскiльки все маємо в ортонормованому базисi, то матриця форм кри-

вини кососиметрична, тобто ωi
α = −ωα

i для будь-яких i, α.
Перевiримо, що елементи розкладень вiдповiдають фундаментальним

об’єктам геометрiї пiдмноговидiв, таким як компоненти зв’язностi та форми
кривини:

– Розкладемо ωα
i = −bαijω

j для будь-яких i, α. Тодi (∇ejei)
⊥ = ωα

i (ej)eα =
bαijeα для будь-яких i, j, тобто bαij - коефiцiєнт другої фундаментальної фор-
ми пiдмноговида.

– Поля ωi
α "вiдповiдають"за оператор Вейнгартена, тобто для будь-яких

i, α (∇ejeα)
⊺ = ωi

α(ej)ei = −
∑

ωα
i (ej)ei = −

∑
bαijei.

– Розкладемо для будь-яких α, β форму за базисом ωi, тобто ωβ
α =

µαβ|iω
i. Тодi так само як i для другої фундаментальної форми для будь-

яких i, α (∇eieα)
⊥ = ωβ

α(ei)eβ =
∑n+q

β=n+1 µαβ|ieβ, тобто µαβ|i – коефiцiєнт
скруту пiдмноговида.

– Iндукована зв’язнiсть ∇ для будь-яких i, k це ∇ekei = (∇ekei)
⊺ =

ωj
i (ek)ej, тобто ωj

i – форми зв’язностi ∇.
Запишемо структурнi рiвняння Картана для пiдмноговидiв. Оскiльки

перше рiвняння Картана для многовидiв має вигляд

dωa + ωa
β ∧ ωb = 0 (12)
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для будь-яких a = 1, n+ q, то якщо його розписати в точках M для a =
i = 1, n, то отримаємо перше рiвняння Картана для пiдмноговида

dωi + ωi
j ∧ ωj + ωi

α ∧ ωα = 0 (13)

Але в точках пiдмноговида ωα = 0, тому dωi+ωi
j ∧ωj = 0, це також перше

рiвняння Картана, але для метрики пiдмноговида. Це демонструє, що ωi
j –

це форми iндукованої зв’язностi ∇.
Для a = α = n+ 1, n+ q маємо dωα = ωα

j ∧ ωi + ωα
β ∧ ωβ = (bαijω

j) ∧ ωi.
На пiдмноговидi ωα = 0 i ωβ = 0, тодi (

∑n
i,j=1)b

α
ijω

j ∧ ωi = 0 i отримаємо∑
1≤i≤j≤n

(bαij − bαji)ω
j ∧ ωi (14)

Таким чином, bαij = bαji для будь-яких i.j.α дає умову симетричностi для
другої фундаментальної форми.

2.2 Формула обчислення другої фундаментальної форми

Позначимо в R3 базис {r∗e1, r∗e2, N} через {e1, e2, e3}. Тодi можемо в то-
чках поверхнi перейти вiд стандартного глобального базису {E1, E2, E3} до
базису {r∗e1, r∗e2, N}. Для цього запишемо матрицю переходу:

(e1, e2, e3) = (E1, E2, E3)A, де

A =

(r∗e1)E1
(r∗e2)E1

NE1

(r∗e1)E2
(r∗e2)E2

NE2

(r∗e1)E3
(r∗e2)E3

NE3

 (15)

.
Оскiльки це матриця переходу вiд ортонормованого базису до орто-

нормованого базису тiєї ж орiєнтацiї, то вона є ортогональною, зокрема,
A−1 = AT .

Далi потрiбно вiд стандартної пари з базису простору (E1, E2, E3) i форм
зв’язностi ω перейти до нової пари (e1, e2, e3), тобто для дуального базису
форм {ω1, ω2, ω3} маємо:ω1

ω2

ω3

 (e1, e2, e3) = I =

ω1

ω2

ω3

 (E1, E2, E3), де I одинична матриця. От-

же, отримаємоω1

ω2

ω3

 = A−1

ω1

ω2

ω3

 .
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Нехай ω = (ωa
b)

3
a,b=1 i ω = (ωa

b )
3
a,b=1 – вiдповiднi матрицi зв’язностi.

Тодi знайдемо ω = (ωa
b )

3
a,b=1 за допомогою першого рiвняння Картана,

яке записується наступним чином: d

ω1

ω2

ω3

 = −ω ∧

ω1

ω2

ω3

. Зробимо за-

мiну: d(A−1

ω1

ω2

ω3

) = −ω ∧ A−1

ω1

ω2

ω3

 . Обчислимо диференцiал: dA−1 ∧

A−1

ω1

ω2

ω3

+A−1d

ω1

ω2

ω3

 = ω∧A−1

ω1

ω2

ω3

 . Тодi для рiвняння Картана ма-

ємо: A−1dAA−1 ∧

ω1

ω2

ω3

−A−1ω ∧

ω1

ω2

ω3

 = −ω ∧A−1

ω1

ω2

ω3

 Але AA−1 = I

i їх диференцiал dAA−1 + AdA−1 = 0, то матриця зв’язностi однозна-
чно визначена своїм добутком, тобто A−1dAA−1 + A−1ω = ωA−1 i тодi
ω = A−1dA + A−1ωA. Це формула замiни матрицi зв’язностi при замiнi
базису. Таким чином довели теорему:

Теорема 2.1. В точках поверхнi матриця ω має вигляд

ω = A−1dA+ A−1r∗ωA. (16)

2.3 Обчислення других фундаментальних форм поверхонь i зна-
ходження мiнiмальних поверхонь у тривимiрних рiманових
многовидах

Приклад 2.1. Розглянемо гiперболiчний гелiкоїд - поверхню M у Sol
(Див. [5]) з параметризацiєю r : R2 −→ Sol : (s, t) 7−→ (x0 +

1√
2
e−ts, y0 +

1√
2
ets, t). Знайдемо коефiцiєнти другої фундаментальної форми.

Iндуковану метрику, тобто першу фундаментальну форму, можна зна-
йти як

∑3
a=1(r

∗ωa)2. Спочатку знайдемо окремо кожен доданок:

r∗ω1 = etd(x0 +
1√
2
e−ts) = et(− 1√

2
e−tsdt+

1√
2
e−tsdt) =

1√
2
(ds− sdt);

r∗ω2 = etd(y0 +
1√
2
ets) = et(

1√
2
etsdt+

1√
2
etsdt) =

1√
2
(ds+ sdt);

r∗ω3 = dt.
Тодi

∑3
a=1(r

∗ωa)2 = (r∗ω1)2+(r∗ω2)2+(r∗ω3)2 = ( 1√
2
(ds−sdt))2+( 1√

2
(ds+

sdt))2 + dt2 = ds2 + dt2(1 + s2).
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Представимо першу фундаментальну форму M у виглядi (ω1)2 + (ω2)2

для якихось форм ω1 i ω2 на M, тобто:∑3
a=1(r

∗ωa)2 = ds2 + dt2(1 + s2) = (ω1)2 + (ω2)2, де ω1 = ds, ω2 =√
1 + s2dt.
Тодi знайдемо дуальний базис полiв у виглядi f

∂

∂s
+ g

∂

∂t
:

e1 =
∂

∂s
, e2 =

1√
1 + s2

∂

∂t
.

Цi поля розглянемо у просторi R. Подiємо на них диференцiалом r:

r∗e1 =
∂x

∂s

∂

∂x
+

∂y

∂s

∂

∂y
+

∂z

∂s

∂

∂z
=

1√
2
e−t ∂

∂x
+

1√
2
et

∂

∂y
+0 =

1√
2
(E1+E2);

r∗e2 =
1√

1 + s2

(
∂x

∂s

∂

∂x
+

∂y

∂s

∂

∂y
+

∂z

∂s

∂

∂z

)
=

=
1√

1 + s2

(
− 1√

2
e−ts

∂

∂x
+

1√
2
ets

∂

∂y
+

∂

∂z

)
=

=
1√

1 + s2

(
− s√

2
E1 +

s√
2
E2 + E3

)
;

Зокрема, ця система ортонормована, тобто < r∗ei, r∗ej >= δij. Доповни-
мо r∗e1, r∗e2 до базиса дотичних площин M у точках M одиничним нор-
мальним полем N∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

E1 E2 E3

1√
2

1√
2

0

− s√
2 + 2s2

s√
2 + 2s2

1√
1 + s2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= E1

1√
2 + 2s2

−E2
1√

2 + 2s2
+E3

s√
1 + s2

.

Зробимо перевiрку, що доповнення до базису є одиничним нормальним
полем:

||r∗e1× r∗e2|| =

√√√√( 1√
2(1 + s2)

)2

+

(
− 1√

2(1 + s2)

)2

+

(
s√

1 + s2

)2

=

1.
Маючи базис {ω1, ω2}, можемо знайти форми зв’язностi. Спочатку роз-

глянемо перше рiвняння Картана з формулою:ω1

...
ωn

 = −ω ∧

ω1

...
ωn

 :

dω1 = d(ds) = 0; dω2 = d(
√
1 + s2dt) =

s√
1 + s2

ds ∧ dt.

З рiвнянь обчислимо матрицю ω:
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(
0

s√
1 + s2

ds ∧ dt

)
= −

(
0 ω1

2

−ω1
2 0

)
∧
(
ω1

ω2

)
= −

(
ω1
2 ∧ ω2

−ω1
2 ∧ ω1

)
Щоб визначити елементи матрицi ω1

2, ω
1
3, ω

2
3, скористаємося формулою

(4), врахуємо кососиметричнiсть та подамо кожну форму в базисному роз-
кладi. Тодi отримаємо

ω1
2 = Γ1

12ω
1 + Γ1

22ω
2 + Γ1

32ω
3.

Маємо:
s√

1 + s2
ds∧dt = ω1

2∧ω1,
s√

1 + s2
ds∧dt = ω1

2∧ds, ω1
2 =

s√
1 + s2

dt.

В результатi матриця форми зв’язностi має вигляд: 0 − s√
1 + s2

dt

s√
1 + s2

dt 0

.

Далi знайдемо форми кривини, скориставшись формулою (7), яка ви-
значає кососиметричну структуру: Ωi

j = −Ωj
i , зокрема Ωi

i = 0. Таким чи-
ном, матриця форм кривини є кососиметричною. Друге рiвняння Картана
в цьому випадку набуває вигляду: Ω = dω + ω ∧ ω;

Ω =

(
0 Ω1

2

−Ω1
2 0

)
=

 0 d(− s√
1 + s2

dt)

d(
s√

1 + s2
dt) 0

+

+

 0 − s√
1 + s2

dt

s√
1 + s2

dt 0

 ∧

 0 − s√
1 + s2

dt

s√
1 + s2

dt 0

 =

=

 0 − ds ∧ dt

(1 + s2)
3
2

ds ∧ dt

(1 + s2)
3
2

0

 =

 0 − ω1 ∧ ω2

(1 + s2)2

ω1 ∧ ω2

(1 + s2)2
0

 .

Матриця переходу вiд глобального базису {E1, E2, E3} до локального
{r∗e1, r∗e2, r∗e3} за формулою (15) буде виглядати так:

A =


1√
2

− s√
2 + 2s2

1√
2 + 2s2

1√
2

s√
2 + 2s2

− 1√
2 + 2s2

0
1√

1 + s2
s√

1 + s2

 .
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Оскiльки матриця форм зв’язностi має вигляд ω =

 0 0 ω1

0 0 −ω2

−ω1 ω2 0

 =

 0 0 etdt ∧ ds
0 0 −e−tdt ∧ ds

−etdt ∧ ds e−tdt ∧ ds 0

 .

то тодi запишемо замiну матрицi зв’язностi при замiнi базису в точках
поверхнi:

r∗ω =

 0 0 r∗ω1

0 0 −r∗ω2

−r∗ω1 r∗ω2 0

 =

=


0 0

1√
2
(ds− sdt)

0 0 − 1√
2
(ds+ sdt)

− 1√
2
(ds− sdt)

1√
2
(ds+ sdt) 0

 =

=


0 0 1√

2
(ω1 − s√

1+s2
ω2)

0 0 − 1√
2
(ω1 + s√

1+s2
ω2)

− 1√
2
(ω1 − s√

1 + s2
ω2) 1√

2
(ω1 + s√

1+s2
ω2) 0

 .

Тодi знайдемо ω за формулою (16), де

A−1 =


1√
2

1√
2

0

− s√
2 + 2s2

s√
2 + 2s2

1√
1 + s2

1√
2 + 2s2

− 1√
2 + 2s2

s√
1 + s2

 , отримаємо:

ω =


1√
2

1√
2

0

− s√
2 + 2s2

s√
2 + 2s2

1√
1 + s2

1√
2 + 2s2

− 1√
2 + 2s2

s√
1 + s2



d(

1√
2
) d(− s√

2 + 2s2
) d(

1√
2 + 2s2

)

d(
1√
2
) d(

s√
2 + 2s2

) d(− 1√
2 + 2s2

)

d0 d(
1√

1 + s2
) d(

s√
1 + s2

)

+
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+


1√
2

1√
2

0

− s√
2 + 2s2

s√
2 + 2s2

1√
1 + s2

1√
2 + 2s2

− 1√
2 + 2s2

s√
1 + s2




0 0
1√
2
(ω1 − s√

1 + s2
ω2)

0 0 − 1√
2
(ω1 +

s√
1 + s2

ω2)

− 1√
2
(ω1 − s√

1 + s2
ω2)

1√
2
(ω1 +

s√
1 + s2

ω2) 0




1√
2

− s√
2 + 2s2

1√
2 + 2s2

1√
2

s√
2 + 2s2

− 1√
2 + 2s2

0
1√

1 + s2
s√

1 + s2

 =

=


0 − s√

1 + s2
dt − s2√

1 + s2
dt

s√
1 + s2

dt 0 − s2

1 + s2
ds

s2√
1 + s2

dt
s2

1 + s2
ds 0


Отже, з цiєї матрицi випливає, що маємо два члени матрицi

s2√
1 + s2

dt i

s2

1 + s2
ds, якi вiдповiдають за другу квадратичну форму, причому b11ω

1 +

b22ω
2 це

s2√
1 + s2

dt, а b12ω1+b22ω
2 це

s2

1 + s2
ds. Тодi, з цих виразiв отримаємо

коефiцiєнти такi, що b21 = b12 =
s2

1 + s2
ds, а b11 = b22 = 0, i це означає, що

поверхня мiнiмальна, бо середня кривина H =
1

2
(b11 + b22) = 0.

Зовнiшня (гаусова) кривина поверхнi визначається за формулою: Kext =

b11b22− b212 = − s4

(1 + s2)2
. Тодi з форми кривини поверхнi внутрiшня криви-

на це Kint = − 1

(1 + s2)2
. Зовнiшня кривина i внутрiшня кривина пов’язанi

рiвнянням Гаусса, рiзниця Kint −Kext = − −1 + s4

(1 + s2)2
=

s2 − 1

(1 + s2)
- це секцiй-
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на кривина Sol у напрямку дотичної площини до поверхнi. I дiйсно, ця

площина натягнута на ортонормований базис r∗e1 =
1√
2
(E1 + E2) = ei1Ei

i r∗e2 =
1√

1 + s2
(− s√

2
E1 +

s√
2
E2 + E3) = ej2Ej, тому секцiйна кривина

K = Rijkle
i
1e

j
2e

k
1e

l
2, де Rijkl - коефiцiєнти матрицi кривини Sol, а

Ω =

 0 ω1 ∧ ω2 −ω1 ∧ ω3

−ω1 ∧ ω2 0 −ω2 ∧ ω3

ω1 ∧ ω3 ω2 ∧ ω3 0

 i

R1212 = −R1221 = −R2112 = R2121 = 1;
R1212 = −R1221 = −R2112 = R2121 = 1;
R1313 = −R1331 = −R3113 = R3131 = −1;
R2323 = −R2332 = −R3223 = R3232 = −1.
Отже, обчислимо секцiйну кривину K:
= 1(e11e

2
2e

1
1e

2
2 − e11e

2
2e

2
1e

1
2 − e21e

1
2e

1
1e

2
2 + e21e

1
2e

2
1e

1
2) + (−1)(e11e

3
2e

1
1e

3
2 − e11e

3
2e

3
1e

1
2 −

e31e
1
2e

1
1e

3
2+e31e

1
2e

3
1e

1
2)+(−1)(e21e

3
2e

2
1e

3
2−e21e

3
2e

3
1e

2
2−e31e

2
2e

2
1e

3
2+e31e

2
2e

3
1e

2
2) = (

s2

4(1 + s2)
−

(− s2

4(1 + s2)
)−(− s2

4(1 + s2)
)+

s2

4(1 + s2)
)−(

1

2(1 + s2)
−0−0+0)−(

1

2(1 + s2)
−

0− 0 + 0) =
s2 − 1

(1 + s2)
.

Приклад 2.2. Розглянемо у геометрiї Sol експоненцiйний цилiндр з па-
раметризацiєю r : R2 −→ Sol : (s, t) 7−→ (t, y0 + λes, s) (Див. [1]). Знайде-
мо коефiцiєнти другої фундаментальної форми i переконаємось, що вiн
мiнiмальний.

Iндукована метрика, або перша фундаментальна форма, виражається як
сума квадратiв форм r∗ωa:

∑3
a=1(r

∗ωa)2. Далi обчислимо кожен з доданкiв
окремо:

r∗ω1 = esdt; r∗ω2 = e−sd(y0 + λes) = λds; r∗ω3 = ds.
Тобто

∑3
a=1(r

∗ωa)2 = (r∗ω1)2+(r∗ω2)2+(r∗ω3)2 = (esdt)2+(λds)2+ds2 =
e2sdt2 + λ2ds2 + ds2, де ω1 =

√
λ2 + 1ds, ω2 = esdt.

Визначимо дуальний базис полiв у формi f
∂

∂s
+ g

∂

∂t
:

e1 =
∂

∂s
, e2 =

1

es
∂

∂t
.

Розмiстимо цi поля в R та дiятимемо на них диференцiалом r:

r∗e1 =
1√

λ2 + 1

(
∂x

∂s

∂

∂x
+

∂y

∂s

∂

∂y
+

∂z

∂s

∂

∂z

)
=

1√
λ2 + 1

(
0 + λe2

∂

∂y
+

∂

∂z

)
=
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1√
λ2 + 1

(λE2 + E3);

r∗e2 =
1

es

(
∂x

∂s

∂

∂x
+

∂y

∂s

∂

∂y
+

∂z

∂s

∂

∂z

)
=

1

es

(
∂

∂x
+ 0 + 0

)
= E1.

Зазначимо, що ця система є ортонормованою, тобто виконується рiвнiсть
< r∗ei, r∗ej >= δij. Доповнимо вектори r∗e1 та r∗e2 до базиса дотичної
площини M у точках поверхнi M одиничним нормальним полем N :∣∣∣∣∣∣∣∣

E1 E2 E3

0
λ√

λ2 + 1

1√
λ2 + 1

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =0 + E2
1√

λ2 + 1
− E3

1√
λ2 + 1

.

Переконаймось, що вектор, яким ми доповнили базис, є нормальним
полем одиничної довжини:

||r∗e1 × r∗e2|| =

√(
1√

λ2 + 1

)2

+

(
− λ√

λ2 + 1

)2

= 1.

Маючи базис ω1, ω2, можемо перейти до знаходження форм зв’язностi,
спираючись на перше рiвняння Картана, що записується у виглядi:ω1

...
ωn

 = −ω ∧

ω1

...
ωn

 :

dω1 = d(
√
1 + λ2) = 0; dω2 = d(esdt) = esds ∧ dt.

Тепер, виходячи з отриманих рiвнянь, обчислимо вiдповiдну матрицю
ω: (

0
esds ∧ dt

)
= −

(
0 ω1

2

−ω1
2 0)

)
∧
(
ω1

ω2

)
= −

(
ω1
2 ∧ ω2

−ω1
2 ∧ ω1

)
Для обчислення елементiв ω1

2, ω
1
3, ω

2
3 скористаємося формулою (4). Вра-

ховуючи кососиметричнiсть зв’язностi та базисний розклад форм, одержи-
мо:

ω1
2 = Γ1

12ω
1 + Γ1

22ω
2 + Γ1

32ω
3.

Отримали: esds∧dt = ω1
2∧ω1, esds∧dt = ω1

2∧
√
λ2 + 1ds, ω1

2 =
es√

λ2 + 1
dt =

−ω1
2.
Узагальнюючи, маємо наступну матрицю форм зв’язностi: 0 − ω2

√
1 + λ2

dt

ω2

√
1 + λ2

dt 0

.

Наступним кроком є визначення форм кривини згiдно з формулою (7),
яка задає кососиметричну структуру: Ωi

j = −Ωj
i , зокрема Ωi

i = 0. Це озна-
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чає, що матриця Ω є кососиметричною. Тодi друге рiвняння Картана ма-
тиме наступний вид: Ω = dω + ω ∧ ω;

(
0 Ω1

2

−Ω1
2 0

)
=

 0 −d(
ω2

√
1 + λ2

)

d(
ω2

√
1 + λ2

) 0

+

+

 0
ω2

√
1 + λ2

− ω2

√
1 + λ2

0

 ∧

 0
ω2

√
1 + λ2

− ω2

√
1 + λ2

0

 =

=

 0 −esds ∧ dt√
1 + λ2

esds ∧ dt√
1 + λ2

0

 =

 0 − ω1 ∧ ω2

√
1 + λ2

ω1 ∧ ω2

√
1 + λ2

0

 =

Вiдповiдно до отриманої форми кривини, гаусова кривина поверхнi за-

дається виразом: K = − 1√
1 + λ2

.

Матриця переходу вiд глобального базису {E1, E2, E3} до локального
{r∗e1, r∗e2, r∗e3} згiдно з формулою 15 має такий вигляд:

A =


0 1 0
λ√

λ2 + 1
0

1√
λ2 + 1

1√
λ2 + 1

0 − λ√
λ2 + 1

 .

Розглянемо перетворення матрицi зв’язностi, що виникає при замiнi ба-
зису в точках поверхнi:

r∗ω =

 0 0 esdt
0 0 −λds

−esdt λds 0

 =


0 0 ω2

0 0 − λω1

√
1 + λ2

−ω2 λω1

√
1 + λ2

0

 .

Обчислимо ω за формулою (16), використовуючи обернену матрицю

A−1 =


0

λ√
λ2 + 1

1√
λ2 + 1

1 0 0

0
1√

λ2 + 1
− λ√

λ2 + 1

 , отримуємо:
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ω =


0

λ√
λ2 + 1

1√
λ2 + 1

1 0 0

0
1√

λ2 + 1
− λ√

λ2 + 1




0 d(1) 0

d(
λ√

λ2 + 1
) 0 d(

1√
λ2 + 1

)

d(
1√

λ2 + 1
) 0 d(− λ√

λ2 + 1
)

+

+


0

λ√
λ2 + 1

1√
λ2 + 1

1 0 0

0
1√

λ2 + 1
− λ√

λ2 + 1




0 0 ω2

0 0 − λω1

√
1 + λ2

−ω2 λω1

√
1 + λ2

0




0 1 0
λ√

λ2 + 1
0

1√
λ2 + 1

1√
λ2 + 1

0 − λ√
λ2 + 1

 =


0 − ω2

√
1 + λ2

ω1λ√
1 + λ2

ω2

√
1 + λ2

0 − ω2λ√
1 + λ2

− ω1λ√
1 + λ2

ω2λ√
1 + λ2

0


Таким чином, з отриманої матрицi випливає наявнiсть двох елементiв:

− ω1λ√
1 + λ2

i
ω2λ√
1 + λ2

, якi вiдповiдають компонентам другої фундаменталь-

ної форми. Зокрема, вираз b11ω
1 + b22ω

2 =
ω1λ√
1 + λ2

, а b12ω
1 + b22ω

2 =

ω2λ√
1 + λ2

. Порiвнюючи цi рiвностi, приходимо до висновку, що b12 = 0, а

b11 = −b22 = − λ√
1 + λ2

, i це вказує на мiнiмальнiсть поверхнi, бо H =

1

2
(b11 + b22) = 0.

Приклад 2.3. Знайдемо другу фундаментальну форму, умову мiнiмаль-
ностi загальної цилiндричної поверхнi з параметризацiєю u(s, t) = (x(t),

y(t), s) у Sol, розв’язати її, знайшовши усi мiнiмальнi цилiндри.

Першу фундаментальну форму (iндуковану метрику) поверхнi можна
обчислити як суму квадратiв форм за формулою

∑3
a=1(u

∗ωa)2. Розглянемо
кожну форму:

u∗ω1 = esd(x(t)) = esx′(t)dt;
u∗ω2 = e−sd(y(t)) = e−sy′(t)dt;
u∗ω3 = ds.
Тодi

∑3
a=1(u

∗ωa)2 = (u∗ω1)2+(u∗ω2)2+(u∗ω3)2 = (esx′(t)dt)2+(e−sy′(t)dt)2+
ds2 = (e2sx′2(t) + e−2sy′(t))dt2 + ds2.
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Подамо першу фундаментальну форму поверхнi M у виглядi суми ква-
дратiв ω1 i ω2, визначених на M, тобто:∑3

a=1(u
∗ωa)2 = (e2sx′2(t)+e−2sy′(t))dt2+ds2 = (ω1)2+(ω2)2, де ω1 = ds,

ω2 =
√
e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2dt.

Розглянемо дуальний базис полiв у формi f
∂

∂s
+ g

∂

∂t
:

e1 =
∂

∂s
, e2 =

1√
e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

∂

∂t
.

Нехай цi поля заданi у просторi R; подiємо на них диференцiалом фун-
кцiї r:

u∗e1 =
∂

∂z
= E3;

u∗e2 =
1√

e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

(
x′(t)

∂

∂x
+ y′(t)

∂

∂y

)
=

=
1√

e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2
(x′(t)esE1 + y′(t)e−sE2).

Зауважимо, що дана система є ортонормованою, тобто виконується то-
тожнiсть < r∗ei, r∗ej >= δij. Доповнимо вектори r∗e1 i r∗e2 до базису доти-
чної площини M у точках поверхнi M , ввiвши одиничне нормальне поле
N :∣∣∣∣∣∣∣∣

E1 E2 E3

0 0 1
x′(t)es√

e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2
y′(t)e−s√

e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2
0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= − y′(t)e−s√

e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2
E1 +

x′(t)es√
e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

E2 + 0.

Вiдповiдно до формули 15, матриця переходу вiд глобального базису
E1, E2, E3 до локального базису r∗e1, r∗e2, r∗e3 має наступний вигляд:

A =


0

x′(t)es√
e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

− y′(t)e−s√
e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

0
y′(t)e−s√

e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2
x′(t)es√

e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

1 0 0

 .

Проаналiзуємо перетворення матрицi зв’язностi, яке вiдбувається при
змiнi базису на поверхнi:

r∗ω =

 0 0 esx′(t)dt
0 0 −e−sy′(t)dt

−esx′(t)dt e−sy′(t)dt 0

 .

Скористаємося формулою (16) та оберненою матрицею, щоб обчислити
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ω:

A−1 =


0 0 1

x′(t)es√
e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

y′(t)e−s√
e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

0

− y′(t)e−s√
e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

x′(t)es√
e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

0

 ,

отримуємо:

ω =


0 0 1

x′(t)es√
e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

y′(t)e−s√
e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

0

− y′(t)e−s√
e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

x′(t)es√
e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

0




0 d(
x′(t)es√

e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2
) d(− y′(t)e−s√

e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2
)

0 d(
y′(t)e−s√

e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2
) d(

x′(t)es√
e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

)

d(1) 0 0

+

+


0 0 1

x′(t)es√
e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

y′(t)e−s√
e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

0

− y′(t)e−s√
e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

x′(t)es√
e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

0


 0 0 esx′(t)dt

0 0 −e−sy′(t)dt
−esx′(t)dt e−sy′(t)dt 0



0

x′(t)es√
e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

− y′(t)e−s√
e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

0
y′(t)e−s√

e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2
x′(t)es√

e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2

1 0 0


Зробимо замiну ∆ =

√
e2s(x′(t))2 + e−2s(y′(t))2:

ω =


0 0 1

x′(t)es

∆

y′(t)e−s

∆
0

−y′(t)e−s

∆

x′(t)es

∆
0


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0 2x′e−sy′2ds+e−sy′(x′′y′−x′y′′)dt
∆3

2y′esx′2ds−esx′(x′y′′−x′′y′)dt
∆3

0 −2y′esx′2ds+esx′(x′y′′−x′′y′)dt
∆3

2x′e−sy′2ds+e−sy′(x′′y′−x′y′′)dt
∆3

0 0 0

+

0 0 0

0 0 2x′y′ds
∆ + −e−2s(x′y′′−x′′y′)(x′2e4s+y′)dt

∆2

0 −2x′y′ds
∆ + −e−2s(x′y′′−x′′y′)(x′2e4s+y′)dt

∆2 0

 =

=

 0 (−e2sx′2+e−2sy′2)dt
∆

2x′y′dt
∆

(e2sx′2−e−2sy′2)dt
∆ 0 2x′y′ds

∆2 − (x′y′′−x′′y′)dt
∆2

−2x′y′dt
∆ −2x′y′ds

∆2 + (x′y′′−x′′y′)dt
∆2 0


Отже, з отриманої матрицi видно, що в нiй присутнi два елементи:

−2x′y′dt

∆
та −2x′y′ds

∆2
+
(x′y′′ − x′′y′)dt

∆2
, якi вiдповiдають компонентам дру-

гої фундаментальної форми. Зокрема, маємо: b11ω1 + b21ω
2 = −2x′y′dt

∆ та
b12ω

1 + b22ω
2 = −2x′y′ds

∆2 + (x′y′′−x′′y′)dt
∆2 . Порiвнюючи цi спiввiдношення, отри-

муємо: b12 = −2x′y′

∆2
, а також b22 = −2x′y′ds

∆2
+

(x′y′′ − x′′y′)dt

∆2
, b11 = 0.

Це свiдчить про те, що H =
1

2
(b11 + b22) = 0. Умова мiнiмальностi H =

1

2
(0 − x′y′′ − x′′y′

∆2
) = 0 зводиться до b22 = 0, тому розв’яжемо рiвняння

x′y′′ − x′′y′:

x′y′′ − x′′y′ = 0 ⇒ y′′

x′
=

x′′

x′
y′

x′
⇒ u =

y′

x′
⇒ u′ =

y′′x′ − y′x′′

x′2
= 0 ⇒ u′ =

0 ⇒ u = k
y′

x′
= k ⇒

∫
y′ds =

∫
kx′dt ⇒ y = kx+ C i x′ = 0, де C ∈ R.

Теорема 2.2. Повнi мiнiмальнi цилiндри у Sol є вертикальними площи-
нами.

Зауважимо, що коефiцiєнти другої форми b12 = −2x′y′

∆2
i b22 = −2x′y′ds

∆2
+

(x′y′′ − x′′y′)dt

∆2
усi дорiвнюють 0, тобто поверхня є цiлком геодезичною тодi

i тiльки тодi, коли x′ = 0 i x = C або y′ = 0 i y = C (Див. [5]).
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3 Форми кривини та основнi рiвняння геометрiї пiдм-
ноговидiв

3.1 Рiвняння Гаусса у термiнах форм кривини та зв’язностi

Нехай {Ωa
b}

n+q
a,b=1 - форми кривини многовиду M, де R(ec, ed)eb = Ω

a
b(ec, ed)ea

або як ранiше згадували, що для будь-яких a, b, c форми кривини розклада-
ється за базисом ωc i ωd Ω

a
b =

∑
c<dR

a
bcdω

c∧ωd. Розглянемо друге рiвняння
Картана для M, яке має вигляд для будь-яких a, b:

Ω
a
b = dωa

b + ωa
c ∧ ωc

b (17)

.
Розглянемо його окремi випадки. Якщо a = i, b = j = 1, n, тодi ма-

ємо наступне: Ω
i
j = dωi

c + ωa
c ∧ ωc

j . Тодi за сумою вiд k = 1 до n i за
сумою вiд α = n + 1 до n + q розкладемо ωa

c ∧ ωc
j на двi внутрiшнi су-

ми i отримаємо: Ω
i
j = dωi

c + ωi
k ∧ ωk

j + ωi
α ∧ ωα

j . Можемо побачити, що
деякi доданки dωi

c + ωi
k ∧ ωk

j - це iнше рiвняння Картана, але для пiдм-
ноговиду M. Оскiльки має ωi

α ∧ ωα
j , то користуючись кососиметричнiстю

ωi
α = −ωα

i , цей вираз розкладається за базисом (−bαikω
k) ∧ (bαjlω

l). Вине-
семо −bαikω

k i bαilω
l через те, що

∑n+q
α=n+1(−bαikω

k) ∧ (bαjlω
l) йде за k, l =

1, n незалежно одне вiд одного. Тодi запишемо за парами k < l: Ω
i
j =

Ωi
j +

∑
α

∑
k<l(−bαikb

α
jlω

k ∧ ωl − bαilb
α
ikω

l ∧ ωk). В силу кососиметричностi
форм зв’язностi одержуємо Ω

i
j = Ωi

j −
∑

α

∑
k<l(b

α
ikb

α
jl − bαilb

α
jk)ω

l ∧ ωk, де
Ωi

j =
∑

k<l R
i
jklω

k ∧ ωl - форма кривини M або що те ж саме це вiд ek i
el - коефiцiєнти розкладення R(ek, el)ej = Ωi

j(ek, el)ei для всiх j, k, l. Мо-
жемо побачити, що Ω

i
j =

∑
c<dR

i
jcdω

c ∧ ωd. Але на многовидi ωα = 0 для
α = n + 1. Тому Ω

i
j =

∑
k,l = R

i
jklω

k ∧ ωl. Прирiвнявши коефiцiєнти для
будь-яких i, j, k.l = 1, n, одержимо

R
i
jkl = Ri

jkl −
∑
α

(bαikb
α
jl − bαilb

α
jk). (18)

Ця рiвнiсть називається рiвняння Гаусса.

3.2 Рiвняння Кодаццi у термiнах форм кривини та зв’язностi

Розглянемо другий випадок для a = α = n+ 1, n+ q i b = i = 1, n. Маємо
Ωα

i = dωα
i + ωα

c ∧ ωc
i . Також зробимо розкладення ωα

c ∧ ωc
i на двi внутрiшнi
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суми i матимемо Ωα
i = dωα

i +ωα
j ∧ω

j
i+ωα

β∧ω
β
i . Розпишемо кожнен коефiцiєнт

цього виразу, взявши їхнiй вигляд за розкладенням форм зв’язностi та
кривини:

dwα
i = d(bαilω

l) = dbαil ∧ ωl + dbαijdω
j =[Використаємо перше рiвняння

Картана для пiдмноговида M]= ek(b
α
il)ω

k ∧ ωl + bαij(−ωj
l ∧ ωl) = ek(b

α
il)ω

k ∧
ωl − bαijΓ

j
klω

k ∧ ωl = (ek(b
α
il) + bαijΓ

j
lk)ω

k ∧ ωl;

ωα
j ∧ ωj

i = bαjlω
l ∧ Γj

kiω
k = bαjkΓ

j
li(ω

k ∧ ωl);

ωα
β ∧ ωβ

i = −µαβ|kω
k ∧ bβilω

l.
Тепер пiдставляємо у рiвнiсть, а пiсля перезапишемо це як суму k i l,

що впорядкованi зростанням k < l:
Ω

α
i = (ek(b

α
il)− bαijΓ

j
kl + bαjkΓ

j
li−µαβ|k)ω

k ∧ωl =
∑

1≤k<l≤n(ek(b
α
il) + bαijΓ

j
lk +

bαjkΓ
j
li−µαβ|k)ω

k∧ωl− (el(b
α
ik)− bβijΓ

j
lk+ bαjlΓ

j
ki−µαβ|l)ω

l∧ωk =
∑

k<l(ek(b
α
il+

bαij(Γ
j
lk − Γj

kl) + bαjkΓ
j
li − µαβ|k − el(b

α
ik)− bαjlΓ

j
ki + µαβ|lb

β
ik)ω

k ∧ ωl.
Цi рiвностi звуться рiвняннями Кодаццi. Позначимо bαik,l := el(b

α
ik) −

bαjkΓ
j
li−bαijΓ

j
lk. Згадаємо означення про коварiантне диференцiювання другої

фундаментальної форми:
(∇⊥

XB)(Y, Z) := ∇⊥
X(B(Y, Z))−B(∇XY, Z)−B(Y,∇XZ).

Тодi для будь-яких i, k, l маємо:
(∇⊥

el
B)(ei, ek) = ∇⊥

el
(B(ei, ek))−B(∇elei, ek)−B(ei,∇elek) = ∇⊥

el
(bαikeα)−

B(Γj
liej, ek)−B(ei,Γ

j
lkej) = el(b

α
ik) + bαik∇⊥

el
eα − Γj

lib
α
jkeα − Γj

lkb
α
ijeα = bαik,leα +

bβik
∑

α µβα|lelα − µαβ|l.

Продовжимо далi рiвнiсть:
Ω

α
i =

∑
k,l(b

α
il,k−bβilµαβ|k−bαik,l+bβikµαβ|l)ω

k∧ωl =
∑

k<l ω
α((∇⊥

ek
B)(ei, el)−

(∇⊥
el
B)(ei, ek)ω

k ∧ ωl.

Розпишемо лiву частину цiєї рiвностi: Ωα
i =

∑
k<l R

α
iklω

k ∧ ωl

В результатi цього для всiх α, i, k, l отримаємо в коефiцiєнтах наступне:
R

α
ikl = bαil,k − bαik,l − (bβilµαβ|k − bβikµαβ|l) або за рiвнiстю виразiв ωα

ωα(R(ek, el)ei) = bαil,k − bαik,l − (bβilµαβ|k − bβikµαβ|l), (19)

що є "векторним"рiвнянням Кодаццi.
Перепишемо це рiвняння у виглядi 0 = (Ω

1
i )

3
i=1 = d(ω1

i ) + ω1
i ∧ ω, де

ω - матриця зв’язностi. В ω1
i i змiнюється вiд 1 до 3. Представимо цей

вектор-рядок як добуток матрицi-рядка з базисних форм ω1, ω2, ω3 на
транспоновану матрицю другої форми, тобто(

b1kω
k, b2kω

k, b3kω
k
)
=
(
ω1, ω2, ω3

)b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33

T

=
(
ω1, ω2, ω3

)
BT,
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де B = BT - симетрична матриця другої форми. Транспонуємо:
(
−ωi

1

)
=

B

ω1

ω2

ω3

. Тодi рiвняння Кодаццi перетвориться на d
(
ωi
1

)
− ωT ∧

(
ωi
1

)
= 0.

Оскiльки матриця зв’зностi ω кососиметрична, то d
(
ωi
1

)
+ωT∧

(
ωi
1

)
= 0.

Зробимо пiдстановку замiсть ωi
1: d

B

ω1

ω2

ω3

+ ωT ∧B

ω1

ω2

ω3

 = 0.

Якщо B складається з констант, то в такому разi d

B

ω1

ω2

ω3

 =

Bd

ω1

ω2

ω3

 =[За першим рiвнянням Картана]= −Bω ∧

ω1

ω2

ω3

.

Тодi отримаємо нове рiвняння Кодаццi в матричному виглядi для по-
стiйних коефiцiєнтiв, яке будемо використовувати для всiх геометрiй Nil,
Sol, ˜SL(2,R):

Bω ∧

ω1

ω2

ω3

 = ω ∧B

ω1

ω2

ω3

 = ωB ∧

ω1

ω2

ω3

 (20)

.
В загальному випадку, тобто для непостiйних коефiцiєнтiв рiвняння

Кодаццi d

B

ω1

ω2

ω3

 + ω ∧ B

ω1

ω2

ω3

 = 0 набуватиме нового вигляду

dB ∧

ω1

ω2

ω3

−Bω∧

ω1

ω2

ω3

+ωB ∧

ω1

ω2

ω3

 = 0. Матриця dB складатиметься

з диференцiалiв bij, тобто dB = (dbij) = (ek(bijω
k). А якщо її помножити

на

ω1

ω2

ω3

, то отримаємо
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dB ∧

ω1

ω2

ω3

 =

 (−e2(b11) + e1(b12))ω
1 ∧ ω2 + (−e3(b11) + e1(b13))ω

1 ∧ ω3+
(−e2(b12) + e1(b22))ω

1 ∧ ω2 + (−e3(b12) + e1(b23))ω
1 ∧ ω3+

(−e2(b13) + e1(b23))ω
1 ∧ ω2 + (−e3(b13) + e1(b33))ω

1 ∧ ω3+
(21)

+(−e3(b12) + e2(b13))ω
2 ∧ ω3

+(−e3(b22) + e2(b23))ω
2 ∧ ω3

+(−e3(b32) + e2(b33))ω
2 ∧ ω3


3.3 Рiвняння Рiччi у термiнах форм кривини та зв’язностi

Розглянемо третiй випадок для a = α, b = β = n+ 1, n+ q. Пiдставимо
цi iндекси у формулу (17): Ωα

β = dωα
β + ωα

c ∧c
β. Пiсля розкладення добутку

ωα
c ∧ωc

β на двi внутрiшнi суми ми отримаємо Ω
α
β = dωα

β +ωα
i ∧ωc

β +ωα
γ ∧ωγ

β.
Розпишемо кожен доданок аналогiчно до попереднiх двох випадкiв для
форми зв’язностi, форм, що вiдповiдають за другу фундаментальну форму,
форм нормальної зв’язностi вiдповiдно i матимемо:

Ω
α
β = d(−µαβ|iω

i)+
∑

i(b
α
ikω

k)∧(−bβilω
l)+
∑

γ(−µαγ|kω
k)∧(−µγβ|lω

l) =[За
першим рiвнянням Картана]= −dµαβ|lω

l + µαβ|iω
i
l ∧ ωl + (−

∑n
i=1 b

α
ikb

β
il +∑n+q

γ=n+1 µαγ|kµαβ|l)ω
k∧ωl = (−ek(µαβ|l)+µαβ|iΓ

i
kl−
∑

i b
α
ikb

β
il+
∑

γ µαγ|kµαβ|l)ω
k∧

ωl =
∑

k<l(−ek(µαβ|l)+el(µαβ|k)+µαβ|i(Γ
i
kl−Γi

lk)+
∑

γ(µαγ|kµαβ|l−µαγ|lµαβ|k)−∑
i(b

α
ikb

β
il)ω

k ∧ ωl.
Також представимо лiву частину цiєї рiвностi в розгорнутому виглядi:
Ω

α
β =

∑
k<l R

α
βklω

k ∧ ωl.
Позначимо вигляд оператора кривини нормальної зв’язностi:
R⊥(X, Y )ξ = ∇⊥

X∇⊥
Y ξ − ∇⊥

Y∇⊥
Xξ − ∇⊥

[X,Y ]ξ, де X, Y - дотичнi поля, ξ -
нормальне поле, ∇⊥

[X,Y ]ξ - диференцiювання в напрямку дужки Лi.
Якщо пiдставити замiсть дотичних полiв базиснi ek i el в якостi нор-

мального базисного eα i записати за попереднiм означенням про вигляд
оператора кривини, то спочатку розписуємо нормальнi зв’язностi через ко-
ефiцiєнти скруту, ek та el розписується як рiзниця двох коварiантних похi-
дних, тобто для всiх α, k, l одержимо:

R⊥(ek, el)eα = ∇⊥
ek
(∇⊥

ek
eα) − ∇⊥

el
(∇⊥

ek
eα) − ∇⊥

[ek,el]
eα = ∇⊥

ek
(
∑

β µαβ|leβ) −
∇⊥

el
(
∑

β µαβ|keβ)−∇⊥
∇ek

el−∇el
ek
eα =

∑
β(ek(µαβ|l)eβ +µαβ|l∇⊥

ek
eβ − el(µαβ|k)−

µαβ|k∇⊥
el
eβ)−∇⊥

(Γi
kl−Γi

lkei
eα.
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Далi розпишемо коварiантнi похiднi через коефiцiєнти скруту i замiнимо
iндекс β на γ, виносимо коефiцiєнти i розписуємо як коварiантнi диферн-
цiювання в нормальнiй зв’язностi:

R⊥(ek, el)eα =
∑

β(ek(µαβ|l−el(µαβ|k)+
∑

γ(µαj|lµαβ|k−µαj|kµαβ|l)−(Γi
kl−

Γi
lk)µαβ|ieβ.
Коефiцiєнти при eβ - це коефiцiєнти цього оператора кривини, тодi
R⊥(ek, el)eα = (R⊥)βαkleβ, де R ортогональна.
В силу кососиметричностi операторiв µαβ|k i µαβ|l в правiй частинi рiв-

ностi стоїть ортогональна (R⊥)αβkl i далi маємо для будь-яких α, β, k, l ре-
зультат

R
α
βkl = (R⊥)αβkl −

∑
i

(bαikb
β
il − bαilb

β
ik), (22)

що є рiвнянням Рiччi.

3.4 Теореми про неiснування занурень тривимiрних рiманових
многовидiв у простори постiйної кривини

Доведемо методами форм Картана теореми з роботи [4].

Теорема 3.1. Не iснує занурення тривимiрного многовида Nil у чотири-
вимiрний простiр постiйної секцiйної кривини.

Оскiльки ковимiрнiсть в цьому випадку рiвна 1, то нетривiального рiв-
няння Рiччi немає. Оскiльки всюди α = 1, то далi буде bij. Тодi в рiвняння
Гаусса за формулою (18) в лiвiй частинi буде матриця кривини простору
постiйної кривини в ортонормованому базисi з константою, а справа скла-
датиметься з матрицi кривини Nil i внутрiшнього добутку певних частин
матрицi зв’язностi, що визначаються другою формою: 0 cω1 ∧ ω2 cω1 ∧ ω3

−cω1 ∧ ω2 0 cω2 ∧ ω3

−cω1 ∧ ω3 −cω2 ∧ ω3 0

 = (Ω
i
j)

3
i,j=1 = Ω + (ωi

1) ∧ (ω1
j ) =

0 −3

4
ω1 ∧ ω2 1

4
ω1 ∧ ω3

3

4
ω1 ∧ ω2 0

1

4
ω2 ∧ ω3

−1

4
ω1 ∧ ω3 −1

4
ω2 ∧ ω3 0

+

−b1kω
k

−b2kω
k

−b3kω
k

 ∧
(
b1lω

l b2lω
l b3lω

l
)
.

Виконаємо обчислення внутрiшнього добутка, де дiстанемо кососиме-
тричну матрицю:
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(Ω
i
j)

3
i,j=1 =


0 −3

4
ω1 ∧ ω2 1

4
ω1 ∧ ω3

3

4
ω1 ∧ ω2 0

1

4
ω2 ∧ ω3

−1

4
ω1 ∧ ω3 −1

4
ω2 ∧ ω3 0

−

−

 0 b1kb2lω
k ∧ ωl b1kb3lω

k ∧ ωl

−b1kb2lω
k ∧ ωl 0 b2kb3lω

k ∧ ωl

−b1kb3lω
k ∧ ωl −b2kb3lω

k ∧ ωl 0

 .

При i = 1, j = 2; i = 1, j = 3; i = 2, j = 3 розпишемо b1kb2lω
k ∧ ωl,

b1kb3lω
k ∧ ωl, b2kb3lωk ∧ ωl вiдповiдно за парами k i l, де k < l, тобто

b1kb2lω
k ∧ ωl =

∑
1≤k<l≤3(b1kb2l − b1lb2k)ω

k ∧ ωl = (b11b22 − b212)ω
1 ∧ ω2 +

(b11b23 − b13b21)ω
1 ∧ ω3 + (b12b23 − b13b22)ω

2 ∧ ω3;
b1kb3lω

k ∧ωl =
∑

1≤k<l≤3(b1kb3l− b1lb3k)ω
k ∧ωl = (b11b32− b12b31)ω

1∧ω2+
(b11b33 − b213)ω

1 ∧ ω3 + (b12b33 − b13b32)ω
2 ∧ ω3;

b2kb3lω
k ∧ωl =

∑
1≤k<l≤3(b2kb3l− b2lb3k)ω

k ∧ωl = (b21b32− b22b31)ω
1∧ω2+

(b21b33 − b23b31)ω
1 ∧ ω3 + (b22b33 − b223)ω

2 ∧ ω3.
Порiвнюючи елементи в кожнiй сумi першого рядка i другого стобчика

матриць i = 1, j = 2, першого рядка i третього стобчика матриць i = 1,
j = 3, другого рядка i третього стобчика матриць i = 2, j = 3 вiдповiдно,
то матимемо наступнi 6 рiзних рiвнянь:

c = −3

4
− (b11b22 − b212);

c =
1

4
− (b11b33 − b213);

c =
1

4
− (b22b33 − b223);

0 = 0− (b11b23 − b13b12);
0 = 0− (b12b33 − b13b32);
0 = 0− (b21b32 − b22b31).

Розглянемо випадок, коли c ̸= 1

4
. Якщо п’яте рiвняння помножити на

b33 i вiдняти шосте рiвняння, що помножене на b23, то матимемо b13(b22b33−
b223) = 0 i звiдси b13 = 0, бо з першого рiвняння b22b33−b223 =

1

4
−c. I навпаки,

якщо виконати вiднiмання мiж п’ятим рiвнянням, що помножене на b23, i
шостим, помножене на b22,то отримаємо b12 = 0 з b12(b33b22− b223) = 0. Далi
iз першого, другого та четвертого рiвняння виразимо b22, b33, b23 через b11:

b22 =
−3

4
− c

b11
; b33 =

1

4
− c

b11
; b23 = 0.
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Пiдставивши їх в b22b33 − b223 =
1

4
− c, то в результатi отримаємо, що

b11 =

√
−3

4
− c; b22 =

√
−3

4
− c i b33 =

1

4
− c√

−3

4
− c

.

Якщо c =
1

4
, тодi пiдставивши в попереднi першi три рiвняння −1 =

b11b22−b212, b11b33−b213 = 0, b22b33−b223 = 0, одержимо, що b13 = b23 = b33 = 0
i b212 − b211b22 = 1.

Далi використовуємо рiвняння Кодаццi за формулою (20). В нашому ви-
падку буде виглядати так, якщо пiдставимо конкретну матрицю зв’язностi
ω для Nil:b11 b12 b13

b21 b22 b23
b31 b32 b33




0
1

2
ω3 1

2
ω2

−1

2
ω3 0 −1

2
ω1

−d1
2ω

2 1

2
ω1 0

 ∧

ω1

ω2

ω3

 =

=


0

1

2
ω3 1

2
ω2

−1

2
ω3 0 −1

2
ω1

−1

2
ω2 1

2
ω1 0


b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33

 ∧

ω1

ω2

ω3

.

Випишемо розв’язок у загальному виглядi bij i помiтимо, що (Bω)T =
BTωT = −ωB:−b12ω

3 − b13ω
2 b11ω

3 + b13ω
1 b11ω

2 − b12ω
1

−b22ω
3 − b23ω

2 b12ω
3 + b23ω

1 b12ω
2 − b22ω

1

−b23ω
3 − b33ω

2 b13ω
3 + b33ω

1 b13ω
2 − b23ω

1

 ∧

ω1

ω2

ω3

 =

= −1

2

−b12ω
3 − b13ω

2 −b22ω
3 − b23ω

2 −b23ω
3 − b33ω

2

b11ω
3 + b13ω

1 b12ω
3 + b23ω

1 b13ω
3 + b33ω

1

b11ω
2 − b12ω

1 b12ω
2 − b22ω

1 b13ω
2 − b23ω

1

 ∧

ω1

ω2

ω3

.

Перемножимо лiву i праву частини i приведемо подiбнi:2b13ω1 ∧ ω2

2b23ω1 ∧ ω2

2b33ω1 ∧ ω2

 = −

 b13ω
1 ∧ ω2 + b12ω

1 ∧ ω3 + (b22 − b33)ω
2 ∧ ω3

b23ω
1 ∧ ω2 + (−b11 + b33)ω

1 ∧ ω3 − b12ω
2 ∧ ω3

(−b11 − b22)ω
1 ∧ ω2 − b23ω

1 ∧ ω3 + b13ω
2 ∧ ω3

.

В результатi отримаємо умову, що b12 = b13 = b23 = 0 i b11 = b22 = b33.

Утвориться протирiччя, бо якщо прирiвняти b22 i b33, тобто
√

−3

4
− c =
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1

4
− c√

−3

4
− c

, то отримаємо, що c = −3

4
.

У випадку c =
1

4
b11, b22, b12 з b212 − b11b22 = 1 не обов’язково постiйнi.

Тодi пiдставимо b13 = b23 = b33 = 0 у матрицю диференцiалiв (21) i ранiше
отриманi частини рiвняння Кодаццi:(−e2(b11) + e1(b12))ω

1 ∧ ω2 − e3(b11)ω
1 ∧ ω3 − e3(b12)ω

2 ∧ ω3

(−e2(b12) + e1(b22))ω
1 ∧ ω2 − e3(b12)ω

1 ∧ ω3 − e3(b22)ω
2 ∧ ω3

0

− 0−

−1

2

 b12ω
1 ∧ ω3 + b22ω

2 ∧ ω3

−b11ω
1 ∧ ω3 − b12ω

2 ∧ ω3

−(b11 + b22ω
1 ∧ ω2

 = 0.

Пiдставимо ранiше знайденi bij, прирiвняємо матрицi i подiбнi елементи,
то матимемо таку систему рiвнянь вже з узгодженими елементами :

b212 + b211 = 1;

e2(b11) = e1(b12);

e2(b12) = −e1(b11);

e3(b11) = −1

2
b12;

e3(b12) =
1

2
b11

.

Якщо продиференцiюємо b212 + b211 = 1 за e1, то вийде 2b11e1(b11) +
2b12e1(b12) = 0 i за e2 матимемо 2b11e2(b11) + 2b12e2(b12) = 0. Пiдставимо
в рiвняння Кодаццi за e2 замiсть e2(b12) пiдставимо iз системи −e1(b11) i
замiсть e2(b11) буде e1(b12). Отже, матимемо{

b11e1(b11) + b12e1(b12) = 0;

−b12e1(b11) + b11e1(b12) = 0
.

Це можна записати в матричному виглядi:(
b11 b12
−b12 b11

)(
e1(b11)
e1(b12

)
= 0.

Оскiльки матриця bij з ненульовим визначником, тодi e1(b11) = e1(b12) =
0 i як наслiдок матимемо, що e2(b11) = e2(b12) = 0. З e2(b11) саме b11 має за-

довiльняти рiвнянню
∂b11
∂y

+x
∂b11
∂z

= 0 з вигляду базисного поля E2 для всiх

x. При цьому e1(b11) =
∂b11
∂x

= 0. Це означає, що
∂b11
∂y

i
∂b11
∂z

не залежать вiд
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x, тобто
∂b11
∂y

=
∂b11
∂z

= 0, в тому числi b11 = const. Аналогiчно отримаємо,

що b12 = const. Тодi e3(b11) = e3(b12) = 0 i в пiдсумку b12 = b11 = 0, що су-
перечить b212+ b211 = 1. I це означає, що занурення тривимiрного многовида
Nil у чотиривимiрний простiр постiйної секцiйної кривини не iснує.

Теорема 3.2. Не iснує занурення тривимiрного многовиду Sol у чотири-
вимiрний простiр з постiйною секцiйною кривиною при c ̸= −1, але iснує
при c = −1.

Так як α = 1, то злiва у рiвняннi Гаусса за формулою (18) — криви-
на простору сталої кривини, справа — кривина Sol та добутки елементiв
зв’язностi, якi задаються другою формою i при множеннi дадуть кососи-
метричну матрицю: 0 cω1 ∧ ω2 cω1 ∧ ω3

−cω1 ∧ ω2 0 cω2 ∧ ω3

−cω1 ∧ ω3 −cω2 ∧ ω3 0

 = (Ω
i
j)

3
i,j=1 = Ω + (ωi

1) ∧ (ω1
j ) = 0 ω1 ∧ ω2 −ω1 ∧ ω3

−ω1 ∧ ω2 0 −ω2 ∧ ω3

ω1 ∧ ω3 ω2 ∧ ω3 0

+

−b1kω
k

−b2kω
k

−b3kω
k

 ∧
(
b1lω

l b2lω
l b3lω

l
)
=

=

 0 ω1 ∧ ω2 −ω1 ∧ ω3

−ω1 ∧ ω2 0 −ω2 ∧ ω3

ω1 ∧ ω3 ω2 ∧ ω3 0

−

−

 0 b1kb2lω
k ∧ ωl b1kb3lω

k ∧ ωl

−b1kb2lω
k ∧ ωl 0 b2kb3lω

k ∧ ωl

−b1kb3lω
k ∧ ωl −b2kb3lω

k ∧ ωl 0

 .

Якщо i = 1, j = 2; i = 1, j = 3; i = 2, j = 3, розглянемо вирази
b1kb2lω

k ∧ ωl, b1kb3lωk ∧ ωl i b2kb3lωk ∧ ωl окремо за парами k i l, де k < l.
Отже:

Для b1kb2lω
k ∧ωl:

∑
1≤k<l≤3(b1kb2l− b1lb2k)ω

k ∧ωl = (b11b22− b212)ω
1∧ω2+

(b11b23 − b13b21)ω
1 ∧ ω3 + (b12b23 − b13b22)ω

2 ∧ ω3.
Для b1kb3lω

k ∧ ωl:
∑

1≤k<l≤3(b1kb3l − b1lb3k)ω
k ∧ ωl = (b11b32 − b12b31)ω

1 ∧
ω2 + (b11b33 − b213)ω

1 ∧ ω3 + (b12b33 − b13b32)ω
2 ∧ ω3.

Для b2kb3lω
k ∧ ωl:

∑
1≤k<l≤3(b2kb3l − b2lb3k)ω

k ∧ ωl = (b21b32 − b22b31)ω
1 ∧

ω2 + (b21b33 − b23b31)ω
1 ∧ ω3 + (b22b33 − b223)ω

2 ∧ ω3.
Порiвнюючи вiдповiднi елементи першого рядка з другим стовпцем (i =

1, j = 2), першого рядка з третiм стовпцем (i = 1, j = 3), другого рядка з
третiм стовпцем (i = 2, j = 3), то отримуємо шiсть рiзних рiвнянь:

c = 1− (b11b22 − b212);
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c− 1− (b11b33 − b213);
c = −1− (b22b33 − b223);
0 = 0− (b11b23 − b13b12);
0 = 0− (b12b33 − b13b32);
0 = 0− (b21b32 − b22b31).
Розглянемо випадок при c ̸= −1. Помноживши п’яте рiвняння на b33 i

вiднявши вiд нього шосте, помножене на b23, отримуємо b13(b22b33−b223) = 0
i як наслiдок b13 = 0, бо b22b33 − b223 = −1 − c. Аналогiчна операцiя дає
b12(b22b33 − b223) = 0 i звiдси b12 = 0. Потiм з першого, другого i четвертого
рiвнянь виражаємо b22, b33, b23 через b11:

b22 =
1− c

b11
; b33 =

−1− c

b11
; b23 = 0.

Пiсля пiдстановки у рiвнiсть b22b33 − b223 = −1− c отримуємо

b11 =
√
1− c; b22 =

√
1− c; b33 =

−1− c√
1 + c

.

Якщо c = −1,то маємо b11b22 − b212 = 2 i b13 = b23 = b33 = 0.
Переходимо до застосування рiвняння Кодаццi за формулою (20) для

випадку сталих коефiцiєнтiв. У нашому випадку воно набуває наступного
вигляду при конкретнiй матрицi зв’язностi ω для Sol:b11 b12 b13

b21 b22 b23
b31 b32 b33

 0 0 ω2

0 0 ω1

−ω2 −ω1 0

 ∧

ω1

ω2

ω3

 =

=

 0 0 ω2

0 0 ω1

−ω2 −ω1 0

b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33

 ∧

ω1

ω2

ω3

.

У загальному виглядi виписуємо bij враховуємо, що (Bω)T = BTωT =
−ωB:−b13ω

2 −b13ω
1 b11ω

2 + b12ω
1

−b23ω
2 −b23ω

1 b21ω
2 + b22ω

1

−b33ω
2 −b33ω

1 b31ω
2 + b32ω

1

 ∧

ω1

ω2

ω3

 =

=

 b31ω
2 b32ω

2 b33ω
2

b31ω
1 b32ω

1 b33ω
1

−b11ω
2 − b21ω

1 −b12ω
2 − b22ω

1 −b13ω
2 − b23ω

1

 ∧

ω1

ω2

ω3

.

Перемножимо обидвi частини та зведемо подiбнi члени:b11ω
2 ∧ ω3 + b12ω

1 ∧ ω3

b21ω
2 ∧ ω3 + b22ω

1 ∧ ω3

b31ω
2 ∧ ω3 + b32ω

1 ∧ ω3

 =

 −b31ω
1 ∧ ω2 + b33ω

2 ∧ ω3

b32ω
1 ∧ ω2 + b33ω

1 ∧ ω3

(b11 − b22)ω
1 ∧ ω2 − b13ω

2 ∧ ω3 − b23ω
1 ∧ ω3

.

У пiдсумку дiстанемо умову, що b11 = b22 = b33 i b12 = b13 = b23 = 0. Але
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матимемо протирiччя, бо b22 ̸= b33, тобто
√
1− c ̸= −1− c√

1 + c
.

Коли c = −1, то b11, b12. b22 не завжди постiйнi. Тож при b13 = b23 =
b33 = 0 i b11b22 − b212 = 2 пiдставимо у матрицю (21):(−e2(b11) + e1(b12))ω

1 ∧ ω2 − e3(b11)ω
1 ∧ ω3 − e3(b12)ω

2 ∧ ω3

(−e2(b12) + e1(b22))ω
1 ∧ ω2 − e3(b12)ω

1 ∧ ω3 − e3(b22)ω
2 ∧ ω3

0

−

−

b11ω
2 ∧ ω3 + b12ω

1 ∧ ω3

b12ω
2 ∧ ω3 + b22ω

1 ∧ ω3

0

−

 0
0

(b11 − b22)ω
1 ∧ ω2

 = 0.

Шляхом пiдстановки знайдених компонент bij та прирiвнювання подi-
бних членiв матричного рiвняння, приходимо до наступної системи:

b211 − b212 = 2;

e2(b11) = e1(b12);

e2(b12) = e1(b11);

e3(b11) = b12;

e3(b12) = −b12

.

При диференцiюваннi b211−b212 = 2 за e1 отримаємо 2b11e1(b11)−2b12e1(b12) =
0 за e1, а за e2 2b11e2(b11) − 2b12e2(b12) = 0. Виконаємо замiну похiдних за
напрямком e2. А саме, використавши спiввiдношення iз системи, замiнимо
e2(b11) на e1(b12) та e2(b12) на e1(b11). Це приводить до такої системи:{

b11e1(b11)− b12e1(b12) = 0;

−b12e1(b11) + b11e1(b12) = 0
.

Подамо отриманий результат у матричнiй формi:(
b11 −b12
−b12 b11

)(
e1(b11)
e1(b12)

)
= 0.

Через те, що визначник матрицi не дорiвнює 0, а b211 − b212 = 2, тому
e1(b11) = e1(b12) = 0 i в наслiдок їх пiдстановки в систему, то отримаємо

з базисних полiв E1 i E2, що e2(b11) = e2(b12) = 0 i
∂b11
∂x

=
∂b11
∂y

=
∂b12
∂x

=

∂b12
∂y

= 0. З поля E3 матимемо
∂b11
∂z

= e3(b11) = −b12 i
∂b13
∂z

= e3(b12) = −b11.

Тодi можемо взяти b11 =
√
2 cosh z та b12 = −

√
2 sinh z, що задовiльняє усiм

рiвнянням, тому в даному випадку система сумiсна i занурення тривимiр-
ного многовида Sol у чотиривимiрний простiр постiйної секцiйної кривини
iснує за основною теоремою пiдмноговидiв (тоерема Боне). Її параметриза-
цiя наведена у статтi [4].
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Теорема 3.3. Для многовида ˜SL(2,R) не iснує iзометричне занурення в
чотиривимiрний простiр iз сталою секцiйною кривиною.

Оскiльки α = 1, то у рiвняннi Гаусса за формулою (18) лiва частина
вiдповiдає кривинi простору зi сталою кривиною, а права мiстить кривину
˜SL(2,R) та добутки елементiв зв’язностi, що визначаються другою формою

i при перемноженнi утворюють кососиметричну матрицю: 0 cω1 ∧ ω2 cω1 ∧ ω3

−cω1 ∧ ω2 0 cω2 ∧ ω3

−cω1 ∧ ω3 −cω2 ∧ ω3 0

 = (Ω
i
j)

3
i,j=1 = Ω + (ωi

1) ∧ (ω1
j ) =

0
7

4
ω2 ∧ ω1 −1

4
ω3 ∧ ω1

−7

4
ω2 ∧ ω1 0 −1

4
ω3 ∧ ω2

−1

4
ω3 ∧ ω1 −1

4
ω2 ∧ ω3 0

+

−b1kω
k

−b2kω
k

−b3kω
k

∧
(
b1lω

l b2lω
l b3lω

l
)
=

=


0

7

4
ω2 ∧ ω1 −1

4
ω3 ∧ ω1

−7

4
ω2 ∧ ω1 0 −1

4
ω3 ∧ ω2

−1

4
ω3 ∧ ω1 −1

4
ω2 ∧ ω3 0

−

−

 0 b1kb2lω
k ∧ ωl b1kb3lω

k ∧ ωl

−b1kb2lω
k ∧ ωl 0 b2kb3lω

k ∧ ωl

−b1kb3lω
k ∧ ωl −b2kb3lω

k ∧ ωl 0

 .

Якщо взяти пари iндексiв i = 1, j = 2; i = 1, j = 3; i = 2, j = 3, то
потрiбно окремо проаналiзувати члени вигляду b1kb2lω

k ∧ ωl, b1kb3lωk ∧ ωl i
b2kb3lω

k ∧ ωl розбиваючи їх за парами k < l. У результатi маємо:
Для b1kb2lω

k ∧ωl:
∑

1≤k<l≤3(b1kb2l− b1lb2k)ω
k ∧ωl = (b11b22− b212)ω

1∧ω2+
(b11b23 − b13b21)ω

1 ∧ ω3 + (b12b23 − b13b22)ω
2 ∧ ω3.

Для b1kb3lω
k ∧ ωl:

∑
1≤k<l≤3(b1kb3l − b1lb3k)ω

k ∧ ωl = (b11b32 − b12b31)ω
1 ∧

ω2 + (b11b33 − b213)ω
1 ∧ ω3 + (b12b33 − b13b32)ω

2 ∧ ω3.
Для b2kb3lω

k ∧ ωl:
∑

1≤k<l≤3(b2kb3l − b2lb3k)ω
k ∧ ωl = (b21b32 − b22b31)ω

1 ∧
ω2 + (b21b33 − b23b31)ω

1 ∧ ω3 + (b22b33 − b223)ω
2 ∧ ω3.

Спiвставляючи елементи матрицi bij при i = 1, j = 2, i = 1, j = 3,
i = 2, j = 3, отримуємо шiсть окремих рiвнянь:

c = −7

4
− (b11b22 − b212);

c =
1

4
− (b11b33 − b213);

c =
1

4
− (b22b33 − b223);
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0 = 0− (b11b23 − b13b12);
0 = 0− (b12b33 − b13b32);
0 = 0− (b21b32 − b22b31).

Розглянемо випадок c ̸= 1

4
. Шляхом множення на коефiцiєнт b23 та вiд-

нiмання п’ятого та шостого рiвнянь системи, приходимо до спiввiдношень
b13(b22b33 − b223) = 0 i b12(b22b33 − b223) = 0. Враховуючи перше рiвняння, де

b11b22 − b212 =
7

4
, робимо висновок, що b13 = 0 та b12 = 0. Тепер виразимо

компоненти b22, b33, b23 через b11:

b22 =
−7

4
− c

b11
; b33 =

1

4
− c

b11
; b23 = 0.

Якщо замiнити їх в першому рiвняннi, то матимемо b11 =
√

−7

4
− c; b22 =√

−7

4
− c i b33 =

1

4
− c√

−7

4
− c

.

Випадок, коли c =
1

4
, приводить до замiни перших трьох рiвнянь. Як

наслiдок, отримуємо b11b22 − b212 = −2, b13 = b23 = b33.
Застосуємо тепер рiвняння Кодаццi згiдно з формулою (20) при ста-

лих коефiцiєнтах. Враховуючи конкретний вигляд матрицi зв’язностi ω для
простору ˜SL(2,R), це рiвняння запишеться так:b11 b12 b13

b21 b22 b23
b31 b32 b33




0 −ω1 − 1

2
ω3 −1

2
ω2

ω1 +
1

2
ω3 0

1

2
ω1

1

2
ω2 −1

2
ω1 0

 ∧

ω1

ω2

ω3

 =

=


0 −ω1 − 1

2
ω3 −1

2
ω2

ω1 +
1

2
ω3 0

1

2
ω1

1

2
ω2 −1

2
ω1 0


b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33

 ∧

ω1

ω2

ω3

.

Запишемо вираз для компонент bij у загальному виглядi, спираючись
на тотожнiсть (Bω)T = BTωT = −ωB:b12ω

1 + 1
2b13ω

2 + 1
2b12ω

3 −b11ω
1 − 1

2b13ω
1 − 1

1b12ω
3 1

2b12ω
1 − 1

2b11ω
2

b22ω
1 + 1

2b23ω
2 + 1

2b22ω
3 −b21ω

1 − 1
2b23ω

1 − 1
2b21ω

3 1
2b22ω

1 − 1
2b21ω

2

b32ω
1 + 1

2b33ω
2 + 1

2b32ω
3 −b31ω

1 − 1
2b33ω

1 − 1
2b31ω

3 1
2b32ω

1 − 1
2b31ω

2

∧

ω1

ω2

ω3

 =
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=

 b21ω
1 + 1

2b31ω
2 + 1

2b21ω
3 b22ω

1 + 1
2b32ω

2 + 1
2b22ω

3

−b11ω
1 − 1

2b31ω
1 − 1

2b11ω
3 −b12ω

1 − 1
2b32ω

1 − 1
2b12ω

3

1
2b21ω

1 − 1
2b11ω

2 1
2b22ω

1 − 1
2b12ω

2

b23ω
1 + 1

2b33ω
2 + 1

2b23ω
3

−b13ω
1 − 1

2b33ω
1 − 1

2b13ω
3

1
2b23ω

1 − 1
2b13ω

2

 ∧

ω1

ω2

ω3

.

Пiсля перемноження обох частин i зведення подiбних членiв маємо на-
ступний вираз:(−b13 − b11)ω1 ∧ ω2

(−b23 − b21)ω1 ∧ ω2

(−b33 − b31)ω1 ∧ ω2

 =

= −

(b23 − 1
2b21)ω

1 ∧ ω3 + (b22 − 1
2b31)ω

1 ∧ ω2 + (12b33 −
1
2b22)ω

2 ∧ ω3

(12b11 − b13 − 1
2b33ω

1 ∧ ω3 + (−b12 − 1
2b32)ω

1 ∧ ω2 + 1
2b12ω

2 ∧ ω3

1
2b32ω

1 ∧3 +(12b22 +
1
2b11)ω

1 ∧ ω2 − 1
2b13ω

2 ∧ ω3

.

Отже, в результатi маємо, що b12 = b32 = b13 = 0 i b11 = b22 = b33. Але

це є протирiччя тим b22 i b33, тому що
√

−7

4
− c ̸=

1

4
− c√

−7

4
− c

.

При c = 1
4 b11, b22, b12 не завжди є сталими. Тодi якщо b212 − b11b22 = 2 i

b11 = b22 = b33, то при пiдстановцi у матрицю (21) прийдемо до наступного:(−e2(b11) + e1(b12))ω
1 ∧ ω2 − e3(b11)ω

1 ∧ ω3 − e3(b12)ω
2 ∧ ω3

(−e2(b12) + e1(b22))ω
1 ∧ ω2 − e3(b12)ω

1 ∧ ω3 − e3(b22)ω
2 ∧ ω3

0

−

−

−b11ω
1 ∧ ω2

−b21ω
1 ∧ ω2

0

−

 b22ω
1 ∧ ω2 − 1

2b21ω
1 ∧ ω3 − 1

2b22ω
2 ∧ ω3

−b12ω
1 ∧ ω2 + 1

2b11ω
1 ∧ ω3 + 1

2b12ω
2 ∧ ω3

(12b22 +
1
2b11)ω

1 ∧ ω2

 = 0.

Виконавши пiдстановку значень bij i порiвнявши вiдповiднi члени ма-
тричної рiвностi, приходимо до системи рiвнянь:

−b211 − b212 = −2;

−e2(b11) + e1(b12) + 2b11 = 0;

e3(b11) =
1
2b21;

e3(b12) = −1
2b11;

−e2(b12)− e1(b11) + 2b12 = 0;

.

Коли продифернцiюємо −b211 − b212 = −2, то за e1 маємо 2b11e1(b11) +
2b12e1(b12) = 0 i за e2 2b11e2(b11) + 2b12e2(b12) = 0. Пiдставимо новi змiннi
замiсть e1(b11) i e1(b12), виразивши їх з п’ятого та другого рiвняння вiдпо-
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вiдно:{
b12e2(b11)− b11e2(b12) = 0;

b11e2(b11) + b12e2(b12) = 0
.

Запишемо це у виглядi матрицi:
(
b12 −b11
b11 b12

)(
e2(b11)
e2(b12)

)
= 0.

Оскiльки визначник першого матричного множника має дорiвнювати 2,
тодi в результатi цього e2(b11) = e2(b12) = 0. Зокремо, те, що e2 вiд ба-
зисних полiв дорiвнює 0, то це означає, що вони не залежать вiд y. Як

наслiдок, отримаємо, що
∂b11
∂x

=
∂b12
∂x

= 0, за полем E2 при e1(b11) = 2b12

пiд час пiдстановки в y
∂b11
∂x

− ∂b11
∂z

= 2b12 одержимо b12 = 0. Аналогiчно

з e1(b12) = −2b11, замiнивши в базисному полi на y
∂b12
∂x

− ∂b12
∂z

= −2b11,
отримаємо b11 = 0. А це суперечить умовi −b211− b212 = −2. Отже, доведено
неможливiсть занурення тривимiрного многовида ˜SL(2,R) у чотиривимiр-
ний простiр, що характеризується сталою секцiйною кривиною.
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Висновок

У цiй роботi було розглянуто метод форм Картана як ефективний iнстру-
мент дослiдження геометричних властивостей тривимiрних рiманових мно-
говидiв. Було здiйснено огляд основних понять, таких як форми зв’язностi
та кривини, i детально опрацьовано структурнi рiвняння Картана для об-
числення цих форм.

На основi викладених теоретичних положень виконано аналiз конкре-
тних прикладiв, де обчислено рiманову метрику, форми зв’язностi, форми
кривини та тензор Рiччi. Отриманi результати пiдтвердили, що використа-
ння методу форм Картана забезпечує компактний i систематичний пiдхiд
до дослiдження локальних властивостей рiманових просторiв.

Далi було розглянуто геометрiю рiманового пiдмноговида за допомо-
гою форм зв’язностi та кривини, що дозволяє зручно описувати внутрi-
шню i зовнiшню геометрiю поверхнi. Використання структурних рiвнянь
Картана дозволило визначити iндуковану зв’язнiсть, другу фундаменталь-
ну форму, а також тензор кривини в термiнах локального ортонормовано-
го базису. На прикладах було показано, як цi об’єкти узгоджуються мiж
собою та визначають кривиннi властивостi пiдмноговида. Таким чином,
метод форм Картана забезпечує ефективний iнструмент для дослiдження
рiманових структур у пiдмноговидах.

Наступним кроком було виведено фундаментальнi рiвняння Гаусса, Ко-
даццi та Рiччi методом форм Картана. Виявилось, що рiвняння Гаусса вста-
новлює зв’язок мiж внутрiшньою кривиною пiдмноговида, кривиною охо-
плюючого простору та другою фундаментальною формою, рiвняння Ко-
даццi описує диференцiальнi властивостi коефiцiєнтiв другої фундамен-
тальної форми, а рiвняння Рiччi характеризує кривину нормальної зв’язностi.
Цi теоретичнi умови використано для перевiрки можливостi вкладення три-
вимiрних многовидiв Nil, Sol та ˜SL(2,R) у чотиривимiрний простiр сталої
кривини. Аналiз показав, що для просторiв Nil та ˜SL(2,R) таке занурення
неможливе через несумiснiсть отриманих систем рiвнянь, тодi як для гео-
метрiї Sol воно iснує, що доведено знаходженням конкретних коефiцiєнтiв
другої фундаментальної форми.
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