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 В данных методических указаниях рассматривается тер-

модинамика диэлектриков и магнетиков. На основе феноменоло-
гической термодинамики равновесных процессов формулируется 
основное термодинамическое равенство, как для не деформи-
руемого тела, так и для упруго деформируемого тела, а также 
для сред типа сжимаемого газа. Основное термодинамическое 
равенство позволяет получить выражения для термодинамиче-
ских потенциалов и уравнения состояния вещества. 

 Полученные соотношения находят применение при по-
строении моделей сплошных сред, взаимодействующих с элек-
тромагнитным полем, при получении дополнительных уравнений 
баланса определяющих параметров среды и замыкающих соотно-
шений. Сферой приложений изложенных результатов является 
феррогидродинамика, электрогидродинамика, магнитоупругость 
и пр. 

 Для понимания материала требуется знание элементов 
математического анализа, феноменологической равновесной и 
неравновесной термодинамики, основных законов механики 
сплошных сред, элементов тензорного анализа, основных поня-
тий теории электричества и магнитостатики. 

 Данное руководство предназначается студентам 3-5 
курсов механико-математических факультетов специальности 
«Механика», которые к моменту изложения данного материала в 
курсе теоретической физики уже знакомы с перечисленными вы-
ше дисциплинами. 
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Глава 1.  Диэлектрики 
 

Приложение IY. Магнетики в магнитном поле 

 

Глава 1.  Диэлектрики 
§1. Элементарная работа, совершаемая при поляризации вещества 

 Пусть область V 
заполнена непроводящим 
электрический ток неза-
ряженным веществом и 
ограничена заряженными 
проводниками Σ1, Σ2. В 
этом случае электриче-
ское поле будет локали-
зовано внутри области 
V. Рассмотрим квазиста-
тический процесс пере-
носа сторонними силами 
бесконечно малого заря-
да δq с поверхности Σ1 
на поверхность Σ2. То-
гда поле как до перено-
са заряда, так и после 

него будет удовлетворять уравнениям электростатики [1] 

 0div0rot =D

P4

=E          (1.1) 

где векторы электрической индукции D, вектор поляризации P 
и напряженности электрического поля E связаны соотношением 

 ED π+

∫ ⋅−
2

1

A

A

q drEδ

=    (1.2) 
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• парамагнетики (кислород, алюминий, хлористое железо…) - 
при внесении вещества в поле происходит увеличение поля 
в нем; 

• ферромагнетики (кобальт, железо, никель…) – поле внутри 
вещества существенно увеличивается. 

В слабых магнитных полях наблюдается линейная зависи-
мость намагниченности M от магнитного поля  H   [4] 

Рис.1

 n      n 

A1 

(V)
A2 

Σ1 

Σ2 
κ=    (IY.1)   

где κ - постоянная, не зависящая от поля и называемая маг-
нитной восприимчивостью и связанная с магнитной проницаемо-
стью μ соотношением μ=1+4πκ. Для пара- диамагнетиков значе-
ния κ имеют порядок 10-6. Ферромагнетики обладают существен-
но большими значениями κ ∼ 104. Кроме того, наблюдается не-
линейная зависимость намагниченности от поля, что связано с 
доменной структурой вещества [4]. Намагниченность ферромаг-
нетиков с увеличением температуры при неизменном внешнем 
поле уменьшается и при достижении температуры, называемой 
температурой Кюри, ферромагнетик превращается в парамагне-
тик. 

Зависимость намагниченности от температуры приводит к 
изменению температуры вещества в адиабатных процессах при 
наложении магнитного поля. Действительно, по второму закону 
термодинамики для равновесных процессов δQ=TdS, а, значит, 
для адиабатного процесса dS=δQ/T=0. Рассматривая энтропию S 
как функцию T и H, получим 

Сторонние силы совершают работу δА по преодолению ку-
лоновской силы при переносе заряда δq вдоль некоторого пути 
А1А2    

  ∫ =⋅=
2

1

A

A

A drFδ

Учитывая неизменность заряда δq при перемещении его 
вдоль пути A1A2, потенциальность поля E (E = - ∇ϕ, где ϕ - 

 dH
H
SdT

T
CdH

T
SdT

T
SdS

∂
∂

+=
∂
∂

+
∂
∂

==0  

где C – теплоемкость системы (C>0). Из (5.1) следует, что 
∂S/∂H=V∂M/∂T. 
Тогда 

 dH
T
M

C
TVdT

∂
∂

−=

магничивания парамагнитных солей [10].

 

Отсюда следует, что с увеличением поля повышается темпера-
тура вещества, т.к. ∂M/∂T<0. Указанный эффект используется 
для получения сверхнизких температур ∼10-3 

0К методом раз-
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ПРИЛОЖЕНИЯ 
 

С повышением степени симметрии в кристалле увеличива-
ется число нулевых пьезоэлектрических коэффициентов. Так 
кристалл кварца принадлежит к тригональной кристаллической 
системе и представляет собой шестигранную призму, ограни-
ченную снизу и сверху пирамидами. Он обладает одной оптиче-
ской осью Oz, параллельной граням призмы, и тремя пьезо-
электрическими осями, перпендикулярными Oz и проходящими 
через противоположные ребра призмы. При соответствующем вы-
боре системы координат Oxyz  для пьезоэлектрических коэффи-
циентов имеют место соотношения 

 ,,, 112614251112 ββββββ −=−=−=    (III.6) 

Т.о. здесь имеется два независимых коэффициента β11, β14 , 
равные в системе СИ 

 
2
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2 04,0, мКлмКл =β
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2314221111
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Σ= ∫
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dq
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ekk σ

eknD

скалярный потенциал электростатического поля) и постоянство 
потенциала ϕ на проводящих поверхностях Σ1, Σ2, выражение 
для δА можно представить в виде 

  

Обозначим через δq1 величину заряда, отнимаемого на 
поверхности Σ1, а через δq2 – заряда, добавляемого на по-
верхности Σ2. Очевидно, что δq1= - δq, δq2=δq. Тогда послед-
нее выражение для δА принимает вид 

    (1.3) 
11 18,0=β  

и соотношения (III.5) принимают более простой вид  Суммарный заряд на поверхностях Σк (к=1,2) связан с 
поверхностной плотностью заряда σek соотношением [1] 

  
03

142

111

=
−=

P
P β

  

Пример расчета величины напряжения поля, возникающего 
при растяжении кристалла вдоль одной из пьезоэлектрических 
осей, приведен в [4], стр.101. Так для растягивающего на-
пряжения в 105 Па, приложенного к пластине толщиной  0,5 
см, возникает разность потенциалов на боковых сторонах пла-
стинки, равная 30 В. 

которое с учетом граничных условий на проводящих поверхно-
стях 

Пьезоэлектрический эффект находит широкое применение 
в акустической и измерительной технике, манометрах, измери-
телях деформаций, стабилизаторах частот в генераторах элек-
трических сигналов и пр. 

 

Приложение IY. Магнетики в магнитном поле 

Различают следующие наиболее характерные типы магне-
тиков: 
• диамагнетики (азот, углекислота, вода, висмут…) – при 

внесении вещества в поле происходит уменьшение поля в 
нем; 

 σπ4=  

может быть преобразовано к виду 

∫
Σ

Σ=
k

dDq nk π4
1

  

Аналогичному соотношению удовлетворяет изменение за-
ряда δqk 
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Приложение III. Диэлектрики в электрическом поле 

 ∫
Σ

Σ
k

dDnδ
π4
1

∫
Σ

=Σ=
k

dq ekk δσδ  

 Учитывая последнее соотношение, можно выражение 
(1.3) привести к виду 

 Σϕ∫
Σ+

dDn
2

δ=
Σ

A
1

4
1
π

δ  

Формула Гаусса-Остроградского позволяет выразить δА через 
интеграл по объему V [2] 

 ( )dVDδϕ∫−=
V

divA
π

δ
4
1

 

Если учесть, что  ( ) πδδπδδ 4/DED4/DED ⋅=ϕ−⋅=ϕdiv div , 

то, окончательно, получим выражение для δА 

 ∫=
V

Aδ E ⋅ dV
π
δ

4
D

   (1.4) 

 Вследствие того, что диэлектрик является неподвижным 
и неэлектропроводным, подынтегральное выражение здесь можно 
трактовать как величину работы, совершаемой “внешними” те-
лами (не входящими в систему вещество+поле) на изменение 
поля и поляризацию единицы объема вещества. 

§2. Термодинамика диэлектриков 

1.  В феноменологической термодинамике из первого закона 
термодинамики и второго закона, сформулированного для рав-
новесных процессов, вытекает основное термодинамическое ра-
венство [3] 

 ASTU δδδ +=    (2.1) 
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где ε =1+4πα, μ - молярная масса вещества, ρ - плотность ве-
щества, N – число Авогадро, β - поляризуемость молекулы – 
постоянная величина, характеризующая свойства самой молеку-
лы (атома). Из соотношения (III.3) видно, что ε  зависит 
только от плотности вещества и не зависит от температуры. 

Для многоатомных диэлектриков, молекулы которых обла-
дают неизменным дипольным моментом p0 и называемых полярными 
диэлектриками, имеет место аналогичное соотношение Клаузиу-
са-Моссотти 

kT
np

92
1 2

0=
+
−

ε
ε

776655

44332211

uuu

uuuuP

iii

iiiii

βββ

ββββ

+++

++++=

     (III.4)  

где n – число молекул в единице объема, k – постоянная 
Больцмана, T – абсолютная температура. 

Как показывают физические измерения, для большинства 
веществ диэлектрическая проницаемость близка к единице [9]. 
Однако есть кристаллические вещества, для которых диэлек-
трические свойства отличаются от указанных выше свойств. К 
ним относится, в частности, сегнетоэлектрики, типичным 
представителем которых является титанат бария Ba TiO3. 

Для сегнетоэлектриков являются характерными следующие 
свойства. Во-первых, в определенном температурном интервале 
диэлектрическая проницаемость принимает большие значения 
(∼6000÷10000). Во-вторых, ε зависит от напряженности поля, 
электрическая индукция приобретает нелинейную зависимость 
от поля. В-третьих, электрическая индукция зависит от пре-
дыстории данного состояния, что приводит к явлению гистере-
зиса. 

В качестве другого типа вещества, для которого имеет 
место более сложная зависимость, чем (III.1), (III.2), мож-
но привести пьезоэлектрики, представителем которых являет-
ся, например, кристаллы кварца SiO2. Такие вещества облада-
ют ярко выраженной анизотропией. К тому же, помимо обычной 
зависимости поляризации от поля (III.2), наблюдается зави-
симость поляризации от деформации [4] 

    (III.5) 

где u1=u11 , u2=u22 , u3=u33,, u4=u23,,  u5=u13,,  u6=u12  , uij – компоненты тен-
зора малых деформаций, βij – пьезоэлектрические коэффициенты. 

 6 



ПРИЛОЖЕНИЯ 
 

§2. Термодинамика диэлектриков 
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∫

∫
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dVrotudivJ
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:
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Подставляя полученное выражение в (II.1) и учитывая 
уравнения равновесия (I.10), получим окончательное выраже-
ние для элементарной работы 

 
( ) ( )∫∫ ==

V
ij

s
ji

V

s dVudVuA δσδσδ :: ))
   (II.2) 

 

Приложение III. Диэлектрики в электрическом поле 

В достаточно широком диапазоне изменения электриче-
ского поля поляризацию P можно считать пропорциональной по-
лю E. Для изотропных диэлектриков 

 EP α=

EP ⋅=

      (III.1) 

для анизотропных 

 
α)

     (III.2) 
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∑=
α

ααδδ qQA

Здесь U - внутренняя энергия системы, T - абсолютная 
температура системы, S - энтропия системы, δА - элементар-
ная работа, совершаемая внешними телами над системой. 

Физический анализ выражения для элементарной работы 
δА говорит о том, что δА представляет собой линейную диффе-
ренциальную форму вида 

  

где qα (α=1,…,n) -представляют собой обобщенные термодина-
мические переменные и относятся к «внешним» термодинамиче-
ским переменным, значения которых определяются состоянием 
тел, не входящих в систему; n - число независимых внешних 
переменных, которые вместе с температурой T однозначно оп-
ределяют состояние системы в термодинамическом равновесии; 
Qα (α=1,…,n) - обобщенные термодинамические силы, относя-
щиеся к «внутренним» термодинамическим параметрам, значения 
которых определяются состоянием частиц (тел), входящих в 
систему.  

 В случае, когда система находится в состоянии термо-
динамического равновесия или совершает термодинамически 
равновесный процесс, внутренние параметры системы, согласно 
2-му исходному положению термодинамики, являются функциями 
температуры и внешних параметров [3]. Так, в случае изо-
тропного газообразного вещества, не подверженного действию 
внешнего силового поля, и в отсутствии электрического поля 
имеем δA=-pδV, где р - гидростатическое давление. 
2. Рассмотрим случай недеформируемого диэлектрика, под-
верженного действию однородного электрического поля. Выбе-
рем в качестве системы некоторый его объем V вместе с элек-
трическим полем. Тогда δА представляет собой работу, затра-
чиваемую на поляризацию диэлектрика и изменение поля в нем, 
а интеграл (1.4) заменяется выражением 

αгде α - называется диэлектрической восприимчивостью, 
)
 - 

тензор диэлектрической восприимчивости – симметричный тен-
зор 2 ранга. Эти величины не зависят от поля. В сильных 
электрических полях линейные соотношения (III.1), (III.2) 
нарушаются. 

Для одноатомных газов, представляющих собой, так на-
зываемый, неполярный диэлектрик, в широком диапазоне изме-
нения давления известно соотношение Клаузиуса-Моссотти [4] 

 constN
==

+
−

31
1 β
ρ
μ

ε
ε

   (III.3) 

 π
δδ

4
DE ⋅

=VA  

В этом случае основное термодинамическое равенство принима-
ет вид 
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 π
δδδ

4
DE ⋅

+= STU V    (2.2) 

и роль обобщенных термодинамических переменных играют ком-
поненты вектора D: D1, D2, D3, а роль обобщенных термодина-
мических сил VE1/4π, VE2/4π, VE3/4π (здесь и далее использу-
ется декартова система координат x1, x2, x3 ). 

Из теории термодинамических потенциалов известно, что 
при выборе основного термодинамического равенства в форме 
(2.2), величины T, VE1/4π, VE2/4π, VE3/4π являются функциями эн-
тропии S и компонент вектора D [3]. С физической точки зре-
ния, связанной с методикой измерения соответствующих вели-
чин, является более удобной другая форма основного термоди-
намического равенства, содержащая либо свободную энергию 
F=U-TS, либо «измененную» свободную энергию F’ = F-VE·D/4π =  
= U-TS-V E·D/4π 

 π
δδδ +−= TSF

4
DE ⋅V    (2.3) 

 π
δδδ ' −= TSF

4
ED ⋅

−V    (2.4) 

Из выражения (2.4) следует, что F', S, D зависят от 
T, E1, E2, E3 и выполняются следующие соотношения  

 iDV
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   (2.5) 
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DV i

∂
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=
π4

Приложение II. Элементарная работа внешних сил, совершаемая на бесконечно малых 
перемещениях среды 
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sσ) - симметричная часть тензора напряжений, Здесь 
aTσ) - антисимметричная часть тензора напряжений с трансфор-

мированной матрицей. Т.к. двойное внутреннее произведение 
симметричного и антисимметричного тензоров 2 ранга равно 
нулю, то 
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- тензор малых деформаций [6]. 

Далее, используя (I.7) и соотношения  
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приведем выражение для J к виду 
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 ( ) ( )∫ ∫
Σ

+×=Σ×
V

n dVdivd arpr 2σ)    (I.8) 

Учитывая уравнение движение (I.5), приходим к уравне-
нию моментов количества движения в дифференциальной форме 

 mak ρρ += 2
dt
d

   (I.9) 

В случае равновесия среды без микровращений (k=0) со-
отношения (I.5), (I.9) переходят в уравнения равновесия 

 02
0

=+
=+

ma
f

ρ
ρσ)div

    (I.10) 

выражающие собой равенство нулю главного вектора и главного 
момента внешних сил, действующих на жидкую частицу. 

 

Приложение II. Элементарная работа внешних сил, совершаемая на беско-
нечно малых перемещениях среды 

Предположим, что среда совершает медленное движение, 
описываемое полем перемещений w. Тогда работа внешних сил, 
совершаемая на бесконечно малых перемещениях δw среды, равна 
работе поверхностных сил, массовых сил и пар сил, распреде-
ленных по объему, 

 ( )∫∫ ϕ⋅+⋅+Σ⋅=
Σ V

n dVδdA mwfwp ρδρδδ

§2. Термодинамика диэлектриков 
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Задача определения измененной свободной энергии  
F’ =F’ (T, E1, E2, E3) и энтропии S=S (T, E1, E2, E3) сводит-
ся к известной процедуре восстановления функции по её диф-
ференциалу. Её выполнение с учетом соотношение (1.2) приво-
дит к следующему выражению для измененной свободной энергии 

( )

( )

( )

( ) ( )

( )
⎟
⎟

⎠

⎞
′′+

+
⎜
⎜
⎝

⎛
′′+′′×

×−−′=
⎟
⎟

⎠

⎞
′′+

+′′+

⎜
⎜
⎝

⎛
+′′−=′

∫

∫∫

∫

∫

∫

3

21

3

2

1

0
33213

0
2212

0
111

2

0
0

33213

0
2212

0
1110

,,,

0,,,0,0,,

8
,,,

0,,,

0,0,,
4

E

EE

E

E

E

EdEEETP

EdEETPEdETP

VEVFEdEEETD

EdEETD

EdETDVFF

π
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   (2.7) 

Здесь F0=F0(T) – это «постоянная» интегрирования. Как 
следует из определения измененной свободной энергии, сво-
бодная энергия F будет равна 

   (II.1) 

где δϕ - малый угол поворота частицы, вызванный движением 
среды и микровращением. Для сред без микровращений имеем k=0, 
δϕ=ωδt, ω=1/2 rot v. Укажем очевидные преобразования первого сла-
гаемого в выражении (II.1) 
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Аналогичные действия при восстановлении энтропии 
S=S(T,E1,E2,E3) приводят к следующим соотношениям  
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   (2.9) 
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ε
)

где εkij – компоненты тензора Леви-Чивита 
)
. В инвариантной 

форме последнее соотношение можно записать в виде 

 ( ) ε
))⋅=× ArAgrad  

Тогда 

( )( ) jkijki
T
kjijki

TTT AAgrad σεσεσεεσσ ==⋅=⋅=×
) )) )) ) )::: AArA  

σКак известно, тензор 2 ранга 
)
 можно представить в 

виде суммы симметричного sσ) и антисимметричного aσ) : 

as σσσ ))) +=

ε
, а двойное внутреннее произведение антисим-

метричного 
))
 и симметричного sσ) тензоров дает нулевой тен-

зор [8]. Антисимметричному тензору aσ)  можно поставить в 
соответствие  аксиальный вектор a посредством соотношения 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
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⎛ =−= a

jkijki
a a σεσε

2
1:

2
1 )))a    (I.6) 

и, наоборот, 

( )kijk
a
ij

a aεσεσ =⋅= a
)))

   (I.7)  

В силу этого имеем 

( ) aArA 2: ⋅=×gradTσ)   

Тогда J можно записать в виде 

 ( )∫ +×⋅=
V

dVdivJ arA 2σ)  

откуда, в силу произвола выбора вектора A, следует справед-
ливость следующего выражения  
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 fv ρσρ += )div
dt
d

   (I.5) 

- уравнение движения. 
Для получения уравнения изменения моментов количества 

движения в дифференциальной форме преобразуем первое сла-
гаемое в правой части (I.3). Введем постоянный вектор A и 
рассмотрим выражение J 
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Применим здесь формулу Гаусса-Остроградского и совер-
шим очевидные преобразования 

( )[ ]

[ ( ) ( )]

[ ( ) ( ) dV
xx

dVgraddiv

dVdivJ

V
j

i
jijij

i

V

V

T

∫

∫

∫

⎥
⎦

⎤
×

∂
∂

+×
∂
∂

=

=×+×⋅=

=×⋅=

rArA

rArA

rA

σσ

σσ

σ

:))

)

 

где Tσ) - тензор 2 ранга, определяемый транспонированной 
матрицей тензора напряжений. Рассмотрим отдельно компоненты 
тензора grad(Axr) 
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( )

с «постоянной» интегрирования S0=S0(T). В этом случае внут-
ренняя энергия системы U=F+TS будет представляться соотно-
шением 
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где U0=F0+TS0. 
 Дальнейшие преобразования выражений (2.8)-(2.10) 

возможны после установления зависимости P=P(T,E1,E2,E3) и 
связано с выбором конкретного типа диэлектрика. 
3. Рассмотрим случай изотропного твердого диэлектрика, 
вектор поляризации которого связан с вектором напряженности 
электрического поля E линейным соотношением 
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где α=α(T), ε=ε(T) - скалярные величины, называемые диэлектри-
ческой восприимчивостью и диэлектрической проницаемостью, 
соответственно [4].  

Несложные преобразования приводят к следующим выраже-
ниям для F, S и U 
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 В случае анизотропного диэлектрика имеет место общая 
линейная зависимость 

 iP α=      (2.13) 

(по дважды повторяющимся индексам суммирование от 1 до 3). 
 Здесь αij=αij(T) - тензор диэлектрической восприимчиво-

сти, связанный с симметричным тензором диэлектрической про-
ницаемости εij , соотношением 

 ( )ijij δε −ij π
α =

4
1

   (2.14) 

δij - символы Кронекера. 
Подстановка (2.13),(2.14) в соотношения (2.8)-(2.10) 

дает следующие выражения для F, S, U 
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Приложение I. Законы механики сплошных сред 

0 ,  (2.15) 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 
Приложение I. Законы механики сплошных сред 

Как известно, в основе механики сплошных сред (МСС) 
лежат три закона: сохранения массы, изменения импульсов и 
изменения моментов количества движения. В применении к про-
извольному материальному объему V , ограниченному поверхно-
стью Σ, эти законы записываются следующим образом [6] 

∫ =
V

dV
dt
d 0ρ      (I.1) 

∫∫∫ +Σ=
Σ V

n
V

dVddV
dt
d fpv ρρ    (I.2)  

( ) ( ) ( )∫∫∫ +×+Σ×=+×
Σ V

n
V

dVddV
dt
d mfrprkvr ρρρ  (I.3)  

где σ)= ⋅npn  ( pni=nkσki ) - поверхностная плотность поверхност-

ных сил, σ)  - тензор напряжений, f – массовая плотность 
массовых сил, k – массовая плотность распределенных моментов 
количества движения (микровращения), m – массовая плотность 
распределенных внешних сил, действующих на среду. Здесь не 
учтены распределенные по поверхности Σ поверхностные пары 
сил, редко встречающиеся в реальных системах.  

Соотношениям (I.1), (I.2) соответствуют дифференци-
альные уравнения 

 0=+ vdiv
dt
dρ

     (I.4) 

- уравнение неразрывности, 
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Основное термодинамическое равенство для деформируе-
мой намагничивающейся среды принимает вид аналогичный 
(3.23), (3.24) в общем случае 
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⋅+++=
4

1
2 ikik upsTu (

 ,    (5.12) 

 ρ
δ

π
δσ

ρ
BHuikik ⋅+

4
(
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( )

δρ
ρ

δδ psTu ++=
1

2  

Полученные соотношения магнитостатики вещества позво-
ляют развивать термодинамику сред, взаимодействующих с маг-
нитным полем. Некоторые следствия из этих соотношений при-
ведены в Приложении IY. 

 

 ji
ij

ij EE
T

TVTUU ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ε

++= ε
π80  

 Из приведенных выражений для F, S, U видно, что ука-
занные величины представляются в виде суммы 2-х слагаемых, 
из которых одно не зависит явно от электрического поля, а 
второе обращается в нуль при исчезновении поля. 

§3. Термодинамика деформируемых диэлектриков 

1. В случае деформируемых диэлектриков выражение для 
элементарной работы δА внешних тел над системой будет со-
держать элементарную работу механических внешних сил δАмех, 
действующих на систему. Вид выражения для δАмех зависит от 
свойств диэлектрика. При малых деформациях тела в нем могут 
возникать неоднородные поля соответствующих характеристик 
(распределений), что может привести к возникновению термо-
динамических потоков и нарушению термодинамического равно-
весия системы или равновесности термодинамического процесса 
[3]. В этом случае полагают, что малый объем системы харак-
теризуется конечным набором определяющих термодинамических 
параметров, которые можно считать не меняющимися в пределах 
этого объема. Это позволяет принять предположение о том, 
что малый объем находится в термодинамическом равновесии 
[5].  

Переформулируем основное термодинамическое равенство 
в терминах удельных массовых величин. В качестве системы 
выберем малый материальный  объем ΔV, для которого выполня-
ется закон сохранения массы 

( ) )  0   (    Δ = ΔVconstV =δ ρρ    (3.1)  

где ρ - плотность среды. 
Обозначим через θ=1/ρ удельный объем диэлектрика, 

u=U/ρΔV и s=S/ρΔV удельные внутреннюю энергию и энтропию 
системы, соответственно. Тогда с учетом (3.1) основное тер-
модинамическое равенство (2.2) можно записать в виде 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⋅+

⋅
−=

ρ
δ

π
δθ

π
δδ DEDE

44
sTu    (3.2) 
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которое в случае деформируемого диэлектрика должно быть до-
полнено слагаемым δамех, опре-
деляющим элементарную работу 
механических внешних сил над 
системой, приходящуюся на 
единицу массы. 
2.  Определим величину 
элементарной работы δамех. 
Для этого рассмотрим систе-
му, представляющую собой не-
который материальный объем 
V, ограниченный поверхностью 
Σ с единичной внешней норма-
лью n (рис.2). Пусть на сис-
тему действуют поверхностные 
силы с поверхностной плотно-
стью сил pn, массовые силы с 
массовой плотностью f и рас-

пределенные по объему V пары сил m. Т.к. процесс, совершае-
мый системой должен быть квазистатическим, то  в каждый мо-
мент времени должно иметь место механическое равновесие и 
выполняться уравнения равновесия (см. Приложение I,[6]) 

 
0=+ fρσ)div                                      

(3.3) 
0=m2 +a ρ   

где σ)  - тензор напряжений, представленный своими компонен-
тами σik (i,k=1,2,3) в декартовой системе координат; a – акси-
альный вектор, соответствующий антисимметричной части σ) a 
тензора напряжений ai = 1/2 εijk σ a

jk  , m - массовая плотность рас-
пределенных пар сил, действующих на среду. 

Предположим, что изменение состояния системы происхо-
дит за счет медленных перемещений среды и описывается полем 
перемещений w. Тогда уравнение неразрывности для бесконечно 
малых перемещений δw=vδt можно представить в виде  

 0=+ wδρδρ div    (3.4) 

где δρ - полное изменение плотности среды. Элементарная ра-
бота δАмех, совершаемая внешними телами над системой, будет 
равна 

(V) 

n

Рис.2 
Σ 
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π
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( )∫ ′′−+=
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( ) ( )

( )

 

( )
∫

∫

′
′

∂
∂

++=

=′⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′−′

∂
∂

+

++=

H

H

Hd
T

HTB
T

THBTu

HdHTBHT
T
BT

HBTuETu

0

2

0

0

0

,,
44

,

,,,,
4

1

4
,,,

ρ
πρπρ

ρ

ρρ
πρ

πρ
ρρ

( )

   (5.9) 
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   (5.10) 

πρ
μ
8

2

0
Hff −=′  ,    
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( )

0

2 T  

  π
μ
8

2

0
HVTFF +=

( )

 ,  

  π
μ

8

2

0
H

T
VT
∂
∂

+SS =  ,    (5.5) 

  π
μμ

8

2

0
H

T
TVUU ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

++=
 

В случае сжимаемого газа соотношения, аналогичные 
(3.10), (3.11), (3.13), (3.15)-(3.20), имеют вид 

  ρ
δ

π
δρ

ρ
δ BH

⋅+
42

pu δ +s= T ;  

  ρ
δ

πρ
δ BHu

42 +
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( )∫ ∫
Σ

⋅+⋅+Σ⋅=
V

nмех dVdA ϕδρδρδδ mwfwp    (3.5) 

где δφ – элементарный угол поворота частицы. Если предполо-
жить, что отсутствуют микровращения, то δφ =  
= 1/2 rot vδt = 

1/2 rot δw. 
 Используя связь поверхностной плотности поверхност-

ных сил pn с тензором напряжений σ
)
 в виде внутреннего про-

изведения нормали n и тензора σ)  (pni=nkσki), а также уравнения 

(3.3), выражение для δАмех представим в виде (см. Приложение 
II) 

∫∫ ==
V

ki
s

ik
V

s
мех dVudVuA δσδσδ ) ):

sσ

   (3.6)  

содержащем симметричную часть тензора напряжений 
)

 и тен-
зор малых деформаций u) , компоненты которого в декартовой 
системе координат имеют вид[6] 

δρδ psT += ;    (5.6) 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=
k

i

i

k
ik x

w
x
w

u
2
1

   (3.7) 

Т.о. элементарная работа, совершаемая внешними телами 
над единицей массы вещества, равна 

 ki
s

ikмех ua δσ
ρ

δ 1
=    (3.8) 

Дальнейшие преобразования выражения для δaмех связаны 
с разбиением тензоров  u)  на шаровые и девиаторы  σ)  и 

ikikik p σδ~ (σ +−=  ,    ikikmmik uuu (+= δ
3
1

3/~
mmp

 

где  σ−= , ikσ( , iku(   - компоненты девиаторов тензо-

ров σ) , u) . 
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Для бесконечно малых деформаций  

 wδ
δ

div
x
w

m

m =δδ
x
w

u
m

m
mm ∂

∂
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=  

и, в силу уравнения неразрывности (3.4), имеем 

 ρ
δρδwdiv −=  

Окончательно, выражение для δамех  имеет вид 

 ikik u(( δσ
ρ
1

мех
pa δρ
ρ

δ
~

2= +    (3.9) 

3.  Рассмотрим частный случай, когда среда является сжи-
маемым газом. В этом случае последнее слагаемое в правой 
части выражения(3.9) отсутствует, а основное термодинамиче-
ское равенство (3.2) с учетом механической работы можно за-
писать в виде 

 ρ
δ

π
DE

⋅+
4

δρ
ρ

δδ += 2
psTu    (3.10) 

если принять обозначение π4/~ DE ⋅+= pp . 

 В случае, когда векторы поляризации P и напряженно-
сти электрического поля E колинеарны, последнее слагаемое в 
(3.10) можно привести к виду E⋅δ(D/ρ)=E δ(D/ρ), а основное тер-
модинамическое равенство записать в форме 

 ρ
δ

π
δρ DE

4
+
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( )

( )

( )

  

ρ
δδ psTu 2+=    (3.11) 

где E=|E|, D=|D|. 
 Соотношение (3.11) говорит о том, что внутренняя 

энергия является термодинамическим потенциалом, зависящим 
от переменных s, ρ, D/ρ. 
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§5. Термодинамика магнетиков 

Установление вида элементарной работы по изменению 
магнитного поля и намагничиванию единицы массы вещества по-
зволяет получить термодинамические соотношения для магнети-
ков. Т.к. выражения (1.4) и (4.4) совпадают с точностью до 
обозначений, то термодинамические соотношения для магнети-
ков имеют такой же вид, как и соответствующие соотношения 
для диэлектриков, если переобозначить E на H, D на B, P на 
M, диэлектрическую проницаемость ε на магнитную проницае-
мость μ. Приведем соответствующие соотношениям (2.2)-(2.4), 
(2.8)-(2.10), (2.12) выражения для недеформируемых магнети-
ков 

  π
δ

4
BH ⋅Vδδ += STU  , 

  π
δ

4
BH ⋅Vδδ +−= TSF  ,    (5.1) 

  π
δδδ
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 Аналогично §2 п.2, можно ввести удельную свободную 
энергию f  и измененную свободную энергию f’ 

( ) TsuDTff

( )− ∫
3

0
213 ,,,

H

HHHTM

− ∫
1

1

0

H

M

   (5.2) 

 −== ρ ρ/,,  ,   (3.12) 

 πρπρ
ρ

44
),,( EDTsuEDfETff −−=−=′=′  

удовлетворяющие уравнениям 
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⎛
++−=

ρ
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π
δρ

ρ
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42 ,    (3.13) 

EDpTsf δ
πρ

δρ
ρ

δδ
42 ++−=′  

Отсюда вытекают соотношения, аналогичные (2.5),(2.8) 
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 Восстановление функций f’, s по их дифференциалам так 
же, как и  в §2 п.2 приводит к следующим выражениям для f’, 
s, f, u 
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а второе равенство из (3.13) позволяет определить «полное» 
давление p 
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Здесь f0(T,ρ), s0(T,ρ), u0(T,ρ) - постоянные интегрирования,  
p0(T,ρ)=ρ 2(∂f0/∂ρ)T - гидромеханическое давление. 

 В случае выполнения соотношений (2.11) и (1.2) выра-
жения (3.15)-(3.19) принимают более простой вид 

  πρ
ε
8

2

0
Ef −

§4. Элементарная работа, совершаемая при намагничивании вещества и изменении 
магнитного поля 
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0,4

При медленном изменении магнитного поля можно вос-
пользоваться приближением квазистационарных токов, когда 
поле описывается уравнениями магнитостатики [1] 

= BjH divrotc =π    (4.2)   

Используя (4.2) и известное соотношение векторного 
анализа 

( ) BAABBA rotrotdiv = ⋅ − ⋅×    

в применении к векторам δA и H можно преобразовать (4.1) к 
виду 

f =′  ,    (3.20) 

 dVrotdivA
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4
1

4
1 AHAH δ

π
δ

π
δ    (4.3) 

Используя соотношение δB = rot δA, дважды применяя фор-
мулу Гаусса-Остроградского к первому слагаемому в (4.3) и 
учитывая то, что rot H=0 и rot δH=0 в объеме V, придем к сле-
дующему выражению для δAвнешн 
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44
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   (4.4) 

В связи с отсутствием джоулева нагрева в области V1 
можно считать, что выражение (4.4) определяет собой работу 
внешних источников, затрачиваемую на изменение поля в об-
ласти V+V1 и намагничивание вещества в V. Тогда данная ра-
бота применительно к единице массы вещества представляется 
соотношением 

BH δ
πρ

δ ⋅=
4

1
внешнa

     (4.5) 
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Глава 2.  Магнетики 
 

имеющую нормаль n, направление которой согласовано с на-
правлением токов ΔJ по правилу правой руки 

   ∫ Σ=Φ dBnδδ
ΔΣ

Учитывая связь вектора магнитной индукции B с век-
торным потенциалом магнитного поля A: B = rot A и применяя 
формулу Стокса, выразим δΦ в виде контурного интеграла по ΔL  

  ∫
Δ

⋅
L

dlAδ=Φδ  

Тогда 

 ∫ ∫
Δ Δ

=⋅=
L L

внешн c
d

c
a lA δδδ Δ⋅

Δ dJJ lA1
 

Либо, учитывая малость поперечного сечения замкнутого 
витка ΔL, последнее выражение запишем в виде интеграла по 
объему ΔV1 этого витка 

  ∫
Δ

⋅=
1

1

V
внешн dV

c
a jAδδ  

где ΔV1 - объем витка с током ΔJ=jΔS, j - объемная плотность 
тока в V1, j=⏐j⏐ , ΔS - поперечное сечение витка ΔL, dV=ΔSdl, 
dl=⏐dl⏐. 

Тогда элементарная работа δAвнешн внешних источников 
по изменению токов во всем объеме V1 будет представляться 
интегралом по всему объему V1  

  ∫=
1V

внешн c
A Aδδ ⋅

1 dVj

§3. Термодинамика деформируемых диэлектриков 
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   (4.1) 

 πρ
ε

8

2

0
E

T
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∂
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+=
πρ
ε
8

2

0
Eff += ,  ,  

πρ
εε

8

2

0
E

T
Tuu ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
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++=  ,  

πρ
ερε

8

2

0
Epp ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−+=  

4. Рассмотрим случай упруго деформируемой среды. В этом 
случае δaмех имеет вид (3.9). Аналогично п.3, выражение ос-
новного термодинамического равенства можно записать в виде 

 ρ
δ

π
δσ

ρ
δρ

ρ
δδ DE

⋅+++=
4

1
2 ik

s
ik upsTu

((
   (3.21) 

или 

ρ
δ

π
δσ

ρ
δρ

ρ
δδ DEupsTu ik

s
ik ⋅+++=

4
1

2

((
   (3.22)  

 В терминах свободной энергии f=u-Ts или “измененной” 
свободной энергии πρ4/DE ⋅−=′ ff  основное термодинамиче-
ское равенство принимает вид 

 ρ
δ

π
δσ

ρ
δρ

ρ
δδ DE

⋅+++−=
4

1
2 ik

s
ik upTsf
((

 ,  (3.23) 

 ED δ
πρ

δσ
ρ

δρ
ρ

δδ ⋅−++−=′
4

1
2 ik

s
ik upTsf
((
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или 

 ρ
δ

π
δ DEuik

s
ik 4

+
(

σ
ρ

δρ
ρ

δδ pTsf 1
2 ++−= (

 ,  (3.24) 

 EDuik
s

ik δ
πρ

δ
4

−
pTsf σ

ρ
δρ

ρ
δδ 1

2
++−=′

((
 

Отсюда следует справедливость следующих соотношений 

 πρ4
i

E

D

j

−=
ρ ,,, uTiE

f

mn
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
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    (3.25) 
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∂

∂
(

(

 

 На основе экспериментов установлена зависимость Di от 
компонент тензора деформаций ujk. В качестве примера рас-
смотрим пьезоэлектрик - вещество, поляризующееся при дефор-
мации. Для него имеет место зависимость[4] 

 ( )uE PP +π

§4. Элементарная работа, совершаемая при намагничивании вещества и изменении 
магнитного поля 

ED += 4    (3.26) 
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Глава 2.  Магнетики 
§4. Элементарная работа, совершаемая при намагничивании вещества и из-
менении магнитного поля  

Пусть область V1 заполнена идеально проводящим элек-
трический ток вещест-
вом, а в области V 
находится непроводя-
щий неподвижный маг-
нетик (см. рис.3). И 
пусть магнитное поле 
создается замкнутыми 
токами, протекающими 
в области V1. Предпо-
ложим, что происходит 
квазистатическое из-
менение магнитного 
поля, которое приво-
дит к возникновению 
индуцированных токов 
в V1. Разобьем об-
ласть V1 на бесконеч-
но тонкие замкнутые 
трубки токов ΔL с 

поперечным сечением ΔS и индуцированной силой тока ΔJ. В 
каждом замкнутом витке возникает ЭДС индукции δEинд, при этом 
внешние источники ЭДС совершают работу 

n Σ

n 

Σ 
ΔL

(V1)

(V)

Рис.3

dtJEa индвнешн = −δ Δδ    

которую в соответствии с законом электромагнитной индукции 

tc
Eинд δ

δδ Φ
−=

1
   

можно привести к виду 

ΦΔ= δδ J
c

aвнешн
1

 

где δΦ - изменение потока вектора магнитной индукции через 
поверхность ΔΣ, натянутую на соответствующий контур ΔL и 
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§3. Термодинамика деформируемых диэлектриков 

 

При изучении взаимодействия кристаллов пьезоэлектрика 
со слабым электрическим полем пренебрегают членами, имеющи-
ми порядок выше первой степени по переменным Ei, uij  [7]. Тогда 
(3.43) переходит в известное более простое выражение [4] 

     (3.37) 
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kjikijijkij
u

k uP ααα == ,

где 

    (3.27) 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

=

345

426

561
3

1,

kkk

kkk

kkk

jikij

βββ
βββ
βββ

α (k=1,2,3)   (3.28) 

βk1, βk2,...,βk6 (k=1,2,3)- пьезоэлектрические коэффициенты, PE= 
PE(T,ρ,E) - такая же составляющая вектора поляризации, как и 
в случае вещества, не являющегося пьезоэлектриком.  

Учитывая соотношения (3.26),(3.27), преобразуем по-
следнее соотношение (3.25) к виду 

kkij
e

ij Eασ −=

В Приложении III приведен пример вычисления электри-
ческого напряжения в кристалле при его деформировании. 

 kij

EuTk

s
ij

pmn
E

α
σ

ρ

−=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂

∂

,,,

(

   (3.29) 

интегрируя которое по Ek, получим выражение 

kkij
M

ijij
s Eασσ −= ((

   (3.30)  

где ( )mn
M

ij
M

ij uT ,, ρσσ( (=  - механическая составляющая сим-

метричной части девиатора тензора напряжений. Вычитаемое в 
выражении (3.30) отвечает обратному пьезоэлектрическому эф-
фекту, проявляющемуся в том, что при наложении электриче-
ского поля на пьезоэлектрик в нем возникают напряжения про-
порциональные полю (см. Приложение III). 

Восстановление «измененной» свободной энергии 
f'=f'(T,ρ,uij,E) производится по её частным производным (3.25). 
Воспользуемся выражениями (3.26), (3.27), (3.30). Тогда по-
лучим следующие соотношения 
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Интегрируя по Ek (k=1,2,3) соотношение (3.31), придем к 
выражению для f’ 
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Отсюда видно, что соотношение (3.32) сводится к выра-
жению 
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§3. Термодинамика деформируемых диэлектриков 
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( )

определяющему часть «измененной» свободной энергии, не за-
висящей явно от электрического поля. 

Из (3.23), (3.33) вытекает равенство для нахождения 
обобщенной термодинамической силы p 

 

( )
⎥
⎥
⎦

⎤
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+

∫

∫

jki
ijk

E E

E E

uEdEEEETP

dEEETP

(

ρ
α

ρ
ρ

ρρ

ρ
ρρ

3

2

0
3321

3

0
221

2

'',,,,

'0,',,,

ij

=+−−= ij
M

ijij
s

ij
e
ij pp δσδσσ 0

~

 

где p0=p0(T,ρ,uij) - механическая составляющая обобщенной силы 
p. 

Выделим в симметричной части тензора напряжений σij
s
 

составляющую 
eσ , отвечающую за взаимодействие с электриче-

ским полем и представляющую собой разность полного тензора 
напряжений и его механической составляющей 

((
   (3.36)  
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