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Вступление

Учебно-методическое пособие призвано помочь студентам первого курса улучшить свои знания по основным разделам элементарной математики, что позволит им более успешно усваивать программный материал по высшей математике. Авторы поставили перед собой задание -  не только помочь первокурсникам в овладении и усвоении новых математических понятий с широким использованием знаний по элементарной математике, но и выработать у студентов навыки самостоятельной работы по освоению математических курсов. Этим и обусловлена структура теоретического и практического материала. Пособие содержит большое количество заданий теоретического и практического характера, которые позволяют студентам глубже вникать в изучаемый материал, а преподавателю контролировать степень его усвоения.

Учебно-методическое пособие содержит большой справочный материал в виде формул и таблиц. Для практической отработки теоретического материала предлагается большое количество (30 вариантов) задач для самостоятельного решения, составленных таким образом, чтобы студент повторил весь  теоретический материал. 

Пособие, по мнению авторов, содействует более глубокому пониманию основ высшей математики, приобретению опыта использования математических методов в моделировании экономических, технологических и инженерных процессов, их анализе, создает условия для успешного усвоения других общенаучных и специальных дисциплин.

1.  Арифметика.

1.1. Обыкновенные дроби и действия над ними
Часть единицы или несколько её частей называются  обыкновенной или простой дробью. Количество равных частей, на которые делится единица, называется знаменателем, а количество взятых частей – числителем. Дробь записывается в виде 
[image: image1.wmf]a
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, где 
[image: image2.wmf]a

– числитель, 
[image: image3.wmf]b

–знаменатель.
Если числитель меньше знаменателя, то дробь меньше единицы и называется правильной дробью. Если числитель равен знаменателю, то дробь равна единице. Если числитель больше знаменателя, то дробь больше единицы. В обоих последних случаях дробь называется неправильной. 
Задание 1. Определить, какая из дробей является правильной, а какая неправильной?

[image: image4.wmf]497
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Если числитель делится на знаменатель, то эта дробь равна частному от деления: 63 / 7 = 9. Если деление выполняется с остатком, то эта неправильная дробь может быть представлена смешанным числом:


[image: image5.wmf]652
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Здесь 9 – неполное частное (целая часть смешанного числа), 2 – остаток (числитель дробной части), 7 – знаменатель. 

Задание 2.  Представить неправильную дробь в виде смешанной:


[image: image6.wmf]52571126
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Часто бывает необходимо решать обратную задачу – обратить смешанное число в дробь. Для этого умножаем целую часть смешанного числа на знаменатель и прибавляем числитель дробной части.  Это  будет  числитель  обыкновенной дроби, а знаменатель остаётся прежним.

Пример. Обратить 
[image: image7.wmf]5
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 в неправильную дробь.

Решение. 
[image: image8.wmf]589577
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Задание 3.  Обратите в неправильную дробь следующие смешанные дроби:

[image: image9.wmf]381
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Действия с обыкновенными дробями:
Значение дроби не меняется, если умножить её числитель и знаменатель на одно и то же число, отличное от нуля. Например,


[image: image10.wmf]557352248
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Сокращение дроби. Значение дроби не меняется, если разделить её числитель и знаменатель на одно и то же число, отличное от нуля. Например,
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Задание 4.  Сократите дробь: 
[image: image12.wmf]2881236
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Сравнение дробей. Из двух дробей с одинаковыми числителями та больше, знаменатель которой меньше:
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Из двух дробей с одинаковыми знаменателями та больше, числитель которой больше:
Для сравнения дробей, у которых числители и знаменатели различны, необходимо представить их так, чтобы они имели одинаковые знаменатели.

Пример.  Сравнить две дроби:


[image: image14.wmf]27
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Решение. Приведем дроби к одинаковому знаменателю, т.е. домножим первую дробь на знаменатель второй, а вторую -  на знаменатель первой:
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И мы видим, что 
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 Использованное здесь  преобразование  называется приведением дробей к общему знаменателю.

Задание 5.  Сравните дроби:
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Сложение и вычитание дробей.
Если знаменатели дробей одинаковы, то для того, чтобы сложить дроби, надо сложить их числители, а для того, чтобы вычесть дроби, надо вычесть их числители (в том же порядке). Полученная сумма или разность будет числителем результата; знаменатель останется тем же. 
Если знаменатели дробей различны, необходимо сначала привести дроби к общему знаменателю. При сложении и вычитании смешанных чисел нужно сначала представить их в виде неправильных дробей, затем вычесть из одной другую, а  после  этого  вновь представить результат,  если  требуется, в виде смешанного  числа.

Пример. 
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Задание 6.  Выполните действия :

[image: image20.wmf]21815491
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Умножение дробей. Умножить некоторое число на дробь означает умножить его на числитель и разделить полученное произведение на знаменатель. Следовательно, мы имеем общее правило умножения дробей: для перемножения дробей необходимо перемножить отдельно их числители и знаменатели и разделить первое произведение на второе.

Пример.
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Деление дробей. Для того, чтобы разделить некоторое число на дробь, необходимо умножить это число на обратную дробь, т.е. делитель перевернуть и вместо знака деления поставить знак умножения.
Пример.
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Задание 7. Выполнить действия:

[image: image25.wmf]552839521
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1.2. Десятичные дроби и действия над ними.

Десятичная дробь есть результат деления единицы на десять, сто, тысячу и т.д. частей и взятия определенного количества этих частей. Запись и правила действий с десятичными дробями фактически те же, что и для целых чисел. При записи десятичных дробей нет необходимости отмечать знаменатель, это определяется местом, которое занимает соответствующая цифра. Сначала пишется  целая часть числа, затем справа ставится десятичная точка. Первая цифра после десятичной точки означает число десятых, вторая – число сотых, третья – число тысячных и т.д. Цифры, расположенные после десятичной точки, называются десятичными знаками. 

Пример.

[image: image26.wmf]5047
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Одно из преимуществ десятичных дробей – они легко приводятся к виду обыкновенных: число после десятичной точки (в нашем случае 5047) – это числитель; знаменатель же равен  n–ой степени 10, где n - количество десятичных знаков (в нашем случае n = 4): 


[image: image27.wmf]5047
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Если десятичная дробь не содержит целой части, то перед десятичной точкой ставится ноль:


[image: image28.wmf]13
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Свойства десятичных дробей.

1. Десятичная дробь не меняется, если справа добавить нули:

13,6 =13,6000.

2. Десятичная дробь не меняется, если удалить нули, расположенные в конце десятичной дроби:

0,00123000 = 0,00123 .

Внимание! Нельзя удалять нули, расположенные не в конце  десятичной дроби!

3. Десятичная дробь возрастает в 10, 100, 1000 и т.д. раз, если перенести десятичную точку на одну, две, три и т.д. позиций вправо:

3,675 > 367,5 (дробь возросла в 100 раз).

4.
Десятичная дробь уменьшается в 10, 100, 1000 и т.д. раз, если перенести десятичную точку на одну, две, три и т.д. позиций влево:

1536,78 > 1,53678 (дробь уменьшилась в 1000 раз).

Эти свойства позволяют быстро умножать и делить десятичные дроби на 10, 100, 1000 и т.д. путем соответствующего переноса десятичной точки.
Действия над десятичными дробями

Сложение и вычитание десятичных дробей выполняются так же, как и сложение и вычитание целых чисел. Необходимо только записать соответствующие десятичные знаки один под другим.

Пример. 

[image: image29.png]3.07
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Задание 8. Выполнить действия:


[image: image30.wmf]5,0694,12310,023;12,2541,56870,054
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 Умножение десятичных дробей. На первом этапе перемножаем десятичные дроби как целые числа, не принимая во внимание десятичную точку. Затем применяется следующее правило: количество десятичных знаков в произведении равно сумме десятичных знаков во всех сомножителях.

Замечание: до простановки десятичной точки в  произведении нельзя  отбрасывать нули в конце! 

Пример.
[image: image31.png]3.079
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Сумма количеств десятичных знаков в сомножителях равна: 3 + 4 = 7. Сумма цифр в произведении равна 6. Поэтому необходимо добавить один ноль слева: 0197056 и проставить перед ним десятичную точку: 0,0197056. 

Задание 9. Выполнить действия: 
[image: image32.wmf]0,123;1,052,3,6,1210,04
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Деление десятичных дробей:
· Деление десятичной дроби на целое число

Если делимое меньше делителя, записываем ноль в целой части частного и ставим после него десятичную точку. Затем, не принимая во внимание десятичную точку делимого, присоединяем к его целой части следующую цифру дробной части и опять сравниваем полученную целую часть делимого с делителем. Если новое число опять меньше делителя, ставим ещё один ноль после десятичной точки в частном и присоединяем к целой части делимого следующую цифру его дробной части. Этот процесс повторяем до тех пор, пока полученное делимое не станет  больше  делителя.  После  этого  деление выполняется, как для целых чисел. Если делимое больше делителя или равно ему, сначала делим его целую часть, записываем результат деления в частном и ставим десятичную точку. После этого деление продолжается, как в случае целых чисел. 

Пример.  Разделить 1.328 на 64. 


[image: image33.wmf]1.32864
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Задание 10.  Выполнить действия: 
[image: image34.wmf]2,514:12;1,457:5


· Деление одной десятичной дроби на другую. 

Сначала переносим десятичные точки в делимом и делителе на число десятичных знаков в делителе, то есть делаем делитель целым числом. Теперь выполняем деление, как в предыдущем случае.

Пример. Разделить 0,04569 на 0,0006.

Переносим  десятичные  точки  на 4  позиции вправо  и делим 456,9 на 6:


[image: image35.wmf]456,96
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Задание 11. Выполнить действия: 
[image: image36.wmf]0,115:1,25;1,02:0,085


1.3. Обращение десятичной дроби в обыкновенную и обратно.

Для того, чтобы обратить десятичную дробь в обыкновенную, надо в качестве числителя взять число, стоящее после десятичной точки, а в качестве знаменателя взять n-ую степень десяти ( здесь n – количество десятичных знаков ). Отличная от нуля целая часть сохраняется в обыкновенной дроби; нулевая целая часть опускается. Например: 


[image: image37.wmf]55115511
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Задание 12. Обратить десятичные дроби  
[image: image38.wmf]1,2;0,05;5,012

 в обыкновенные.
Для того, чтобы обратить обыкновенную дробь в десятичную, надо разделить числитель на знаменатель в соответствии с правилами деления.

Пример.  Обратить 
[image: image39.wmf]5

8

в десятичную дробь. 

Решение. Деля 5 на 8, получаем 0,625. ( Проверьте, пожалуйста! ). 

Задание 13. Обратить обыкновенные дроби  
[image: image40.wmf]1321

,,

2412

 в десятичные
В большинстве случаев этот процесс может продолжаться бесконечно. Тогда невозможно точно обратить обыкновенную дробь в десятичную. Но на практике это никогда и  не требуется.  Деление прерывается, если представляющие  интерес десятичные знаки уже получены.

Пример. Обратить 
[image: image41.wmf]1

3

 в десятичную дробь. 

Решение: Деление 1 на 3 будет бесконечным:  1:3 = 0,3333… .  
1.4. Ответы на задания.
2. 
[image: image42.wmf]1131

17,2,1,6

3282

; 3. 
[image: image43.wmf]107437

,,

7113

; 4. 
[image: image44.wmf]7164

,,,

132197

; 6. 
[image: image45.wmf]175197

,2,2,

2193022

; 7. 
[image: image46.wmf]1165

,,

9336

; 8. 
[image: image47.wmf]9.2151,10.7393

; 9. 
[image: image48.wmf]0.36,2.415,0.24484

; 10. 
[image: image49.wmf]0.2095,0.2914

; 11. 
[image: image50.wmf]0.092,12

; 12. 
[image: image51.wmf]1

1,

5

 
[image: image52.wmf]1

,

20

 
[image: image53.wmf]3

5

250

; 13. 
[image: image54.wmf]0.5,0.75,1.75

.
2. Алгебраические преобразования.
2.1. Рациональные числа.

Натуральные числа – это числа, используемые для счета 1, 2, 3, …, n, …. Множество всех натуральних чисел обозначается символом N, т.е. 
[image: image55.wmf]{1,2,3,...,,...}

Nn

=

. 

Отрицательные числа появляются, когда из меньшего числа вычитают большее, например: 

10 – 15 = – 5 .

Знак «минус» перед 5 показывает, что это число отрицательное.

Ряд целых отрицательных чисел бесконечен: –1,  –2,  –3,  – 4,  –5, ...

Целые числа – это натуральные числа, целые отрицательные числа и ноль: 

... , –3,  –2,  –1,  0,  1,  2,  3, ...

Дробные отрицательные числа появляются, например, когда из меньшего дробного числа вычитают большее: 


[image: image56.wmf]3129

555

-=-

.

Рациональные числа – это положительные и отрицательные числа (целые и дробные) и ноль. Более точное определение рациональных чисел, принятое в математике, следующее: число называется рациональным, если оно может быть представлено в виде обыкновенной несократимой дроби вида: 
[image: image57.wmf]m

n

, где m и n – целые числа.
Абсолютной величиной (или модулем) действительного числа а называется само это число, если оно неотрицательное, и это число, взятое с противоположным знаком, если оно отрицательное.

Модуль числа а обозначается так: 
[image: image58.wmf]a

. Устанавливая связь между модулем числа и самим числом, получим аналитическую запись определения:


[image: image59.wmf],0

,0

aa

a

aa

³

ì

=

í

-<

î

.

Например, 
[image: image60.wmf]33

77;55;

77

-==-=

.

2.2. Действия с отрицательными числами
· Сложение: 


1) при сложении двух чисел с одинаковыми знаками складываются их абсолютные величины и перед суммой ставится общий знак.

Пример:
6 + 5 = ( + 6 ) + ( + 5 ) = 11 ;

– 6 – 5 = ( – 6 ) + ( – 5 ) = –(6 + 5)= – 11 .

2) при сложении двух чисел с разными знаками их абсолютные величины вычитаются ( из большей меньшая ) и ставится знак числа с большей абсолютной величиной.

Пример.
– 6 + 9 = 9 – 6 = 3 ;

– 6 + 3 = – (6 – 3) = – 3.

Задание 1. Выполнить действия: –10 + 6;  – 11 – 5;  23 – 30; 12 + 5; 58 – 10;      –47+23, 
[image: image61.wmf]58711

1;;

69323

---+

.
· Вычитание. Можно заменить вычитание двух чисел сложением, при этом уменьшаемое сохраняет свой знак, а вычитаемое берётся с обратным знаком.

Пример.
8 – 5 = ( + 8 ) + ( – 5 ) = 3;

( + 8 ) – ( – 5 ) = ( + 8 ) + ( + 5 ) = 13;

( – 8 ) – ( – 5 ) = ( – 8 ) + ( + 5 ) = – 3;

( – 8 ) – ( + 5 ) = ( – 8 ) + ( – 5 ) = – 13.
· Умножение. При умножении двух чисел их абсолютные величины умножаются, а произведение принимает знак  « + » , если знаки сомножителей одинаковы, и знак  « – » , если знаки сомножителей разные. 

Полезна следующая схема (правила знаков при умножении):


[image: image62.wmf]+×+=+

+×-=-

-×+=-

-×-=+


При умножении нескольких чисел (двух и более) произведение имеет знак «+» , если число отрицательных сомножителей чётно, и знак «–» , если их число нечётно.

Пример.

[image: image63.wmf]21

3(4)(6)12

34

æöæö

+××-×-×-=-

ç÷ç÷

èøèø

.
Задание 2.  Выполнить умножение: 
[image: image64.wmf]31272

2(4);(25)

83735

æöæö

-×-××-×-×-×

ç÷ç÷

èøèø

.
· Деление. При делении двух чисел абсолютная величина делимого делится на абсолютную величину делителя, а частное принимает знак «+», если знаки делимого и делителя одинаковы, и знак «–», если знаки делимого и делителя разные. 

Здесь действуют те же  правила знаков, что и при умножении:


[image: image65.wmf]:

:

:

:

++=+

+-=-

-+=-

--=+


Пример. ( – 12 ) : ( + 4 ) = – 3 .

Задание 3. Выполнить действия: 

[image: image66.wmf]51221

:2;:173

25336

æöæö

-×-×-

ç÷ç÷

èøèø

.
2.3. Одночлены и многочлены
Одночлен – это произведение двух или нескольких сомножителей, каждый из которых либо число, либо буква, либо степень буквы. Например,


[image: image67.wmf]243

3,,17

abbdabc

-

.
Единственное число или единственная буква также могут считаться одночленом. Будем называть коэффициентом лишь числовой множитель. 
Одночлены называются подобными, если они одинаковы или отличаются лишь коэффициентами. 

Степень одночлена – это сумма показателей степеней всех его букв.

Действия с одночленами:

Сложение одночленов. Если среди суммы одночленов есть подобные, то сумма может быть приведена к более простому виду:


[image: image68.wmf]22332

5103677113

xxxxxxxx

+-+-+=+--


Эта операция называется приведением подобных членов.
Задание 4. Привести подобные:


[image: image69.wmf]2222

6252

52437

351252084

abababab

xxxxxx

++---

-+--+-

.

Умножение одночленов. Произведение нескольких одночленов можно упростить, если только оно содержит степени одних и тех же букв или числовые коэффициенты. В этом случае показатели степеней складываются, а числовые коэффициенты перемножаются.

Пример.

[image: image70.wmf]383324628

5(7)35

axzaxyaxyz

×-=-


Задание 5. Выполнить умножение одночленов:

[image: image71.wmf]234327

6(3);72;3

xxababxx

×-××


Деление одночленов. Частное двух одночленов можно упростить, если делимое и делитель имеют некоторые степени одних и тех же букв или числовые коэффициенты. В этом случае показатель степени делителя вычитается из показателя степени делимого, а числовой коэффициент делимого делится на числовой коэффициент делителя.

Пример.

[image: image72.wmf]439

33

26

35

5

7
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=

.

Задание 6.  Выполнить действия:


[image: image73.wmf]253

24

5(6):2;

6:35

abcbcabc

xyxyy

×-

×


Многочлен – это алгебраическая сумма одночленов. Степень многочлена есть наибольшая из степеней одночленов, входящих в данный многочлен.

Задание 7. Определить степень многочлена: 
[image: image74.wmf]6732

421;21

aaayyy

-+-+-+

.
Действия с многочленами:

· Сложение и вычитание. При сложении и вычитании многочленов раскрываются скобки, а затем приводятся подобные. При раскрытии скобок следует пользоваться правилом: если перед скобками стоит знак «+», то скобки просто опускаются, если же стоит знак «–», то одночлены, заключенные в скобках, меняют знак на противоположный.
Пример.

[image: image75.wmf]2222

(579)(368)579368

xxxxxxxx

+-+--+=+---+=



[image: image76.wmf]2

21

xx

=+-

;

[image: image77.wmf]323323

(58)(71)5871

xxxxxxxxxx

+-+---=+-+-++=



[image: image78.wmf]2

569

xx

=++

.

Задание 8.  Выполнить действия: 


[image: image79.wmf]22

22

232

18(10518);

125(11);

(157)(15)

xxx

cccc

yyy

--+

-+++

----


· Умножение одночлена на многочлен. Чтобы умножить одночлен на многочлен, нужно умножить этот одночлен на каждый член многочлена и полученные произведения сложить, например

[image: image80.wmf]()

abcabac

+=+


Пример.

[image: image81.wmf]323233543

9(734)979394632736

nnnnnnnnnnn

-+=×-×+×=-+


Задание 9. Упростить выражения: 


[image: image82.wmf]23

2

3(41);

32(8)

aaa

xxx

--+

-+


· Вынесение общего множителя за скобки. 
Пример.

[image: image83.wmf]2222

61532353(25)

abbbabbbab

+=×+×=+

;

[image: image84.wmf]22

3(2)7(2)(2)(37)

abcbcbca

-+-=-+

.

Задание 10. Вынести общий множитель за скобки:


[image: image85.wmf]232

244

););

)412;)1216

аaaбxx

вccгyy

--

---


· Умножение многочлена на многочлен. Чтобы умножить многочлен на многочлен, нужно каждый член многочлена умножить на каждый член другого многочлена и полученные произведения сложить, например

[image: image86.wmf]()()

abcdacadbcbd

++=+++


Пример. 

[image: image87.wmf]2222

(42)(2)424222

xxyyxyxxxyxyxxyy

+--=×-×+×-×-



[image: image88.wmf]22322223

284242

yxyyxxyxyxyxyy

-×+×==+---+=



[image: image89.wmf]323

84

xxyy

=-+

.

Задание 11. Выполнить указанные действия и привести подобные члены:

[image: image90.wmf]2

22

)(6)(5);)(5)(3)

)()();)(53)(43)

аxxвyyy

бxxyyxyгxx

+++-

+-+--


2.4. Формулы сокращенного умножения
Из правил умножения многочленов легко получить следующие семь формул сокращённого умножения. Их следует знать наизусть, так как они применяются практически во всех задачах, которые решаются с применением математики.
[1]

[image: image91.wmf]222

()2

abaabb

+=++

;

[2]

[image: image92.wmf]222

()2

abaabb

-=-+

;

[3]

[image: image93.wmf]22

()()

ababab

-=-+

;

[4]

[image: image94.wmf]33223

()33

abaababb

+=+++

;

[5]

[image: image95.wmf]33223

()33

abaababb

-=-+-

;

[6]

[image: image96.wmf]3322

()()

ababaabb

+=+-+

;

[7]

[image: image97.wmf]3322

()()

ababaabb

-=-++


Пример. Упростить выражения: 

1) 
[image: image98.wmf]22

(5)

x

-

; 
2) 
[image: image99.wmf]2323

(5)(5)

abab

-+

;

Решение:

1) Используя формулу [2], получим


[image: image100.wmf]22222242

(5)()2551025

xxxxx

-=-××+=-+

;

2) Используем формулу [3]


[image: image101.wmf]2323223246

(5)(5)(5)()25

abababab

-+=-=-

;

Пример. Выделить полный квадрат двучлена 
[image: image102.wmf]2

4129

xx

++

.
Решение: Используем формулу [1] справа налево


[image: image103.wmf]2222

4129(2)2233(23)

xxxxx

++=+××+=+


Задание 12. Выделить полный квадрат: 
[image: image104.wmf]22

92416.

xxyy

-+


Задание 13. Представьте в виде многочлена:

а) 
[image: image105.wmf]2

(2)(2)(4);

bbb

-+-

          
[image: image106.wmf]2

)18(9);)3(5)(5).

бaaвaaa

+--+-


2.5. Разложение многочленов на множители

В общем случае разложение многочленов на множители не всегда возможно. Но существует несколько случаев, когда это выполнимо.

1. 
Если все члены многочлена содержат в качестве сомножителя одно и то же выражение, то его можно вынести за скобки .

2.
Иногда, группируя члены многочлена в скобки, можно найти общее выражение внутри скобок, это выражение можно вынести в качестве общего множителя за скобки, а после этого другое общее выражение окажется внутри всех скобок. Тогда его следует также вынести за скобки и многочлен будет разложен на множители. 

Пример.

[image: image107.wmf]1)()()()()

axbxaybyaxbxaybyxabyab

+++=+++=+++=



[image: image108.wmf]()();

abxy

=++



[image: image109.wmf]2)236(2)(36)(2)3(2)

abbaabbabaa

-+-=-+-=-+-=



[image: image110.wmf](2)(3)

ab

=-+


Задание 14.  Разложить на множители многочлен.

[image: image111.wmf]32

64222

)88;)1;

)326;)

аababxxбxxx

вbbbгxaxayaxy

--++++

--++--


3.
Иногда включение новых взаимно уничтожающихся членов помогает разложить многочлен на множители.

Пример.

[image: image112.wmf]22222

4522225(2)9

xxxxx

+-=+××+--=+-



[image: image113.wmf]22

(2)3(23)(23)(1)(5)

xxxxx

=+-=+-++=-+

.
4.
 Использование формул сокращённого умножения.
Пример. Разложить на множители

[image: image114.wmf]4233

1)64;2)27

abmn

--


Решение.
1) Используя формулу [3], получаем: 
[image: image115.wmf]4222222

648()(8)(8)

abababab

-=-=-+

;
2) Используя формулу [7], получаем: 

[image: image116.wmf]333322

27(3)(3)(3(3))

mnmnmnmmnn

-=-=-+×+=



[image: image117.wmf]22

(3)(39)

mnmmnn

=-++

.
Задание 15. Разложить на множители многочлен

[image: image118.wmf]33262

)12564;)4

аabбabc

--


2.6. Ответы на задания.

1.
[image: image119.wmf]1131

4,16,7,17,48,24,,,

6216

-------

; 2. 
[image: image120.wmf]20

1,

3

-

; 3.
[image: image121.wmf]71

,

39

--

; 5. 
[image: image122.wmf]546

18,14

xab

-

, 
[image: image123.wmf]8

3

x

; 6. 
[image: image124.wmf]22336

15,10

abcxy

-

; 8.
[image: image125.wmf]232

105,6,630

xccyy

-+-+--+

; 9. 
[image: image126.wmf]632

1233,

aaa

-+-

 
[image: image127.wmf]2

16

xx

-

; 10.
[image: image128.wmf]2

)(1),)(1),

aaaáxx

--

 
[image: image129.wmf]22

)4(13),

âcc

-

 
[image: image130.wmf]3

)4(34)

ãyy

-+

; 11. 
[image: image131.wmf]2

)1130,

axx

++

 
[image: image132.wmf]42

)13,

áyy

-

 
[image: image133.wmf]3232

)2,)152912

âxxyyãxx

+--+-

; 12. 
[image: image134.wmf]2

(34)

xy

-

; 13.
[image: image135.wmf]4223

)816,)81,)375

abb

бaвaa

-++-

; 14. 
[image: image136.wmf])()(8),

aaxb

--

 
[image: image137.wmf]2

)(1)(1),

бxx

++

 
[image: image138.wmf]22

)(2)(3),

вbb

--

 
[image: image139.wmf])()()

гxayxa

-+

; 15.
[image: image140.wmf]22

)(54)(252016),

aabaabb

-++

 
[image: image141.wmf]33

)(2)(2)

бabcabc

-+

.
3. Алгебраические уравнения
3.1. Линейные уравнения с одним неизвестным
Линейным уравнением с одним неизвестным называется уравнение вида: 
[image: image142.wmf]0

axb

+=

, где a и b – известные числа, а x – неизвестная величина. 

Решить уравнение – значит найти численное значение неизвестного  x , при котором это уравнение обращается в тождество. 

Если 
[image: image143.wmf]0

a

¹

, то решение (корень) уравнения имеет вид:


[image: image144.wmf]b

x

a

=-

.
Если 
[image: image145.wmf]0

a

=

, то возможны два случая:

1. если 
[image: image146.wmf]0

b

=

, тогда  
[image: image147.wmf]000

x

×+=

. Здесь 
[image: image148.wmf]x

 может быть любым числом.

2. если 
[image: image149.wmf]0

b

¹

, тогда  
[image: image150.wmf]00

xb

×+=

. Здесь нет решений.

Пример. Решить уравнения: 
[image: image151.wmf]1)53;2)(12)(13)(61)1

xxxxx

=--=--

.
Решение:

1. 
[image: image152.wmf]3

530

5

xx

-=Þ=

;
2. 
[image: image153.wmf](12)(13)(61)1

xxxx

--=--

. Раскроем скобки 

[image: image154.wmf]22

132661

xxxxx

--+=--


Перенесем все члены в левую часть и приведем подобные члены


[image: image155.wmf]21

420

42

xx

-+=Þ==

.

Задание 1.  Решить уравнения: 

[image: image156.wmf]2

)380;)612;)(31)(54)1517

аxбxвxxx

-+==--+-=


3.2. Линейные уравнения, содержащие переменную под знаком модуля

Напомним, что Абсолютной величиной (или модулем) действительного числа а называется само это число, если оно неотрицательное, и это число, взятое с противоположным знаком, если оно отрицательное.

Под линейным уравнением, содержащим переменную под знаком модуля, понимают уравнение следующего вида


[image: image157.wmf]axbc
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При решении этого уравнения используется определение модуля, приведенное выше, т.е. уравнение сводится к совокупности двух линейных уравнений


[image: image158.wmf]axbc
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Пример. Решить уравнения: 

а) 
[image: image159.wmf]536
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Решение. 
[image: image160.wmf]1
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Ответ: 
[image: image161.wmf]12
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б) 
[image: image162.wmf]251
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Это уравнение решений не имеет, поскольку, согласно определению модуля, выражение 
[image: image163.wmf]250
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, и не может равняться -1

Задание 2. Решить уравнения: а) 
[image: image164.wmf]387
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; б) 
[image: image165.wmf]352
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3.3. Степени и корни

Операции со степенями.

1. При умножении степеней с одинаковым основанием их показатели складываются:


[image: image166.wmf]mnmn
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2. При делении степеней с одинаковым основанием их показатели  вычитаются.


[image: image167.wmf]m
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3. Степень произведения двух или нескольких сомножителей равна произведению степеней этих сомножителей.


[image: image168.wmf]()
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4. Степень отношения (дроби) равна отношению степеней делимого (числителя) и делителя (знаменателя):


[image: image169.wmf]n
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5. При возведении степени в степень их показатели перемножаются:


[image: image170.wmf](
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6.  Степень некоторого числа с отрицательным (целым) показателем определяется как единица, делённая на степень того же числа с показателем, равным абсолютной величине  отрицательного показателя:
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7.  Степень любого ненулевого числа с нулевым показателем равна 1, т.е.
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Пример. 
[image: image174.wmf]0
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8. Для того, чтобы возвести действительное число  а в степень 
[image: image175.wmf]m
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, нужно извлечь корень n–ой степени из m-ой степени этого числа  а : 
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Пример. 
[image: image177.wmf]3

3

2

44648

===


Пример.
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Задание 3. Найти значение выражения: 
[image: image179.wmf](
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Задание 4. Упростить выражение: 
[image: image180.wmf](
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Операции с корнями.
Во всех нижеприведенных формулах символ 
[image: image181.wmf] означает арифметический корень (подкоренное выражение положительно). 

1. Корень из произведения нескольких сомножителей равен произведению  корней из этих сомножителей:
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2.  Корень из отношения равен отношению корней делимого и делителя:
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3. При возведении корня в степень достаточно возвести в эту степень подкоренное число:
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4. Если увеличить степень корня в n раз и одновременно возвести в n-ую степень подкоренное число, то значение корня не изменится:
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Пример: 
[image: image186.wmf]6
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Пример. Упростить выражение.

[image: image187.wmf]33
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Пример. Внести множитель под знак корня.
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Задание 5. Упростить выражение: 
[image: image189.wmf]9
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3.4. Квадратное уравнение и его решение

Квадратное уравнение есть алгебраическое уравнение второй степени:


[image: image190.wmf]2
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где 
[image: image191.wmf],,
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– заданные числовые или буквенные коэффициенты, x –  неизвестное. 
Если 
[image: image192.wmf]0
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, то уравнение становится линейным. Поэтому будем считать, что 
[image: image193.wmf]0
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Уравнение (1) называется неприведенным квадратным уравнением. Его решение находится следующим образом. Вычисляем дискриминант:
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· 
[image: image195.wmf]нет действительных корней;
· 
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 один корень 
[image: image197.wmf]2
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· 
[image: image198.wmf]0
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2 корня, которые вычисляются по формуле:
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Полученные корни обладают таким свойством:

[image: image200.wmf]1212
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Пример. Решить квадратное уравнение:
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Решение. Здесь 
[image: image202.wmf]1,5,6
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. Найдем дискриминант 
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Задание 6. Решить квадратное уравнение: 

[image: image205.wmf]2
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Если в уравнении (1) b или  c (или оба) равны нулю, то это уравнение называется неполным. 

Пример. Решить неполные квадратные уравнения:

[image: image206.wmf]222
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Задание 7.  Решить неполное квадратное уравнение.

[image: image207.wmf]2
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Поскольку 
[image: image208.wmf]0
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, то все члены уравнения (1) можно разделить на а, в результате чего мы получим: 
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(2)
где 
[image: image210.wmf],
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. Это квадратное уравнение называется приведенным. И его можно решить с помощью теоремы Виета:
Теорема Виета. Сумма корней  приведенного квадратного уравнения (2) равна коэффициенту при первой степени неизвестного, взятому с обратным  знаком, а произведение корней равно свободному члену, т.е.
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3.5. Разложение на множители квадратичного трехчлена

Каждый квадратный трехчлен 
[image: image212.wmf]2
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 может быть разложен на множители  первой степени следующим образом. 

· Решим квадратное уравнение: 
[image: image213.wmf]2
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·  Если  
[image: image214.wmf]12
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 -  корни этого уравнения, то
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Пример. Разложить трехчлен 
[image: image216.wmf]2
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 на множители.
Решение. Во-первых, решим уравнение: 
[image: image217.wmf]2
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[image: image218.wmf]2,4,6;

abc

==-=-
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 Отсюда, 
[image: image221.wmf]2
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Пример. Разложить трехчлен на множители: 
[image: image222.wmf]32

230

xxx

--=

.

Решение. Сначала вынесем общий множитель за скобки:
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Решим квадратное уравнение 
[image: image224.wmf]2
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 (проверьте самостоятельно). Тогда
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Задание 8. Разложить на множители многочлен: 
[image: image227.wmf]2
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Задание 9. Решить уравнение: 
[image: image228.wmf]32
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3.6. Ответы на задания.

1.
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4. Алгебраические неравенства

4.1. Общие сведения

Два выражения (числовые или буквенные), соединённые одним из знаков: «больше» (>), «меньше» (<), «больше или равно» (
[image: image239.wmf]³

), «меньше или равно» (
[image: image240.wmf]£

) образуют неравенство  (числовое или буквенное). Любое справедливое неравенство называется тождественным. 

Например, тождественны следующие неравенства:   


[image: image241.wmf]37202410
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[image: image242.wmf]53
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В зависимости от знака неравенства мы имеем либо строгие неравенства   (>, <), либо нестрогие (
[image: image243.wmf]£

, 
[image: image244.wmf]³

). Запись 
[image: image245.wmf]54
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 означает, что 5a либо меньше 4b, либо равно ему. Буквенные величины, входящие в неравенство, могут быть как известными, так и неизвестными. 

Решить неравенство – значит найти границы, внутри которых должны находиться неизвестные, так чтобы неравенство было справедливым. 

Два неравенства, содержащие одни и те же неизвестные, называются равносильными или эквивалентными, если они справедливы при одних и тех же значениях этих неизвестных. Решение неравенств - это процесс перехода от одного неравенства к другому, равносильному неравенству. Неравенства могут быть алгебраические (содержащие только многочлены) и трансцендентные (например, логарифмические или  тригонометрические). 

Свойства неравенств с переменными.

 1. Если с одной части неравенства перенести в другую слагаемое с противоположным знаком, то получим неравенство, равносильное данному.

 2. Если обе части неравенства умножим или поделим на одно и то же положительное число, то получим неравенство, равносильное данному.

 3. Если обе части неравенства умножим или поделим на одно и то же отрицательное число, изменив при этом знак неравенства на противоположный, то получим неравенство, равносильное данному.
Числовые промежутки
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4.2. Линейные неравенства

Под линейными неравенствами понимают неравенства вида
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где 
[image: image271.wmf],

ab

 – вещественные числа (
[image: image272.wmf]0
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Линейные неравенства решают заменой исходного неравенства ему эквивалентным. При этом используются указанные свойства неравенств. Так, множество решений неравенства


[image: image273.wmf]0

axb

+>


может быть найдено следующим образом: перенесем свободные члены в правую часть неравенства с противоположными знаками, в результате чего получим эквивалентное неравенство


[image: image274.wmf]axb
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и разделим обе части неравенства на 
[image: image275.wmf]a

. Тогда:

1) Если 
[image: image276.wmf]0
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, то получаем неравенство 
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которое и дает множество решений исходного неравенства. Это множество решений также можно записать в виде
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2) Если 
[image: image279.wmf]0
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, то получаем неравенство
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Множество действительных чисел, удовлетворяющих этому неравенству, и есть множество решений исходного неравенства:
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Аналогичным образом могут быть найдены решения любых линейных неравенств.

Пример: Решить неравенство 
[image: image282.wmf]543
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Решение. 
[image: image283.wmf][
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Задание 1. Решите неравенства 
[image: image284.wmf])657;)972
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4.3. Квадратные неравенства

Под квадратным неравенством понимается неравенство, которое может быть приведено к одному из следующих неравенств:
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где 
[image: image286.wmf],,
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 – вещественные числа (
[image: image287.wmf]0
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Такие неравенства решаются методом интервалов, который заключается в следующем: 

– решить квадратное уравнение 
[image: image288.wmf]0
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;

– найденные корни нанести на числовую ось; в результате она разбивается на некоторое число интервалов;

– найти знаки функции 
[image: image289.wmf]()
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 в полученных интервалах, вычислив значение функции в какой-либо одной точке из каждого интервала;

– записать ответ.

Пример: Решить неравенства: 

a) 
[image: image290.wmf]2
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Решим квадратное уравнение 
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Нанесем полученные корни на числовую ось и найдем знаки функции 
[image: image293.wmf]2
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Решением неравенства является заштрихованные промежутки, т.е.
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Ответ можно записать и  в виде объединения интервалов:
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Изобразим решение исходного неравенства на графике (жирной линией).

[image: image300]
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Решим квадратное уравнение
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Так как дискриминант отрицательный, то корней у этого уравнения нет, т.е. функция 
[image: image304.wmf]2

()236

fxxx
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 не пересекает ось абсцисс. 

Поскольку 
[image: image305.wmf]20

a

=>

, ветки данной параболы направлены вверх. Значит график расположен над осью абсцисс, т.е. функция 
[image: image306.wmf]()0

fx

>

. График данной параболы можно представить в виде

[image: image307]
Решением исходного неравенства является вся числовая ось, т.е. 
[image: image308.wmf]xR

Î

.

 Задание 2. Решите неравенства

[image: image309.wmf]22
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4.4. Линейные неравенства, содержащие переменную под знаком модуля

Под неравенствами, содержащими переменную под знаком модуля, понимают неравенства вида


[image: image310.wmf]0,0
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axbcaxbc

axbcaxbc
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.

При решении таких неравенств будем использовать свойства неравенств, содержащих переменную под знаком модуля, которые вытекают из определения модуля:
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Пример. Решить неравенства:

а) 
[image: image313.wmf]5116
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Решение. 
[image: image314.wmf]511665116
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.

Разобьем полученное двойное неравенство на систему двух неравенств


[image: image315.wmf]6115611
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[image: image316.wmf]1755
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б) 
[image: image318.wmf]723
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Решение. Заметим, что 
[image: image319.wmf]7227

xx
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. Поэтому будем решать неравенство:

[image: image320.wmf]2732105

273

273242

xxx

x

xxx

->>>

ééé

->ÛÛÛÛ

êêê

-<-<<

ëëë



[image: image321.wmf](,2)(5,)
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.
Задание 3. Решите неравенства 

[image: image322.wmf])385;)542
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.
4.5. Ответы на задания.

1. 
[image: image323.wmf])(2,),)[1,)
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; 2. 
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5. Логарифм
5.1. Понятие логарифма и его свойства

Логарифмом положительного числа N по основанию 
[image: image326.wmf]b

 (
[image: image327.wmf]0,1

bb

>¹

) называется показатель степени x, в которую нужно возвести b, чтобы получить N.

Обозначение логарифма:

[image: image328.wmf]log
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Эта запись равнозначна следующей: 
[image: image329.wmf]x
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.

Примеры:
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, т.к. 
[image: image331.wmf]4
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[image: image332.wmf]1
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, т.к. 
[image: image333.wmf]3
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Задание 1. Вычислить: а) 
[image: image334.wmf]2

log32

;  б) 
[image: image335.wmf]1
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log16

.
Вышеприведенное определение логарифма можно записать в виде тождества:


[image: image336.wmf]log

b
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.
Основные свойства логарифмов.

Пусть 
[image: image337.wmf]0,0,0,1
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.

1) 
[image: image338.wmf]log1
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, так как  
[image: image339.wmf]1
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2) 
[image: image340.wmf]log10
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, так как  
[image: image341.wmf]0
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.
3)  Логарифм произведения равен сумме логарифмов сомножителей:


[image: image342.wmf]log()loglog
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4) Логарифм частного равен разности логарифмов делимого и делителя:
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5) Логарифм степени равен произведению показателя степени на логарифм её основания: 


[image: image344.wmf]loglog
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Следствием этого свойства является следующее: логарифм корня равен логарифму подкоренного числа, делённому на степень корня:


[image: image345.wmf]1
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6)  Формула модуля перехода ( т.e. перехода от одного основания логарифма к другому основанию ):


[image: image346.wmf]log
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В частном случае при  
[image: image347.wmf]Na
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Пример. Вычислить
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Пример. Упростить
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)

(

)

1

666

3

66666

111

1)log(6)log(6)loglog66log1

333

aaaa

==+=×+


Задание 2. Вычислить.

[image: image353.wmf]2410
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Задание 3. Упростить. 
[image: image354.wmf]85
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Десятичным логарифмом называется логарифм по основанию 10. Он обозначается  lg , т.е. 
[image: image355.wmf]10

loglg
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=

. 
Десятичные логарифмы чисел 10, 100, 1000, …. pавны соответственно 1,  2,  3, …,  т.е. равны такому положительному числу единиц, сколько нулей стоит в логарифмируемом числе после единицы. Логарифмы чисел 0.1, 0.01, 0.001, ... pавны соответственно –1,  –2,  –3, …, т.е. равны такому отрицательному числу единиц, сколько нулей стоит в логарифмируемом числе перед единицей (считая и нуль целых). Логарифмы остальных чисел имеют дробную часть, называемую мантиссой. Целая часть логарифма называется  характеристикой. Для практического применения десятичные логарифмы наиболее удобны.

Натуральным логарифмом называется логарифм по основанию 
[image: image356.wmf]e

. Он обозначается ln , т.е. 
[image: image357.wmf]logln
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. 
Пример: Упростить


[image: image358.wmf]342
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[image: image359.wmf]3
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Задание 4. Упростить: 
[image: image360.wmf]323

3ln2lnln

xyxy
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Число 
[image: image361.wmf]e

 является иррациональным, его приближённое значение 2.718281828. Как это ни покажется странным, натуральные логарифмы оказались очень удобными при проведении различного рода операций, связанных с анализом функций. Вычисление логарифмов по основанию 
[image: image362.wmf]e

 осуществляется гораздо быстрее, чем по любому другому основанию.
5.2. Ответы на задания.

1.
[image: image363.wmf])5,)4

аб

-

; 2. 
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; 3. 
[image: image365.wmf]2
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; 4. 
[image: image366.wmf]7
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6. Элементарные функции и их основные свойства
К элементарным функциям относятся рациональные, степенные, показательная и логарифмические функции, а также тригонометрические и обратные тригонометрические функции; к классу элементарных функций, кроме того, относят также сложные функции, образованные из перечисленных выше элементарных функций применением арифметических операций и операции взятия функции от функции.
Рассмотрим основные элементарные функции:

6.1. Степенная функция.

Степенной функцией называется функция вида 
[image: image367.wmf]()

n

yxx
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, где 
[image: image368.wmf]n

 – любое действительное число, называемое показателем степени. И в зависимости от значения 
[image: image369.wmf]n

 степенная функция имеет определенные свойства и график.
· 
[image: image370.wmf]1

n

=

 – линейная функция 
[image: image371.wmf]yx

=

. Общий вид линейной функции: 
[image: image372.wmf]ykxb
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, где 
[image: image373.wmf],

kb

 – вещественные числа. Областью определения и областью значения этой функции является множество всех вещественных чисел, т.е. 
[image: image374.wmf]xR

Î

 и 
[image: image375.wmf]()

yxR

Î

. Графиком является прямая линия (чтобы ее построить, нужно найти две произвольные точки, принадлежащие этой прямой)

Пример. Построить график функции 
[image: image376.wmf]21
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=+

.

Найдем точки, принадлежащие этой функции, и проведем через них прямую линию (рис. 1) . 

	
[image: image377.wmf]x
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[image: image2052.wmf]21
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Рис.1. График функции 
[image: image381.wmf]21
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Задание 1. Построить график функции 
[image: image382.wmf]2
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.

· 
[image: image383.wmf]1

n
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– гипербола. Общий вид уравнения гиперболы: 
[image: image384.wmf]k
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, где 
[image: image385.wmf]k

 – вещественное число, отличное от нуля. Число k называют коэффициентом обратной пропорциональности. Область определения и значения функции – множество всех действительных чисел, за исключением числа 0, т.е.  
[image: image386.wmf]\{0}

xR
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 и 
[image: image387.wmf]()\{0}
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Î

. Эта функция является нечетной, и ее график симметричен относительно начала координат. На рис.2 представлен график функции 
[image: image388.wmf]1
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[image: image2054.wmf]1
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Задание 2. Построить график функции 
[image: image390.wmf]1
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· 
[image: image391.wmf]2
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 – квадратичная функция 
[image: image392.wmf]2
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. Общий вид квадратичной функции: 
[image: image393.wmf]2
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, где 
[image: image394.wmf],,
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 – некоторые действительные числа и 
[image: image395.wmf]0
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¹

. В простейшем случае имеем:  b = c = 0  и  
[image: image396.wmf]2
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. Областью определения этой функции является множество всех вещественных чисел, т.е. 
[image: image397.wmf]xR
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. При b(0 функция не является четной и не является нечетной. При b=0 квадратичная функция – четная. График квадратичной функции называется параболой. На рис.3 представлен график функции 
[image: image398.wmf]2
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Рис. 3

Задание 3. Построить график функции 
[image: image400.wmf]2
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· 
[image: image401.wmf]1
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 – 
[image: image402.wmf]yx
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. Областью определения этой функции является множество всех вещественных чисел, не меньших нуля, т.е. 
[image: image403.wmf]0
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. Эта функция не является четной и нечетной. На рис. 4 представлен график функции 
[image: image404.wmf]yx
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[image: image2055.wmf]1
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Рис. 4

Пример. Найти область определения функции 
[image: image406.wmf]23
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Решение. 
[image: image407.wmf]33
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Задание 4. Найти область определения функции 
[image: image408.wmf]53
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.

6.2. Показательная функция

Показательной функцией называется функция вида 
[image: image409.wmf]x

ya

=

, где а – некоторое положительное действительное число, называемое основанием степени; 
[image: image410.wmf]0,1
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. Область определения функции – вся числовая прямая, т.е. 
[image: image411.wmf]xR

Î

. Область значения функции – множество всех положительных чисел, т.е. 
[image: image412.wmf]0
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. Функция не является четной и нечетной. На рис. 5 представлены графики функций 
[image: image413.wmf]2
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[image: image2056.wmf]3

2

-

[image: image2057.png]Puc. 17




[image: image415]
Рис. 5

6.3. Логарифмическая функция

Функцию, обратную показательной функции 
[image: image416.wmf]x

ya

=

, называют логарифмической и обозначают y=logax. Число а называется основанием логарифмической функции. Логарифмическую функцию с основанием 10 обозначают 
[image: image417.wmf]lg

x

,а логарифмическую функцию с основанием е обозначают 
[image: image418.wmf]ln

x

.

Область определения логарифмической функции – промежуток (0; +(). Область значения логарифмической функции – вся числовая прямая, т.е 
[image: image419.wmf]yR

Î

. На рис. 6 представлен схематические графики логарифмической функции при основаниях 
[image: image420.wmf]1
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 и 
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Рис. 6
Пример. Найти область определения функции 
[image: image423.wmf]ln(1)
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Решение. 
[image: image424.wmf]101(1,)
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. Изобразим график этой функции.
[image: image2058.wmf]2
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Задание 5. Найти область определения функции 
[image: image425.wmf]ln(26)
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.

6.4. Тригонометрические функции

Функции 
[image: image426.wmf]sin,cos,,

xxtgxctgx

 называются тригонометрическими функциями. Рассмотрим каждую из них.

· 
[image: image427.wmf]sin
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Область определения – множество всех действительных чисел, т.е. 
[image: image428.wmf]xR

Î

. Область значения – промежуток [-1; 1]. Функция 
[image: image429.wmf]sin
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 – нечетная, т.е. 
[image: image430.wmf]sin()sin
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. Функция 
[image: image431.wmf]sin
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=

 – периодическая. Наименьший положительный период равен 2(: sin (х+2()= sin х. График функции 
[image: image432.wmf]sin
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=

 изображен на рис. 7. Эта кривая называют синусоидой.
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Рис.7 
· 
[image: image434.wmf]cos
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Область определения – множество всех действительных чисел, т.е. 
[image: image435.wmf]xR

Î

. Область значения – промежуток [-1; 1]. Функция 
[image: image436.wmf]cos
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=

 – четная, т.е. 
[image: image437.wmf]cos()cos

xx

-=

. Функция 
[image: image438.wmf]cos
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 – периодическая. Наименьший положительный период равен 2(: 
[image: image439.wmf]cos(2)cos
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. График функции 
[image: image440.wmf]cos
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 изображен на рис. 8. Эта кривая называют косинусоидой. 
[image: image441.png]Puc. 20




Рис. 8
· 
[image: image442.wmf]ytgx
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Область определения функции – множество всех действительных чисел, кроме  
[image: image443.wmf],
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. Область значения – множество всех действительных чисел. Функция 
[image: image444.wmf]ytgx
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 – нечетная: 
[image: image445.wmf]()
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. Функция 
[image: image446.wmf]ytgx
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 – периодическая. Наименьший положительный период функции равен (: 
[image: image447.wmf]()
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. График функции 
[image: image448.wmf]ytgx
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 изображен на рис. 9. График этой кривой называют тангенсоидой.
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Рис. 9
· 
[image: image450.wmf]yctgx
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Область определения функции – множество всех действительных чисел, кроме 
[image: image451.wmf],
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. Область значения – множество всех действительных чисел. Функция 
[image: image452.wmf]yctgx
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 – нечетная: 
[image: image453.wmf]()
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. Функция 
[image: image454.wmf]yctgx
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 – периодическая. Наименьший положительный период функции равен (: 
[image: image455.wmf]()
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. График функции 
[image: image456.wmf]yctgx
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 изображен на рис. 10. 
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Рис. 10
6.5. Обратные тригонометричеcкие функции

· 
[image: image458.wmf]arcsin
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Арксинус 
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 – это главный угол, синус которого равен 
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; значения этого угла выбирается на отрезке 
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Рис. 11
Пример. Найти область определения функции 
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Задание 6. Найти область определения функции 
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Арккосинус
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 – это главный угол, косинус которого равен 
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Рис.12
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Арктангенс
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 – это главный угол, тангенс которого равен 
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; значения этого угла выбирается на отрезке 
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. Областью определения функции 
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 является вся числовая ось, т.е. 
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. Функция 
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 является нечетной. На рис.13 представлен график функции
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Рис. 13
· 
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Арккотангенс
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– это главный угол, котангенс которого равен 
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; значения этого угла выбирается на отрезке
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 не является ни четной, ни нечетной. На рис. 14 представлен график функции
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Рис. 14
6.6. Ответы на задания.
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7. Планиметрия
7.1. Треугольник

Треугольник – это многоугольник с тремя сторонами (или тремя углами). Стороны треугольника обозначаются часто малыми буквами, которые соответствуют заглавным буквам, обозначающим противоположные вершины.
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                           г)
        д)

Рис.15.
Если все три угла острые (рис. 15а), то это остроугольный треугольник. Если один из углов прямой (рис. 15б), то это прямоугольный треугольник; стороны a, b, образующие прямой угол, называются катетами; сторона c, противоположная прямому углу, называется гипотенузой. Если один из углов тупой (рис. 15в), то это тупоугольный треугольник. 

Треугольник ABC ( рис. 15г) – равнобедренный, если две его стороны равны ( a = c); эти равные стороны называются боковыми, третья сторона называется основанием треугольника. 
Треугольник ABC ( рис. 15д ) – равносторонний,  если все его стороны равны  (a = b = c ). 

Теорема Пифагора. В прямоугольном треугольнике квадрат длины гипотенузы равен сумме квадратов длин катетов, т.е.  (рис. 15б)
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Для произвольного треугольника  имеем (рис. 15а):
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где C – угол между сторонами  a  и  b.
Сумма углов треугольника рвана 
[image: image509.wmf]0
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.
7.2. Параллелограмм и трапеция
Параллелограмм (ABCD, рис.16) – это четырёхугольник, противоположные стороны которого попарно параллельны.
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Рис. 16.
Любые две противоположные стороны параллелограмма называются его основаниями, а расстояние между ними – высотой ( BE,  рис.16 ).

Если один из углов параллелограмма прямой, то все остальные углы также прямые. Такой параллелограмм называется прямоугольником  ( рис.17 ).
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Рис. 17.
 Если все стороны параллелограмма равны, то этот параллелограмм называется ромбом ( рис.18 ) .
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      Рис. 18.
                      Рис. 19
Квадрат – это параллелограмм с прямыми углами и равными сторонами (рис.19). 

Трапеция - это четырёхугольник, у которого две противоположные стороны параллельны ( рис.20а, 20б ).
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Рис. 20а.
                    Рис. 20б
Трапеция с равными боковыми сторонами ( AB = CD ) называется равнобочной (рис. 20б) трапецией. В равнобочной трапеции углы при каждом основании равны (
[image: image515.wmf];

ADBC

Ð=ÐÐ=Ð

). 

7.3. Круг и окружность

Окружность – это геометрическое место точек (т.е. множество всех точек) на плоскости, равноудалённых от одной точки, называемой центром окружности. Отрезок, соединяющий центр окружности с какой-либо её точкой, называется радиусом и обозначается r или R. 
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    Рис. 21

Часть плоскости, ограниченная окружностью, называется кругом. Часть окружности (AmB, рис.21)  называется дугой. Прямая PQ,  проходящая через точки M  и N  окружности (рис.21), 
называется секущей, а её отрезок MN, лежащий внутри окружности - хордой.Хорда, проходящая через центр круга (например, BC, рис.21), называется диаметром и обозначается d или D. Диаметр – это наибольшая хорда, равная двум радиусам (d = 2r).
Сегмент – это часть круга, ограниченная дугой ACB и соответствующей хордой AB (рис.22). Длина перпендикуляра CD, проведенного из середины хорды  AB до пересечения с дугой ACB, называется высотой сегмента.

Сектор – это часть круга, ограниченная дугой AmB и двумя радиусами OA и OB, проведенными к концам этой дуги (рис.23).
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       Рис.22
                     Рис.23
Длина окружности вычисляется по формуле 
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7.4. Периметр и площади плоских фигур

Периметром любого многоугольника называется сумма всех его сторон.

Приведем наиболее важные формулы для вычисления площадей плоских фигур.

1) Квадрат (рис. 24). 
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                       Рис. 24
2) Прямоугольник (рис. 25). 
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                        Рис. 25
3) Ромб (рис. 26). 
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                      Рис. 26
4) Параллелограмм (рис.27). 
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                         Рис.27
Трапеция (рис.28). 
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                         Рис. 28
5) Треугольник:

· Прямоугольный треугольник. (рис.29). 
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– катеты.
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  Рис. 29
· Равносторонний треугольник.  
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– сторона.
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· Произвольный треугольник. 
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 – стороны; 
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 – угол, противоположный стороне 
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где
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Последнее выражение называется формулой Герона.

6) Круг.  D – диаметр;  r – радиус.
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7) Сектор (рис.30).  r – радиус;  n – величина центрального угла в градусах;  l – длина дуги.
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                                                           Рис. 30
Пример. Площадь квадрата равна 
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. Найти сторону равностороннего треугольника, имеющего такую же площадь и его периметр.
Решение. Площадь равностороннего треугольника 
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. По условию задачи она равна площади квадрата, т.е 
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Тогда периметр этого треугольника, учитывая, что он равносторонний, равен
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Задание 1. Найти площадь области, заключенной между двумя концентрическими окружностями, имеющими радиусы, соответственно, 3 см и 5 см. 
Задание 2. Найти диаметр круга, площадь которого равна площади равнобочной трапеции с основаниями 5 см и 11см  и высотой 4 см. 

7.5. Ответы на задания.
1. 
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8. Стереометрия

8.1. Многогранники. Призма, параллелепипед, пирамида

Многогранник – это тело, граница которого состоит из кусков плоскостей (многоугольников). Эти многоугольники называются гранями, их стороны – рёбрами, их вершины – вершинами многогранника. Отрезки, соединяющие две вершины и не лежащие на одной грани, называются диагоналями многогранника. Многогранник –  выпуклый, если все его диагонали расположены внутри него.

Призма – это многогранник (рис. 31), две грани которого ABCDEF и 
[image: image559.wmf]111111
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 (основания призмы) – равные многоугольники с соответственно параллельными сторонами, а остальные грани (
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 и т.д.) – параллелограммы, плоскости которых параллельны прямой (
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, или 
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 и т.д. ). Параллелограммы 
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, 
[image: image566.wmf]11

BB
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 и т.д. называются боковыми гранями; рёбра 
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, 
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BB

, 
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CC

 и т.д. называются боковыми рёбрами. 

Высота призмы – это  любой перпендикуляр, опущенный из любой точки основания на плоскость другого основания (
[image: image570.wmf]1
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, или 
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, или 
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 и т.д.). В зависимости от формы многоугольника, лежащего в основании, призма может быть соответственно: треугольной, четырёхугольной, пятиугольной, шестиугольной и т.д. Если боковые рёбра призмы перпендикулярны к плоскости основания, то такая призма называется прямой; в противном случае – это  наклонная призма. Если в основании прямой призмы лежит правильный многоугольник, то такая призма также называется правильной. На рис.79 показана прямая призма.
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Рис. 31

Параллелепипед  – это  призма, основания которой параллелограммы. Таким образом, параллелепипед имеет шесть граней и все они – параллелограммы. Противоположные грани попарно равны и параллельны. У параллелепипеда четыре диагонали; они все пересекаются в одной точке и делятся в ней пополам. Если четыре боковые грани параллелепипеда – прямоугольники, то он называется прямым. Прямой параллелепипед, у которого все шесть граней – прямоугольники, называется прямоугольным (рис. 32а). Прямоугольный параллелепипед, все грани которого квадраты, называется кубом (рис. 32б). Все рёбра куба равны.


[image: image574]

       Рис. 32а
              Рис. 32б
Пирамида – это многогранник, у которого одна грань (основание пирамиды) – это произвольный многоугольник (ABCDE, рис.33), а остальные грани (боковые грани) – треугольники с общей вершиной S, называемой вершиной пирамиды. Перпендикуляр SO, опущенный из вершины пирамиды на её основание, называется высотой пирамиды. В зависимости от формы многоугольника, лежащего в основании, пирамида может быть соответственно: треугольной, четырёхугольной, пятиугольной, шестиугольной и т.д. Треугольная пирамида является  тетраэдром (четырёхгранником), четырёхугольная – пятигранником и т.д. Пирамида называется правильной, если в основании лежит правильный многоугольник, а её высота падает в центр основания. Все боковые рёбра правильной пирамиды равны; все боковые грани – равнобедренные треугольники. Высота боковой грани (SF) называется  апофемой правильной пирамиды.
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Рис 33
8.2. Тела вращения

Цилиндр называется тело, которое состоит из двух кругов, совмещаемых параллельным переносом, и всех отрезков, соединяющих соответствующие точки кругов (рис.34). руги называются основаниями цилиндра, а отрезки, соединяющие соответствующие точки окружностей кругов – образующими цилиндра. Цилиндр – прямой, если его образующие перпендикулярны основанию; в противном случае цилиндр – наклонный. 
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Рис.34
Конус – тело, которое состоит из круга – основания конуса, точки, не лежащей в плоскости этого круга, – вершины конуса и всех отрезков, соединяющих вершину конуса с точками основания (Рис.35). Отрезки, соединяющие вершину конуса с точками окружности основания, называются образующими конуса. Поверхность конуса состоит из основания и боковой поверхности. Высотой конуса называется перпендикуляр, опущенный из его вершины на плоскость основания. 
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Рис.35
Шар – это тело, которое состоит из всех точек пространства, находящихся на расстоянии, не большем данного, от данной точки (Рис. 36). Эта точка называется центром шара, а данное расстояние – радиусом шара. Граница шара называется шаровой поверхностью или сферой.
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Рис.36

8.3. Объемы и поверхности тел

Обозначения:  V – объём;  
[image: image579.wmf]осн

S

 – площадь основания; 
[image: image580.wmf]бок

S

 – площадь боковой поверхности; 
[image: image581.wmf]S

 – полная поверхность, 
[image: image582.wmf]H

 – высота, 
[image: image583.wmf]l

 – апофема.

· Призма.

Объем призмы равен произведению площади ее основания на высоту 
[image: image584.wmf]H

, т.е.


[image: image585.wmf]осн
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.

Площадь боковой поверхности призмы равна произведению периметра основания (
[image: image586.wmf]осн

P

) на высоту 
[image: image587.wmf]H

, т.е.


[image: image588.wmf]бокосн
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.

Полная поверхность призмы равна сумме площади боковой поверхности и площадей двух оснований, т.е.
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· Пирамида.

Объем пирамиды равен одной трети произведения площади ее основания на высоту 
[image: image590.wmf]H

, т.е.
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.

Площадь боковой поверхности правильной пирамиды равна произведению полупериметра основания (
[image: image592.wmf]осн

P

) на апофему 
[image: image593.wmf]l
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Полная поверхность призмы равна сумме площади боковой поверхности и площади основания, т.е.
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· Цилиндр
Объем цилиндра равен произведению площади основания на высоту 
[image: image596.wmf]H

, а т.к. в основании лежит круг с радиусом 
[image: image597.wmf]R

, то 
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.

Площадь боковой поверхности цилиндра определяется по формуле


[image: image599.wmf]2
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Полная поверхность цилиндра равна сумме площади боковой поверхности и площади основания, т.е.
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· Конус.

Объем конуса вычисляется по формуле 


[image: image601.wmf]2
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Площадь боковой поверхности конуса:


[image: image602.wmf]бок

SR

p

=

l

.

Полная поверхность цилиндра равна сумме площади боковой поверхности и площади основания, т.е.
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· Шар

Объем шара вычисляется по формуле 


[image: image604.wmf]3
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Полная поверхность шара
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9. Тригонометрия
9.1. Тригонометрические функции острого угла
Тригонометрические функции острого угла есть отношения различных пар сторон прямоугольного треугольника ( рис.37 ):
[image: image606.png]Puc. 2




Рис.37
1) Синус угла 
[image: image607.wmf]A

 – отношение противолежащего катета к гипотенузе: 


[image: image608.wmf]sin()
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.
2)  Косинус угла 
[image: image609.wmf]A

 – отношение прилежащего катета к гипотенузе:


[image: image610.wmf]cos()
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.
3)  Тангенс угла 
[image: image611.wmf]A

 – отношение противолежащего катета к прилежащему: 
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4) Котангенс угла 
[image: image613.wmf]A

 –  отношение  прилежащего  катета  к  противолежащему: 


[image: image614.wmf]()
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Аналогично записываются формулы для другого острого угла B 
Задание 1.  Запишите формулы тригонометрических функций для угла В.
Для некоторых углов можно записать точные значения их тригонометрических функций. Наиболее важные случаи приведены в таблице 1 (стр. 81):
Пример. В прямоугольном треугольнике АВС (рис.37) заданы 
[image: image615.wmf]0
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, 
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. Найти остальные углы и стороны.
Решение. 
[image: image617.wmf]A
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 найдем, зная то, что сумма углов треугольника равна 
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Все остальные стороны найдем, используя формулы тригонометрических функций:
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Ответ: 
[image: image622.wmf]0

30,1,3

Aab

Ð===

.

Задание 2. Найти значения тригонометрических функций, пользуясь таблицей 1 (стр. 81).
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Задание 3. В прямоугольном треугольнике АВС (рис.37) заданы 
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. Найти остальные углы и стороны.
9.2. Тригонометрические формулы
1) Соотношения между тригонометрическими функциями одного и того же угла:
Эти формулы являются основными тригонометрическими тождествами, то есть они верны для любого угла. Используя их, можно сократить и упростить процесс вычислений.
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Пример: Упростить выражение:
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Применили формулу 
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Задание 4. Упростить выражение: 
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2) Формулы приведения.
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Эти формулы позволяют: 

 1)  найти численные значения тригонометрических функций углов, больших 90°;

 2) выполнить преобразования, приводящие к более простым выражениям;

 3)  избавиться от отрицательных углов и углов, больших 360°.

Отметим, что 
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Пример: Упростить.
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Задание 5. Упростить:
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3) Формулы сложения и вычитания
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Пример: Упростить
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Задание 6. Упростить: 
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4) Формулы двойных углов
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Пример: 1) Разложить в произведение:
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 2) Упростить: 
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Задание 7. Разложить в произведение: а)
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Задание 7. Упростить: 
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5) Формулы понижения степени
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Пример: 1) Понизить степень:   
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     2) Повысить степень: 
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Задание 9. Понизить степень: 
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Задание 10. Повысить степень: 
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6) Формулы преобразования суммы и разности в произведение
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Пример: Преобразовать в произведение
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Задание 11. Преобразовать в произведение: 
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7) Формулы преобразования произведения в сумму
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Пример: Преобразовать в сумму
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Задание 12. Преобразовать в сумму: 
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8) Некоторые важные формулы
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9.3. Простейшие тригонометрические уравнения

Уравнение, содержащее неизвестное под знаком тригонометрической функции, называется тригонометрическим. 

Рассмотрим следующие простейшие тригонометрические уравнения:
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p

=£=±+

– любое целое число;

3) 
[image: image758.wmf]tgxa
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· 
[image: image759.wmf]0,,

tgxxkk

p

==

–любое целое число;

· 
[image: image760.wmf],(),

tgxaxarctgakk

p

==+

– любое целое число;

4) 
[image: image761.wmf]ctgxa
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· 
[image: image762.wmf]0,,

2
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p
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==+

–любое целое число;

· 
[image: image763.wmf],(),

ctgxaxarcctgakk

p

==+

– любое целое число.
Пример: Решить уравнения
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Задание 13. Решить уравнения: 
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.
9.4. Ответы на задания.
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10. Контрольные задания

Примечание. Номер варианта задания совпадает с порядковым номером студента в журнале группы.

Задание I. Выполнить действия.
1) 
[image: image784.wmf]235
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;
16) 
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;
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;
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;
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;
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;
6) 
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;
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[image: image797.wmf]312
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;
8) 
[image: image798.wmf]111
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;
23) 
[image: image799.wmf]224
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;
9) 
[image: image800.wmf]121
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;
24) 
[image: image801.wmf]546
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10) 
[image: image802.wmf]11
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;
25) 
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;
11) 
[image: image804.wmf]13
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;
26) 
[image: image805.wmf]11

1,5:72
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;
12) 
[image: image806.wmf]251
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;
27) 
[image: image807.wmf]17
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13) 
[image: image808.wmf]1111
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;
28) 
[image: image809.wmf]123
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;

14) 
[image: image810.wmf]19
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;
29) 
[image: image811.wmf]11
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;
15) 
[image: image812.wmf]15
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;
30) 
[image: image813.wmf]32
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Задание II. Решить линейные уравнения  Результат представить: а) в виде обыкновенной дроби; б) в виде десятичной дроби, ограничившись двумя знаками после запятой.
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Задание III. Решить квадратные уравнения.
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Задание IV. Упростить выражение.
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Задание V. Упростить выражение, используя правила действия со степенями.
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Задание VI. Выполнить действия, используя правила логарифмирования. Полученный результат записать в компактном виде.
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Задание VII. Вычислить выражение, пользуясь таблицей 1. Результат представить в виде десятичной дроби с тремя знаками после запятой.

1)
2,25sin
[image: image964.wmf]60

o

-1,5tg
[image: image965.wmf]4
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+3,52
2)  3,17cos
[image: image966.wmf]6
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+
[image: image967.wmf]3

ctg
[image: image968.wmf]60
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+2,25
3)
3,26sin
[image: image969.wmf]30
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+5tg
[image: image970.wmf]3
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-13,32

4)   12,34ctg
[image: image971.wmf]6
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+4sin
[image: image972.wmf]60
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-2,25

5)
2sin
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+3,52

6)   3cos
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ctg
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+2,25


7)
5cos
[image: image978.wmf]30
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+15ctg
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8)   2,34ctg
[image: image980.wmf]6

p

+4sin
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9)
23,48tg
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-4cos
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10)   3sin
[image: image984.wmf]30
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11)  15,16cos
[image: image986.wmf]180
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-1,5tg
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+3,52

12)  4,16sin
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+5,25
13)   8,25sin
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+5tg
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14)  42,44ctg
[image: image993.wmf]5
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[image: image994.wmf]240
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15)  12,17cos
[image: image995.wmf]60
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-1,58tg
[image: image996.wmf]7
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 16)  13,32cos
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17)   45,12sin
[image: image1000.wmf]210
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[image: image1001.wmf]4
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12,34tg
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43,38ctg
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46,13sin
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22,35sin
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8,76cos
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23)
7,34cos
[image: image1013.wmf]45

o
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24)
42,84tg
[image: image1015.wmf]11
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-5,63sin
[image: image1016.wmf]315
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25)
31,36sin
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26)
33,63cos
[image: image1019.wmf]6
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27)
85,24cos
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28)
2,34tg
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29)
3,45ctg
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5,67cos
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Задание VIII. Решить уравнение.
1)  a) 2sin3x=1
2) a)
[image: image1030.wmf]2

cos5x=1

 б) tg4x=-1
    б) ctg2x=-
[image: image1031.wmf]1

3


3) a) 3ctg0,5x=
[image: image1032.wmf]3


4)  a) 2sin5x=
[image: image1033.wmf]3


б) sin4x=-
[image: image1034.wmf]2

2


     б) ctg2x=-1

5) a)
[image: image1035.wmf]3

tg4x=3
6)  a) 4sin3x=-2
[image: image1036.wmf]2



б) 
[image: image1037.wmf]2

cos10x=-1
  
   б) tg6x=
[image: image1038.wmf]3


7) a) 2cos7x=
[image: image1039.wmf]3


8) a)2
[image: image1040.wmf]3

sin4x=3
    б) tg2,4x=-1  
    б)
[image: image1041.wmf]3

ctg6x=-1

9) a) 4cos5x=-2
[image: image1042.wmf]2


10) a) 2cos11x=
[image: image1043.wmf]3


          б) 3tg6x=
[image: image1044.wmf]3

 
      б) tg9x=-1
11) a)
[image: image1045.wmf]3

ctg4x=3
12)  a) 6sin8x=-3
[image: image1046.wmf]2



б) 2sin13x=-
[image: image1047.wmf]2


 
     б) tg10x=
[image: image1048.wmf]3


13)  a) 2sin8x=-
[image: image1049.wmf]3


14) a)
[image: image1050.wmf]3

tg12x=3

  б) ctg7x=
[image: image1051.wmf]3




    б) 
[image: image1052.wmf]2

cos6x=-1
15)  a) 2sin3x=
[image: image1053.wmf]2


16) a) 2cos3x=
[image: image1054.wmf]3



  б) tg5x=-
[image: image1055.wmf]3



 
    б) tg1,2x=-1
17) a) 
[image: image1056.wmf]3

ctg4x=3
18)  a) 2sin0,8x=
[image: image1057.wmf]2



б) 
[image: image1058.wmf]2

sin10x=-1

     б) tg25x=-
[image: image1059.wmf]1

3


19)  a) sin20x=-
[image: image1060.wmf]3
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20)  a)
[image: image1061.wmf]3

tg24x=-3


  б) tg14x=1

 
     б) sin35x=
[image: image1062.wmf]3

2


21)  a) cos7x=-
[image: image1063.wmf]3

2


22) a) 2cos40x=
[image: image1064.wmf]3



  б) 3tg50x=
[image: image1065.wmf]3



    б) 3 ctg30x=-
[image: image1066.wmf]3


23) a)
[image: image1067.wmf]3

ctg12x=3
24)  a) 2sin8x=-
[image: image1068.wmf]3



б) 
[image: image1069.wmf]2

sin2,5x=1

     б) tg1,5x=
[image: image1070.wmf]3


25)  a) 2cos0,3x=-
[image: image1071.wmf]3


26) a) 
[image: image1072.wmf]3

ctg12x=3

б) 
[image: image1073.wmf]3

tg2,5x=1

    б) 
[image: image1074.wmf]2

cos20x=-1
27)  a) 4sin2,8x=-2
[image: image1075.wmf]2


28) a) 2sin1,2x=-1

  б) tg2,4x=
[image: image1076.wmf]1

3



    б) 
[image: image1077.wmf]3

tg8x=1

29)  a)2 cos6x=1
30)  a) 3tg1,8x=-
[image: image1078.wmf]3


  б) tg5,4x=-
[image: image1079.wmf]1

3


       б) sin3,5x=
[image: image1080.wmf]2
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Задание IX. В прямоугольном треугольнике ABC катет BC равен a, а угол при вершине B равен 
[image: image1081.wmf]a

. Найти:

1) найти два  других угла заданного треугольника;

2) второй катет треугольника ABC;

3) гипотенузу треугольника ABC;

4) периметр треугольника ABC;

5) площадь треугольника ABC;
6) периметр и площадь прямоугольника, стороны которого равны катету BC и гипотенузе AB треугольника ABC;

7) периметр и площадь квадрата, сторона которого равна гипотенузе AB треугольника ABC;

8) длину окружности и площадь круга, радиус которых равен катету AC треугольника ABC;

9) объем прямоугольного параллелепипеда, стороны основания которого равны катетам, а высота – гипотенузе треугольника ABC,  и площадь его полной поверхности;

10) объем куба, сторона которого равна гипотенузе треугольника ABC,  и площадь его поверхности;

11) объем шара и площадь его поверхности, если радиус шара равен катету BC треугольника ABC;

12) объем цилиндра, площадь его боковой поверхности и площадь полной поверхности, если радиус основания цилиндра равен катету AC треугольника ABC, а высота гипотенузе AB треугольника ABC;

13) объем конуса, площадь его основания, площади боковой и полной поверхности, если радиус основания конуса равен катету BC, а высота равна гипотенузе треугольника ABC.

Решение всех заданий иллюстрировать графически. Результат округлять до двух знаков после запятой.
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Задание X. Решить неравенство. Результат записать в виде неравенства (системы неравенств), а также  в виде объединения интервалов.

	№ варианта
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11. Ответы на контрольные задания
Задание I. 1. 
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[image: image1205.wmf]11

10

-

; 3. 
[image: image1206.wmf]3

2

-

; 4. 
[image: image1207.wmf]8

9

-

; 5. 
[image: image1208.wmf]3

5

; 6. 
[image: image1209.wmf]3

44

; 7.
[image: image1210.wmf]7

40

-

; 8. 
[image: image1211.wmf]4

5

-

; 9. 
[image: image1212.wmf]3

2

-

; 10. 
[image: image1213.wmf]16

15

-

; 11. 
[image: image1214.wmf]18

7

; 12. 
[image: image1215.wmf]2

5

; 13. 
[image: image1216.wmf]4

3

; 14. 
[image: image1217.wmf]1

5

; 15. 
[image: image1218.wmf]21

8

; 16. 
[image: image1219.wmf]7

24

-

; 17. 
[image: image1220.wmf]1

4

-

; 18. 
[image: image1221.wmf]1

-

; 19. 
[image: image1222.wmf]9

2

; 20. 
[image: image1223.wmf]9

4

; 21. 
[image: image1224.wmf]3

25

; 22.
[image: image1225.wmf]82

7

; 23. 
[image: image1226.wmf]1

18

; 24. 
[image: image1227.wmf]1

3

-

; 25. 
[image: image1228.wmf]2

5

-

; 26. 
[image: image1229.wmf]5

14

-

; 27. 
[image: image1230.wmf]2

; 28. 
[image: image1231.wmf]1

2

; 29.
[image: image1232.wmf]3

2

-

; 30. 
[image: image1233.wmf]33

5

.

Задание II. 1. а) 1, б) 
[image: image1234.wmf]4

,0.57

7

; 2. а) 
[image: image1235.wmf]5

,1.67

3

--

, б) 3; 3.а)
[image: image1236.wmf]4

,0.36

11

, б) 4; 4. а) 
[image: image1237.wmf]8

,2.67

3

, б) 9; 5. а) 
[image: image1238.wmf]7

,0.88

8

, б) -6; 6.а)
[image: image1239.wmf]7

,3.5

2

--

, б) 6; 7. а) 
[image: image1240.wmf]1

,0.5

2

--

, б) –3; 8. а) 
[image: image1241.wmf]5

,1.67

3

, б) 12; 9.а) 
[image: image1242.wmf]11

,2.2

5

, б) 
[image: image1243.wmf]1

,0.5

2

--

; 10.а) 
[image: image1244.wmf]17

,5.67

3

, б) 3; 11.а) 
[image: image1245.wmf]13

,1.85

7

, б) -5; 12.а) 
[image: image1246.wmf]3

,0.36

8

, б) –8; 13. а) 
[image: image1247.wmf]3

,1.5

2

--

, б) 1; 14. а) 
[image: image1248.wmf]11

, б)
[image: image1249.wmf]3

,0.36

8

; 15. а) 
[image: image1250.wmf]3

, б) 
[image: image1251.wmf]5

,1.67

3

--

; 16. а) 
[image: image1252.wmf]1

,0.2

5

, б) 
[image: image1253.wmf]1

-

; 17.а)
[image: image1254.wmf]13

,1.86

7

-

, б) 
[image: image1255.wmf]3

; 18. а) 
[image: image1256.wmf]1

-

, б) 
[image: image1257.wmf]22

,7.33

3

; 19. а) 
[image: image1258.wmf]15

,2.14

7

, б)
[image: image1259.wmf]7

; 20. а) 
[image: image1260.wmf]10

,1.11

9

, б) 
[image: image1261.wmf]17

,2.43

7

; 21. а) 
[image: image1262.wmf]13

, б) 
[image: image1263.wmf]15

,2.14

7

--

; 22.а) 
[image: image1264.wmf]3

,0.36

8

, б) 
[image: image1265.wmf]3

-

; 23. а) 
[image: image1266.wmf]2

,0.4

5

, б) 12; 24. а) 
[image: image1267.wmf]11

,2.75

4

, б) 
[image: image1268.wmf]2

; 25. а) 
[image: image1269.wmf]1

, б) 
[image: image1270.wmf]11

,2.2

5

--

; 26. а) 
[image: image1271.wmf]1

,0.25

4

--

, б) 
[image: image1272.wmf]2

; 27. а)
[image: image1273.wmf]1

,0.15

7

--

, б) 
[image: image1274.wmf]14

-

; 28. а) 
[image: image1275.wmf]7

,0.7

10

--

, б) 
[image: image1276.wmf]12

; 29. а)
[image: image1277.wmf]1

,0.17

6

--

, б) 
[image: image1278.wmf]9

; 30. а) 
[image: image1279.wmf]3

,0.43

7

, б) 
[image: image1280.wmf]2

-

.

Задание III. 1. а)
[image: image1281.wmf]1

2,

2

-

, б) 
[image: image1282.wmf]2

0,

7

, в) 
[image: image1283.wmf]2,2

-

; 2. а)
[image: image1284.wmf]5

, б) 
[image: image1285.wmf]7

0,

3

-

, в)
[image: image1286.wmf]3,3

-

; 3. а)
[image: image1287.wmf]4;1

, б) 
[image: image1288.wmf]1

0,

6

, в) 
[image: image1289.wmf]33

,

22

-

; 4. а)
[image: image1290.wmf]1

4

, б) 
[image: image1291.wmf]3

0,

7

-

, в) 
[image: image1292.wmf]2,2

-

; 5. а)
[image: image1293.wmf]9,3

-

, б) 
[image: image1294.wmf]5

0,

8

, в) 
[image: image1295.wmf]2,2

-

; 6. а)
[image: image1296.wmf]5;3

-

, б) 
[image: image1297.wmf]0;5

, в)
[image: image1298.wmf]5,5

-

; 7. а)
[image: image1299.wmf]7,5

-

, б) 
[image: image1300.wmf]0;3

, в) 
[image: image1301.wmf]2,2

-

; 8. а)
[image: image1302.wmf]1

, б) 
[image: image1303.wmf]0;11

, в) 
[image: image1304.wmf]2,2

-

; 9.а)
[image: image1305.wmf]4

, б) 
[image: image1306.wmf]9

0,

2

, в) 
[image: image1307.wmf]3,3

-

; 10. а)
[image: image1308.wmf]11;2

-

, б) 
[image: image1309.wmf]1

0,

12

, в) 
[image: image1310.wmf]2,2

-

; 11.а)
[image: image1311.wmf]7

3,

2

-

, б) 
[image: image1312.wmf]0,23

-

, в) 
[image: image1313.wmf]2,2

-

; 12. а)
[image: image1314.wmf]1

8,

2

-

, б) 
[image: image1315.wmf]13

0,

2

, в) 
[image: image1316.wmf]3,3

-

; 13. а)
[image: image1317.wmf]5

4

-

, б) 
[image: image1318.wmf]4

0,

3

, в) 
[image: image1319.wmf]6,6

-

; 14. а)
[image: image1320.wmf]7;1

-

, б) 
[image: image1321.wmf]3

0,

8

, в)
[image: image1322.wmf]26,26

-

; 15. а)
[image: image1323.wmf]1

2,

2

--

, б) 
[image: image1324.wmf]0,2

-

, в) 
[image: image1325.wmf]11

,

66

-

; 16. а)
[image: image1326.wmf]1

2

, б)
[image: image1327.wmf]0,1

-

, в) 
[image: image1328.wmf]6,6

-

; 17. а)
[image: image1329.wmf]5;2

-

, б) 
[image: image1330.wmf]0;4

, в) 
[image: image1331.wmf]2,2

-

; 18. а)
[image: image1332.wmf]6,2

-

, б) 
[image: image1333.wmf]1

0,

5

-

, в) 
[image: image1334.wmf]2,2

-

; 19. а)
[image: image1335.wmf]3;1

-

, б) 
[image: image1336.wmf]1,1

-

, в) 
[image: image1337.wmf]2

2,

5

-

; 20. а)
[image: image1338.wmf]3;1

, б) 
[image: image1339.wmf]0,6

-

, в) 
[image: image1340.wmf]2,2

-

; 21. а)
[image: image1341.wmf]3;1

-

, б) 
[image: image1342.wmf]2

0,

3

-

, в) 
[image: image1343.wmf]2,2

-

; 22. а)
[image: image1344.wmf]1

7,

2

-

, б) 
[image: image1345.wmf]0;7

, в) 
[image: image1346.wmf]11

,

22

-

; 23. а)
[image: image1347.wmf]8;4

-

, б) 
[image: image1348.wmf]1

0,

2

, в) 
[image: image1349.wmf]4,4

-

; 24. а)
[image: image1350.wmf]1

2,

3

-

, б)
[image: image1351.wmf]6

0,

11

, в) 
[image: image1352.wmf]2,2

-

; 25. а)
[image: image1353.wmf]9,2

-

, б) 
[image: image1354.wmf]10

0,

7

, в) 
[image: image1355.wmf]33,33

-

; 26.а)
[image: image1356.wmf]4;3

-

, б) 
[image: image1357.wmf]3

0,

25

, в) 
[image: image1358.wmf]4,4

-

; 27. а)
[image: image1359.wmf]7,3

-

, б) 
[image: image1360.wmf]1

0,

13

, в)
[image: image1361.wmf]6,6

-

; 28. а)
[image: image1362.wmf]1

4

-

, б) 
[image: image1363.wmf]0,3

-

, в) 
[image: image1364.wmf]2,2

-

; 29. а)
[image: image1365.wmf]3

4

, б) 
[image: image1366.wmf]1

0,

16

, в) 
[image: image1367.wmf]11

,

33

-

; 30. а)
[image: image1368.wmf]2

3

, б) 
[image: image1369.wmf]11

0,

4

, в) 
[image: image1370.wmf]11

,

33

-

.

Задание IV. 1. 
[image: image1371.wmf]32

63

xxx

-++-

; 2. 
[image: image1372.wmf]2

62

xx

-

; 3. 
[image: image1373.wmf]32

332

xxx

-+-

; 4. 
[image: image1374.wmf]32

21

xxx

-+-

; 5. 
[image: image1375.wmf]2

3215

xxx

-++

; 6. 
[image: image1376.wmf]2

767

xx

+-

; 7. 
[image: image1377.wmf]5

55

xx

+

; 8. 
[image: image1378.wmf]2

51

xx

-+

; 9. 
[image: image1379.wmf]432

22

xxxx

-++

; 10. 
[image: image1380.wmf]2

644

xx

-+

; 11. 
[image: image1381.wmf]32

121566

xxx

--++

; 12. 
[image: image1382.wmf]32

3112

xxx

--

; 13. 
[image: image1383.wmf]2

6510

xx

--

; 14. 
[image: image1384.wmf]432

23

xxxx

---+

; 15. 
[image: image1385.wmf]32

2153

xxx

--++

; 16. 
[image: image1386.wmf]5

1

xx

+-

; 17.
[image: image1387.wmf]x

-

; 18. 
[image: image1388.wmf]43

4233

xxx

--+

; 19. 
[image: image1389.wmf]2

6

xx

-

; 20. 
[image: image1390.wmf]2

37

x

-

; 21.
[image: image1391.wmf]3

25

xx

+

; 22. 
[image: image1392.wmf]2

38

xx

--+

; 23. 
[image: image1393.wmf]32

62

xx

-+

; 24.
[image: image1394.wmf]32

8616

xxx

--++

; 25. 
[image: image1395.wmf]32

6121010

xxx

-+-

; 26.
[image: image1396.wmf]32

93020

xx

+-

; 27. 
[image: image1397.wmf]2

10610

xx

--

; 28. 
[image: image1398.wmf]32

52305

xxx

+--

; 29. 
[image: image1399.wmf]32

691512

xxx

-+++

; 30. 
[image: image1400.wmf]5432

522

xxxxx

-+-+-

.

Задание V. 1. 
[image: image1401.wmf]16

8

n

m

; 2. 
[image: image1402.wmf]44

ba

; 3. 
[image: image1403.wmf]2

b

; 4. 
[image: image1404.wmf]28

27

mn

-

; 5. 
[image: image1405.wmf]5

2

mn

; 6.
[image: image1406.wmf]2

12

m

; 7. 
[image: image1407.wmf]123

3

ab

; 8. 
[image: image1408.wmf]32

ba

; 9. 
[image: image1409.wmf]105

mn

; 10. 
[image: image1410.wmf]6

5

k

; 11. 
[image: image1411.wmf]4

0.07

x

y

; 12. 
[image: image1412.wmf]3

4

ab

-

; 13.
[image: image1413.wmf]3

2

2

p

q

; 14. 
[image: image1414.wmf]7

12

m

; 15. 
[image: image1415.wmf]2

15

2

m

n

; 16. 
[image: image1416.wmf]5

a

b

; 17. 
[image: image1417.wmf]4

6

2

x

y

; 18. 
[image: image1418.wmf]116

4

ab

-

; 19.
[image: image1419.wmf]4

2

a

; 20. 
[image: image1420.wmf]2

5

2

3

b

a

-

; 21. 
[image: image1421.wmf]47

2

mn

; 22. 
[image: image1422.wmf]4

a

b

; 23. 
[image: image1423.wmf]14

4

a

b

; 24. 
[image: image1424.wmf]2

10

4

c

a

; 25.
[image: image1425.wmf]7

3

0.07

b

a

; 26. 
[image: image1426.wmf]711

0.1

xy

; 27. 
[image: image1427.wmf]213

3

xy

-

; 28. 
[image: image1428.wmf]15

21

27

a

b

-

; 29. 
[image: image1429.wmf]13

5

4

ab

; 30. 
[image: image1430.wmf]7

3

2

a

b

.
Задание VI. 1. 
[image: image1431.wmf]5ln

a

; 2. 
[image: image1432.wmf]2

3

ln

x

y

; 3. 
[image: image1433.wmf]362

ln

abe

; 4. 
[image: image1434.wmf]13

ln

ab

; 5. 
[image: image1435.wmf]ln

x

y

; 6. 
[image: image1436.wmf]416

1

ln

xy

; 7. 
[image: image1437.wmf]2

ln

ab

; 8. 
[image: image1438.wmf]ln3

v

; 9. 
[image: image1439.wmf]7

2

ln

z

xy

; 10. 
[image: image1440.wmf]12

4

ln

x

yz

; 11.
[image: image1441.wmf]1

2

3

1

ln

xy

; 12. 
[image: image1442.wmf]72

ln

xyz

; 13. 
[image: image1443.wmf]2363

ln

abe

; 14. 
[image: image1444.wmf]143710

ln

abc

; 15.
[image: image1445.wmf]3

ln

x

y

; 16. 
[image: image1446.wmf]5

ln

xy

; 17. 
[image: image1447.wmf]616

1

ln

xy

; 18. 
[image: image1448.wmf]8ln

m

; 19. 
[image: image1449.wmf]4

7

2

ln

u

v

; 20.
[image: image1450.wmf]811

ln

cd

; 21. 
[image: image1451.wmf]5

6

ln

a

b

; 22. 
[image: image1452.wmf]1712

ln8

xy

; 23. 
[image: image1453.wmf]15

ln

xe

; 24. 
[image: image1454.wmf]5ln

cd

; 25.
[image: image1455.wmf]44

ln

abc

; 26. 
[image: image1456.wmf]15811

ln

abc

; 27. 
[image: image1457.wmf]2

18

ln

e

xy

; 28. 
[image: image1458.wmf]11

5

2

ln

m

n

; 29. 
[image: image1459.wmf]9ln

v

; 30.
[image: image1460.wmf]4

1

ln

ab

.

Задание VII. 1. 3,969; 2. 5,995; 3.-3,030; 4. 22,588; 5. 3,752; 6.5,848; 7. -11,270; 8. 5.267; 9. -0,794; 10. -65,477; 11. -10,140; 12. 6,330; 13. -0,535; 14. -76,624; 15. 21,205; 16. 6,185; 17. -55,111; 18. -5,910; 19. 88,211; 20. 93,607; 21. -68,266; 22.42,264; 23. -41,645; 24. -3,503; 25. 53,265; 26. -47,126; 27.72,652; 28. 7,076; 29. -35,763; 30. 75,755.
Задание VIII. 1. а)
[image: image1461.wmf](1)

183

k

k

pp

-×+

, б) 
[image: image1462.wmf](41)

16

k

p

-

; 2.а)
[image: image1463.wmf]2

205

k

pp

±+

, б) 
[image: image1464.wmf]32

k

pp

+

; 3. а)
[image: image1465.wmf]2

2

3

k

p

p

+

, б) 
[image: image1466.wmf]1

(1)

164

k

k

pp

+

-+

; 4.а)
[image: image1467.wmf](1)

155

k

k

pp

-+

, б) 
[image: image1468.wmf](34)

8

k

p

+

; 5. а)
[image: image1469.wmf](31)

12

k

p

+

, б) 
[image: image1470.wmf]3

405

k

pp

±+

; 6. а)
[image: image1471.wmf]1

(1)

123

k

k

pp

+

-+

, б) 
[image: image1472.wmf](31)

18

k

p

+

; 7. а)
[image: image1473.wmf]2

427

k

pp

±+

, б) 
[image: image1474.wmf]5(41)

48

k

p

-

; 8. а)
[image: image1475.wmf](1)

124

k

k

pp

-+

, б) 
[image: image1476.wmf](32)

18

k

p

+

; 9. а)
[image: image1477.wmf]32

205

k

pp

±+

, б) 
[image: image1478.wmf](61)

36

k

p

+

; 10. а)
[image: image1479.wmf]2

6611

k

pp

±+

, б) 
[image: image1480.wmf](41)

36

k

p

-

; 11. а)
[image: image1481.wmf](61)

24

k

p

+

, б) 
[image: image1482.wmf]1

(1)

5213

k

k

pp

+

-+

; 12.а)
[image: image1483.wmf]1

(1)

328

k

k

pp

+

-+

, б) 
[image: image1484.wmf](31)

30

k

p

+

; 13. а)
[image: image1485.wmf]1

(1)

248

k

k

pp

+

-+

, б)
[image: image1486.wmf](61)

42

k

p

+

; 14. а)
[image: image1487.wmf](31)

36

k

p

+

, б) 
[image: image1488.wmf]83

k

pp

±+

; 15. а)
[image: image1489.wmf](1)

123

k

k

pp

-+

, б) 
[image: image1490.wmf](31)

15

k

p

-

; 16. а)
[image: image1491.wmf]2

183

k

pp

±+

, б) 
[image: image1492.wmf]5(41)

24

k

p

-

; 17. а)
[image: image1493.wmf](61)

24

k

p

+

, б) 
[image: image1494.wmf]1

(1)

4010

k

k

pp

+

-+

; 18. а)
[image: image1495.wmf]55

(1)

164

k

k

pp

-+

, б) 
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12. Приложения
Таблица 1. Значения тригонометрических функций
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Таблица 2. Квадраты натуральных чисел от 10 до 99

	единицы

десятки
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	1
	100
	121
	144
	169
	196
	225
	256
	289
	324
	361

	2
	400
	441
	484
	529
	576
	625
	676
	729
	784
	841

	3
	900
	961
	1024
	1089
	1156
	1225
	1296
	1369
	1444
	1521

	4
	1600
	1681
	1764
	1849
	1936
	2025
	2116
	2209
	2304
	2401

	5
	2500
	2601
	2704
	2809
	2916
	3025
	3136
	3249
	3364
	3481

	6
	3600
	3721
	3844
	3969
	4096
	4225
	4356
	4489
	4624
	4761

	7
	4900
	5041
	5184
	5329
	5476
	5625
	5776
	5929
	6084
	6241

	8
	6400
	6561
	6724
	6889
	7056
	7225
	7396
	7569
	7744
	7921

	9
	8100
	8281
	8464
	8649
	8836
	9025
	9216
	9409
	9604
	9801


Таблица 3. Арифметические значения квадратных корней из некоторых    натуральных чисел

	Число a
	1
	4
	9
	16
	25
	36
	49
	64
	81
	100
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	43
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	50


Таблица 4. Числовые значения некоторых величин.

	Обозначение

величины
	Числовое значение

величины
	Обозначение

величины
	Числовое значение

величины
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