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В пропонованiй пiдбiрцi задач багато задач стосуються перевiрки того чи iн-

шого твердження, — в таких задачах слова “перевiрити правильнiсть тверджен-
ня“, “довести, що ...“ пропускаємо.

1 Означення iдеалу

Означення 1.1 Лiвим (вiдповiдно, правим) iдеалом кiльця K називаємо таке
пiдкiльце A ⊆ K , що a ∈ A, b ∈ K ⇒ b · a (вiдповiдно, a ∈ A, b ∈ K ⇒ b · a )

Якщо пiдкiльце є i лiвим i правим iдеалом, то його називають двостороннiм
iдеалом або просто iдеалом.

Iдеал, що складається лише iз нуля, та iдеал, що збiгається з усiм кiльцем,
називають тривiальними. А iдеал, що не збiгається iз усим кiльцем, назива-
ють власним

1. Якщо iдеал A кiльця K з одиницею мiстить обротний елемент, то A = K.
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2. Пiдмножини
mZ = {m · n|n ∈ Z}, m ∈ Z

i тiльки вони утворюють iдеали кiльця Z.

3. Дроби з чисельниками, що дiляться на 3, утворюють iдеал кiльця K ⊆ Q,
що утворене дробами iз знаменниками вигляду 2n, n ∈ Z.

4. Iдеали кiльця утворюють частково впорядковану множину за теоретико-
множинним включенням. Намалювати дiаграму Хассе чвм (частково впо-
рядкованої множини) iдеалiв кiльця класiв лишкiв Z36.

5. Матрицi з нульовим k−м рядком утворюють правий але не лiвий iдеал кiль-
ця матриць Mn(R), 1 < n, 1 ≤ k ≤ n.

6. Матрицi з нульовим k−м стовпчиком утворюють лiвий але не правий iдеал
кiльця матриць Mn(R), 1 < n, 1 ≤ k ≤ n.

7. В кiльцi Mn(R), n ≥ 1 достороннiми є лише тривiальнi iдеали — нульовий
та все кiльце.

8. Множина
A = {f ∈ RR|f(a) = 0}, a ∈ R

є iдеал кiльця R

9. Пiлмножина
a ·K = {acdotx|x ∈ K} ⊆ K

кльця K утворює правий iдеал цього кiльця. Показати, що цей правий iдеал
не завжди є лiвим.

10. Пiлмножина
K · a = {xcdota|x ∈ K} ⊆ K

кiльця K утворює лiвий iдеал цього кiльця. Показати, що цей правий iдеал
не завжди є правим.

11. Навести приклад кiльця K i в ньому елемента a ∈ K такого, що пiдкiльце

a ·K · a = {a · xcdota|x ∈ K} ⊆ K

не є нi лiвим нi правим iдеалом.

12. Нехай K кiльце, A його правий iдеал i a ∈ K . Тодi a · A є правим iдеалом
як в K так i в A.

13. В прямому добутку K1 × K2 кiлець з одиницею K1, K2 всi iдеали мають
вигляд A×B, де A iдеал кiльця K1, а B — iдеал кiльця K2. Навнсть одницi
в кiльцях K1, K2 суттєва.
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14. Скiнценнi пiдмножини утворюють iдеал кiльця пiдмножин заданої множи-
ни.

15. Послiдовностi iз скiнченною кiлькiстю ненульових елементiв утворюють iде-
ал кiльця цiлочисельних послiдовностей ZN

16. Функцiї iз R в R , що дорiвнюють нулю за межами певного вiдрiзка, утво-
рюють iдеал кiльця RR всiх дiйсних функцiй.

17. Нехай A iдеал кiльця матриць над комутативним кiльцем з одиницею K .
Тодi в кiльцi K iснує iдеал B такий, що A є кiльцем всiх матриць над B.
Iснування одиницi в кiльцi K є суттєвою вимогою.

18. Якщо кiльце має одиницю, то об’єднання лiнiйно впорядкованої сукупностi
власних iдалiв цього кiльця знову є власним iдеалом.

19. Навести приклад кiльця без одиницi, в якому об’єднання лiнiйно впорядко-
ваної сукупностi iдеалiв збiгається iз усiм кiльцем.

20. В кiльцi класiв лишкiв за модулем 16 дiльники нуля утворюють iдеал.

21. В кiльцi класiв лишкiв за модулем 12 дiльники нуля не утворюють iдеал.

22. Якщо в комутативному кiльцi з одиницю перетин ненульових iдеалiв є нену-
льовий iдеал, то множина дiльникiв нуля в цьому кiльцi утворюють iдеал.

23. Дiльники нуля в кiльцi класiв лишкiв за модулем n утворюють iдеал тодi i
тiльки тодi, коли n є степенем простого числа.

24. Перетин будь-якої сукупностi iдеалiв кiльця знову є iдеалом цього кiльця.

25. В чвм (частково впорядкованiй множинi) iдеалiв кiльця точною верхньою
гранню твг або супремумом для множини iдеалiв Aα, α ∈ M буде iдеал,
що складається iз сум вигляду∑

α∈M

aα, aα ∈ Aα.

26. Нехй A i B iдеали кiльця K. Тодi множина сум{
n∑

k=1

akbk|ak ∈ A, bk ∈ B, n = 0, 1, 2, . . .

}
знову буде iдеалом кiльця K . Цей iдеал називають добутком iдеалiв A,B i
позначають A ·B .
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27. Нехай A,B — iдеали кiльця K . Тодi

A ·B ⊆ A ∩B.

Навести прклад кiльця K i в ньoму iдеалiв A,B таких, що AB ̸= A ∩B.

28. Нехай A - iдеал комутативного кiльця K . Тодi множина

R(A) = {x ∈ K|xn ∈ A для деякого n = 1, 2, 3, . . .}

також буде iдеалом кiльця K . Умова комутативностi кiльця K є суттєвою.

29. Нiльпотенти комутативного кiльця утворюють iдеал. Навести приклад кiль-
ця, в якому нiльпотенти не утворюють нi лiвий нi правий iдеал.

30. Нехай A — абелева група i B ⊆ A її пiдгрупа. Показати, що множина

M {f ∈ EndA|f(A) ∈ B}

є правий iдеал кiльця ендоморфiзмiв EndA цiєї групи. навести приклад гру-
пи A i її пiдгрупи B таких, що множина M не утворює лiвий iдеал кiльця
EndA.

31. Нехай A,B,C три такi iдеали кiльця K i B ⊆ A. Тодi

A ∩ (B + C) = B + A ∩ C. (1)

Тотожнiсть (1) називають модулярною тотожнiсть або тотожнiстю Дедекiн-
да.

32. Навести приклад кiльця K i в ньмоу iдеалiв A,B,C таких, що

A ∩ (B + C) ̸= A ∩B + A ∩ C.

33. Нехай A,B,C множини матриць, що мають вигляд вiдповiдно

A−

 a b c
0 d e
0 0 f

,

 B −

 0 g h
0 0 2k
0 0 0

 C −

 0 l 2m
0 0 2n
0 0 0

 .

Тодi A,B,C є кiльцями, B — iдеал кiльця A, C — iдеал кiльця B, але C не
є iдеалом кiльця A.

34. Нехай K кiльце, A його пiдкiльце. Тодi множина

B = {x ∈ K|xA ⊆ A, Ax ⊆ A.}

буде пiдкiльцем кiльця K а A буде його iдеалом.
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35. Нехай I, J — iдали кiльця K . Тодi множина

A = {x ∈ K|x · I ⊆ J}

також є iдеалом кiльця K .

36. Для будь-якої пiдмножини X ⊆ K кiльця K

(a) множина
⊥X = {a ∈ K|a ·X = 0}

є лiвим iдеалом;
(b) множина

X⊥ = {a ∈ K|X · a = 0}
є лiвим iдеалом.

Якщо множина X одноелементна, тобто X = {a} для деякого a ∈ K, то
будемо писати

⊥X = ⊥a, X⊥ = a⊥.

37. Якщо множина X є лiвим (вiдповiдно, правим) iдеалом кiльця K , то мно-
жина ⊥X (вiдповiдно, X⊥ ) є двостороннiм iдеалом цього кiльця.

38. Нехай K кiльце i a, b його елементи. Тодi

a⊥ ∩ b⊥ ̸= 0 ⇒ (a+ b)⊥ ̸= 0.

39. Нехай K кiльце i A,B його iдали. Тодi

(A+B)⊥ = (A ∪B)⊥ = A⊥ ∩B⊥.

40. Якщо K кiльце i K ⊇ A ⊇ B, то

A⊥ ⊆ B⊥; ⊥A ⊆ ⊥B.

41. Якщо K кiльце i K ⊇ A, то (⊥(A⊥)
)⊥

= A⊥.

42. Нехай Aα (α ∈ M) - деяка сукупнiсть лiвих iдеалiв кiльця K . Тодi(∑
α∈M

Aα

)⊥

=
∩
α∈M

A⊥
α
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43. Нехай K кiльце, в якому виконуються двi умови — для кожного правого
iдеала A iснує лiвий iдеал B такий, що A = B⊥ i для кожного лiвного iдеала
B iснує правий iдеал A такий, що B = ⊥A. Тодi для кожного спадного
ланцюга

K ⊇ A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ . . . ⊇ An ⊇ . . .

правих iдеалiв виконується рiвнiсть

⊥

(
∞∩
k=1

Ak

)
=

∞∪
k=1

⊥Ak.

44. Нехай M множина таких лiвих iдеалiв A кiльця з одницею K, що для деякого
правого iдеала B можнa записати A = B⊥ . Тодi

(a) 0 ∈ M K ∈ M ;

(b) A1, A2 ∈ M ⇒ A1 ∩ A2 ∈ M ;

(c) для будь-яких A− 1, A2 ∈ M в чвм M iснує точна верхня грань.

45. На множинi {a, b, c, d} визначити операцiї додавання та множення так, щоб
ця множина стала кiльцем i iдеалами цього кiльця були

(a) I1 = {a}, I2 = {a, b}, I3 = {a, c}, I4 = {a, d}, I5 = {a, b, c, d};
(b) I1 = {b}, I1 = {b, c}, I3 = {b, d}, I4 = {a, b, c, d};
(c) I1 = {d}, I2 = {a, b, c, d}.

2 Спецiальнi iдеали та кiльця з умовами на iдеали

Означення 2.1 Iдеал A кiльця K називають
головним, якщо A є перетином усiх iдеалiв, що мiстять деякий фiксований

елемент a ∈ K (головний iдеал, що є перетином усiх iдеалiв, якi мiстять a ∈ K
позначають через (a) i кажуть, що вiн породжений елементом a ∈ K);

скiнченнопородженим, якщо для деякої скнченної множини a1, a2, . . . , an ∈ K
A = (a1) + (a2) + . . .+ (an) (такий iдеал позначають (a1, a2, . . . , an));

максимальним, якщо вiн є максимальним елементом у частково впорядко-
ванiй множинi власниз iдеалiв кiльця K;

мiнiмальним, якщо вiн є мiнiмальним елементом у частково впорядкованiй
множинi ненульових iдеалiв кiльця K;

нiльiдеалом, якщо A як пiдкiльце кiльця K є нiлькiльцем, тобто всi його
елемнти нiльпотентнi;

нiльпотентним, якщо для деякого натурального n i для будь-якого набору
a1, a2, . . . , an ∈ K елементiв iз K виконується рiвнiсть a1 · a2 · . . . · an = 0.
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Якщо в означеннi 2.1 замiнити поняття iдеал на поняття правий (вiдповiдно,
лiвий) iдеал,то одержимо означеня головного, скiнченнопородженого, нiль-iдала,
нiльпотентного, максимально та мiнiмального правого (вiдповiдно, лiвого) iдеа-
лiв.

Означення 2.2 Кiльце K називають
кiльцем головних iдеалiв, якщо в ньому кожен iдеал головний;
кiльцем з умовою обриву зростаючих ланцюгiв (скорочено у.о.з.л.), якщо в

будь-якiй зростючiй послiдовностi

A9 ⊆ A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ . . . ⊆ An ⊆ . . .

iдеалiв всi iдеали, починаючи з деякого, збiгаються;
кiльцем з умовою обриву спадних ланцюгiв (скорочено у.о.с.л.), якщо в будь-

якiй спаднiй послiдовностi

K ⊇ A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ . . . ⊇ An ⊇ . . .

iдеалiв всi iдеали, починаючи з деякого, збiгаються;
простим, якщо в ньому немає нетривiальних iдеалiв;
локальним, якщо в ньому є єдиний максимальний iдеал.

Означення 2.3 Кiльце з умовою обриву спадних ланцгiв лiвих iдеалiв назива-
ють також артiновим. А кiльце з умовою обриву зростаючих ланцюгiв лiвих
iдеалiв називають ньотеревим.

Означення 2.4 В комутатвному кiльцi K iдеал A називається простим, якщо
для будь-яких x, y ∈ K iз того, що x · y ∈ A випливає, що x ∈ A або y ∈ A.

У вправах, що стосуються простих iдеалiв, мається на увазi, що кiльце кому-
тативне.

46. Нульовий iдеал є головним.

47. Якщо кiльце K має одиницю, то K є головним iдеалом.

48. Головний iдеал (a), що породжений елементом a ∈ K кiльця K, збiгається
iз множиною

(a) = A+B + C +D + E,

де

A =

{
a+ a+ . . .+ a︸ ︷︷ ︸

n

|n = 1, 2, . . .

}
, B =

(−a) + (−a) + . . .+ (−a)︸ ︷︷ ︸
n

|n = 1, 2, . . .


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C = {ax|x ∈ K} , D = {xa|x ∈ K}

E =

{
n∑

i=1

xk · a · yk|n = 1, 2, . . . , xk, yk ∈ K

}
.

49. Головний iдеал (a), що породжений елементом a ∈ K кiльця з одиницею K,
збiгається iз множиною

(a) =

{
n∑

i=1

xk · a · yk|n = 1, 2, . . . , xk, yk ∈ K

}
.

50. Нехай K кiльце з одиницею i x ∈ K. Тодi

(a) правий iдеал xK є головним правим iдеалом, що породжений елементом
x ∈ K;

(b) якщо x необоротний елемент ненульового кiльця K, то головний правий
iдеал xK є власним iдеалом;

(c) лiвий iдеал xK є головним лiвим iдеалом, що породжений елементом
x ∈ K;

(d) якщо x необоротний елемент ненульового кiльця K, то головний лiвий
iдеал Kx є власним iдеалом;

51. навести такi приклади кiльця K i елемента x ∈ K, що

(a) правий iдеал xK не збiгається з головним правим iдеалом, що породже-
ний елементом x ∈ K;

(b) лiвий iдеал Kx не збiгається з головним лiвим iдеалом, що породжений
елементом x ∈ K.

В наступних вправах 53 — 58 потрiбно перевiрити, що iдеал A кiльця K є
головним.

53. A = 2Z, K = Z.

54. A = {0, 3}, K = Z6;

55. A = {0, 3, 6, 9}, K = Z12.

56. A = {∅.{1}, {2}, {1, 2}}, K = B(1, 2, 3).

57. A = {

 0 0 a
0 0 0
0 0 0

 |a ∈ Z}, K = {

 0 a b
0 0 c
0 0 0

 |a, b, c ∈ R};
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58. A = {

 0 0 a
0 0 0
0 0 0

 |a ∈ Z}, K = {

 0 0 a
0 0 0
0 0 0

 |a ∈ R};

59. Якi елементи входять в головний правий iдеал aK, якщо

(a) a = {0, 2, 4}, K = B({0, 1, 2, 3, 4, 5});

(b) a =

 1 −1 0
0 0 0
0 0 0

 , K = M3(R;

(c) a =

 1 0 0
−1 0 0
0 0 0

 , K = M3(R

60. Скiльки елементiв мiстить головний правий iдеал (a), якщо

(a) a = 5, K = Z24;

(b) a = 6, K = Z;
(c) a = {1, 5, 9, 10, 14, K = B({1, 2, 3, 4, 5, . . . , 20});

61. Для A,B ∈ M2(Z) головнi лiвi iдали M2(Z) · A, M2(Z) ·B

(a) A =

(
1 −3
0 6

)
, B =

(
2 1
4 5

)
(b) A =

(
1 0
0 2

)
, B =

(
1 0
0 3

)
;

рiзнi;

62. Для A,B ∈ M2(Z) головнi лiвi iдеали M2(Z) · A, M2(Z) ·B

(a) A =

(
1 −3
0 6

)
, B =

(
2 1
4 5

)
;

(b) A =

(
1 0
0 2

)
, B =

(
1 0
0 3

)
;

однаковi;

В наступних вправах 63 — 66 потрiбно перевiрити рiвнiсть головних iдеалiв
(a) та (b) кiльця K.

63. a = 4, b = 1, K = Z15.

64. a = 2x+ 1, b = 4x+ 2, K = R[x].
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65. a =
6

7
, b = 2, K ⊂ Q складається iз усiх дробiв, що мають непарний

знаменник.

66. a =
3

4
, b = −6, K ⊂ Q складається iз усiх дробiв, чий знаменник є степенем

двiйки.

63. Якщо f(x) = x5 − 7x4 + 2x2 + 10x+ 276 ∈ R[x] ig ∈ (f) ⊂ R[x]. Тодi g(3) = 0.

64. Нехай M множина i A,B ⊆ M . Тодi

A ∈ (B) ⇔ A ⊆ B.

65. В адтивнiй абелевiй групi з нульовим множенням циклiчнi пiдгрупи i тiльки
вони є головними iдеалами.

66. Кожний скiнченнопороджений iдеал кiльця B(M) є головним

В наступних вправах 71 — 79 довести, що iдеал A кiльця K не є головним.

71. A складається iз усiх скiнчнних пiдмножин нескiнченної множини M , K =
B(M).

72. A ⊆ RR, A складається iз тих функцiй, якi дорiвнюють нулю за межами
певного (для кожної функцiї свого) вдрiзка. K = RR.

73. A складається iз усiх матриць, що мають вигляд 0 a b
0 0 0
0 0 0

 , a, b ∈ R.

K — пiдкiльце кiльця M3(R), що складається iз матриць вигляду 0 a b
0 0 c
0 0 0

 , a, b, c ∈ R.

74. A складається iз усiх матриць, що мають вигляд 0 0 c
0 0 0
0 0 0

 , c ∈ R.

K — пiдкiльце кiльця M3(R), що складається iз матриць вигляду 0 a b
0 0 c
0 0 0

 , a, b, c ∈ R.
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75. A складається iз тих послiдовностей цiлих чисел, в яких лише скiнченна
кiлькiсть ненульових елементiв; K = ZN.

76. K = Z(i
√
5); A = (a, b), a = 3, b = 1 + 2i

√
5.

77. K = R[x, y], A =
{∑∞

i,k=0 ai,kx
iyk ∈ R[x, y]|a0,0 = 0.

}
78. K = K1[[x]], A = B + (x).

79. K = Z[x]. A = (2) + (x).

80. Кожен iдеал є сумою головних.

81. Якщо головний iдеал є сумою певної сукупностi головних iдеалiв, то в цiй
сукупностi є скiнченна пiдмножина, що дає ту ж суму.

82. Для будь-якої функцiї f ∈ RR можна знайти функцiю f ∈ RR таку, що
(f) + (g) = RR i (f) ∩ (g) = 0.

83. Головний iдеал, що породжений необоротним елемнтом комутативного кiль-
ця з одиницею, є власним. Навести приклад кiльця з одиницею K i необо-
ротного елемента a ∈ K, для яких (a) = K.

84. Неехай A мiнiмальний правий iдеал кiльця K. Тодi або A2 = 0 або A = eK
для деякого iдемпотента a ∈ K.

85. Якщо K — тiло i I — непорожня множина, то для кожного f ∈ KI iснує
iдемпотент e ∈ KI такий, що (e) = (f).

86. Для кожного f ∈ RR iснує iснує iдемпотент e ∈ RR такий, що (e) = (f).

87. Якщо e iдемпотент кiльця з одиницею K, то для головних правих iдеалiв
A = eK та B = (1− e)K виконуються рiвностi

A+B = K, A ∩B = 0.

88. Нехай K область цiлiсностi, x ∈ K, x ̸= 0; A,B – iдеали кльця K тодi

(a) (x)A ⊆ (x)B ⇔ A ⊆ B;
(b) (x)A = (x)B ⇔ A = B.;

В наступних вправах 89 — 93 потрiбно перевiрити, що кiльце K є кiльцем
головних iдеалiв.

89. K = R[x].

90. K = Z.
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91. K = Zp.

92. K = B(M), якщо M — скiнченна множина.

93. K = R[[x]].

В нступних прикладах 94 — 96 потрiбно перевiрити, що кiльце K не є кiльцем
головних iдеалiв.

94. K = Z[x].

95. K = RR.

96. K = B(M), якщо M — нескiнченна множина.

97. Для будь-якого простого p кiльце p−адичиних чсел є кiльцем головних iде-
алiв.

У вправах 98 — 104 потрiбно перевiрити максимальнiсть iдеала A кiльця K.

98. K = Z, A = 3Z.

99. K = Z14, A = {0, 7}.

100. K = B(R), A = {M ⊆ R|0 /∈ M}.

101. K — пiдкiльце кiльця рацiональних чисел, що складається iз дробiв, що
мають знменником степiнь двiйки. A = (12)

102. K — пiдкiльце кiльця рацiональних чисел, що складається iз дробiв, що
мають непарний знменник. A = (6)

103. K = M2(Z), A = 2M2(Z).

104. K = R[x], A = (x).

105. Iдеал (4) не максимальний в кiльцi K ⊆ Q, що складається iз дробiв з
непарним знаменником.

106. Iдеал (9) не максимальний в кiльцi K ⊆ Q, що складається iз дробiв iз
знаменниками, що є степенями двiйки.

107. Нульовий iдеал в кiльцi Z простий але не максимальний.

108. Знайти всi максимальнi iдеали кiльця Z36.

109. Матрицi вигляду
(

q b
0 0

)
утворюють максимальний правий iдеал в кiльцi

M2(R).
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110. Матрицi вигляду
(

0 a
0 b

)
утворюють максимальний лiвий iдеал в кiльцi

M2(R).

111. Правий iдеал, що складається iз матриць вигляду a b c
0 0 0
0 0 0

 ,

не є максмальним правим iдеалом в кiльцi M3(R).

112. Iдеал, що складається iз скiнченних пiдмножин нескiнченної множини M не
є максмальним в кiльцi B(M) всiх пiдмножин множини M .

113. Якi iдеали максимальнi в кiльцi Z× Z.

114. Максимальний iдеал в кiльцi B(M), що мiстить всi скiнченнi пiдмножини,
не є головним.

115. В комутативному кiльцi з одиницею кожен власний iдеал мiститься в деяко-
му максимальному.

116. Нульовий деал максимальний в комутативному кiльцi одиниею тодi i тiльки
тодi, коли кiльце є полем.

117. Навести приклад еомутативного кльця безодиницi, в якому нульовий iдеал
є максимальним

118. Iдеал A кiльця C[x] є максимальним тодi i тiльки тодi, коли для деякого
a ∈ C A = (x− a).

119. Власний iдеал A комутативного кiльця з одиницею K максимальний тодi i
тiльк тодi, коли

(∀r /∈ A)(∃x ∈ K)1− rx ∈ A.

120. Комутативне кiльце зодиницею є локальним в тому i тiльки тому випадку,
коли iз рiвнстi r + s = 1 випливає, що один iз елементiв r, s оборотний.

У вправах 121 — 126 потрiбно перевiрити, що кiльце K локальне.

121. K = R.

122. R[[x]].

123. K = M2(R).

124. K = Zpn , де p−просте число, n = 1, 2, . . .
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125. K — пiдкiльце кiльця рацiональних чисел, що складається iз дробiв iз не-
парними знаменниками.

126. K — кiльце цiлих p−адичних чисел, p — просте число.

У вправах 127 — 132 потрiбно перевiрити, що кiльце K не локальне.

127. K = Z.

128. K = RZ6.

129. K = R[x].

130. K = Z[[x]].

131. K = M2(R).

132. K — пiдкiльце кiльця рацiональних чисел, що складається iз дробiв, чиї
знаменники є степенями двiйки.

133. В кiльцi з одиницею K наступнi умови рiвносильнi

(a) Кiльце K мiстить єдиний правий максимальний iдеал.
(b) Всi необоротнi елементи кiльця K утворюють власний двостороннiй iде-

ал.
(c) Кiльце K мiстить єдиний лiвий максимальний iдеал.
(d) Для будь-якого елемента a ∈ K або a або 1− a є оборотним елементом.

134. Навести приклад локального кiльця K i в ньому пiдкльця K1 так, щоб кльце
K1 не було локальним.

135. Для кожного максимального (вiдповiдно, простого) iдеала A комутативного
кiльця з одиницею K iдеал

B = {a0 + a1x+ a2x
2+ ∈ K[x]|a0 ∈ A}

є максимальним (вiдповiдно, простим) iдеалом кiльця K[x].

У вправах 136 — 142 K є кiльцем з одиницею i a ∈ K.

136. За якої умови для максимального правого iдеала M кiльця K 1 /∈ aK +M.

137. За якої умови для для будь-якого максимального правого iдеала M кiльця
K 1 /∈ aK +M.

138. Використовуючи приклад 137 показати, що елемент 1− ax буде оборотним
справа для будь-якого x ∈ K тодi i тiльки тодi, коли a лежить у перетинi
всiх максимальних правих iдеалiв.
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139. Нехай x, y ∈ K такi, що (1 − ax)y = 1. Знайти елемент z ∈ K такий, що
(1− xa)z = 1.

140. Використовуючи вправу 139 перевiрити, що коли елемент 1− ax оборотний
справа для будь-якого x ∈ K то i елемент 1 − xa оборотний справа для
будь-якого x ∈ K.

141. Використовуючи результати прикладiв ??, 140 перевiрити, що перетин всiх
максимальних правих iдеалiв кiльця є двостороннiм iдеалом.

142. Використовуючи результат прикладу ?? та оборотнiсть елемента 1− u для
будь-якого нiльпотента u показати, що кожний нiльпотентний iдеал i, вiд-
повiдно, сума всiх нiльпотентних iдеалiв кiльця K мiститься в перетинi всiх
максимальних правих iдеалiв.

143. Використовуючи результати прикладiв 136, ?? перевiрити, що перетин всiх
максимальних правих iдеалiв кiльця K з одиницею збiгається iз перетином
всiх максимальних правих iдеалiв.

144. Використовуючи результати прикладiв 136, ?? перевiрити, що формальний
многочлен iз коефiцiєнтами iз комутативного кiльця з одиницею лежить в
перетинi всiх максимальних iдеалiв кiльця многочленiв тодi i тiльки тодi,
коли вiн нiльпотентний.

145. Використовуючи результат прикладу 142 показат, що коли ожний макси-
мальний правий iдеал мiстить ненульовий iдемпотен, тодi перетин всiх ма-
ксимальних правих iдеалiв є нiльпотентним iдеалом.

146. Для простого натурального числа p iдеaл pZ кiльця Z простий.

147. Нульвий iдеал кiльця Z11 простий.

148. Якщо p просте натуральне число i p є дiльником n, то iдеал pZn простий в
кiльцi Zn.

149. Iдеал (x) простий в Z[x].

150. Iдеал (x+ 1) простий в R[x].

151. Iдеал (x2 + 1) простий в R[x].

152. Нехай M = {1, 2, 3, 4}. Iдеал A = {N ⊆ M |3 /∈ N} простий в B(M).

153. Iдеал {(a, 0)|a ∈ R} простий в R× R.

154. Iдеал (2) + (x) є простим в кiльцi Z[x].

155. В пiдкiльцi кiльця рацiональних чисел, що складається iз дробiв з непарним
знаменником, iдеал

(
10
11

)
є простим.
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156. Iдеал (x2 + 1) не простий в [x].

157. Iдеал (x2 − 1) не простий в R[x].

158. Нехай M = {0, 1, 2, 3, 4}. Iдеал A = {N ⊆ M |1, 3 /∈ N} не простий в B(M).

159. Нехай M — нескiнченна множина. Тодi iдеал, що складається iз скiнчених
пiдмножин не простий в кiльцi всiх пiдмножин множини M .

160. Нульовий iдеал є простим тодi i тiльки тодi, коли кiльце є областю цiлiсностi.

161. Множина нiльпотентних елементiв комутативного кiльця з одиницею є пе-
ретином всiх простих iдеалiв цього кiльця.

162. Кожний максимальний iдеал комутативного кiльця з одиницею є простим
iдеалом.

163. Множина простих iдеалiв комутативного кiльця з одницею не поржня.

164. Якщо кожен елемент x ∈ K комутативного кiльця зодиницею K задовольняє
певному рiвнянню xn = x (для кожного число сввоє), тодi в цьому кiльцi
кожен простий iдеал є максимальним.

165. В булевому кiльцi кожен простий iдеал максимальний.

166. Комутативне кiльце з одиницею мiстить єдиний простий iдеал тодi i тiльки
тодi, коли кожен необоротний елемент нiльпотентний.

167. Вкомутативному кiльцi з одиницею множина дiльникiв нуля мiстить про-
стий iдеал.

168. Якщо iдеал мiститься в скiнченному обєднаннi простих iдеалiв, то вiн мi-
ститься в одному з них.

169. Показати, що власний iдеал A комутативного кiльця з одиницею K має
властивiсть

(∀n = 0, 1, 2, . . .)(∀x ∈ K)(xn ∈ A ⇔ x ∈ A)

тодi i тiльки тодi, коли вiн є перетином деякої сукупностi простих iдеалiв.

170. Частково впорядкована множина простих iдеалiв має мiнiмальнi елементи.

171. Iдеал (4) + (x) кiльця Z[x] не є простим i не є добутком простих iдеалiв.

172. В комутативному кiльцi з одиницею iдеал I простий тодi i тiльки тодi, коли
для будь-яких iдеалiв A,B виконується умова

(A ·B) ⇔ (A ⊆ I або B ⊆ I).

16



173. Чи може пiдкiльце кiльця з єдиним простим iдеалом мати декiлька простих
iдеалiв?

У вправах 174 — 176 K є комутативнм кiльцем з одиницею, SpecK означає мно-
жину простих iдеалiв кiльця, i якщо a ∈ K, то Γa означє множну простх iдеалiв,
якi не мiстять a; якщо A ⊆ K, то

ΓA = {P ∈ SpecK|P + A}.

174. Для A ⊆ K можна написати

ΓA = ∪a∈AΓa.

175. Якщо Ai(i ∈ I) —деяка множина iдеалiв кiльця K, то

∪
i∈I

ΓAi = Γ

(∑
i∈I

Ai

)
.

176. Якщо a, b ∈ K i A,B — iдеали кiльця K, то

Γa ∩ Γb = Γ(a · b); ΓA ∩ ΓB = Γ(A ·B).

177. ΓK = SpecK

178. Γ0 = ∅.

179. Сума A + B iдеалiв A та B буде нiльпотентним iдеалом тодi i тiльки тодi,
коли i A i B є нiльпотентними iдеалами.

180. Якщо iдеали Aα, α ∈ M нiльпотентнi, то

(a) сума
∑

α∈M Aα є нiльiдеалом,
(b) якщо множина M скiнченна, то сума

∑
α∈M Aα є нiльпотентним iдеалом.

181. Якщо комутативне кiлце задовольняє умову обриву зростаючих ланцюгiв,
то кожний нiль-iдеал є нiльпотентним.

182. Навести приклад ненiльпотентного кiльця, в якому кожний скiнченнопоро-
джений iдеал є нiльпотентним.

183. Пiдкiльце K кiльця M2(R), що складається iз матриць вигляду(
a b
0 c

)
, a ∈ Q, b, c ∈ R,

задовольняє умову обриву спадних лнцюгiв для правих iдеалiв, але не задо-
вольняє умову обриву спадних ланцюгiв для лiвих iдеалiв.
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184. Пiдкiльце K кiльця M2(Q), що складається iз матриць вигляду(
a 0
b 0

)
, a, b ∈ Q,

задовольняє умову обриву спадних лнцюгiв для правих iдеалiв, але не задо-
вольняє умову обриву спадних ланцюгiв для лiвих iдеалiв.

185. Пiдкiльце K кiльця M2(Q), що складається iз матриць вигляду(
a b
0 c

)
, a ∈ Z, b, c ∈ Q,

задовольняє умову обриву зростаючих лнцюгiв для правих iдеалiв, але не
задовольняє умову обриву зростючих ланцюгiв для лiвих iдеалiв.

186. Якщо в кiльцi K виконується умова обриву спадних ланцюгiв для лiвих
iдеалiв, i для кожного правого iдеала A iснує лiвий iдеал B такий, що A = B⊥

, то в цьому кiльцi K виконується умова обриву зростаючих ланцюгiв для
правих iдеалiв.

187. Якщо в кiльцi K для кожного лiвого iдеала A iснує елемент x ∈ K такий, що
A = ⊥(xK) для кожного правого iдеала iснує лiвий iдеал B ⊆ K такий, що
C = B⊥, то в для лвих iдеалiв виконується умова обриву спадних ланцюгiв.

188. Якщо в кiльцi K для кожного лiвого iдеала A iснує скiнченна пдмножина
X ⊆ K i для кожного правого iдеала B iснує скiнченна пдмножина Y ⊆ K
такi, що

A = ⊥X, B = Y ⊥,

то в кiльцi виконуються обидвi умови — i у.о.с.л. i у.о.з.л. як для лiвих так
i для правих iдеалiв.

189. Якщо комутативне кiльце з одиниццею задовольняє умови обриву спадних
ланцюгiв для iдеалiв, то кожний простий iдеал в цьому кiльцi є максималь-
ним.

190. Якщо кiльце є областю цiлiсностi i воно задовольняє умову обриву спадних
ланцюгiв, то це кiльце є полем.

191. Комутативне кiльце з одиницею, яке задовольняє умову обриву спадних лан-
цюгiв, має лише скiнченну кiлькiсть простих iдеалiв.
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3 Гомоморфiзми кiлець.

Означення 3.1 Вiдображення f : K → L iз кiльця K в кiльце L називається
гомоморфiзмом, якщо для будь-яких x, y ∈ K

f(x+ y) = f(x) + f(y), f(x · y) = f(x) · f(y).

Означення 3.2 Сюр’єктивний гомоморфiзм називають накладенням або епi-
морфiзмом;

iн’єктивний гомоморфiзм називають вкладенням або мономорфiзмом;
бiєктивний гомоморфiзм називають iзоморфiзмом;

Означення 3.3 Гомоморфiзм iз кiльця K в себе називають ендоморфiзмом,
бiєктивний ендоморфiзм називають автоморфiзмом.

Множину гомоморзфiзмiв iз кiльця K в кiльце L позначають Hom (K,L), а
множину ендоморфiзмiв кiльця позначають EndK або EndK .

Щоб пiдкреслити, що гомоморфiзм є природним, всiм однаково зрозумiлим i
не вимагає розлогого означення такий гомоморфiзм називають канонiчним. При-
кладом канонiчного гомоморфiзму iз кiльця цiлих чисел в кiльце дiйсних чисел
є гомоморфiзм, який ставить у вiдповiднiсть цiлому числу це ж саме цiле число,
але вже як елемнтн кiльця дiйсних чисел. .

Означення 3.4 Якщо a ∈ K оборотний елемент кiльця k то вiдображення
â : K → K, яке задане умовою

â(x) = a−1 · x · a

називають внутрiшнiм автоморфiзмом кiльця K.

Означення 3.5 Кжуть, що два кiльця K i L iзоморфнi, якщо iснуюють два
iзоморфiзм

f : K → L, g : L → K.

Щоб сказати, що кiльця K i L iзоморфнi, пишуть K ∼= L.

192. Вiдображення, що обернене до iзоморфiму є iзоморфiзмом.

193. Бiнарне вiдношення “кiльце K iзоморфне кiльцю L“ є вiдношенням еквiва-
лентностi на класi кiлець.

194. Нехай K,L два кiльця i f ∈ Hom (K,L). Тодi для будь-якого x ∈ K

f(−x) = −f(x).
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195. Нехай K,L два кiльця i f ∈ Hom (K,L). Тодi

(a)
Ker f = {x ∈ K : f(x) = 0} ⊆ K

є iдеалом кiльця K;
(b)

Im f = {y ∈ L : f(x) = y для деякого x ∈ K} ⊆ L

є пiдкiльцем кiльця L;

Iдеал Ker f називають ядром гомоморфiзма f , а пiдкiльце Im f називають
образом гомоморфiзма f .

196. Вiдображення f : K → L iз кiльця K в кiльце L, щозадане правилом
f(x) = 0 для будь-якого x ∈ K є гомоморфiзмом, його називають нульо-
вим гомоморфiзмом i позначають 0.

197. Нехай K,L два кiльця i f ∈ Hom (K,L). Тодi

(a) якщо X нiльпотент кiльця K то f(x) — нiльпотент кiльця L;
(b) якщо X iдемпотент кiльця K то f(x) — iдемпотент кiльця L.

198. Нвести приклад кiльця K i двох ендоморфiзмiв f1, f2 : K → K таких, що
вiдображення h : K → K , яке задається правилом h(x) = f1(x) + f2(x), не
є ендоморфiзмом.

199. Якщо — нескiнченне поле, то множина гомоморфiзмiв Hom (K[x], K) нескiн-
ченна.

200. Вiдображення a 7→ na iз Z в Z (n фiкслване натуральне число бiльше 1) не
є ендоморфiзмом.

201. Не iснує ненульових гомоморфiзмiв iз R в Q.

202. Не iснує ненульових гомоморфiзмiв iз Q в Z.

203. Побудувати три рiзнi вкладення iз Z в Z× Z

204. Нехай K кiльце, a ∈ K — видiлений елемент цього кiльця. Перевизначити
оператцiї додавання та множення в K так, щоб одержалось кiльце i роль
нуля в ньому вiдiгравав елемент a.

205. Показати, що на множинi {a, b, c, d, } можна шiстьма способами визначити
операцiї додавання та множення так, щоб одержались неiзоморфнi кiльця.

У вправах 206 — 220 показати, що кiльце K1 iзоморфне кiльцю K2
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206. K1 = C, K2 складається iз матриць M2(R), що мають вигляд(
a b
−b a

)
, a, b ∈ R.

207. K1 = H, K2 складається iз матриць M2(C), що мають вигляд(
a b
−b a

)
, a, b ∈ C.

208. K1 = H, K2 складається iз матриць M4(R), що мають вигляд
a −b c d
b a −d c
−c d a b
−d −c −b a

 , a, b, c, d ∈ R.

209. K1 = Q(
√
2), K2 складається iз матриць M2(Q), що мають вигляд(

a b
2b a

)
, a, b ∈ C.

210. K1 = Q(
√
2), K2 складається iз пар (a, b) ∈ Q × Q, додавання та множення

яких здiйснюється за правилами:

(a, b) + (c, d) = (a+ b, c+ d);

(a, b) · (c, d) = (ac+ 2bd, ad+ bc).

211. K1 = Z6, K2 = Z2 × Z3.

212. K1 = Z, K2 кiльце ендоморфiзмiв абоелевої групи Z.

213. K1 = Op — кiльце цiлих p−адичних чисел, K2 кiльце ендоморфiзмiв абоеле-
вої групи типу p∞Z

214. K1 = Mn(Z), K2 кiльце ендоморфiзмiв абелевої групи Zn (n ≥ 1).

215. K1 = K ′ ×K ′′, K2 = K ′′ ×K ′.

216. K1 = R[x], K2 = R < x > .

217. K1 = B({1, 2, 3}), K2 = Z2 × Z2 × Z2.

218. K1 = Zn, K2 = Zp
α1
1

× Zp
α2
2

× Zp
α3
3

× Zp
αk
k
, де n = pα1

1 pα2
2 pα3

3 . . . pαk
k i

p1, p2, . . . , pk рiзнi простi числа.
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219. K1 = (K ′ ×K ′′)×K ′′′, K2 = K ′×(K ′′ ×K ′′′) ,де K ′, K ′′, K ′′′ деякi кiльця.

220. Нехай K — кiльце. Можна подубувати iнше кiльце K∗, яке складається iз тих
же елементiв, що i K, у них збiгаються операцiї додавання, але множення
a ∗ b в K∗ визначається за множенням x · y в K наступним чином

a ∗ b = b · a.

Нове побудоване кiльце K∗ називається двоїстим (дуальним) до заданого
кiльця K. Довести, що кiльця Mn(R iзоморфне дуальному до нього.

У вправах 221 — ?? показати, що кiльце K1 не iзоморфне кiльцю K2.

221. K1 = Z, K2 = Z× Z.

222. K1 = Z, K2 = Z[x].

223. K1 = Z, K2 = M2(Z).

224. K1 = Z4, K2 = Z2 × Z2.

225. K1 = C, K2 = R.

226. K1 = M2(R), K2 = M3(Z).

227. K1 =
∏

p− просте Zp, K2 =
∏n

α=1 Zqα q− фiксоване просте число.

228. Якщо кiльце K булеве, то K[x] � K < x > .

229. Якщо кiльце K скiнченне, то K[x] � K < x > .

230. Якщо кiльце K є нескiнченною областю цiлiсностi, то K[x] ∼= K < x > .

231. В будь-якому кiльцi з одиницею iснує пiдкiльце, що iзоморфне одному iз
кiлець Z,Zn. n = 2, 3, 4, . . .

232. В будь-якiй областi цiлiсностi iснує пiдкiльце, що iзоморфне одному iз кiлець
Z,Zp, p — просте число.

У вправах 233 — 235 мється на увазi, що кiльця K1, K2 iзоморфнi.

233. M2(K1) ∼= M2(K2).

234. K1[x] ∼= K2, x..

235. KI
1
∼= KI

2 .

236. Навести приклад таких кiлець K,K1, K2, що K×K1
∼= K×K2 i K1ncongK2.

237. Навести приклад такого кiльця K, що K ∼= K ×K.
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238. Навести приклад кiльця, яке iзоморфне власному пiдкiльцю.

239. Якщо кiльця K1, K2 iзоморфнi, то кiльце K1 комутативнне, (нiльпотентне,
булеве, скiнченне, просте) тодi i тiльки тодi, коли цю ж властивiсть має K2.

240. Якщо комутативне кiльце K має одиницю i для будь-якого x ∈ K x2 = ±x
(прчому x2 = −x для деякого x ∈ K ) то в цьому кiльцi є два iдеали A,B
такi, що A — булеве кiльце, B ∼= Z3 i K = A+B.

241. За яких умов для двох iдеалiв A,B кiльця K вiдображеня (a, b) 7→ a + b є
iзоморфiзмом iз кiльця A×B в кiльце K.

242. Вiдображення idK : K → K iз кiльця K в себе, що задане правилом idK(x) =
x є автоморфiзмом кiльця K, його називають одиничним або тотожним.

243. В кiльцi Z немає неодиничного автоморфiзму.

244. В кiльцi Q немає неодиничного автоморфiзму.

245. В кiльцi R немає неодиничного автоморфiзму.

246. В кiльцi C є точно два автоморфiзми.

247. Ендоморфiзми кiльця разом з операцiєю множення (як вiдображень) утво-
рюють напiвгрупу.

248. Якщо кiльце не нульове, то напiвгрупа ендоморфiзмiв не є групою.

249. Автоморфiзми кiльця разом з операцiєю множення (як вiдображень) утво-
рюють групу, її позначають AutK.

250. Внутрiшнi автоморфiзми кiльця утворюют пiдгрупу групи автоморфiзмiв.
Ця пiдгрупа є iнварiантною, або нормальним дiльником.

251. В кiльцi Mn(R) всi автоморфiзми внутрiшнi.

252. Нехай K — кiльце, x — символ, f ∈ AutK i K[x, f ] множина формальних
виразiв

a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n =
n∑

k=0

akx
k, n = 0, 1, 2, 3, . . . , ai ∈ K(i ≥ 0).

Визначимо додавання таких виразiв (назвемо їх перекошеними многочле-
нами) як звичайних многочленiв. Будемо вважати, що x · α = f(α)x, що
приводить до нступного визначення множення перекошених рядiв: для

u =
∞∑
k=0

akx
k, v =

∞∑
k=0

bkx
k,
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u · v =
∞∑
i=0

(∑
j+k=i

ajf
j(bk)

)
xi.

Множина K[x, f ] перекошених рядiв разом iз введеними операцiми додава-
ння та множення утворюють кiльце.

253. Перекошенi ряди iз скiнченною кiлькiстю ненульових доданкiв утворюють
пiдкiльце кiльця переошених рядiв. Це пiдкiльце називають кiльцем пере-
кошених многочленiв.

254. Навести приклад неодиничного внутрiшнього автоморфiзму цiлочисельного
групового кiльця групи пiдстановок n−го степеня — Z(Sn).

255. Група AutZ[x] не комутативна.

256. Навести приклад кiльця, в якому

(a) є не внутрiшнiй автоморфiзм;
(b) група автоморфiзмiв одноелементне;
(c) група автоморфiзмiв двоелементна;
(d) група автоморфiзмiв iзоморфна групi пiдстановок n−го степеня;
(e) група автоморфiзмiв iзомофна мультиплiкативнiй групi ненульових дiй-

сних чисел.

257. Якщо G — група автоморфiзмiв n−елементного кiльця, а S – наавгрупа
ендоморфiзмiв цього кiльця, то

(a) |G| ≤ n!;
(b) |S| ≤ nn.

258. Гомоморфiзм f iз кiльця K1 в кiльце K2 є вкладенням (мономорфiзмом)
тодi i тiльки тодi коли ядро Ker f цього гомоморфiзму нульове.

259. Ненульовий гомоморфiзм iз тiла в кiльце завжди є вкладенням.

260. Нехай f : K1 → K2 деякий гомоморфзм iз кiльця K1 в кiльце K2 . За яких
умов iснує гомоморфiзм g : K2 → K1 iз кiльця K2 в кiльце K1 такий, що

(a) f · g = idK2 ;

(b) g · f = idK1 .

У вправах 261 — 265 побудувати вкладення.

261. R → C.

262. B(M) → ZI , (M ⊆ I).
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263. C → H.

264. Z →
∏

p− просте Zp.

265. Z →
∏

α=1,2,3,... Zqα . q− деяке просте число.

У вправах 266 — 268, де K деяке кiльце, потрiбно побудувати вкладення.

266. K → K2.

267. K → KI (|I| ≥ 1).

268. K → Mn(K) (n ≥ 1).

269. Для будь-якого комутативного кiльця з одиницею K iснує локальне кiльце
L i вкладення K → L.

270. Якщо f, g - два ендоморфiзми кiьця K i f не вкладення, то g · f також не
вкладення.

271. Якщо f, g - два ендоморфiзми кiьця K i f не накладення, то f · g також не
накладення.

272. Побудувати ненульовий гомоморфiзм R[x] → R[[x]], який не був би вкладе-
нням.

273. Нехай A — iдеал кiльця K1, B — iдеал кiльця K2 i f : K1 → K2 накладення.
Тодi

(a) f(A) = {f(x)|x ∈ A} є iдеалом кiльця K2;
(b) f−1(B) = {x ∈ K1|f(x) ∈ B} є iдеалом кiльця K1;
(c) iдеал B буде максимальним (простим) в тому i тiльки тому випадку,

коли максимальним (простим) буде iдеал f−1(B);

(d) Якщо iдеал B є “великим“, тобто для будь-якого iдеалу C ⊆ K2 буде
B ∩ C ̸= 0, то “великим“ буде i iдеал f−1(B).

274. Якщо K1 комутативне (вiдповiдно, нiль-кiльце. локальне, булеве) кiльце i
f : K1 → K2 — накладення, то комутативним (вiдповiдно, нiль-кiльцем,
локальним, булевим) буде також K2.

275. Нахй Ke кiльце, що побудоване iз кiльця K за допомогою зовнiшнього при-
єднання одиницi. Побудувати вкладення f : K → Ke.

276. Нехай K кiльце, i g : G1 → G2 вкладення групи G1 в групу G2. Побудувати
вкладення f : K(G1) → K(G2).

277. Для простого натурального числа p побудувати вкладення кiльця цiлих чи-
сел в кiльце цiлих p-адичних чисел.
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278. Побудувати накладення

(a) Z → Z2.
(b) Z → Z10.

279. Нехай K — кiльце з одиницею. Побудувати накладення K[x] → K.

280. Неай K кiльце з одиницею i A ⊂ K[x] iдеал кiльця K[x] , що складається iз
тих многочленiв, що дiляться на x− 1. Чи буде вiдображення K[x] → A, що
задається правилом f 7→ (x− 1)f для f ∈ K[x] накладенням?

281. Нехай K — поле, L кiльце,f : K[[x]] → L накладення, що не є iзоморфiзмом,
i i : K[x] → K[[x]] - “канонiчне“ вкладення, тобто i(a) = a для будь-якого
a ∈ K[x]. Тодi f ∗ i : K[x] → L накладення, що не є iзоморфiзмом.

282. Нехай I така частково впорядкована множина, що для будь-яких i, j ∈ I в
I iснує точна нижня грань; Ki(i ∈ I) — сукупнiсть кiлець;

fi,j : Ki → Kj, i, j ∈ I, i > j

така сукупнiсть гомоморфiзмiв кiлець, що для i, j, k ∈ I, i > j > k

∀x ∈ Ki fi,k(x) = fi,j (fj,k(x)) ;

M множина тих елементiв a ∈
∏

i∈I Ki, для яких виконується умова: якщо
i, j ∈ I, i > j, то f(a(i)) = a(j).

Показати, що

(a) M пiдкiльце кiльця
∏

i∈I Ki;

(b) Множина L таких елементiв a ∈ M , що a(i) = 0) для деякого i ∈ I
утворюють iдеал кiльця M .

283. Для гомоморфiзмв π1, π2 : Z → Z6, що заданi умовами

π1(n) = r, якщо 0 ≤ r < 6 i n = 6q + r (n, q, r ∈ Z);

π2(n) = 3r, якщо 0 ≤ r < 2 i n = 2q + r (n, q, r ∈ Z),
знайти кiльце i гомоморфiзми такi, що для будь-яких n1, n2 ∈ Z таких, що

π1(n1) = π2(n2)

система рiвнянь
f1(a) = n1, f2(a) = n2,

має в єдиний розв’язок.
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284. Нехай f : K1 → K2 деякий гомоморфiзм iз кiльця K1 в кiльце K2. Для
довiльного кiльця K визначимо вiдображення

f̌ : Hom(K,K1) → Hom(K,K2)

правилом:
g ∈ Hom(K,K1) ⇒ f̌(g) = f · g.

Показати, що вiдображення f̌ буде iн’єктивним в тому i тiльки тому випадку,
коли f вкладення.

285. Нехай f : K1 → K2 деякий гомоморфiзм iз кiльця K1 в кiльце K2. Для
довiльного кiльця K визначимо вiдображення

f̂ : Hom(K2, K) → Hom(K1, K)

правилом:
g ∈ Hom(K2, K) ⇒ f̂(g) = g · f.

Показати, що якщо f накладення, то вiдображення f̂ буде iн’єктивним для
будь-якого кiльця K. Навести приклад кiлець K1, K2 i гомоморфiзму f :
K1 → K2 таких, що вiдображення буде iн’єктивним для будь-якого кiльця
K.

286. Нехай маємо два кiльця K1, K2 . Для трiйки ⟨K; f1, f2⟩ де K кiльце а fi :
K → Ki(i = 1, 2) гомоморфiзми кiлець, може виконуватис я Умова:

“Для будь-якого кiльця K ′ i гомоморфiзмiв gi : K
′ → Ki(i = 1, 2)

iснує єдиний гомоморфiзм h : K ′K такий, що

g1 = f1 · h, g2 = f2 · h

(iншими словами, дiаграма комутативна)“.

Показати, що трiйка ⟨K1 ×K2; ⟩, де

πi(K1 ×K2 → Ki (i = 1, 2)

“канонiчнi проекцiї“ —

(a, b) ∈ K1 ×K2 ⇒ (a, b)
π1→ a, (a, b)

π2→ b,

задовольняють Умову, i якщо трiйка ⟨K; f1, f2⟩ задовольняє Умову, то K ∼=
K1 ×K2.
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4 факторкiльця

Означення 4.1 Коли I - двостороннiй iдеал кiльця K, то на класах

[a] = {a+ x|x ∈ I}, a ∈ I

можна ввести операцiї додавання та множення: для a, b ∈ K

[a] + [b] = [a+ b], [a] · [b] = [aḃ].

Класи iз так визначеними операцiями додавання та множення утворюють
кiльце. Це кiльце назиають факторкiльцем кiльця K за iдеалом I i позначають
A/I.

Клас, що мiстить елемент a ∈ K позначають також a. Якщо потрiбно
наголосити, за яким саме iдеалом I iде факторизацiя, тодi клас (факторклас)
елемента a ∈ K позначють [a]I .

У попонованихнижче вправах символом K позначається деяке кiльце, а I —
його iдеал.

287. Два елементи лежать в одному факторкласi тодi i тiльки тодi, коли їх рi-
зниця лежить в iдеалi.

288. Бiнарне вiдношення “елемента a ∈ K лежить в одному фкторкласi з елемен-
том b ∈ K вiдносно заданого iдеала I ⊆ K“ є вiдношенням еквiвалентностi
на K.

289. Перевiдрити коректнiсть визначення операцiй додавання та множення фа-
кторкласiв кiльця K за iдеалом I, тобто коли

a1, a2, b2, b2 ∈ K, quad[a1] = [a2], [b1] = [b2],

тодi

(a) [a1 + b1] = [a2 + b2],

(b) [a1 · b1] = [a2 · b2].

290. Чи буде визначення операцiй в факторкiльцi коректним, якщо замiсть дво-
стороннього iдеала використовувати лише правий чи лiвий iдеали.

291. Перевiрити асоцiативнiсть та обидва дистрибутивнi закони для операцiй в
факторкiльцi.

292. Вiдображення π : K → K/I, що визначається правилом

x ∈ K ⇒ xstackrelπ 7→[x]

є гомоморфiзмом кiлець. Йей гомоморфiзм називають канонiчним накладе-
нням.
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293. Канонiчне накладення дiйсно є накладенням. а якої умови цей гомоморфiзм
є вкладенням.

294. Нехай f : K1 → K2 гомоморфiзм iз кiльця K1 в кiльце K2.
Профакторизувавши кiльце K1 за iдеалом Ker f одержимо фактокiльце K/Ker f .
Перевiрити, що вiдображення f : K/Ker f → Im f , що задається правилом

[x]
f7→ f(x)

є коректно визначений iзоморфiзм. Перевiрити такoж, що

f = i · f · π,

де i : Im f → K2 є канонiчним вкладенням, а π : K1 → K1/Ker f — канонiчне
накладення (канонiчна проекцiя), тобто наступна дiаграма комутативна

d
d

d
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f

f
K/Ker f Im f

K1 K2

π i

295. Класи факторкiльця K/(0) одноелементнi.

296. Кiльце K/K нульове.

297. Кiльце Z/2Z складається iз двох класiв — класу парних i класу непарних
чисел.

298. Вiдображення Z/2Z → Z2, що задається правилом [0] → 0, [1] → 1 є
iзоморфiзм мiж кiльцями Z/2Z i Z2.

299. Кожен елемент кiльця Z/mZ може бути єдиним чином записаний у виглядi
[k], де k = 0, 1, 2, . . . , k − 1.

300. Дамо iндуктивне оначення “терма“ (“виразу“ в спецiфiчному для теорiї кi-
лець мовному оточеннi) — певної послiдовностi змiнних, дужок, знакiв дода-
вання, множення та вiднiмання. База iндукцiї — перший крок: терми, що по-
будованi на першому кроцi, це змiннi. Iндуктивне припущення — прпустмо,
що ми побудували теорми на кроках 1, 2, . . . , n − 1. Iндуктивний перехiд —
якщо A,B — терми, що уже побудованi на попереднiх кроках,то термами
будуть також

(−A), (A+B), (a ·B.
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Два терми, що з’єднанi знаком = , називаємо тотожнiстю.
Якщо за будь-якох пiдстановки елемнтiв кiльця замiсть змiнних лiва части-
на тотожностi приймає те ж значення, що i права, то кажемо, що задан
тотожнiсть виконується в кiльцi.
Показати о коли тотожнiсть виконується в кiльцi K i I — iдеал кiльця K,
то ця тотожнiсть виконується також в факторкiльцi K/I.

301. Якщо кiльце комутативне (булеве) то також буде комутативним (булевим)
факторкiльце за будь-яким iдеалом.

302. Якщо всi елементи кiльця задовольняють тотожнiсть xn = x (n ≥ 2) то
цю жтотожнiсть задовольняють всi елементи факторкiльця за будь-яким
iдеалом.

303. Фактокiльце нiлькiльця за будь-яким iдеалом також є нiлькiльцем.

304. Якщо iдеал i факторкiльцк за цим iдеалом є нiлькiльцями, то i все кiльце є
нiлькiльцкм.

305. Якщо нiльпотенти кiльця утворюють iдеал, то факторкiльце за цим iдеалом
не має ненульових нiльпотентiв.

306. Навести приклад некомутативного кiльця i в ньому комутативного iдеалу
таких, що факторкiльце за цим iдеалом комутативне.

307. Вказавши вiдповiдний приклад, показати, що клас [a] ∈ K/I факторкiльця
K?I може бути

(a) центральними елемментом;
(b) iдемотентом;
(c) нiльпотентом;
(d) дiльником нуля;
(e) оборотним елементом

навiть якщо цю властивiсть не має елемент a ∈ K.

308. Чи лежать

(a) x5 − 3x2 + x− 7 i x4 + 5;
(b) x2 + x+ 1 i x2 + x+ 1;
(c) (x2 + 1)x i (x2 + 1)(x+ 1);
(d) x2 + 1 i 0;
(e) ax+ b i cx+ d a ̸= c;

30



(f) x2 + 1 i 1;

в одному факторкласi кiльця R < x > /(x2 + 1)?

309. Нехай K = R× R i I = {(0, a)|a ∈ R} ⊂ R× R. Перевiрти, що

(a) В кожному класi факторкiльця K/I iснує i до того ж єдиний елемент,
який має вигляд (a, 0), a ∈ R.

(b) кiльце K/I нескiнченне.
(c) елементи (1,2) i (2,1) лежать в рiзних класах.
(d) K/I ∼= R.

310. В кожному класi кiльця R < x > /I, де

(a) I = (x);
(b) I = (x− 1);
(c) I = (ax+ b, a ̸= 0);

є многочлен нульового степеня (число) i такий представник єдиний.

311. Довести, побудувавши потрiбний iзоморфiзм, що

(a) R[x]/(x2 + 1) ∼= C ∼= R[x]/(x2 + x+ 1);
(b) R[x]/(x) ∼= R[x]/(x− 1) ∼= R[x]/(2x+ 3);
(c) Zm

∼= Z/mZ;
(d) Q(

√
2) ∼= Q/(x2 − 2).;

312. Дiльниками нуля в кiльцi Q/(x2 − 4) будуть класи [ax− 2a], [ax+2a], (a ∈
Q).

313. Чи є в кiльцi Q[x]/(x2 − 4)

(a) iндемпотенти окрiм [0], [1].

(b) ненульовi нiльпотенти.

314. Якщо K кiльце A ⊆ K його iдеал i B ⊆ K/A iдеал кiльця K/A, то

{x ∈ K|[x] ∈ B

є iдеал кiльця K.

315. Якщо K кiльце, A,B -його iдеали i A ⊆ B , то {[x]A|x ∈ B} = B/A є iдеалм
кiльця K/A.
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316. Для кожного iдела A кiльця K/I iснує iдеал B кiльця K такий, що

a ∈ A ⇔ a = [x] для деякого x ∈ B,

при цьому K/B ∼= (K/I)/A.

317. Нехй K - деяке кiльце, L ⊆ K — його пiдкiльце i A — iдеал кiльця K . Тодi
A буде iдеалом кiльця A+ L, L ∩ A буде iдеалом кiльця L i при цьому

(A+ L)/A ∼= L/(A ∩ L).

318. Нехай K — скiнченне поле i f(x) ∈ K[x] многочлен степеня бiльше 0. Тодi

(a) |K[x]/(f)| = pn для деякого простого p i дякого n = 0, 1, 2, 3, . . ..
(b) Якщо i : K → K[x] канонiчне вкладення, i(a) = a для будь-якого a ∈ K

, а π : K[x] → K[x]/(f) канонiчне накладення, то π · i вкладення.

319. Факторкiльце локального кiльця за будь-яким iдеалом є локальним кiльцем.

320. Iдеал комутативного кiльця з одиницею буде максмальним (простим) тодi i
тiльки тодi, коли факторкiльце за цим iдеалом є полем (облстю цiлiсностi).

321. Якщо кожний скiнченнопороджений iдеал кiльця нiльпотентний, то нiльпо-
тентним буде i кожний скiнчнннопороджений iдеал факторкiльця.

322. Нехай A,B — iдеали кiльця K. Показати, що вiдображення

h : K/(A ∩B) → K/A×K/B,

що задане умовою

[x]A∩B
h7→ ([x]A, [x]B) x ∈ K

є гомоморфiзмом кiлець. За якої умови цей гомоморфiзм буде iзоморфiзмом.

5 Вiдповiдi i вказiвки до розв’язування задач i вправ

5.1 Iдеали.

1. Якщо a — оборотний елемент кiльця K i b — довiльний елемент кiльця K , то

a ∈ A ⇒ a · (a−1b) ∈ A ⇒ (a · a−1)b ∈ A ⇒ b ∈ A.

Таким чином, якщо a ∈ A, то A = K.

2. Спочатку потрiбно переконатися, що mZ є iдеалом, коли m = 0,mZ = 0
або m = 1,mZ = Z.
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Далi переконуємося, що mZ є iдеалом, коли m ≥ 2. Дiйсно, нехай a, b ∈ mZ.
Тодi a = ma1, b = mb1 для деяких a1, b1 ∈ Z i a − b = m(a1 − b1) ∈ mZ. Якщо
a ∈ mZ, b ∈ Z, то a = ma1, ab = m(a1b) ∈ mZ. Таким чином те, що mZ є iдеалом,
перевiрене.

Нехай A - ненульовий iдеал кiльця Z i m найменше додатне число iз A. Оскiль-
ки A — iдеал кiльця Z, то для будь-якого n ∈ Z mn ∈ A i A ⊇ mZ.

Перевiряємо зворотне включення — A ⊆ mZ. Вибираємо будь-який елемент
n ̸= 0, n ∈ A i доводимо n ∈ mZ. Дiйсно, оскiльки A — iдеал, то також −nßA, це
дозволяє вважати, що n > 0. Дiлимо n на m з остачею:

n = mq + r, q, r ∈ Z, 0 ≤ r < m.

Оскiльки mq ∈ A то r = n−mq ∈ Z. Враховуючи, що m найменше додатне число
iз A одержуємо r = 0 , тобто n = mq ∈ A . Отже перевiрка зворотного включення
A ⊆ mZ закiнчена. Разом з доведеним вище включенням A ⊇ mZ це дає рiвнiсть
A = mZ.

3. Твердження випливає iз наступних рiвностей: для a, b ∈ Z, m, n = 1, 2, 3, . . .

3a

2n
− 3b

2m
=

3(a2m − b2n)

2n2m
,

3a

2n
· 3b
2m

=
9ab

2n2m
.
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5. Позначимо через I множину дiйсних матриць розмiру n×n з нульовим k−м
рядком. Якщо A = (ai,j)

n
i,j=1 ∈ I довiльна матриця iз I, B = (bi,j)

n
i,j=1 ∈ Mn(R)

довiльна матриця iз Mn(R), i C = (ci,j)
n
i,j=1 = A ·B, то при j = 1, 2, 3, . . . , n

ck,j =
n∑

i=1

ak,ibi,j =
n∑

i=1

0 · bi,j0
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i, вiдповiдно, C ∈ I. Подiбним чином, з використанням означення суми та рiзницi
матриць доводиться, що для A,B ∈ I буде A−B ∈ I.

Те, що I — правий iдеал кiльця Mn(R), перевiрене.
Перевiримо, що I не є лiвим iдеалом. Для цього виберемо матрицю A ∈ I з

ненульовим елементом ar,s i матрицю B, в якiй bk,r = 1, а решта елементiв — нулi.
За правилом множення матриць, якщо C = B · A, то ck,s = ars ̸= 0 i B · A /∈ I.
Цим доведено, що правий iдеал I не є лiвим.
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