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Àíîòàöi¨

Êóòåöüêèé Â.ß. Ñîëiòîíè â çàäà÷i ðîçðiäæåííÿ äëÿ ëàíöþæêà

Òîäè.

Ìè âèâ÷à¹ìî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ ëàí-

öþæêà Òîäè iç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè òèïó ñõîäèêè, ùî øâèäêî ñïàäàþòü

íà ïðàâié ïiâîñi i ¹ àñèìïòîòè÷íî äâîçîííèìè íà ëiâié. Âçà¹ìíå ïîëîæåííÿ

ñïåêðiâ ôîíîâèõ îïåðàòîðiâ âiäïîâiäà¹ çàäà÷i ðîçðiäæåííÿ. Çàñòîñîâàíèé

ìåòîä çàäà÷i Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà äëÿ îòðèìàííÿ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêiâ â

ëiâié ñîëiòîííié çîíi, òîáòî äîñëiäåíi ñîëiòîíè íà ñêií÷åííîçîííîìó ôîíi.

Kutetskyi.V.Ya. Solitons in the Toda Rarefaction Problem.

We study the long-time asymptotics for the solution of the initial-value

problem for the Toda lattice with steplike initial data. These data are fast

decaying on the right half axis and are asymptotically two-band on the left

one. The mutual location of the background spectra is associated with the

Toda Rarefaction problem. We apply the Riemann-Hilbert problem approach

for deriving asymptotics for the solution in the left soliton region, i.e. we

study solitons on the finite gap background.
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Ðîçäië 1

Âñòóï. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

1.1. Ëàíöþæîê Òîäè ÿê iíòåãðîâíå íåëiíié-

íå ðiâíÿííÿ

Ðiâíÿííÿ ëàíöþæêà Òîäè - öå ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü, ùî îïèñó¹ ðîçïî-

âñþäæåííÿ õâèëü â ëàíöþãó ÷àñòîê, ó ÿêîìó âçà¹ìîäiþòü ëèøå ñóñiäíi. Ó

çìiííèõ p(n, t) òà q(n, t), äå p(n, t) � øâèäêiñòü n-¨ ÷àñòêè, à q(n, t) � êîîð-

äèíàòà n-¨ ÷àñòêè, äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ðóõó âèãëÿäàþòü íàñòóïíèì

÷èíîì:

ṗ(n, t) = e−(q(n,t)−q(n+1,t)) − e−(q(n+1,t)−q(n,t)),

q̇(n, t) = p(n, t).
(n, t) ∈ Z× R. (1.1)

Òóò

q̇(n, t) =
d

dt
q(n, t), ṗ(n, t) =

d

dt
p(n, t).

Äëÿ ëàíöþæêà Òîäè òðàäèöiéíî âèêîðèñòîâóþòü òàê çâàíi çìiííi Ôëàøêè:

a(n, t) =
1

2
e−(q(n+1,t)−q(n,t))/2, b(n, t) = −1

2
p(n, t).

Ó öèõ çìiííèõ ðiâíÿííÿ (1.1) íàáóâàþòü âèãëÿäó

ḃ(n, t) = 2(a(n, t)2 − a(n− 1, t)2),

ȧ(n, t) = a(n, t)(b(n+ 1, t)− b(n, t)),
(n, t) ∈ Z× R. (1.2)
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Öÿ ñèñòåìà äèôåðåíöiéíî - ðiçíiöåâèõ ðiâíÿíü ¹ öiëêîì iíòåãðîâíîþ, òîáòî

âîíà ¹ åêâiâàëåíòíîþ ðiâíÿííþ Ëàêñà

Ḣ(t) = A(t)H(t)−H(t)A(t), (1.3)

äå

H(t) : l2(Z) → l2(Z),

y(n) 7→ a(n, t)y(n+ 1) + b(n, t)y(n) + a(n− 1, t)y(n− 1),
(1.4)

öå îïåðàòîð ßêîái, à

A(t) : l2(Z) → l2(Z),

y(n) 7→ a(n, t)y(n+ 1)− a(n− 1, t)y(n− 1),
(1.5)

¹ êîñîñèìåòðè÷íèì ðiçíèöåâèì îïåðàòîðîì. Âiäìiòèìî (äèâ. [2], [19]), ùî

iñíóâàííÿ ïàðè Ëàêñà òÿãíå çà ñîáîþ íåçàëåæíiñòü ñïåêòðà îïåðàòîðà ßêî-

ái H(t) âiä ÷àñó.

Íàÿâíiñòü ïàðè Ëàêñà äîçâîëÿ¹ âèêîðèñòîâóâàòè òàê çâàíèé ìåòîä îáåð-

íåíî¨ çàäà÷i ðîçñiþâàííÿ (äèâ. [2]) äëÿ iíòåãðóâàííÿ ëàíöþæêà Òîäè â ði-

çíèõ êëàñàõ ôóíêöié, òîáòî äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ àñîöiéîâàíèõ çàäà÷ Êîøi ç

ðiçíèìè ôiçè÷íî âàæëèâèìè âèäàìè äiéñíîçíà÷íèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ

{a(n, 0), b(n, 0)}n∈Z, A ≥ a(n, 0) ≥ a > 0, −b ≤ b(n, 0) ≤ b. (1.6)

Âiäîìî ( [1, Òåîðåìà 12.6]), ùî äëÿ áóäü ÿêèõ óìîâ âèäó (1.6) iñíó¹ ¹äè-

íèé ãëîáàëüíèé ðîçâ'ÿçîê {a(n, t), b(n, t)}n∈Z ðiâíÿííÿ (1.2) ùî ¹ îáìåæå-

íèì òèìè æ êîíñòàíòàìè, ùî i ïî÷àòêîâi óìîâè. Àëå ìåòîä îáåðíåíî¨ çàäà÷i

ðîçñiþâàííÿ, ÿêèé áóäå îïèñàíî ó íàñòóïíîìó ïàðàãðàôi, äîçâîëÿ¹ êîíòðî-

ëþâàòè ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêà çà ôiêñîâàíèì ÷àñîì, êîëè ïðîñòîðîâà çìiííà

ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi. Íàïðèêëàä, òðèâiàëüíèì âèïàäêîì ïî÷àòêîâèõ
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óìîâ ¹ âèïàäîê ñòàëèõ êîåôiöi¹íòiâ a(n, 0) = a òà b(n, 0) = b. Âiäïîâiäíèé

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ëàíöþæêà Òîäè òåæ ¹ ñòàëèì a(n, t) =

a òà b(n, t) = b. Ïðè a = 1/2 òà b = 0 àñîöiéîâàíèé îïåðàòîð ßêîái ç ïàðè

Ëàêñà - öå íåçáóðåíèé (âiëüíèé) äèñêðåòíèé Ëàïëàñiàí:

H̃(t) : y(λ, n, t) 7→ 1

2
y(λ, n− 1, t) +

1

2
y(λ, n+ 1, t). (1.7)

Øâèäêîñïàäíi ïî÷àòêîâi óìîâè ¹ ó êîìïàêòíèì çáóðåííÿì âiëüíîãî Ëà-

ïëàñiàíó ó íàñòóïíîìó ñåíñi:

∑
n∈Z

|n|(|a(n, 0)− 1

2
|+ |b(n, 0)|) <∞, (1.8)

ßê áóëî âñòàíîâëåíî çà äîïîìîãîþ ìåòîäà îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñiþâàííÿ

ó [1], [2], [20], [21], âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi ñïàäà¹ äî ñâî¹ãî ôî-

íîâîãî ðîçâ'ÿçêó (ó äàíîìó âèïàäêó - äî âiëüíîãî Ëàïëàñiàíó) ïði êîæíîìó

çíà÷åííi ÷àñó ç òi¹þ æ øâèäêiñòþ, ùî é ïî÷àòêîâi óìîâè:

∑
n∈Z

|n|(|a(n, t)− 1

2
|+ |b(n, t)|) <∞.

Íàñòóïíèì êëàñîì ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ ëàíöþæêà Òîäè, ùî áóëî ïðîií-

òåãðîâàíî ìåòîäîì îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñiþâàííÿ ¹ N - ïåðiîäè÷íi (i áiëüø

çàãàëüíî - ñêií÷åííîçîííi) ïî÷àòêîâi óìîâè:

a(n, 0) = a(n+N, 0) = â(n), b(n, 0) = b(n+N, 0) = b̂(n). (1.9)

�äèíèé ðîçâ'ÿçîê {â(n, t), b̂(n, t)} âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Êîøi ¹ ïåðiîäè÷íèì

(ñêií÷åííîçîííèì), i âií àñîöiþ¹òüñÿ iç îïåðàòîðîì ßêîái, içîñïåêòðàëüíèì

äî ïî÷àòêîâîãî.

ßê âiäîìî, ïåðiîäè÷íèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð ßêîái ìà¹ íåïåðåðâ-

íèé ñïåêòð, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç íå áiëüø íiæ N íåïåðåòèííèõ çîí íà äié-
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ñíié âiñi, ðîçäiëåíèõ ëàêóíàìè. Ïåðiîäè÷íi îïåðàòîðè, ùî ìàþòü îäèí i òîé

æå íåïåðåðâíèé ñïåêòð, ¹ içîñïåêòðàëüíèìè. Îáðàòè îäíîãî ïðåäñòàâíèêà

äàíîãî êëàñó ìîæíà, ÿêùî äîäàòè äåÿêi äîäàòêîâi ñïåêòðàëüíi äàíi, ùî

õàðàêòåðèçóþòü éîãî îäíîçíà÷íî. Öå âëàñíi çíà÷åííÿ çâóæåíü îïåðàòîðiâ

ßêîái ç êîåôiöi¹íòàìè (1.9) íà Z± iç óìîâàìè Äiðiõëå íà êiíöÿõ. Òàêi òî÷êè

ëåæàòü ïî îäíi¹¨ ó êîæíié ëàêóíi, i êîæíié iç íèõ ïðèïèñó¹òüñÿ çíàê òi¹¨

ïiâîñi, äëÿ ÿêî¨ âîíà ¹ òî÷êîþ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà. Öÿ ñèñòåìà òî÷îê i

çíàêiâ ìà¹ íàçâó äîäàòêîâîãî ñïåêòðà Äiðiõë¹. Íàñïðàâäi âîíè ¹ ïîëþñàìè

âiäïîâiäíèõ ôóíêöié Âåéëÿ. Íåïåðåðâíèé ñïåêòð ïåðiîäè÷íî¨ çàäà÷i íå ìî-

æå áóòi äîâiëüíîþ ñèñòåìîþ N iíòåðâàëiâ, âií çàäîâîëüíÿ¹ äîñèòü ñòðîãèì

ãåîìåòðè÷íèì îáìåæåííÿì. ßêùî æ ðîçãëÿíóòè äîâiëüíó îáìåæåíó ñèñòå-

ìó íåïåðåòèííèõ iíòåðâàëiâ - çîí, i îáðàòè ïî äîâiëüíié òî÷öi i çíàêó ó

êîæíié ëàêóíi, òî iñíó¹ ¹äèíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð ßêîái íà âñié âiñi,

äëÿ ÿêîãî öÿ ñèñòåìà iíòåðâàëiâ áóäå íåïåðåðâíèì ñïåêòðîì, à äîäàòêîâèé

ñïåêòð - ïîëþñàìè ôóíêöié Âåéëÿ. Òàêi îïåðàòîðè íàçèâàþòüñÿ ñêií÷åííî-

çîííèìè. Äëÿ êîæíî¨ ñêií÷åííîçîííî¨ ïî÷àòêîâî¨ óìîâè {â(n, 0), b̂(n, 0)}

iñíó¹ ¹äèíèé ñêií÷åííîçîííèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ëàíöþæêà Òî-

äè {â(n, t), b̂(n, t)}. Âií ìîæå áóòè çîáðàæåíèì ó òåòà-ôóíêöiÿõ Ðiìàíà

(äèâ. [1] òà [14], äèâ. íèæ÷å ôîðìóëè (2.6)).

Óçàãàëüíåííÿ ìåòîäó îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñiþâàííÿ iç ñòàëèõ íà ñêií÷åí-

íîçîííi ôîíè äîçâîëèëî ó [9] òà [4] ïðîiíòåãðóâàòè ëàíöþæîê Òîäè ó êëàñi

çáóðåíü ñêií÷åííîçîííîãî ðîçâ'ÿçêó

∑
n∈Z

|n|2
(
|a(n, t)− â(n, t)|+ |b(n, t)− b̂(n, t)|

)
<∞. (1.10)

Íàñòóïíèì çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñiþâàííÿ áóëî ií-

òåãðóâàííÿ ëàíöþæêà Òîäè ó êëàñi àñèìïòîòè÷íî-ñêií÷åííîçîííèõ ôóí-

êöié òèïó ñõîäèíêè ( [5], [6], [7], [8]). Öåé êëàñ âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì
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÷èíîì. Íåõàé {â±(n, t), b̂±(n, t)}n∈Z ¹ äâîìà ðiçíèìè ñêií÷åííîçîííèìè

ðîçâ'ÿçêàìè ëàíöþæêà Òîäè iç äîâiëüíèì âçà¹ìíèì ðîçòàøóâàííÿì ñïå-

êòðiâ, i íåõàé ïî÷àòêîâi äàíi {a(n, 0), b(n, 0)} çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

∑
n∈Z±

n2
(
|a(n, 0)− â±(n, 0)|+ |b(n, 0)− b̂±(n, 0)|

)
<∞, (1.11)

òîáòî ¹ àñèìïòîòè÷íî áëèçüêèìè äî êîåôiöi¹íòiâ äâîõ ðiçíèõ ñêií÷åííî-

çîííèõ îïåðàòîðiâ ßêîái. Òîäi iñíó¹ ãëîáàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.2),

(1.11), ùî ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t ¹ àñèìïòîòè÷íî-ñêií÷åííîçîííèì

ðîçâ'ÿçêîì òèïó ñõîäèíêè:

∑
n∈Z±

n2
(
|a(n, t)− â±(n, t)|+ |b(n, t)− b̂±(n, t)|

)
<∞. (1.12)

Âiäìiòèìî, ùî âèïàäîê äâîõ ñòàëèõ ôîíîâèõ îïåðàòîðiâ iç ðiçíèìè ñïå-

êòðàìè ¹ îêðåìèì âèïàäêîì öüîãî òâåðäæåííÿ, àëå ðiâíÿííÿ Òîäè íà ñòà-

ëèõ ôîíàõ ìîæíà ïðîiíòåãðóâàòè i ó áiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó ïåðøîãî

îáìåæåíîãî ìîìåíòó çáóðåííÿ:

∑
n∈Z±

|n|
(
|a(n, t)− a±|+ |b(n, t)− b±|

)
<∞. (1.13)

Òóò a± > 0 òà b± ∈ R ¹ äîâiëüíèìè ñòàëèìè.

Îòæå, ó âñiõ ïåðåðàõîâàíèõ âèùå êëàñàõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ðîçâ'ÿçîê ëàí-

öþæêà Òîäè äîáðå êîíòðîëþ¹òüñÿ ïðè ôiêñîâàíîìó t. Àëå çíà÷íî áiëüø

öiêàâèì ¹ îïèñ öi¹¨ ïîâåäiíêè êîëè çìiííà ÷àñó ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi

ðàçîì iç ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ, òîáòî ó ðåæèìi t→ +∞, n→ ∞, ïðè÷îìó

âåëè÷èíà n/t = ξ ¹ ñëàáî çìiííîþ. Äëÿ âñiõ âèùåîïèñàíèõ êëàñiâ äiéñíà

âiñü ξ ∈ R ïîäiëÿ¹òüñÿ íà ñåêòîðè iç ÿêiñíî ðiçíîþ ïîâåäiíêîþ ðîçâ'ÿçêó. Öÿ

ïîâåäiíêà ¹ áiëüø-ìåíø äîáðå âèâ÷åíîþ äëÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ (1.8), (1.10) i

äëÿ äåÿêèõ ñåêòîðiâ ïî ξ äëÿ (1.13) çà óìîâ b−+2a− < b+− 2a+ (òàê çâàíà
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õâèëÿ ñòèñêó, [16], [17], [18], [13]) àáî b+ + 2a+ < b− − 2a− (õâèëÿ ðîçði-

äæåííÿ, [15], [12]). Íàéáiëüø åôåêòèâíèì òà ìàòåìàòè÷íî îáãðóíòîâàíèì

ìåòîäîì äîñëiäæåííÿ òàêî¨ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ¹ íåëiíiéíèé ìåòîä

íàéøâèäøîãî ñïóñêó (äèâ. [15]), àáî ìåòîä çàäà÷i Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà. Íàðàçi

íå iñíó¹ äîñëiäæåíü àñèìïòîòèê ðîçâ'ÿçêó (1.12), íàâiòü íà ôiçè÷íîìó ðiâíi

ñòðîãîñòi. Ó äàíié äèïëîìíié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäií-

êà çà âåëèêèì ÷àñîì ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1.2) ùî âiäïîâiäàþòü íàñòóïíèì

ïî÷àòêîâèì óìîâàì

|a(n, 0)− 1

2
|+ |b(n, 0)| → 0, n→ +∞;

|a(n, 0)− â(n)|+ |b(n, 0)− b̂(n)| → 0, n→ −∞,

äå

Ĥ(0) : l2(Z) → l2(Z),

y(n) 7→ â(n)y(n+ 1) + b̂(n)y(n) + â(n− 1)y(n− 1),
(1.14)

¹ ñêií÷åííîçîííèì îïåðàòîðîì ßêîái, ùî ìà¹ äâîçîííèé íåïåðåðâíèé

ñïåêòð

[E0, E1] ∪ [E2, E3], 1 < E0 < E1 < E2 < E3, (1.15)

i äîäàòêîâèé ñïåêòð Äiðiõëå

(µ,+), µ ∈ (E1, E2). (1.16)

Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ïî÷àòêîâi óìîâè íàáëèæàþòüñÿ äî ñâî¨õ ôîíiâ åêñïî-

íåíöiéíî øâèäêî:

∞∑
n=1

eεn
(
|a(−n, 0)−â(n)|+|b(−n, 0)−b̂(n)|+|a(n, 0)−1

2 |+|b(n, 0)|
)
<∞, ε > 0.

(1.17)

Âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ ñïåêòðiâ ôîíiâ (1.15), ïðàâèé ç êîòðèõ - öå âiëüíèé
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Ëàïëàñiàí, à ëiâèé - äâîçîííèé, âiäïîâiäà¹ òàê çâàíié çàäà÷i ðîçðiäæåííÿ

ó óçàãàëüíåíié ôîðìi.

1.2. Çàäà÷à ðîçðiäæåííÿ íà ñòàëèõ ôîíàõ

Êëàñè÷íà çàäà÷à ðîçðiäæåííÿ äëÿ ëàíöþæêà Òîäè ïîâ'ÿçàíà iç äîñëi-

äæåííÿì àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè çà âåëèêèì ÷àñîì ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi

äëÿ ðiâíÿííÿ (1.2) ç ñèìåòðè÷íèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

a(−n, 0) = a(n, 0) =
1

2
, b(−n, 0) = −b(n, 0) = b > 0, ïðèn > 0; b(0, 0) = 0.

Õâèëÿ ðîçðiäæåííÿ ìà¹ ÿêiñíî ðiçíó ïîâåäiíêó çàëåæíî âiä ôîíîâî¨ êîí-

ñòàíòè b, ðîçðiçíÿþòü äâà âèïàäêè: b > 1 òà 0 < b ≤ 1. Âïåðøå äîñëiäæå-

ííÿ öi¹¨ çàäà÷i áóëî ïðîâåäåíî â ðîáîòi [15] ó òàê çâàíié ïåðåõiäíié çîíi

ξ =
n

t
≈ 0. Ñàìå ó öié ðîáîòi ó 1996 ðîöi âïåðøå áóëî ïîñòàâëåíî çàäà÷ó

Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà ó âåêòîðíîìó ôîðìóëþâàííi â òåðìiíàõ çìiííî¨ ïåðåòâî-

ðåííÿ Æóêîâñüêîãî ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà çàäà÷i.

Ó ðîáîòi [12] õâèëþ ðîçðiäæåííÿ äîñëiäæåíî â îñíîâíèõ ñåêòîðàõ ïiâïëî-

ùèíè (n, t) ∈ Z× R+ çà áiëüø çàãàëüíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ òèïó ñõîäèíêè:

a(n, 0) → a, b(n, 0) → b, ïðè n→ −∞,

a(n, 0) → 1

2
, b(n, 0) → 0, ïðè n→ +∞,

(1.18)

äå a > 0 òà b ∈ R çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïó óìîâó

1 < b− 2a. (1.19)
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Çà ïðèïóùåííÿì

∞∑
n=1

eεn
(
|a(−n, 0)−a|+ |b(−n, 0)− b|+ |a(n, 0)− 1

2|+ |b(n, 0)|
)
<∞, ε > 0,

(1.20)

ïðè t → +∞ ðîçâ'ÿçîê {a(n, t), b(n, t)} çàäà÷i (1.2), (1.19), (1.20) ¹ ÿêiñíî

ðiçíèì ó íàñòóïíèõ ÷îòèðüîõ ñåêòîðàõ:

� Â îáëàñòi n > t ¹ àñèìïòîòè÷íî áëèçüêèì äî ôîíîâèõ êîíñòàíò {1
2
, 0}

ç äîäàâàííÿì ñîëiòîíiâ, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì λj < −1.

� Â îáëàñòi 0 < n < t:

a(n, t) =
n

2t
+O

(1
t

)
, b(n, t) = 1− n

t
+O

(1
t

)
.

� Â îáëàñòi −2at < n < 0:

a(n, t) = − n

2t
+O

(1
t

)
, b(n, t) = b− 2a− n

t
+O

(1
t

)
.

� Â îáëàñòi n < −2at, ðîçâ'ÿçîê ¹ àñèìïòîòè÷íî áëèçüêèì äî ôîíîâèõ

êîíñòàíò {a, b} ïëþñ ñîëiòîíè, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì

λj > b+ 2a.

Ìåòîþ äàíî¨ äèïëîìíî¨ ðîáîòè ðîáîòè ¹ âèâ÷åííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâå-

äiíêè çà âåëèêèì ÷àñîì ðîçâ'ÿçêó {a(n, t), b(n, t)} ðiâíÿííÿ (1.2) iç ïî÷à-

òêîâèìè óìîâàìè òèïó ñõîäèíêè (1.17), ùî ¹ åêñïîíåíöiéíî øâèäêî íàáëè-

æåíèìè äî êîåôiöi¹íòiâ âiëüíîãî äèñêðåòíîãî Ëàïëàñiàíà (1.7) íà ïðàâié

ïiâîñi, òà äî êîåôiöi¹íòiâ ñêií÷åííîçîííîãî îïåðàòîðà ßêîái (1.14)-(1.16) íà

ëiâié. Ìè âèâ÷à¹ìî öþ àñèìïòîòèêó ó ëiâié ñîëiòîííié çîíi, ïðè

n

t
<

1

2
(E0 + E1 + E2 − E3)−

∫ E2

E1

λ(λ− E3)

R(λ+ i0)
dλ∫ E2

E1

λ− E3

R(λ+ i0)
dλ

,
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äå R := −
√

(λ− E0)(λ− E1)(λ− E2)(λ− E3), òîáòî ìè âèâ÷à¹ìî äåÿêó

íîâó ìåðîìîðôíó âåêòîðíó çàäà÷ó Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà íà Ðiìàíîâié ïîâåðõ-

íi, ùî âiäïîâiäà¹ ñïåêòðó îïåðàòîðà (1.14), i âèâîäèìî ñòðîãi ìàòåìàòè÷íî

îáãðóíòîâàíi ôîðìóëè äëÿ ñîëiòîíiâ ëàíöþæêà Òîäè íà äâîçîííîìó ôîíi.

1.3. Ðiâíÿííÿ ñóìiñíîñòi òà ìåòîä îáåðíåíî¨

çàäà÷i ðîçñiþâàííÿ

Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.2) çðó÷íî äîñëiäæóâàòè âèêîðèñòîâóþ÷è ìàòðè-

÷íèé ôîðìàëiçì ïàðè Ëàêñà (1.3)-(1.5). Äiéñíî, ÿê âñòàíîâëåíî äëÿ âñiõ

íàâåäåíèõ ó ïóíêòi 1.1 êëàñàõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ, ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíî¨ ñè-

ñòåìè ñóìiñíîñòi

(H(t)− λ)u(λ, ·, t) = 0, (1.21)

∂u(λ, ·, t)
∂t

− A(t)u(λ, ·, t) = 0, (1.22)

çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíié âëàñòèâîñòi

Ëåìà 1.1. [3] Íåõàé y(λ, n, t) òà z(λ, n, t) ¹ áóäü-ÿêèìè ðîçâ'ÿçêàìè

ðiâíÿííÿ ßêîái (1.21), òîäi âèðàç, ùî çâåòüñÿ äèñêðåòíèì âðîíñêiàíîì

öèõ ðîçâ'ÿçêiâ

W
(
y(λ), z(λ)

)
(n, t) = a(n−1, t)

(
y(λ, n−1, t)z(λ, n, t)−y(λ, n, t)z(λ, n−1, t)

)
,

íå çàëåæèòü âiä n. ßêùî æ y(λ, n, t) òà z(λ, n, t)¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè

çóìiñíîñòi (1.21) � (1.22), òî ¨õ äèñêðåòíèé âðîíñêiàí ¹ íåçàëåæíèì íi

âiä ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨, íi âiä ÷àñó.

Ó âèïàäêó, êîëè λ = λ0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà H(t), òà

iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê y(λ0, ·, t) ∈ l2(Z) ñèñòåìè (1.21) � (1.22), òî íîðìà
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||y(λ0, ·, t)||l2(Z) ¹ òàêîæ íåçàëåæíîþ âiä ÷àñó.

Îòæå, êëàñè÷íèé ìåòîä îáåðíåíî¨ çàäà÷i ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîá çíà-

éòè äåÿêi çðó÷íi ñïåêòðàëüíi äàíi S(H(0)) äëÿ îïåðàòîðà H(0), ùî àñî-

öiéîâàíî iç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. Ðiâíÿííÿ ñóìiñíîñòi äîçâîëÿþòü îá-

÷èñëèòè åâîëþöiþ çà ÷àñîì öèõ ñïåêòðàëüíèõ äàíèõ, òîáòî îòðèìàòè

ìíîæèíó S(H(t)), ÿêà ïîòåíöiéíî ìîæå ââàæàòèñÿ ñïåêòðàëüíèìè äàíè-

ìè äëÿ îïåðàòîðà H(t), çíàéòè êîåôiöi¹íòè ÿêîãî îçíà÷à¹ ðîçâ'ÿçàííÿ

äîñëiäæóâàíî¨ çàäà÷i Êîøi. Ùîá âñòàíîâèòè öå, ïîòðiáíå äåòàëüíå i

êðîïiòêå äîñëiäæåííÿ ðiâíÿíü Ìàð÷åíêà, òîáòî ðîçâ'ÿçàííÿ îáåðíåíî¨

çàäà÷i ðîçñiþâàííÿ (àáî îáåðíåíî¨ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i, ÿê ó âèïàä-

êó ïåðiîäè÷íèõ òà ñêií÷åííîçîííèõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ). Îòæå, ñõåìà-

òè÷íî ñõåìà iíòåãðóâàííÿ ëàíöþæêà Òîäè âèãëÿäÿ¹ íàñòóïíèì ÷èíîì:

(a(n, 0), b(n, 0)) (a(n, t), b(n, t))

6

ïðÿìà
çàäà÷à
ðîçñiþâàííÿ

?

îáåðíåíà
çàäà÷à
ðîçñiþâàííÿ

S(H(0)) S(H(t))-

÷àñîâà åâîëþöiÿ
ñïåêòðàëüíèõ ïàðàìåòðiâ

ßê âæå çãàäóâàëîñÿ, íàðàçi íàéáiëüø åôåêòèâíèì ìåòîäîì äîñëiäæåííÿ

àñèìïòîòèê çà âåëèêîãî ÷àñó ó çàäàíîìó ðåæèìi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.2) ¹

ìåòîä çàäà÷i Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà, ÿêèé ÷àñòî ðîçãëÿäó¹òüñÿ ÿê óçàãàëüíåííÿ

êëàñè÷íîãî ìåòîäó îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñiþâàííÿ.

Ñóòíiñòü öüîãî ïiäõîäó äëÿ âèâ÷à¹ìî¨ ìîäåëi áóäå îïèñàíî ó íàñòóïíîìó

ðîçäiëi.



Ðîçäië 2

Çàäà÷à Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà

2.1. Ôóíêöiÿ Áåéêåðà-Àõi¹çåðà

Îñêiëüêè îñíîâíèé ôîí, íà ÿêîìó áóäå äîñëiäæåíî ñîëiòîííi àñèìïòîòè-

êè, ¹ ñêií÷åííîçîííèì, íàãàäà¹ìî äåÿêi âiäîìi ôàêòè çi ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨

äâîçîííîãî îïåðàòîðà Ĥ(t) i ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.2). Ìåòîþ öüîãî ïàðà-

ãðàôà ¹ îïèñ îäíîãî ñïåöiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ñóìiñíîñòi

(Ĥ(t)− λ)u(λ, ·, t) = 0, (2.1)

∂u(λ, ·, t)
∂t

− Â(t)u(λ, ·, t) = 0, (2.2)

ùî ¹ (ç òî÷íiñòþ äî ìóëüòiïëiêòèâíî¨ êîíñòàíòè, ùî çàëåæèòü âiä ÷àñó)

ëiâèì ðîçâ'ÿçêîì Âåéëÿ ðiâíÿííÿ ßêîái (2.1). Â öüîìó ðiâíÿííi λ ∈ Π - öå

ñïåêòðàëüíèé ïàðàìåòð, ÿêèé ðîçãëÿäà¹òüñÿ íà ìíîæèíi

Π := clos (C \ σ(Ĥ(t))), σ(Ĥ(t)) = [E0, E1] ∪ [E2, E3]. (2.3)

Ââåäåìî äâîëèñòíó êîìïàêòíó Ðiìàíîâó ïîâåðõíþ M ïîðÿäêó 1 àñîöi-

éîâàíó ç ôóíêöi¹þ

R(λ) = −
√
(λ− E0)(λ− E1)(λ− E2)(λ− E3),

äå
√
· � ¹ ñòàíäàðòíèì çíà÷åííÿì êîðiíÿ ç ðîçðiçîì âçäîâæ (−∞, 0). Òî÷êè

14
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Ej = (Ej, 0) ∈ M ¹ òî÷êàìè ðîçãàëóæåííÿ, à ìíîæèíè

Π± = {(λ,±R(λ)) | λ ∈ C \ [E0, E1] ∪ [E2, E3]} ⊂ M,

íàçèâàþòüñÿ âåðõíiì òà âiäïîâiäíî íèæíiì ëèñòîì ïîâåðõíi. Ëèñòè ñêëå¹íi

âçäîâæ çîí ñïåêòðó σ(Ĥ(t)). Òî÷êè íà ïîâåðõíi ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç

p = (λ,±), à ÷åðåç p∗ = (λ,∓) ¨õíi iíâîëþöi¨. Äàíà Ðiìàíîâà ïîâåðõíÿ ìà¹

äâi íåñêií÷åíi òî÷êè, ÿêi áóäóòü ïîçíà÷àòèñÿ ÷åðåç (∞,±) =: ∞±. Ââåäåìî

êàíîíi÷íèé áàçèñ öèêëiâ íà M. Âií ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ åëåìåíòiâ {a, b}.

Öèêë a îõîïëþ¹ òî÷êè E1, E2 çìiíþþ÷è ëèñò, iç îði¹íòàöi¹þ âiä E1 äî E2

ïî âåðõíüîìó ëèñòó, à öèêë b îõîïëþ¹ E0, E1, çíàõîäèòüñÿ ïîâíiñòþ íà

âåðõíüîìó ëèñòi òà ìà¹ îði¹íòàöiþ ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè.

�äèíèé ãîëîìîðôíèé äèôåðåíöiàë íà M çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

ζ = c
dλ

R(λ)
, c =

(
2

∫ E2

E1

dλ

R(λ)

)−1

,

∫
b

ζ = τ.

Ââåäåìî òàêîæ íåãîëîìîðôíi íîðìîâàíi Àáåëåâi äèôåðåíöiàëè. Íåõàé

ω∞+∞− =
λ− λ̂1
R(λ)

dλ;

¹ íîðìîâàíèì Àáåëåâèì äèôåðåíöiàëîì òðåòüîãî ðîäó ç ïðîñòèìè ïîëþñà-

ìè ó òî÷êàõ ∞+ òà ∞−, à

Ω0 =
(λ− λ̃1)(λ− λ̃2)

R(λ)
dλ, λ̃1 + λ̃2 =

1

2
(E0 + E1 + E2 + E3).

¹ Àáåëåâèì äèôåðåíöiàëîì äðóãîãî ðîäó ç ïîëþñàìè äðóãîãî ïîðÿäêó ó

òî÷êàõ ∞+ òà, âiäïîâiäíî ∞− (äèâ. [1, Ðîçäiëè 13.1, 13.2]). Íîðìàëiçàöiÿ

àáåëåâèõ äèôåðåíöiàëiâ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ¨õ a ïåðiîäè äîðiâíþþòü íóëþ.
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Ïîçíà÷èìî ¨õíi b - ïåðiîäè ÷åðåç

2πiU0 =:

∫
b

Ω0, 2πiA∞−(∞+) =:

∫
b

ω∞+∞−.

Íåõàé òåïåð A(p) =

p∫
E0

ζ öå âiäîáðàæåííÿ Àáåëÿ íà M.

Ââåäåìî òàêîæ ñïåöiàëüíèé íîðìîâàíèé Àáåëåâ iíòåãðàë, ùî çàëåæèòü

âiä ïàðàìåòðiâ n òà t ÷åðåç çìiííó ξ =
n

t
:

Φ(p) := Φ(p, ξ) =

p∫
E0

Ω0 + ξ

p∫
E0

ω∞+∞−. (2.4)

Öÿ ôóíêöiÿ ìà¹ íàçâó ôàçîâî¨ ôóíêöi¨, i ðîçïîäiëåííÿ çíàêiâ ¨¨ äiéñíî¨

÷àñòèíè â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðà ξ âiäiãðà¹ íàéâàæëèâiøó ðîëü â íàøèõ

äîñëiäæåííÿõ.

Íà M ââåäåìî íàñòóïíi ôóíêöi¨:

z(p, n, t) = A(p)− A((µ,+))− nA∞−(∞+) + tU0 − Ξ ∈ C,

z(n, t) := z(∞+, n, t),
(2.5)

äå

Ξ =
1 + τ

2
,

öå Ðiìàíîâà êîíñòàíòà, à (µ,+) öå äiâiçîð Äiðiõëå îïåðàòîðà Ĥ(0). Íàãà-

äà¹ìî, ùî ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà

Ëåìà 2.1. ( [1, äîäàòîê A])

A∞−(∞+) =

∞+∫
∞−

ζ = 2A(∞+).
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Ââåäåìî òàêîæ òåòà ôóíêöiþ Ðiìàíà, ïîâ'ÿçàíó ç ïîâåðõíåþ M:

θ(z) =
∑
j∈Z

exp 2πi
(
z j +

τ

2
j2
)
, z ∈ C.

Ó ââåäåíèõ ïîçíà÷åííÿõ ìè ìîæåìî òåïåð çàïèñàòè ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i Êîøi

äëÿ (1.2) ç ïî÷àòêîâèìè ñêií÷åííîçîííèìè óìîâàìè {â(n, 0); b̂(n, 0)} ( äèâ.

[1, Ðîçäië 9.2]) :

â(n, t)2 = a2
θ(z(n+ 1, t))θ(z(n− 1, t))

θ(z(n, t))2
,

b̂(n, t) = b+
1

2

d

dt
log
( θ(z(n, t))

θ(z(n− 1, t))

)
,

(2.6)

òóò êîíñòàíòè a,b çàëåæàòü òiëüêè âiä ãåîìåòði¨ M.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìi ñóìiñíîñòi (2.1)-(2.2), äå çàìiñòü ñïå-

êòðàëüíîãî ïàðàìåòðà íà ïëîùèíi ìè ïiäñòàâèìî òî÷êó íà M.

(Ĥ(t)− p)u(p, ·, t) = 0,

∂u(t)

∂t
− Â(t)u(p, ·, t) = 0,

òóò

(Â(t)y)(n) = â(n, t)y(n+ 1)− â(n− 1, t)y(n− 1).

ßê âiäîìî (äèâ. [1, Ðîçäië 13.2]), öÿ ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ψ̂(p, n, t),

ùî ¹ ìåðîìîðôíîþ îäíîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ íà M iç ïîëþñîì â òî÷öi (µ,+)

òà iç ïîâåäiíêîþ íà íåñêií÷åííîñòÿõ âèäó

ψ̂(p, n, t)− etΦ(p,ξ) → 0, p→ ∞±. (2.7)

Öå òàê çâàíà ôóíêöiÿ Áåéêåðà-Àõi¹çåðà. Íàì ïîòðiáíà ¨¨ íèæíÿ ãiëêà (çíà-

÷åííÿ íà íèæíüîìó ëèñòi).

Çàóâàæåííÿ 2.2. Ó ïîäàëüøîìó, ùîá ñïðîñòèòè ïîçíà÷åííÿ, "ôiçè÷íó"
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êîìïëåêñíó ïëîùèíó (2.3) ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ ìè áóäåìî îòîòî-

æíþâàòè iç âåðõíiì ëèñòîì Π+. Ïðè ñêîðî÷åííi äåÿêèõ ôîðìóë ìè çàâ-

æäè ââàæà¹ìî, ùî λ - öå òî÷êà íà âåðõíüîìó ëèñòi, à λ∗ - ¨¨ iíâîëþöiÿ

íà íèæíié ëèñò.

Çîêðåìà, äîäàòêîâèé ñïåêòð Äiðiõëå (1.16) îïåðàòîðà Ĥ(0) áóäå ïîçíà-

÷àòèñÿ ÷åðåç µ, òîáòî µ ∈ Π+.

Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè öå çàóâàæåííÿ (2.4), íèæíÿ ãiëêà ôóíêöi¨ Áåéêåðà-

Àõi¹çåðà áóäå âèãëÿäàòè íàñòóïíèì ÷èíîì

ψ̂−(λ, n, t) = C(n, 0, t)
θ(z(λ∗, n, t))

θ(z(λ∗, 0, 0))
e
−t

p∫
E0

Ω0−n
p∫

E0

ω∞+∞−
, λ ∈ Π+, (2.8)

äå C(n, 0, t) � äiéñíîçíà÷íà ïîçèòèâíà âåëè÷èíà, äëÿ ÿêî¨ âèêîíàíî

C(n, 0, t)2 =
θ(z(0, 0))θ(z(−1, 0))

θ(z(n, t))θ(z(n− 1, t))
. (2.9)

Çàóâàæåííÿ 2.3. Ç ôîðìóë (2.5) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ ψ̂−(λ, n, t) íå ìà¹

ïîëþñiâ íà Π+ çà áóäü-ÿêèõ n i t.

Ëåìà 2.4. Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t i ïðè âñiõ λ ∈ Π+ \ ∂Π+

ψ̂−(λ, ·, t) ∈ ℓ2(Z−). (2.10)

Ëåìà 2.5. Ôàçîâà ôóíêöiÿ Φ(λ, ξ) ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

� Ïðè λ→ ∞+:

Φ(λ, ξ) = −
√
λ2 − 1 + ξ ln(λ−

√
λ2 − 1 + ξ ln 2− ξ ln a+O(

1

λ
),

äå a - öå ëîãàðèôìi÷íà ¹ìêiñòü ñïåêòðó îïåðàòîðà Ĥ(t);

� Φ(λ∗, ξ) = −Φ(λ, ξ).

Òåïåð, ïiñëÿ ââåäåííÿ âñiõ íåîáõiäíèõ îçíà÷åíü, ïîâ'ÿçàíèõ iç ëiâèì ôî-
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íîì, ìè òàêîæ ââåäåìî ñïåöiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

ϕ̃+(λ, n, t) = e−
√
λ2−1 t

(
λ−

√
λ2 − 1

)n
(2.11)

òðèâiàëüíî¨ ñèñòåìè ñóìiñíîñòi àññîöiéîâàíî¨ iç âiëüíèì Ëàïëàñiàíîì (1.7)

(H̃(t)− λ)u(λ, n, t) = 0,

∂u(λ, n, t)

∂t
− Ã(t)u(λ, n, t) = 0, λ ∈ clos (Π+ \ [−1, 1],

äå

(Ã(t)y)(n) =
1

2
y(n+ 1)− 1

2
y(n− 1).

Öåé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ íàñòóïíó ïîâåäiíêó ïðè n→ +∞:

ϕ̃+(λ, ·, t) ∈ ℓ2(Z+). (2.12)

2.2. Ðîçâ'ÿçêè Éîñòà i äàíi ðîçñiþâàííÿ

Íåõàé òåïåð {a(n, t), b(n, t)} ¹ äîñëiäæóâàíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1.2),

(1.14)-(1.17), i íåõàé (1.21) - (1.22) ¹ âiäïîâiäíîþ ñèñòåìîþ ñóìiñíîñòi.

Ëåìà 2.6. Ñèñòåìà ñóìiñíîñòi (1.21) - (1.22) ìà¹ äâà ðîçâ'ÿçêè

φ(λ, n, t) òà ψ(λ, n, t), ùî íàçèâàþòüñÿ ðîçâ'ÿçêàìè Éîñòà, i îäíîçíà÷íî

õàðàêòåðèçóþòüñÿ ¨õíüîþ ïîâåäiíêîþ íà íåñêií÷åííîñòÿõ:

|φ(λ, n, t)− ϕ̂+(λ, n, t)| → 0, ïðè n→ +∞,

|ψ(λ, n, t)− ψ̂−(λ, n, t)| → 0, ïðè n→ −∞.

Öi ðîçâ'ÿçêè ìàþòü íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

� ßê ôóíêöiÿ λ ôóíêöiÿ ψ(λ, n, t) (âiäïîâiäíî φ(λ, n, t)) ¹ ãîëîìîðôíîþ

â îáëàñòi C \ σ(Ĥ(t)) (âiäïîâiäíî C \ [−1, 1]) i íåïåðåðâíîþ àæ äî

ãðàíèöi îáëàñòi;
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� ϕ(λ, ·, t) ∈ ℓ2(Z+) êîëè λ ∈ C \ [−1, 1];

� ψ(λ, n, t) ∈ ℓ2(Z−) êîëè λ ∈ C \ σ(Ĥ(t));

� Âðîíñêiàí ðîçâ'ÿçêiâ Éîñòà W (λ) := W (ϕ, ψ) íå çàëåæèòü íi âiä n

íi âiä t.

Ëåìà 2.7. Îïåðàòîð ßêîái H(t) ìà¹ íåïåðåðâíèé îäíîêðàòíèé ñïåêòð

íà ìíîæèíi [−1, 1] ∪ [E0, E1] ∪ [E2, E3] i ñêií÷åííèé äèñêðåòíèé ñïåêòð

{λj}Nj=1 ⊂ R\ ([−1, 1]∪ [E0, E1]∪ [E2, E3]). Òî÷êè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà H(t)

õàðàêòåðèçóþòüñÿ òèì, ùî W (λj) = 0.

Çàóâàæåííÿ 2.8. � Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.2), (1.14)-

(1.17) âiäïîâiäà¹ íåðåçîíàíñíîìó âèïàäêó, òîáòî W (λ) íå îáåðòà-

¹òüñÿ â íóëü íà êiíöÿõ íåïåðåðâíîãî ñïåêòðà, òà ñàìå ó òî÷êàõ

{±1, E0, . . . , E3}. Çàçíà÷èìî, ùî íåðåçîíàíñíèé âèïàäîê ¹ òèïîâèì.

� Ìè òàêîæ ïðèïóñêà¹ìî, ùî íi îäíà ç òî÷îê äèñêðåòíîãî ñïåêòðà íå

ñïiâïàäà¹ ç òî÷êîþ µ.

Äëÿ òî÷îê λ íà âåðõíüîìó òà íèæíüîìó áåðåãàõ ðîçðiçó âçäîâæ [E0, E1]∪

[E2, E3] ðîçãëÿíåìî ëiâå ñïiââiäíîøåííÿ ðîçñiþâàííÿ

T (λ)φ(λ, n, t) = R(λ)ψ(λ, n, t) + ψ(λ, n, t),

äå çãiäíî ëåìi 1.1 êîåôiöi¹íòè ïðîõîäæåííÿ òà âiäáèòòÿ T (λ) òà R(λ) íå

çàëåæàòü âiä ÷àñó i çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi ðiâíîñòi:

T (λ) =
W (ψ, ψ)(λ)

W (ψ, φ)(λ)
, R(λ) = −W (φ, ψ)(λ)

W (φ, ψ)(λ)
, λ ∈ ([E0, E1]∪ [E2, E3])± i0.

Ëåìà 2.9. Ìiæ êîåôiöi¹íòàìè ïðîõîäæåííÿ òà âiäáèòòÿ ìàþòü ìi-
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ñöå íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ:

R(λ) =
T (λ)

T (λ)
, R(λ) =

1

R(λ)
. (2.13)

Ëåìà 2.10. Êîåôiöi¹íò T (λ) ¹ ìåðîìîðôíîþ ôóíêöi¹þ íà ìíîæèíi

D := C \ [−1, 1] ∪ [E0, E1] ∪ [E2, E3], ìà¹ ïðîñòi ïîëþñè â òî÷êàõ äèñêðå-

òíîãî ñïåêòðó i îçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

T (λ) = − R(λ)

(λ− µ)W (λ)
, λ ∈ ([E0, E1] ∪ [E2, E3])± i0. (2.14)

Àíàëîãi÷íi ñïiââiäíîøåííÿ ìîæíà ðîçãëÿíóòè é äëÿ λ íà áåðåãàõ ðîçði-

çó âçäîâæ iíòåðâàëà [−1, 1]. Âîíè íàçèâàþòüñÿ ïðàâèìè ñïiââiäíîøåííÿìè

ðîçñiþâàííÿ:

T̃ (λ)ψ(λ, n, t) = R̃(λ, t)φ(λ, n, t) + φ(λ, n, t).

Ëåìà 2.11. Ïðàâi êîåôiöi¹íòè ïðîõîäæåííÿ òà âiäáèòòÿ ¹ íåçàëå-

æíèìè âiä ÷àñó i çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi ðiâíîñòi:

T̃ (λ) = −W (φ, φ)(λ)

W (ψ, φ)(λ)
, R̃(λ) = −W (ψ, φ)(λ)

W (ψ, φ)(λ)
, λ ∈ [−1, 1]± i0.

Ââåäåìî äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçãëÿäó íàñòóïíó ôóíêöiþ:

χ(λ) = −T̃ (λ+ 0i)T (λ+ 0i), λ ∈ [−1, 1].

Ëåìà 2.12. Ôóíêöiÿ χ(λ) ¹ íåïåðåðâíîþ ïðè λ ∈ [−1, 1].

Çàóâàæåííÿ 2.13. Î÷åâèäíî, ùî ðîçâ'ÿçêè Éîñòà òà êîåôiöi¹íòè ïðî-

õîäæåííÿ, ââåäåíi â öüîìó ïàðàãðàôi, ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ôóíêöi¨ íà

ìíîæèíi D = Π+ \ [−1, 1], òîáòî íà âåðõíüîìó ëèñòi Ðiìàíîâî¨ ïîâåðõíi

M iç ðîçðiçîì âçäîâæ iíòåðâàëó [-1, 1].
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2.3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðíîçíà÷íó ôóíêöiþ m(p, n, t) = (m1(p, n, t), m2(p, n, t)

âèçíà÷åíó íàñòóïíèì ÷èíîì íà âåðõíüîìó ëèñòi :

m1(p, n, t) = T (p)φ(p, n, t) e−tΦ(p,ξ), λ ∈ D,

m2(p, n, t) = ψ(p, n, t) etΦ(p,ξ), λ ∈ D.
(2.15)

Íà íèæíüîìó ëèñòi âèçíà÷èìî ¨¨ çà äîïîìîãîþ óìîâ ñèìåòði¨:

m(p, n, t) = m(p∗, n, t)

0 1

1 0

 , λ ∈ D∗ = Π− \ [−1, 1].

Ëåìà 2.14. Ôóíêöiÿ m(p, n, t) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íîðìàëiçàöi¨:

m1(∞±, n, t) ·m2(∞±, n, t) = 1.

Ùîéíî âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ íå ¹ àíàëiòè÷íîþ íà M, âîíà ìà¹ ñòðèáêè òà

ïîëþñè. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ êîíòóðiâ, íà ÿêèõ ôóíêöiÿ m(p, n, t) ìà¹

ñòðèáêè:

Σ
(1)
l = {p = (λ+ i0,+)}, Σ

(2)
l = {p = (λ− i0,+)}, λ ∈ σ(Hl),

Σr = {p = (λ,+)}, Σ∗
r = {p = (λ,−)}, λ ∈ σ(Hr).

Âåñü êîíòóð çàäà÷i Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà öå Γ := Σ
(1)
l ∪ Σ

(2)
l ∪ Σr ∪ Σ∗

r. Çàäàìî

éîãî îði¹íòàöiþ: Σl = Σ
(1)
l ∪Σ

(2)
l � îði¹íòîâàíèé çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ,

äèâëÿ÷èñü ç áîêó âåðõíüîãî ëèñòà, à êîíòóðè Σr òà Σ∗
r îði¹íòîâàíi çëiâà

íàïðàâî.

Äàëi âiäïîâiäíî äî îáðàíèõ îði¹íòàöié êîíòóðó ââåäåìî ãðàíè÷íi çíà÷å-
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ííÿ ðîçãëÿíóòî¨ ôóíêöi¨:

m+(p, n, t) = lim
ζ→p
ζ∈Π+

m(ζ, n, t), m−(p, n, t) = lim
ζ→p
ζ∈Π−

m(ζ, n, t), p ∈ Σl,

m+(p, n, t) = lim
ζ→p

Reπ(ζ)>0

m(ζ, n, t), m−(p, n, t) = lim
ζ→p

Reπ(ζ)<0

m(ζ, n, t), p ∈ Σr ∪ Σ∗
r.

Ñòðèáêè ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ îïèñóþòüñÿ íàñòóïíîþ ëåìîþ

Ëåìà 2.15. Ôóíêöiÿ m(p, n, t) ìà¹ ñòðèáîê íà êîíòóði Γ âèãëÿäó

m+(p, n, t) = m−(p, n, t) v(p, n, t),

äå ôóíêöiÿ ñòðèáêà ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä

v(p, n, t) =



 0 −R(p)e2tΦ(p,ξ)

R(p)e−2tΦ(p,ξ) 1

 , p ∈ Σl, 1 0

χ(p)e−2tΦ(p,ξ) 1

 , p ∈ Σr,1 χ(p)e2tΦ(p,ξ)

0 1

 , p ∈ Σ∗
r.

Ðîçãëÿíåìî òî÷êè {λk}Nk=1, äëÿ íèõ íàì âiäîìî, ùî W (φ, ψ)(λk) = 0,

òîáòî ôóíêöi¨ φ(λ, n, t) òà ψ(λ, n, t) ¹ ëiíiéíî çàëåæíèì. Íåõàé öÿ ëiíiéíà

çàëåæíiñòü âèðàæà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì:

ψ(λk, n, t) = C−
k φ(λk, n, t).

Ç öèõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííÿ (1.21) ìà¹

ðîçâ'ÿçîê ψ(λk, n, t) ∈ l2(Z). Ç ëåìè 1.1 âèïëèâà¹, ùî íîðìà öüîãî ðîçâ'ÿçêó
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íå çàëåæèòü âiä ÷àñó, òîìó ïîçíà÷èìî:

γ−k =
1∑

m∈Z
|ψ(λk,m, t)|2

.

Äëÿ òîãî, ùîá îá÷èñëèòè ëèøêè ôóíêöi¨ m(p, n, t) íàì íåîáõiäíà íàñòó-

ïíà òåõíi÷íà ëåìà:

Ëåìà 2.16. Äèñêðåòíèé âðîíñêiàí ðîçâ'ÿçêiâ Éîñòà çàäîâîëüíÿ¹ íà-

ñòóïíó ðiâíiñòü:

d

dλ

(
W (φ(λ), ψ(λ))

)∣∣∣
λ=λk

=
1

C−
k γ

−
k

.

Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó äèâ. [11, Ëåìà 3.2].

Òåïåð ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

Ëåìà 2.17. Ôóíêöiÿ m(p, n, t) ìà¹ ïðîñòi ïîëþñè ó òî÷êàõ ó òî÷êàõ

{λk}Nk=1 òà {λ∗k}Nk=1 i âiäïîâiäíi ëèøêè ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

resλk
m(p, n, t) = lim

p→λk

m(p, n, t)

 0 0

−γ̂ke−2tΦ(λk,ξ) 0

 ,

resλ∗
k
m(p, n, t) = lim

p→λ∗
k

m(p, n, t)

0 −γ̂ke2tΦ(λ
∗
k,ξ)

0 0

 ,

äå γ̂k =
R1/2(λk)γ

−
k

(λk − µ)
.

Çàóâàæåííÿ 2.18. Iç îçíà÷åííÿ 2.15 âèïëèâà¹, ùî êîìïîíåíòíà

m1(p, n, t) ¹ ìåðîìîðôíîþ ôóíêöi¹þ íà D, ïðè÷îìó ìà¹ íà âåðõíüîìó ëè-

ñòi ïðîñòèé ïîëþñ ó òî÷öi µ òà ïðîñòi ïîëþñè â òî÷êàõ äèñêðåòíîãî

ñïåêòðà λk. Öÿ êîìïîíåíòà ¹ ãîëîìîðôíîþ íà íèæíüîìó ëèñòi íà D∗. Ó

ñâîþ ÷åðãó, äðóãà êîìïîíåíòà m2(p, n, t) ¹ ãîëîìîðôíîþ íà D i ìà¹ ïðîñòi

ïîëþñi ó òî÷êàõ µ∗ òà λ∗1,...,λ
∗
N .
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2.4. Ñîëiòîííà çîíà

Íàãàäà¹ìî âèãëÿä ôàçîâî¨ ôóíêöi¨ ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi:

Φ(λ, ξ) =

λ∫
E0

Ω0 + ξ

λ∫
E0

ω∞+∞−.

Ãîëîâíèì ÷èííèêîì ïðè äîñëiäæåííi àñèìïòîòèê ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (1.2),

(1.14) � (1.17) ¹ ðîçïîäië çíàêiâ ôàçîâî¨ ôóíêöi¨. Ðîçãëÿíåìî ó êîìïëå-

êñíié ïëîùèíi ëiíi¨ ðiâíÿ ReΦ(λ, ξ) = 0. Âií ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ âiäðiçêiâ

[E0, E1] ∪ [E2, E3] òà ç äóãè Γ̂, ùî ïåðåòèíà¹ äiéñíó âiñü ðiâíî ó îäíié òî-

÷öi, íàçâåìî öþ òî÷êó η = η(ξ). Äóãà Γ̂ ïîäiëÿ¹ ïëîùèíó íà äâi îáëàñòi

V+ òà V− ó ÿêèõ, âiäïîâiäíî, ReΦ(λ, ξ) äîäàòíå òà âiä'¹ìíå. Ôóíêöiÿ η(ξ)

¹ ìîíîòîííîþ çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ ξ ∈ R, âîíà îá÷èñëþ¹òüñÿ íåÿâíî ç

ðiâíîñòi

ξ = −
Re
∫ η(ξ)+i0

E0
Ω0

Re
∫ η(ξ)+i0

E0
ω∞+∞−

. (2.16)

Ëåìà 2.19. Â ëiâié ñîëiòîííié çîíi ó ââåäåíèõ ïîçíà÷åííÿõ ðîçïîäië

çíàêiâ ReΦ(λ, ξ) çàäà¹òüñÿ ÿê

V+ ∩ R = (−∞, E0) ∪ (E1, E2) ∪ (E3, η),

V− ∩ R = {λ : λ > η}.

Îçíà÷åííÿ 2.20. Òi n = ξt, çà ÿêèõ η(ξ) > E3 íàçèâàþòüñÿ ëiâîþ

ñîëiòîííîþ çîíîþ.

Òîáòî ó íàøîìó âèïàäêó ëiâà ñîëiòîííà çîíà öå

n

t
< −

Re
∫ E3+i0

E0
Ω0

Re
∫ E3+i0

E0
ω∞+∞−

.

Íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ ïåðåíîñÿòüñÿ íà âåðõíié ëèñò Ðiìàíîâî¨ ïî-
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âåðõíi çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà ïðîåêòóâàííÿ. Íà íèæíüîìó ëèñòi, çàâäÿêè

óìîâi

Φ(λ∗, ξ) = −Φ(λ, ξ),

ìè îòðèìó¹ìî ðîçïîäië çíàêiâ ReΦ(λ∗, ξ) ïðè:

� Ïðè λ ∈ (−∞, E0) ∪ (E1, E2) ∪ (E3, η) ìà¹ìî ReΦ(p, ξ) < 0;

� Ïðè λ > η ìà¹ìî ReΦ(p, ξ) > 0.

Ìåæà ëiâî¨ ñîëiòîííî¨ çîíè ìîæå áóòè îá÷èñëåíîþ ó ÿâíîìó âèãëÿäi áåç

âèêîðèñòàííÿ Àáåëåâèõ iíòåãðàëiâ, à ñàìå, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:

Ëåìà 2.21. Óìîâà η(ξ) > E3 âèêîíó¹òüñÿ ïðè

ξ <
1

2
(E0 + E1 + E2 − E3)−

∫ E2

E1

λ(λ− E3)

R(λ+ i0)
dλ∫ E2

E1

λ− E3

R(λ+ i0)
dλ

,

Íàäàëi íàøà ìåòà � ïîáóäóâàòè ìîäåëüíó çàäà÷ó Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà. Âî-

íà áóäå çàëåæàòè âiä ïîëîæåííÿ òî÷êè η(ξ) âiäíîñíî òî÷îê äèñêðåòíîãî

ñïåêòðà {λk}Nk=1. Ïîçíà÷èìî ξ, çà ÿêèõ η(ξ) ñïiâïàäàþòü ç ñåðåäèíàìè âiä-

ðiçêiâ {[λk, λk+1]}λk>E3
, ÷åðåç {ξk}. Ïîçíà÷èìî òàêîæ ξN òî÷êó, çà ÿêî¨ η(ξN)

òðîõè áiëüøå çà λN . Äàëi ó íàñ ¹ äâà ïðèíöèïîâî ðiçíèõ âèïàäêè:

� òî÷êà ξ ïîòðàïèëà â îäèí ç âiäðiçêiâ âèãëÿäó [ξk−1, ξk];

� òî÷êà ξ ëåæèòü ïðàâiøå çà ξN .

Ñóòò¹âîþ çàäà÷åþ ¹ ïåðøèé âèïàäîê. Íàäàëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî òàêi ξ, äëÿ

ÿêèõ η(ξ) ïîòðàïèëè â îêië λk. Çàôiêñó¹ìî öå λk äëÿ ïîäàëüøèõ îá÷èñëåíü

i äëÿ ñêîðî÷åííÿ ïîäàëüøèõ çàïèñiâ ïîçíà÷èìî ν = λk.



Ðîçäië 3

Çâåäåííÿ äî ìîäåëüíî¨ çàäà÷i

Ìåòà äàíîãî ðîçäiëó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá øëÿõîì ïåðåòâîðåíü âåêòîð-

ôóíêöi¨ m(p, n, t) ñïðîñòèòè çàäà÷ó Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ.

Çàäà÷à, ùî áóäå îòðèìàíà íàïðèêiíöi, íàçèâà¹òüñÿ ìîäåëüíîþ çàäà÷åþ

Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà. �� ðîçâ'ÿçêè âæå ìîæíà áóäå çíàéòè â ÿâíîìó âèãëÿäi

òà äîñëiäèòè ¨õ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó. Ó ïîäàëüøîìó áóäå ïîêàçàíî, ùî

ðîçâ'ÿçêè ìîäèôiêîâàíî¨ çàäà÷i áóäóòü çáiãàòèñÿ äî ðîçâ'ÿçêiâ ìîäåëüíî¨

çàäà÷i.

3.1. Ïåðåõiä âiä ïîëþñiâ äî ñòðèáêiâ

Ïåðøèì åòàïîì ñïðîùåíü áóäå âiäìîâà âiä ïîëþñíèõ óìîâ i çàìiíà ¨õ íà

áiëüø ïðîñòi ó äîñëiäæåííÿõ ñòðèáêè íà ìàëåíüêèõ êîëàõ íàâêîëî êîëè-

øíiõ ïîëþñiâ. Îòî÷èìî òî÷êè {λk}Nk=1 îêðiì îáðàíî¨ ν äîñòàòíüî ìàëèìè

îêîëàìè {B±
k }

N
k=1 òàê, ùîá âîíè íå ïåðåòèíàëèñü ìiæ ñîáîþ, íå ïåðåòèíàëè

êîíòóð Γ òà íå ïåðåòèíàëè ëiíiþ ðiâíÿ ReΦ(p, ξ) = 0. Ïðè ÷îìó B±
k ⊂ Π±.

Íåõàé äàëi {T±
k }

N
k=1 îði¹íòîâàíi çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ ìåæi îáðàíèõ

îêîëiâ. Ïîáóäó¹ìî íîâó âåêòîð-ôóíêöiþ íà M çà íàñòóïíèì àëãîðèòìîì:
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m(1)(p, n, t) =



m(p, n, t), p ̸∈
⋃

B±
k ;

m(p, n, t)

 1 0

−γ̃k(p)e−2tΦ(λk,ξ) 1

 , p ∈ B+
k ;

m(p,m, t)

1 −γ̃k(p)e2tΦ(λ
∗
k,ξ)

0 1

 , p ∈ B−
k .

(3.1)

Òóò γ̃k(p) = − γ̂k
π(p)− λk

. Öÿ ôóíêöiÿ ìà¹ ïðîñòèé ïîëþñ ó òî÷êàõ λk òà λ
∗
k

íà Ðiìàíîâié ïîâåðõíi.

Ëåìà 3.1. Ôóíêöiÿ m(1)(p, n, t) ãîëîìîðôíà â êîëàõ {B±
k } i çàäîâîëüíÿ¹

íàñòóïíi óìîâè ñòðèáêà m(1)
+ (p, n, t) = m(1)(p, n, t)v(1)(p, n, t) ç ìàòðèöåþ

ñòðèáêà âèãëÿäó

v(1)(p, n, t) =



v(p, n, t), p ∈ Σl ∪ Σr ∪ Σ∗
r; 1 0

γ̃k(p)e
−2tΦ(λk,ξ) 1

 , p ∈ T+
k ;1 γ̃k(p)e

2tΦ(λ∗
k,ξ)

0 1

 , p ∈ T−
k .

3.2. Ïåðåòâîðåííÿ ðîçáiæíèõ ìàòðèöü ñòðèá-

êiâ ó çáiæíi

Ïîìiòèìî, ùî çà óìîâè λk > ν i, âiäïîâiäíî, λk > η, ó íàñ âè-

êîíàíî ReΦ(p, ξ) < 0 íà êîíòóðàõ T+
k , âiäïîâiäíî ìàòðèöi ñòðèáêà 1 0

γ̃k(p)e
−2tΦ(λk,ξ) 1

 , ¹ åêñïîíåíöiéíî çðîñòàëüíèìè ïðè t→ ∞, à çà λk <
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ν öi ìàòðèöi çáiãàþòüñÿ äî îäèíè÷íî¨ ïðè t→ +∞, ïðè÷îìó åêñïîíåíöiéíî

øâèäêî. Íàøà ìåòà � òàê ïåðåòâîðèòè âåêòîð-ôóíêöiþ, ùîá íîâi ñòðèáêè

íà âñiõ êîíòóðàõ T+
k áóëè çáiæíèìè äî îäèíè÷íèõ ìàòðèöü. Ìè áóäåìî âè-

êîðèñòîâóâàòè ìåòîä ìíîæíèêiâ Áëÿøêè. Äëÿ ëàíöþæêà Òîäè öåé ìåòîä

áóð ðîçðîáëåíèé Äåéôòîì ó ðîáîòi [15]. Êîíêðåòíèé âèãëÿä âèãëÿä ìíî-

æíèêà Áëÿøêè íà Ðiìàíîâié ïîâåðõíi áóâ çàïðîïîíîâàíèé ó ðîáîòi [10].

Ìíîæíèê Áëÿøêè, ùî âiäïîâiäà¹ ôiêñîâàíié òî÷öi λk âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì

÷èíîì:

Pk(p) =
θ(A(λ∗k) + Ξ) θ(A(p)− A(λk)− Ξ)

θ(A(λk) + Ξ) θ(A(p)− A(λ∗k)− Ξ)
.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîáóòîê öèõ ìíîæíèêiâ, ùî âiäïîâiäàþòü âñiì {λk}λk>ν:

P (p) =
∏
λk>ν

θ(A(λ∗k) + Ξ) θ(A(p)− A(λk)− Ξ)

θ(A(λk) + Ξ) θ(A(p)− A(λ∗k)− Ξ)
.

Ïiñëÿ öüîãî ìîæåìî âèçíà÷èòè íàñòóïíèé êðîê ïåðåòâîðåíü íàøî¨ ôóíêöi¨:

m(2)(p, n, t) =



m(1)(p, n, t)

 1 −e
2tΦ((λk,ξ)

γ̃k(p)

γ̃k(p)e
−2tΦ(λk,ξ) 0

 [P (p)]σ3, p ∈ B+
k ,

m(1)(p,m, t)

 0 γ̃k(p)e
2tΦ(λ∗

k,ξ)

−e
−2tΦ(λ∗

k,ξ)

γ̃k(p)
1

 [P (p)]σ3, p ∈ B−
k ,

m(1)(p, n, t)[P (p)]σ3; iíàêøå.

(3.2)

Âëàñòèâîñòi çðîáëåíîãî ïåðåòâîðåííÿ çàäàþòüñÿ íàñòóïíîþ ëåìîþ:

Ëåìà 3.2. Ôóíêöiÿm(2)(p, n, t) ¹ ãîëîìîðôíîþ âM\

{
N⋃
k=1

T±
k ∪ Γ ∪ {ν, ν∗}

}
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i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ñòðèáêà íà iç ìàòðèöåþ íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

v(2)(p, n, t) =



 0 −R(p)e
2tΦ(p,ξ)

[P (p)]2

[P (p)]2R(p)e−2tΦ(p,ξ) 1

 , p ∈ Σl,

 1 0

[P (p)]2χ(p)e−2tΦ(p,ξ) 1

 , p ∈ Σr,1
χ(p)e2tΦ(p,ξ)

[P (p)]2

0 1

 , p ∈ Σ∗
r,

 1 0

[P (p)]2γ̃k(p)e
−2tΦ(λk,ξ) 1

 , p ∈ T+
k , λk < ν,

1
γ̃k(p)e

2tΦ(λ∗
k,ξ)

[P (p)]2

0 1

 , p ∈ T−
k , λk < ν,

1
e2tΦ(λk)

[P (p)]2γ̃k(p)

0 1

 , p ∈ T+
k , λk > ν,

 1 0

[P (p)]2e2tΦ(λ
∗
k)

γ̃k(p)
1

 , p ∈ T−
k , λk > ν.

Òàêîæ âîíà çàäîâîëüíÿ¹ ïîëþñíi óìîâè

resνm
(3)(p, n, t) = lim

p→ν
m(3)(p, n, t)

 0 0

−[P (p)]2γ̂ke
−2tΦ(λk,ξ) 0

 ;

resν∗m
(3)(p, n, t) = lim

p→ν∗
m(3)(p, n, t)

0 − 1

[P (p)]2
γ̂ke

2tΦ(λ∗
k,ξ)

0 0

 .
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3.3. Ìåòîä ëiíç

ßê âèäíî ç ëåìè 3.2, ¹äèíèì ñòðèáêîì, ìàòðèöÿ ÿêîãî íå ïðÿìó¹ äî

îäèíè÷íî¨ ïðè t→ +∞, ¹ ñòðèáîê íà Σl. Äëÿ íàñòóïíîãî êðîêó ïåðåòâîðåíü

ðîçêëàäåìî íà ìíîæíèêè âiäïîâiäíó ìàòðèöþ ñòðèáêà. Â ñèëó íàñëiäêó 2.9

ìà¹ìî |R(p)|2 = 1. Òàêèì ÷èíîì: 0 −R(p)e
2tΦ(p,ξ)

[P (p)]2

[P (p)]2R(p)e−2tΦ(p,ξ) 1


=

1 −R(p)e
2tΦ(p,ξ)

[P (p)]2

0 1


 1 0

[P (p)]2R(p)e−2tΦ(p,ξ) 1

 .

Çàâäÿêè óìîâi (1.17) ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ëåìà ïðî ïðîäîâæåííÿ êîåôi-

öi¹íòà R(λ) â îêië ðîçòèíó:

Ëåìà 3.3. Êîåôiöi¹íò R(p) äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ ó äåÿêèé îêië íà

Ðiìàíîâié ïîâåðõíi M âiäðiçêiâ [E0, E1] ∪ [E2, E3] òàêå, äëÿ ÿêîãî âèêîíó-

¹òüñÿ

R(p∗) = R(p),

Â ñèëó ëåìè 3.3 iñíó¹ îêië êîíòóðà Σl â ÿêèé ìîæíà ïðîäîâæèòè êîåôi-

öi¹íò R(p). Îáåðåìî îði¹íòîâàíèé çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ êîíòóð C+ ⊂

Π+, ùî îòî÷ó¹ êîíòóð Σl òà ïîâíiñòþ ìiñòèòüñÿ ó âèáðàíîìó îêîëi. Îáåðåìî

äàëi êîíòóð C− ñèìåòðè÷íèé âiäíîñíî ñïðÿæåííÿ êîíòóðó C+ i ïîçíà÷èìî

÷åðåç D± ⊂ Π± ÷àñòèíè âåðõíüîãî òà íèæíüîãî ëèñòiâ, ùî îáìåæåíi îáðà-

íèìè êîíòóðàìè C±. Îáðàíà ôàêòîðèçàöiÿ äîçâîëÿ¹ ðîçãëÿíóòè ïåðåòâî-

ðåííÿ âåêòîð-ôóíêöi¨ ó ÿêî¨ çàìiñòü ñòðèáêà íà Σl áóäå äâà ñòðèáêà, äëÿ

ìàòðèöü ÿêèõ áóäå âèêîíóâàòèñÿ óìîâà çáiæíîñòi äî îäèíè÷íèõ ìàòðèöü

ïðè t→ +∞. Âåäåìî íàñòóïíèé êðîê ïåðåòâîðåííÿ:
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m(3)(p, n, t) =



m(2)(p, n, t), p ̸∈ D+ ∪D−;

m(2)(p, n, t)

 1 0

−[P (p)]2R(p)e−2tΦ(p,ξ) 1

 , p ∈ D+;

m(2)(p,m, t)

1 −R(p)e
2tΦ(p,ξ)

[P (p)]2

0 1

 , p ∈ D−.

(3.3)

Ëåìà 3.4. Ôóíêöiÿ m(3)(p, n, t) íå ìà¹ ñòðèáêà âçäîâæ êîíòóðó Σl,

à íà êîíòóðàõ C± çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ñòðèáêà iç ìàòðèöåþ íàñòóïíîãî

âèãëÿäó:

v(3)(p, n, t) =



v(2)(p, n, t), p ∈
N⋃
k=1

T±
k ∪ Σr ∪ Σ∗

r; 1 0

[P (p)]2R(p)e−2tΦ(p,ξ) 1

 , p ∈ C+;

1
R(p)e2tΦ(p,ξ)

[P (p)]2

0 1

 , p ∈ C−.

Òåïåð ìè ìà¹ìî âñi ìàòðèöi ñòðèáêiâ çáiæíèìè äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïðè

t→ +∞.

3.4. Óìîâà ñòðèáêà íà ñïåêòðàëüíié ëàêóíi

Ðîçãëÿíåìî íàäàëi ñïåêòðàëüíó ëàêóíó [E1, E2] íà âåðõíüîìó ëèñòi îði-

¹íòîâàíó çëiâà íàïðàâî (íà íèæíié ëèñò âñi óìîâè ïåðåíîñÿòüñÿ çà äîïî-

ìîãîþ óìîâ ñèìåòði¨). Íà âiäìiíó âiä ðîçâ'ÿçêiâ Éîñòà ôàçîâà ôóíêöiÿ i
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ìíîæíèê Áëÿøêè ìàþòü íà íié ñòðèáîê.

Íà êîíòóði Σr ∪ Σ∗
r âèçíà÷èìî íàñòóïíi ôóíêöi¨

Φ+(p, ξ) = lim
ζ→p

Reπ(ζ)>0

Φ(ζ, ξ), Φ−(p, ξ) = lim
ζ→p

Reπ(ζ)<0

Φ(ζ, ξ), p ∈ Σr ∪ Σ∗
r.

(3.4)

Äàëi ç îãëÿäó íà âèçíà÷åííÿ ôàçîâî¨ ôóíêöi¨ ñïiââiäíîøåííÿì (2.4) ìîæå-

ìî çðîáèòè íàñòóïíèé âèñíîâîê:

Φ+(p, ξ)− Φ−(p, ξ) = −
∫
b

(Ω0 + ξω∞+∞−) = −W − ξV.

Ç ëåìè 2.1 âèïëèâà¹ ùî V = 2πiA∞−(∞+). Ó ââåäåíèõ ïîçíà÷åííÿõ ìîæåìî

çàïèñàòè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:

Ëåìà 3.5. Äëÿ p ∈ Σr∪Σ∗
r âèêîíàíå íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ ñòðèáêà:

(
e−tΦ+(p,ξ), etΦ+(p,ξ)

)
=
(
e−tΦ−(p,ξ), etΦ−(p,ξ)

)etW+nV 0

0 e−tW−nV

 ; p ∈ Σr,

(
e−tΦ+(p,ξ), etΦ+(p,ξ)

)
=
(
e−tΦ−(p,ξ), etΦ−(p,ξ)

)e−tW−nV 0

0 etW+nV

 ; p ∈ Σ∗
r.

Àíàëîãi÷íî (3.4) ïîçíà÷èìî ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ íà êîíòóði äîáóòêiâ Áëÿ-

øêè:

P+(p) = lim
ζ→p

Reπ(ζ)>0

P (ζ), P−(p) = lim
ζ→p

Reπ(ζ)<0

P (ζ), p ∈ Σr ∪ Σ∗
r.

Â öèõ ïîçíà÷åííÿõ ìîæåìî çàïèñàòè óìîâè ñòðèáêà äëÿ äîáóòêó Áëÿøêè

íà êîíòóði Σr ∪ Σ∗
r:

Ëåìà 3.6. Äëÿ ìíîæíèêiâ Áëÿøêè âèêîíàíi íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ
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ñòðèáêiâ:

P+(p) = P−(p) · e−2πi
∑

λk>ν(A(λk)−A(λ∗
k)), p ∈ Σr,

P+(p) = P−(p) · e2πi
∑

λk>ν(A(λk)−A(λ∗
k)), p ∈ Σ∗

r.

Ç îãëÿäó íà ëåìè 3.5 òà 3.6 ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà óìîâà ñòðèáêà äëÿ âåêòîð-

ôóíêöi¨ m(3)(p, n, t) íà :

Ëåìà 3.7. Ôóíêöiÿ m(p, n, t) çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó óìîâó ñòðèáêà íà

Σr ∪ Σ∗
r \ {B±

k }E1<λk<E2
∪D± m+(p, n, t) = m−(p, n, t)w(p, n, t), äå

w(p, n, t) =



e2πi(nṼ+tW̃+∆) 0

0 e−2πi(nṼ+tW̃+∆)

 , p ∈ Σr,e−2πi(nṼ+tW̃+∆) 0

0 e2πi(nṼ+tW̃+∆)

 , p ∈ Σ∗
r,

äå

2πi(nṼ + tW̃ +∆) = nV + tW − 2πi
∑
λk>ν

(A(λk)− A(λ∗k)) .

Ðîçãëÿíåìî äàëi ñòðèáîê íà òèõ äiëÿíêàõ âiäðiçêà [E1, E2], ÿêi ïîòðàïèëè

â îêîëè âëàñíèõ çíà÷åíü λk:

Ëåìà 3.8. Ôóíêöiÿ m(p, n, t) çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó óìîâó ñòðèáêà íà

{Σr ∪ Σ∗
r} ∩ {B±

k }E1<λk<E2
: m+(p, n, t) = m−(p, n, t)w(p, n, t), äå

w(p, n, t) =



 e2πi(nṼ+tW̃+∆) 0

K1(p, n, t)e
−2tΦ(λk,ξ) e−2πi(nṼ+tW̃+∆)

 , p ∈ Σr ∩B+
k ,e−2πi(nṼ+tW̃+∆) −K1(p, n, t)e

2tΦ(λ∗
k,ξ)

0 e2πi(nṼ+tW̃+∆)

 , p ∈ Σ∗
r ∩B−

k ,
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äå

K1(p, n, t) = γ̃k(p)P+(p)P−(p)
(
e2πi(nṼ+tW̃ ) − e−2πi(nṼ+tW̃ )

)
.

Ëèøèëîñÿ ðîçãëÿíóòè ïåðåòèí âiäðiçêà [E1, E2] ç îáëàñòÿìè D
± íà âåðõ-

íüîìó òà íèæíüîìó ëèñòi òà âåðõíüîìó ëèòi âiäïîâiäíî.

Ëåìà 3.9. Ôóíêöiÿ m(p, n, t) çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó óìîâó ñòðèáêà íà

{Σr ∪ Σ∗
r} ∩D±: m+(p, n, t) = m−(p, n, t)w(p, n, t), äå

w(p, n, t) =



 e2πi(nṼ+tW̃+∆) 0

K2(p, n, t)e
−2tΦ(λk,ξ) e−2πi(nṼ+tW̃+∆)

 , p ∈ Σr ∩D+,

e−2πi(nṼ+tW̃+∆) −K2(p, n, t)e
2tΦ(λ∗

k,ξ)

0 e2πi(nṼ+tW̃+∆)

 , p ∈ Σ∗
r ∩D−,

äå

K2(p, n, t) = R(p)
(
[P−(p)]

2e2πi(nṼ+tW̃+∆) − [P+(p)]
2e−2πi(nṼ+tW̃+∆)

)
.

Ëåìà 3.10. Âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ ñòðèáêà w(p, n, t) àñèìïòîòè÷íî ïðè

t→ ∞ ïîâîäèòü ñåáå ÿêe2πi(nṼ+tW̃+∆) 0

0 e−2πi(nṼ+tW̃+∆)


íà âåðõíüîìó ëèñòi i ÿêe−2πi(nṼ+tW̃+∆) 0

0 e2πi(nṼ+tW̃+∆)


íà íèæíüîìó.



Ðîçäië 4

Ìîäåëüíà çàäà÷à Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà

4.1. Ðîçâ'ÿçàííÿ ìîäåëüíî¨ çàäà÷i Ðiìàíà-

Ãiëüáåðòà

ßê âèäíî ç ëåì 3.4 òà 3.10 âñi ìàòðèöi ñòðèáêiâ ¹ çáiæíèìè, àáî ìàþòü

âiäîìó àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ðîçãëÿäàþòü òàê çâàíó

ìîäåëüíó çàäà÷ó Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà, ñôîðìóëþ¹ìî ¨¨.

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çíàéòè âåêòîð-ôóíêöiþ mmod(p, n, t) íà Ði-

ìàíîâié ïîâåðõíi M, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

� Ãîëîìîðôíà â M \
(
[E1;E2]

+ ∪ [E1;E2]
− ∪ {ν, ν∗}

)
.

� Çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ñèìåòði¨: mmod(p∗, n, t) = mmodσ1.

� Çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ñòðèáêà mmod
+ (p, n, t) = mmod

− (p, n, t)w(p), äå:

wmod(p) =



e2πi(nṼ+tW̃+∆) 0

0 e−2πi(nṼ+tW̃+∆)

 p ∈ Π+;

e−2πi(nṼ+tW̃+∆) 0

0 e2πi(nṼ+tW̃+∆)

 p ∈ Π−;

2πi(nṼ + tW̃ +∆) = n

∫
b

ω∞+∞− + t

∫
b

Ω0 − 2πi
∑
λk>ν

(A(λk)− A(λ∗k)) .

� Êîìïîíåíòà m(mod)
1 (p, n, t) ìà¹ ïðîñòèé ïîëþñ ó òî÷öi µ̂, à êîìïîíåíòà

m
(mod)
2 (p, n, t) ìà¹ ïðîñòèé ïîëþñ ó òî÷öi µ̂∗.

36
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� Ìà¹ ïðîñòi ïîëþñè â òî÷êàõ ν òà ν∗ i çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi ïîëþñíi

óìîâè:

resνm
(mod)(p, n, t) = lim

p→ν
m(mod)(p, n, t)

 0 0

−[P (p)]2γ̂ke
−2tΦ(λk,ξ) 0

 ;

resν∗m
(mod)(p, n, t) = lim

p→ν∗
m(mod)(p, n, t)

0 − γ̂ke
2tΦ(λ∗

k,ξ)

[P (p)]2

0 0

 .

� Çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íîðìóâàííÿ:

mmod
1 (∞±, n, t) ·mmod

2 (∞±, n, t) = 1.

Áóäåìî øóêàòè ôóíêöiþ m(mod)(p, n, t) ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

mmod(p, n, t) =
(
A(f(p, n, t) + Bf0(p, n, t));A(f(p∗, n, t) + Bf0(p∗, n, t))

)
,

äå

f(p, n, t) =
θ(A(p)− A(µ) + nṼ + tW̃ +∆− Ξ)

θ(A(p)− A(µ)− Ξ)
;

f0(p, n, t) = (P)−1 (p) · f1(p, n, t);

f1(p, n, t) =
θ(A(p)− A(µ) + nṼ + tW̃ +∆− A(ν) + A(ν∗))

θ(A(p)− A(µ)− Ξ)
;

(P)−1 (p) =
θ(A(ν) + Ξ) θ(A(p)− A(ν∗)− Ξ)

θ(A(ν∗) + Ξ) θ(A(p)− A(ν)− Ξ)
.

(4.1)

Çàäàíà òàêèì ÷èíîì ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ñòðèáêà, ñèìåòði¨ òà

ìà¹ ïðîñòi ïîëþñè ó òî÷êàõ ν, ν∗ òà µ̂. Ïîðiâíþþ÷è óìîâè íà ëèøêè ðîç-

ãëÿíóòî¨ ôóíêöi¨ ç íåîáõiäíèìè i ñêîðèñòàâøèñü ðiâíîñòÿìè (Pj)
−1(λj,−) =
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0 òà f(λj,−) = f1(λj,+) îòðèìó¹ìî:

B = B(n, t) = − [P (ν)]2γ̂ke
−2tΦ(ν,ξ) θ(A(ν∗) + Ξ) θ′(Ξ)

θ(A(ν) + Ξ) θ(A(ν)− A(ν∗)− Ξ)
. (4.2)

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé òåõíi÷íèé ðåçóëüòàò:

Ëåìà 4.1. � Äëÿ ïîõiäíî¨ òåòà-ôóíêöi¨ âèêîíàíî: Re θ′(Ξ) = 0 òà

Im θ′(Ξ) > 0.

� Êîåôiöi¹íò B, âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ (4.2), ¹ äîäàòíèì.

� f(∞±, n, t) > 0 òà f1(∞±, n, t) > 0.

Äàëi ç óìîâè íîðìóâàííÿ îòðèìó¹ìî:

A2 = A(n, t)2 =
1(

f(∞+, n, t) + Bf0(∞+, n, t)
)(
f(∞−, n, t) + Bf0(∞−, n, t)

) .
(4.3)

Çíàê A ìè îáèðà¹ìî âiäïîâiäíî äî óìîâè mmod
1 (∞+, n, t) > 0.

Çàóâàæåííÿ 4.2. Âiäïîâiäíî äî ëåìè 4.1, çíà÷åííÿ A2 ñïiââiäíîøåííÿì

(4.3) âèçíà÷åíî êîðåêòíî. Òàêèì ÷èíîì äîâåäåíà íàñòóïíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.3. Ðîçâ'ÿçêîì ìîäåëüíî¨ âåêòîðíî¨ çàäà÷i Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà

¹ ôóíêöiÿ m(mod)(p, n, t), ÿêà âèçíà÷åíà íàñòóïíèì ÷èíîì:

mmod(p, n, t) =
(
A(f(p, n, t) + Bf0(p, n, t));A(f(p∗, n, t) + Bf0(p∗, n, t))

)
,

äå

B = B(n, t) = − [P (ν)]2γ̂ke
−2tΦ(ν,ξ) θ(A(ν∗) + Ξ) θ′(Ξ)

θ(A(ν) + Ξ) θ(A(ν)− A(ν∗)− Ξ)
;

A2 = A(n, t)2 =
1(

f(∞+, n, t) + Bf0(∞+, n, t)
)(
f(∞−, n, t) + Bf0(∞−, n, t)

) ,
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f(p, n, t) =
θ(A(p)− A(µ) + nṼ + tW̃ +∆− Ξ)

θ(A(p)− A(µ)− Ξ)
;

f0(p, n, t) = (P)−1 (p) · f1(p, n, t);

f1(p, n, t) =
θ(A(p)− A(µ) + nṼ + tW̃ +∆− A(ν) + A(ν∗))

θ(A(p)− A(µ)− Ξ)
;

(P)−1 (p) =
θ(A(ν) + Ξ) θ(A(p)− A(ν∗)− Ξ)

θ(A(ν∗) + Ξ) θ(A(p)− A(ν)− Ξ)
.

Çíàê A îáðàíèé òàêèì ÷èíîì, ùîá mmod
1 (∞+, n, t) > 0.

4.2. Äîñëiäæåííÿ ìîäåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó

Ðîçãëÿíåìî ïî÷àòêîâó âåêòîð-ôóíêöiþ m(p, n, t) íà âåðõíüîìó ëèñòi:

m(p, n, t) =
(
T (λ)φ(λ, n, t) e−tΦ(p,ξ), ψ(λ, n, t) etΦ(p,ξ)

)
Çãiäíî ç [11] ðîçâ'ÿçêè Éîñòà ïîâ'ÿçàíi ç ôîíîâèìè ôóíêöiÿìè Áåéêåðà-

Àõi¹çåðà çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà ïåðåòâîðåííÿ:

ψ(λ, n, t) =
−∞∑
l=n

K−(n, l, t)ψ̂−(λ, l, t).

Íàñ öiêàâèòü ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêó ψ(λ, n, t) ïðè λ áëèçüêèõ äî íåñêií-

÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè Ðiìàíîâî¨ ïîâåðõíi. Êîðèñòóþ÷èñü âèçíà÷åííÿì 2.8

ìîæåìî çàïèñàòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

Ëåìà 4.4. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà åêâiâàëåíòíiñòü:

lim
λ→∞

ψ(λ, n, t)

ψ̂(λ, n, t)
= K−(n, n, t) =

−∞∏
m=n−1

â(j, t)

a(j, t)
.

Ç ðîáiò [9] i [11] âiäîìî, ùî ïðè n < 0 òà λ → ∞ ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi
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ðîçêëàäàííÿ â îêîëi íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè:

ψ̂(λ, n, t) en
∫
b
ω∞+∞−+t

∫
b
Ω0

= λn

( −1∏
l=n

(â(l, t))−1

)−1 (a
λ

)n
· eh(t)(1 + o(1));

ψ̂(λ, n+ 1, t) e(n+1)
∫
b
ω∞+∞−+t

∫
b
Ω0

= λn+1

( −1∏
l=n+1

(â(l, t))−1

)−1 (a
λ

)n+1

· eh(t)(1 + o(1)).

Ç íàâåäåíî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ íàñòóïíà ðiâíiñòü:

m2(∞+, n, t)

m2(∞+, n+ 1, t)
=
â(n, t)

a
· a(n, t)
â(n, t)

=
a(n, t)

a
.

Ïîìiòèìî ùî ¹äèíå ïåðåòâîðåííÿ, ùî âïëèíóëî íà çíà÷åííÿ ó íåñêií-

÷åííî âiääàëåíié òî÷öi öå äîäàííÿ ìíîæíèêiâ Áëÿøêè (äèâ. ôîðìóëè (3.1),

(3.2), (3.3) ), òîìó ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê:

m
(3)
2 (∞+, n, t)

m
(3)
2 (∞+, n+ 1, t)

=
m2(∞+, n, t)

m2(∞+, n+ 1, t)
=
a(n, t)

a
.

Òàêèì ÷èíîì, ïiñëÿ ïåðåõîäó äî ìîäåëüíî¨ çàäà÷i, íàì çàëèøèëîñÿ äîñëiäè-

òè âiäíîøåííÿ
m

(mod)
2 (∞+, n, t)

m
(mod)
2 (∞+, n+ 1, t)

. Ñôîðìóëþ¹ìî äîïîìiæíèé òåõíi÷íèé

ðåçóëüòàò:

Ëåìà 4.5. Äëÿ ôóíêöié, ùî âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè (4.1), âèêîíàíi íà-

ñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ:

� f(∞+, n, t) = f(∞−, n+ 1, t);

� f0(∞−, n+ 1, t) = P2(∞+)f0(∞+, n, t).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàò ëåìè 4.5 ìîæåìî ïåðåïèñàòè âiäíîøåííÿ, ùî
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íàñ öiêàâèòü, íàñòóïíèì ÷èíîì:(
mmod

2 (∞+, n, t)

mmod
2 (∞+, n+ 1, t)

)2

=
f(∞+, n− 1, t) + B(n, t)P2(∞+)f0(∞+, n− 1, t)

f(∞+, n, t) + B(n, t) f0(∞+, n, t)
×

f(∞+, n+ 1, t) + B(n+ 1, t) f0(∞+, n+ 1, t)

f(∞+, n, t) + B(n+ 1, t)P2(∞+)f0(∞+, n, t)

Ç ôîðìóëè (4.2) âèäíî, ùî B(n, t) = B(n + 1, t)eC(ν), òîáòî öi ôóíêöi¨

ïîçà ïðîìåíåì
n

t
= −

∫ ν

E0
Ω0∫ ν

E0
ω∞+,∞−

= ξν

îäíî÷àñíî ïðÿìóþòü àáî äî +∞ (n > ξνt) àáî äî 0 (n < ξνt). Ó êîæíîìó

ç öèõ âèïàäêiâ, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (4.1), ìà¹ ìiñöå àñèìïòîòè÷íà

ïîâåäiíêà:

mmod
2 (∞+, n, t)

mmod
2 (∞+, n+ 1, t)

∼

√
f(∞+, n− 1, t) f(∞+, n+ 1, t)

(f(∞+, n, t))
2 +O(e−C(ν)t),

mmod
2 (∞+, n, t)

mmod
2 (∞+, n+ 1, t)

∼

√
f1(∞+, n− 1, t) f1(∞+, n+ 1, t)

(f1(∞+, n, t))
2 +O(e−C(ν)t).

Ïîäàëüøèé àíàëiç öèõ ôîðìóë ïðèçâîäèòü äî íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó

Òåîðåìà 4.6. Ïðèïóñòèìî, ùî äèñêðåòíèé ñïåêòð çàäà÷i (1.2), (1.14)-

(1.16),ùî ëåæèòü ïðàâiøå E3, çàíóìåðîâàíî òàêèì ÷èíîì, ùî E3 < λN0
<

... < λN−1 < λN . Ïîçíà÷èìî

ξk = −
Re
∫ λk+i0

E0
Ω0

Re
∫ λk+i0

E0
ω∞+,∞−

, k = N0, ..., N ; ξN+1 = −∞,

ξN0−1 = −
Re
∫ E3+ϵ+i0

E0
Ω0

Re
∫ E3+ϵ+i0

E0
ω∞+,∞−

.

Íåõàé µ̂k ∈ M ¹ òî÷êîþ íà Ðiìàíîâié ïîâåðõíi iç ïðîåêöi¹þ â ëàêóíó, ùî ¹
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¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ïðîáëåìè îáåðíåííÿ ßêîái:

A(µ̂k)− A(µ) =
∑
λj>λk

(
A(λj)− A(λ∗j)

)
.

Íåõàé {âk(n, t), b̂k(n, t)} öå ñêií÷åííîçîííèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.2), ùî

¹ içîñïåêòðàëüíèì ðîçâ'ÿçêó {â(n, t), b̂(n, t)}, àëå ìà¹ äîäàòêîâèé ñïåêòð

Äiðiõëå â òî÷öi µ̂k, k = N0, ..., N + 1, äå µN+1 ≡ µ. Òîäi iñíóþòü ïîçèòèâíi

êîíñòàíòè α, β, ùî íå çàëåæàòü âiä n, t, i òàêi, ùî ïðè k = N0, ...N + 1:

a(n, t)− âk(n, t) = O(e−αt), ξk + β
ln t

t2
<
n

t
< ξk−1 − β

ln t

t
;

b(n, t)− b̂k(n, t) = O(e−αt), ξk + β
ln t

t2
<
n

t
< ξk−1 − β

ln t

t2
.
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