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Анотацiя

Анотацiя Колесник Д.Д. Енергетичний спектр та магнiтнi властивостi роз-

галужених спiнових ланцюжкiв. – Рукопис.

Дипломна робота на здобуття освiтнього ступеня “Магiстр” за спецiаль-

нiстю 104 – «фiзика та астрономiя». – Харкiв: ХНУ iменi В.Н. Каразiна,

2025. – 56с. – Iл. 17.

У цiй роботi дослiджується енергетичний спектр та магнiтнi властивостi

низьковимiрних квантових систем з розгалуженою топологiєю, що складаю-

ться зi скiнченних ланцюжкiв зi спiном 1/2 XX, з’єднаних одним або двома

домiшковими спiнами Iзiнга довiльної величини. Використовуючи перетво-

рення Жордана-Вiгнера, ми отримуємо точнi розв’язки для гамiльтонiанiв

T-ланцюга, H-ланцюга та ’Ю-ланцюга’.

Ми знайшли енергiю основного стану за допомогою алгоритму DMRG

та чисельно вивчаємо термодинамiку низьких температур.
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Abstract

Abstract Kolesnyk D.D.On the Energy Spectrum and Magnetic Properties

Branched Spin Chains. – Manuscript.

Diploma work for Master of science degree, specialty 104 – «physics and

astronomy», – Kharkiv: V.N. Karazin Kharkiv National University, 2025. – p.

56, – f. 17.

This work investigates the energy spectrum and the magnetic properties

of low-dimensional quantum systems with branched topology, composed of

finite spin-1/2 XX chains connected by one or two impurity Ising spins of

arbitrary magnitude. Using the Jordan-Wigner transformation we derive the

exact solutions for the T-chain, H-chain, ’Ю-chain’ Hamiltonians.

We found ground state energy using DMRG algorithm, and study low-

temperature thermodynamics numerically
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Вступ

Низькорозмiрнi квантовi спiновi системи привертають значну увагу теоре-

тикiв та експериментаторiв у галузi конденсованої матерiї завдяки багат-

ству проявiв квантової кореляцiї та критичних явищ, що у них виникають.

Зокрема, одномiрнi XX-ланцюжки спiнiв – одна з небагатьох аналiтично

розв’язуваних моделей [1, 4] – являються надзвичайно цiнною лабораторiєю

для дослiдження квантових фазових переходiв, топологiчних властивостей

та ефектiв Люттiнгера [5]. . Iз розвитком нанотехнологiй та створенням

низьковимiрних магнiтних матерiалiв iнтерес до таких систем лише зростає,

оскiльки вони можуть бути використанi в квантових обчисленнях, спiнтро-

нiцi [?] та як тестовi «макети» для вивчення складних багаточастинкових

ефектiв.

Водночас традицiйнi дослiдження зосереджувалися переважно на лiнiй-

них або кiльцевих XX-ланцюжках з однорiдною взаємодiєю мiж спiнами.

Проте реальнi квантомагнiтнi структури можуть мати розгалужену гео-

метрiю та домiшковi дефекти, якi суттєво змiнюють спектр збуджень i

термодинамiчнi властивостi системи. Зокрема, введення домiшкового iзiнгiв-

ського спiна, що зв’язує кiлька XX-ланцюжкiв, створює локалiзованi стани

та дозволяє керувати дисперсiєю фермiоноподiбних збуджень [9,10]. . Назва-

нi «T–ланцюжок», «H–ланцюжок» та iншi розгалуженi моделi вiдкривають

новi можливостi для вивчення квантових фазових переходiв та локалiзацiї

в низьковимiрних системах.

Метою цiєї роботи є побудова й ґрунтовний аналiз спiнових моделей,

що складаються з декiлькох скiнченних XX-ланцюжкiв, «вiдокремлених»
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одним або двома iзiнгiвськими спiнами. За допомогою перетворення Iор-

дана–Вiгнера гамiльтонiани таких моделей зводяться до невзаємодiючих

безспiнових фермiонiв у зовнiшнiх ефективних полях. Ми отримаємо то-

чнi дисперсiйнi рiвняння для енергетичного спектра стацiонарних станiв,

проаналiзуємо умови виникнення локалiзованих домiшкових збуджень та

визначимо критичнi значення параметрiв, якi вiдповiдають появi кванто-

вих фазових переходiв. Окрiм аналiтичних методiв, у роботi застосовано

чисельне точне дiагоналiзування та метод DMRG для дослiдження великих

розмiрностей систем.

Об’єктом дослiдження є особливостi енергетичного спектру та низько-

температурних властивостей розгалужених квазiодновимiрних моделей

Предметом дослiдження є скiнченнi ХХ ланцюжки зi спiном 1/2 з дода-

тковими зв’язуючими iзiнгiвськими спiнами довiльної величиниS

Були поставленi такi задачi дослiдження:

провести дослiдження точного енергетичного спектру та енергiї основ-

ного стану таких спiнових моделей:

моделi Т-ланцюжка з рiзними обмiнними iзiнгiвськими зв’язками XX

ланцюжкiв, модифiкованого Т-ланцюжка, утвореного замиканням у кiльце

одного з XX ланцюжкiв

моделi з трьох скiнченних ХХ ланцюжкiв, зв’язаних iзiнгiвським спiнов

в однiй точцi

моделi типу Н-ланцюжок, побудованої з двох «горизонтальних» скiнчен-

них XX ланцюжкiв, пов’язаних двома zz-зв’язками з третiм «вертикальним»

XX ланцюжком

провести чисельнi дослiдження низькотемпературної термодинамiки та

енергiї основного стану вищезгаданих моделей за допомогою Python та

Wolfram Mathematica

Наукова новизна дослiдження полягає в узагальненнi класичних XX-

ланцюжкiв до моделей розгалуженої топологiї з анiзотропними iзiнгiвськими

зв’язками, що дозволяє вперше вивчити вплив розгалуження й домiшко-
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вих спiнiв на спектр та магнiтнi властивостi низьковимiрних магнетикiв.

Зокрема, для T–ланцюжка з двома рiзними iзiнгiвськими зв’язками та

для H–ланцюжка з двома домiшковими спiнами отримано новi аналiтичнi

формули для енергiї локалiзованих станiв i умов їх стабiлiзацiї.

Структура роботи така. У роздiлi 1 наведено огляд основних пiдходiв

до вивчення одномiрних спiнових ланцюжкiв, зокрема перетворення Iор-

дана–Вiгнера та методи дослiдження квантових фазових переходiв. Роздiл

2 присвячено побудовi розгалужених моделей (T–, H–ланцюжки та моделi

зi «скiнченними скiнченними» XX-ланцюжками) та їхньому аналiтичному

розв’язанню: дiагоналiзацiї гамiльтонiанiв (2.2)–(2.5) i виведенню дисперсiй-

них рiвнянь. У роздiлi 3 представлено результати чисельного дослiдження:

точне дiагоналiзування фермiонних гамiльтонiанiв та DMRG–аналiз зале-

жностей ґрунтовної енергiї, енергетичного зазору, ентропiї заплутаностi й

намагнiченостi вiд зовнiшнього поля та температури. У роздiлi 4 наведено

iнтерпретацiю отриманих даних, побудовано фазовi дiаграми й обговорено

вплив геометрiї розгалуження на магнiтнi властивостi. Нарештi, у виснов-

ках узагальнено основнi результати та намiчено перспективи подальших

дослiджень.
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Роздiл 1

Точно розв’язуванi моделi

квантової теорiї магнетизму

1.1 Модель Гейзенберга

Основною моделлю, яку використовують для опису магнiтних властиво-

стей дiелектричних сполук є модель Гейзенберга, – запропонована ще в 1927

р. в роботi [1]. В цiй iсторичнiй роботi було показано, що обмiнна взаємодiя

може бути причиною феромагнетизму, але в роботi використаний мiкроско-

пiчний гамiльтонiан в координатному зображеннi. Вперше саме спiновий

гамiльтонiан з’явився в роботi Дiрака [2]. Загальний вигляд вiдповiдного

спiнового гамiльтонiану є таким:

Ĥ =−g µB H ∑
i

Sz
i − ∑

i̸= j
Ji j Si ·S j (1.1)

Тут:
Si =

(
Sx

i ,S
y
i ,S

z
i

)
, Ji j = J (|⃗ri − r⃗ j|) ;

SiS j = Sx
i Sx

j +Sy
i Sy

j +Sz
i S

z
j.

Перша сума описує взаємодiю iз зовнiшнiм магнiтним полем (так званий зеє-

мановський член), а друга подвiйна сума власне й описує обмiнну взаємодiю

мiж парами спiнiв, розташованих у вузлах кристалiчної ґратки. Величини

вузельних спiнiв можуть бути будь-якими. Зазвичай розглядаються спiни

½.
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В гамiльтонiанi (1.1) розмiрнiсть ґратки може бути будь-якою та вра-

хованi взаємодiї не тiльки мiж найближчими сусiднiми спiнами, але й мiж

вiддаленими. Враховуючи те, що обмiн експоненцiально спадає з вiдстанню,

можна обмежитись тiльки обмiном мiж найближчими сусiдами

Ĥ =−gµBH ∑
m⃗

Sz
m⃗ − J ∑

m⃗,⃗δ

Sm⃗Sm⃗+δ⃗
, (1.2)

В (1.2) сума по δ⃗ означає суму по найближчих сусiднiх вузлах. Отримати

аналiтично весь точний енергетичний спектр для (1.2) в разi довiльного

спiну та довiльної розмiрностi не вдається, тому теоретики дослiджують

найбiльш простий варiант – ланцюжок зi спiном 1/2 , замкнений у кiльце,

щоб скористатись перевагами циклiчних граничних умов.

В 1931 р. Г. Бете [1] запропонував шукати хвильову функцiю iзотропного

одновимiрного гамiльтонiану моделi Гейзенберга (сучасна назва цiєї моделi

– XXX-модель) для

H =−gµBH
N

∑
n=1

Sz
n − J

N

∑
n=1

(
Sx

nSx
n+1 +Sy

nSy
n+1 +Sz

nSz
n+1
)

(1.3)

у виглядi суми добуткiв плоских хвиль зi усiма перестановками квазiiм-

пульсiв магнонiв

An1n2...nr = ∑Pk1,k2,...,kr
exp i

(
k1n1 + k2n2...+ krnr +1/2

r

∑
j <

r

∑
t

ψk j,kt

)
; (1.4)

Зв’язок мiж фазами визначається трансцендентними рiвняннями

2cot
(

ψk jkt
2

)
= cot

(
k j
2

)
− cot

(
kt
2

)
;

k j =
2π p+∑

r
1 ψk jkt

N .

1.2. Модель Гейзенберга iз одновiсною анiзотропiєю

Хвильову функцiю (1.4) можна використати для бiльш загального ви-

падку (1.3) – так званої XXZ моделi – ланцюжка Гейзенберга з одновiсною

анiзотропiєю
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H =−2µH
N

∑
n=1

Sz
n −

N

∑
n=1

(
JxSx

nSx
n+1 + JySy

nSy
n+1 + JzSz

nSz
n+1
)
;Jx = Jy ̸= Jz (1.5)

Вперше це було зроблено в роботi [3].

1.3. Одновимiрна ХХ-модель зi спiном 1/2 – iдеальний газ безспiнових

фермiонiв

в 1961 р. в роботi [4] було дослiджено спiнову модель, в якiй в гамiльтонi-

анi було вiдкинуто повздовжнi компоненти обмiнної взаємодiї Jz = 0. Модель

назвали ХY моделлю. Гамльтонiан XY ланцюжка з "вiдкритими"кiнцями

H =−2µH
N

∑
n=1

Sz
n −

N−1

∑
n=1

(
JxSx

nSx
n+1 + JySy

nSy
n+1

)
; (1.6)

Гамiльтонiан (1.6) можна за допомогою перетворення Iордана–Вiгнера

для сходинкових операторiв та подальшого використання u−v перетворення

Боголюбова звести до iдеального газу безспiнових фермiонiв. Завдяки тому,

що XY-ланцюжок зводиться до фермi-газу квазiчастинок, що невзаємодiють,

можна повнiстю дослiдити енергетичний спектр, а також динамiчнi, статичнi

та кiнетичнi властивостi моделi (див. наприклад, книгу [5, 6]).

У роботi [7] було показано, що гамiльтонiан одновимiрної XY-моделi може

бути дiагоналiзований i в разi системи з двох подрешiток, коли константи

XY-взаємодiї з лiвим i правим сусiдами i магнiтнi моменти спiнiв пiдґраток

рiзнi. Так само не є перешкодою дiагоналiзацiї наявнiсть домiшкових спiнiв.

Наприклад, в роботi [8] дослiджено властивостi XX ланцюжка iз домi-

шковим фрагментом.

В роботах [9,10]. вивчались скiнченнi XX ланцюжки, якi "подiленi"на

фрагменти iзiнгiвськими домiшками. Показано, що для такої моделi можна

розглядати iзiнгiвськi домiшки, як додатковi параметри, що фактично дiють

як додаткове ефективне магнiтне поле на вузли, найближчi до них.

В нашiй роботi запропонованi та дослiдженi бiльш складнi квазiоднови-

мiрнi моделi зi схожою структурою.
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Роздiл 2

Спектр та магнiтнi властивостi

розгалужених спiнових

ланцюжкiв

В цьому роздiлi ми проведемо теоретичнi дослiдження особливостей енерге-

тичного спектру кiлькох спiнових моделей, побудованих зi скiнченних XX

ланцюжкiв, якi додатково з’єднанi одним чи двома iзiнгiвськими спiнами.

Всi моделi можна "розв’язати"точно. Їхнi гамiльтонiани дiагоналiзуються

аналогiчно тому, як це робиться для XY моделi.

На рис. 2.1 наведено схематичне зображення Т-ланцюжка.

13



Рис. 2.1: Схематичне зображення Т-ланцюжка

H =−g1µBH
N1
∑

n=1
Sz

1,n −g2µBH
N2
∑

n=1
Sz

2,n −g0µBHσ
z
0

−J1
N1−1

∑
n=1

(
Sx

1,nSx
1,n+1 +Sy

1,nSy
1,n+1

)
− J2

N2−1
∑

n=1

(
Sx

2,nSx
2,n+1 +Sy

2,nSy
2,n+1

)
− J0σ

z
0

(
Sz

1,n1
+Sz

2,1

)
.

(2.1)

;

Тут µB – магнетон Бора, J1,J2 – константи обмiнної взаємодiї мiж су-

сiднiми спiнами уздовж XX ланцюжкiв g1, g2 и g0 – g-фактори спiнiв XX

ланцюжкiв та домiшкового iзiнгiвського спiна вiдповiдно, H– стале магнiтне

поле, яке направлено уздовж осi z, σ
z
0 – оператор z-проєкцiї iзiнгiвського

спiна,

Sα
1,n,S

α
2,n, α = x,y,z

– оператори всiх проєкцiй спiнiв ХХ ланцiюжкiв. Новi моделi 1. T-ланцюжок
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з анiзотропiєю iзiнгiвської взаємодiї мiж ХХ ланцюжками.

H =−g1µBH
N1

∑
n=1

Sz
1,n −g2µBH

N2

∑
n=1

Sz
2,n −g0µBHσ

z
0

−J1
N1−1

∑
n=1

(
Sx

1,nSx
1,n+1 +Sy

1,nSy
1,n+1

)
− J2

N2−1
∑

n=1

(
Sx

2,nSx
2,n+1 +Sy

2,nSy
2,n+1

)
−

−σ
z
0

(
J01Sz

1,n1
− J02Sz

2,1

)
.

(2.2)

2. Три скiнченнi ХХ ланцюжки «вiдокремленi» iзiнгiвським спiном

H =−
3
∑

i=1

[
giµBH

Ni

∑
n=1

Sz
i,n + Ji

Ni−1
∑

n=1

(
Sx

i,nSx
i,n+1 +Sy

i,nSy
i,n+1

)]
−g0µBHσ

z
0

−σ
z
0

(
J01Sz

1,N1
+ J02Sz

2,1 + J03Sz
3,1

)
.

(2.3)

Всi три зв’язки iзiнгiвського спiна з ХХ ланцюжками вважаємо рiзними.

3. Скiнченний лiнiйний ХХ ланцюжок, який пов’язаний через додатковий

zz-спiн з ХХ ланцюжком, замкненим у кiльце (рис. 2.2):

H =−g1µBH
N1

∑
n=1

Sz
1,n −g2µBH

N2

∑
n=1

Sz
2,n −g0µBHσ

z
0

−J1
N1−1

∑
n=1

(
Sx

1,nSx
1,n+1 +Sy

1,nSy
1,n+1

)
− J2

N2−1
∑

n=1

(
Sx

2,nSx
2,n+1 +Sy

2,nSy
2,n+1

)
−

−σ
z
0

[
J01Sz

1,n1
+ J02Sz

2,1 + J03Sz
2,N2

]
.

(2.4)
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Рис. 2.2: Конвергенцiя ґрунтовної енергiї при збiльшеннi bond-розмiрностi

χ у DMRG.

Рисунок 2.2. Схематичне зображення моделi з гамiльтонiаном (4) В мо-

делi з гамiльтонiаном (2.4) також ввели додаткову анiзотропiю iзiнгiвських

взаємодiй. 4. Три скiнченнi ХХ ланцюжки, якi пов’язанi через два додатковi

iзiнгiвськi спiни так, як показано на рис. 4 (Н-ланцюжок)

H =−
3
∑

i=1

[
giµBH

Ni

∑
n=1

Sz
i,n + Ji

Ni−1
∑

n=1

(
Sx

i,nSx
i,n+1 +Sy

i,nSy
i,n+1

)]
−g01µBHσ

z
1 −g02µBHσ

z
2

−σ
z
0J01

(
Sz

1,n1
+Sx

2,1

)
− J02σ

z
2

(
Sz

2,N2
+Sx

3,n3

)
.

(2.5)

Рисунок 2.3. Схематичне зображення Н-ланцюжка
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Рис. 2.3: Конвергенцiя ґрунтовної енергiї при збiльшеннi bond-розмiрностi

χ у DMRG.

В гамiльтонiан моделi (2.5) додаткову анiзотропiю поки не додавали.

Важливою властивiстю всiх запропонованих моделей є те, що можна за-

мiнити в (2.2)–(2.4) оператор σ
z
0i,
[
Ĥ,σ z

0
]
= 0, тому зберiгаються одноча-

сно енергiя та проєкцiя σ
z
0iz.iiiii :σ0 = −S, ...,S Так само в моделi (2.5)[

Ĥ,σ z
1
]
= 0,

[
Ĥ,σ z

2
]
= 0, σ1 = −S1, ...,S1; σ2 = −S2, ...,S2. Всi пропонованi

моделi пiсля такої замiни зводяться до моделей скiнченних спiнових ХХ

ланцюжкiв, де iзiнгiвськi зв’язки замiненi на додатковi зовнiшнi поля. Цi

додатковi поля типу J0iσ0 дiють на ХХ спiни, що є найближчими сусiда-

ми iзiнгiвських спiнiв. Розглядаємо цi спiни, як домiшковi. Наприклад,

гамiльтонiан (2.4) перепишеться так:

H =−g1µBH
N1

∑
n=1

Sz
1,n −g2µBH

N2

∑
n=1

Sz
2,n −g0µBHσ0

−J1
N1−1

∑
n=1

(
Sx

1,nSx
1,n+1 +Sy

1,nSy
1,n+1

)
− J2

N2−1
∑

n=1

(
Sx

2,nSx
2,n+1 +Sy

2,nSy
2,n+1

)
−

−σ0

[
J01Sz

1,n1
+ J02Sz

2,1 + J03Sz
2,N2

]
.

(2.6)
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Перетворення Iордана–Вiгнера [див, наприклад, [ Lieb E., Schults J.,

Mattis D. Two soluble models of an antiferromagnetic chair // - Ann. Phys.

– 1961. – 16. № 3. P. 407 466] ] використаємо для зведення гамiльтонiанiв

(2.2)–(2.5) до iдеального газу безспiнових фермiонiв. Ми вiдшукаємо точний

енергетичний спектр стацiонарних станiв цих моделей. Це дозволить дослi-

дити термодинамiку моделей. В наступному параграфi наведемо основнi

етапи розрахунку для моделi (2.4), бо дисперсiйнi рiвняння, якi отримаємо

для неї можна використати й для iнших моделей, що розглядаються. 2.2. Дi-

агоналiзацiя гамiльтонiана моделi ХХ-ланцюжка з додатковим ХХ-кiльцем

Спочатку переходимо в (2.6) до сходинкових операторiв:

H(σ0) =−g1µBH
N1

∑
n=1

(
1
2 −S−1,nS+1,n

)
−g2µBH

N2

∑
n=1

(
1
2 −S−2,nS+2,n

)
−g0µBHσ0−

−J1
2

N1−1
∑

n=1

(
S−1,nS+1,n+1 +S−1,n+1S+1,n

)
− J2

2

N2−1
∑

n=1

(
S−2,nS+2,n+1 +S−2,n+1S+2,n

)
−

−σ0

[
J01

(
1
2 −S−1,n1

S+1,n1

)
+ J02

(
1
2 −S−2,1S+2,1

)
+ J03

(
1
2 −S−2,N2

S+2,N2

)]
.

(2.7)

Ĥ(σ) = E0 +g1µBH
N1

∑
n=1,n ̸=n1

S−1,nS+1,n +g2µB
N2−1

∑
n=2

S−2,nS+2,n+

+(g1µBH + J01σ0)S−1,n1
S+1,n1

+(g2µBH + J02σ0)S−2,1S+2,1+

+(g2µBH + J03σ0)S−2,N2
S+2,N2

−

−J1
2

N1−1
∑

n=1

(
S−1,nS+1,n+1 +S−1,n+1S+1,n

)
− J2

2

N2−1
∑

n=1

(
S−2,nS+2,n+1 +S−2,n+1S+2,n

)
;

(2.8)

Тут
E0 = E01 +E02;

E01 =−1
2

[
g1µBHN1

2 +g0µBH + J01σ0

]
;

E02 =−1
2

[
g2µBHN2

2 +g0µBH +(J02 + J03)σ0

]
.
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Виконаємо в (2.8) перетворення Iордана–Вiгнера []:

Ĥ(σ0) = E f erro +g1µBH
N1

∑
n=1,n ̸=n1

a†
1,na1,n +g2µB

N2−1
∑

n=2
a†

2,na2,n+

+(g1µBH + J01σ0)a†
1,n1

a1,n1 +(g2µBH + J02σ0)a†
2,1a2,1

+(g2µBH + J03σ0)a†
2,N2

a2,N2−

−J1
2

N1−1
∑

n=1

(
a†

1,na1,n+1 +a†
1,n+1a1,n

)
− J2

2

N2−1
∑

n=1

(
a†

2,na2,n+1 +a†
2,n+1a2,n

)
.

(2.9)

Гамiльтонiан (2.9) складається з двох частин, якi можна дiагоналiзувати

незалежно. Спектр енергiй будується, як суперпозицiя станiв з одним пе-

реверненим спiном з урахуванням принципу Паулi. Дисперсiйнi рiвняння

для ланцюжкiв 1 та 2 можна шукати окремо. Вектор вакууму (всi спiни

орiєнтованi уздовж магнiтного поля – осi z або немає «збуджень»):

ai,n |0⟩= 0, i = 1,2.

Ĥi(σ) |0⟩= E0i |0⟩ .

Вектор стану з одним переверненим спiном на будь-якому з ланцюжкiв:

|1⟩=

(
N1

∑
m=1

Uma†
1,m +

N2

∑
m=1

Vma†
2,m

)
|0⟩

Ĥi(σ) |1⟩= (E0i + ε) |1⟩

Отримуємо рiвняння для визначення спектру енергiй стацiонарних ста-

нiв з одним переверненим спiном та вiдповiдних хвильових функцiй для

ланцюжка 1.

(ε −g1µBH)Un +
J1
2 (Un+1 +Un−1) = 0, n = 2, ...,N1 −1, n ̸= n1;

U0 = 0, UN1+1 = 0;

(ε −g1µBH − J01σ0)Un1 +
J1
2 (Un1+1 +Un1−1) = 0;

(2.10)

(ε −g2µBH)Vn +
J2
2 (Vn+1 +Vn−1) = 0, n = 2, ...,N2 −1;

(ε −g2µBH − J02σ0)V1 +
J2
2 V2 = 0;

(ε −g2µBH − J03σ0)VN2 +
J2
2 VN2−1 = 0;

(2.11)
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Рiвняння для Un та Vn можна розв’язувати окремо. Розв’язання (2.10)

вже розглянуто в дипломнiй роботi бакалавра. Загальний розв’язок (2.11)

шукали у виглядi:

Un =C1xn +C2x−n. (2.12)

Отримали наступне дисперсiйне рiвняння

α1x
(

1− x2n1
)(

1− x2(N1+1−n1
)
+
(

1− x2n1
)(

1− x2(N1+1
)
= 0. (2.13)

α1 =
2J01σ0

J1
;

Енергiя у всiх випадках виражається за допомогою формули

ε = giµBH − Ji

2

(
x+

1
x

)
. (2.14)

Рiвняння (2.11) має iншi граничнi умови у порiвняннi з (2.10), але загальний

розв’язок треба шукати в такому ж виглядi, як й для (2.10):

Vn =C1xn +C2x−n. (2.15)

Пiдставляємо (2.15) в два граничнi рiвняння в (2.11) та отримуємо наступне

дисперсiйне рiвняння(
α2 +

1
x

)(
α3 +

1
x

)
− (α2 + x)(α3 + x)x2(N2−1) = 0 (2.16)

α2 =
2J02σ0

J2
; α3 =

2J03σ0

J2
;

2.3. Дiагоналiзацiя гамiльтонiана H-ланцюжка Дослiдження спектру ста-

цiонарних станiв моделi, що складається iз трьох XX ланцюжкiв iз двома

додатковими zz зв’язками проводиться так само, як для попередньої моделi.

Оператори iзiнгiвських спiнiв σ
z
1,σ

z
2 можна замiнити на власнi значення

σi =−Si, ...,Si, i = 1,2

та розглядати як додатковi параметри гамiльтонiана. Гамiльтонiан (2.5)

пiсля переходу до сходинкових операторiв, замiни операторiв σ
z
1,σ

z
2 на власнi
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значення та перетворення Iордана–Вiгнера набуває вигляду

H = E f erro(σ1,σ2)+

+g1µBH
N1

∑
n=1

(n ̸=n1)

a†
1,na1,n +(g1µBH + J01σ1)a

†
1,n1

a1,n1 −
J1
2

N1−1
∑

n=1

(
a†

1,na1,n+1 +h.c.
)
+

+g3µBH
N3

∑
n=1

(n ̸=n3)

a†
3,na3,n +(g3µBH + J02σ2)a

†
3,n3

a3,n3 −
J3
2

N3−1
∑

n=1

(
a†

3,na3,n+1 +h.c.
)
+

+g2µBH
N2−1

∑
n=2

a†
2,na2,n +(g2µBH + J0σ1)a

†
2,1a2,1 +(g2µBH + J02σ2)a

†
2,N2

a2,N2

−J2
2

N2−1
∑

n=1

(
a†

2,na2,n+1 +h.c.
)

(2.17)

Тут

E0(σ1,σ2) =−µBH
2

3

∑
i=1

giNi − (g01µBH + J01)σ1 − (g02µBH + J02)σ2

.

Гамiльтонiан (2.17) розпадається на три частини, якi комутують мiж

собою, але пов’язанi через параметри σ1, σ2:

H = H1(σ1)+H2(σ1,σ2)+H3(σ2)

Гамiльтонiани H1(σ1) та H3(σ3) описують XX ланцюжок скiнченної

довжини N1 або N3, в якому на один з вузлiв дiє додаткове ефективне поле

окрiм зовнiшнього поля так само, як для Т-ланцюжка. Вiдповiднi рiвняння

для спектру стацiонарних станiв ланцюжкiв 1 та 3 є фактично такими

самими, як (2.11) з вiдповiдними новими параметрами. Гамiльтонiан

H2(σ1,σ2)

можна розглядати як XX ланцюжок, в якому рiзнi ефективнi поля прикладе-

нi к обом спiнам на кiнцях ланцюжка, так само, як в моделi ланцюжок-кiльце.
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Маємо:

(ε −g2µBH)Vn +
J2
2 (Vn+1 +Vn−1) = 0, n = 2, ...,N2 −1;

(ε −g2µBH − J01σ1)V1 +
J2
2 V2 = 0;

(ε −g2µBH − J02σ2)VN2 +
J1
2 VN2−1 = 0;

(2.18)

Розв’язок такий самий, як (2.15), змiнились тiльки позначення параме-

трiв: (
α01 +

1
x

)(
α02 +

1
x

)
− (α01 + x)(α02 + x)x2(N2−1) = 0. (2.19)

В (2.19) ввели наступнi позначення

α01 =
2J01σ1

J2
, α02 =

2J02σ2

J2

2.4. Дисперсiйнi рiвняння для моделi з трьох скiнченних ХХ ланцюжкiв

«вiдокремлених» iзiнгiвським спiном Гамiльтонiан (2.3) пiсля замiни опе-

ратора σ
z
0 На його власнi значення «розпадається» на суму гамiльтонiанiв

скiнченних ХХ ланцюжкiв iз домiшковим спiном на одному зi кiнцiв. На-

ведемо без виводу вiдповiднi дисперсiйнi рiвняння (детальнi розрахунки

аналогiчнi тим, що вже зробленi вище)

αix
(
1− xNi

)
+
(
1− xNi+1)= 0; i = 1,2,3;

αi =
2J0iσ

Ji
.

(2.20)

2.5. Аналiз дисперсiйних рiвнянь

Отриманi дисперсiйнi рiвняння є алгебраїчними рiвняннями високих

степенiв. Розв’язки таких рiвнянь треба шукати чисельно. З формули для

енергiї (2.14) очевидно, що параметр x, який вiдповiдає дiйсним значенням

енергiї, може бути або комплексним з одиничним модулем: x = exp(ik), або

дiйсним: −1 < x < 1. Це означає, що вiдповiднi хвильовi функцiї або опи-

сують стоячi хвилi (квазiнеперервний спектр), або локалiзованi домiшковi

стани. Появi локалiзованих станiв вiдповiдає x =±1. Для отримання крити-

чних значень параметрiв, що вiдповiдають появi локалiзованих станiв, треба
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виключити з дисперсiйних рiвнянь тривiальнi розв’язки, якi є при будь-яких

значенням Ni,αi. Наприклад, в формулi (2.13) робимо такi перетворення:

α1x(1− x2)(1+ x2 + x4+

.....+ x2(n1−1))(1− x2)(1+ x2 + x4+

.....+ x2(N1−n1))+

+(1− x2)
2
(1+ x2 + x4 + .....+ x2N1) = 0;

α1x(1+ x2 + x4 + .....

+x2(n1−1))(1+ x2 + x4 + .....+ x2(N1−n1))+(1+ x2 + x4 + .....+ x2N1) = 0;

α1
n1−1
∑

l=0
x2l

N1−n1

∑
l=0

x2l +
N1

∑
l=0

x2l = 0;

x =±1;

±
(

2J0σ

J1

)
n1(N1 −n1 +1)+N1 +1 = 0.

Отримуємо: (
2J0σ

J1

)
=∓ N1 +1

n1(N1 −n1 +1)
. (2.21)

Таким самим методом виводимо критичну довжину ланцюжка з дисперсiй-

них рiвнянь (2.16) чи (2.19):

N2 =
α2α3 −1

(α2 ±1)(α3 ±1)
. (2.22)

З (2.20) маємо (
2J0σ

J1

)
=∓N1 +1

N1
. (2.23)

Очевидно, що формулу (2.23) могли б отримати з (2.21) для частинного

випадку n1 = 1.
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Роздiл 3

Чисельнi результати та їх

iнтерпретацiя

У цьому роздiлi наведено детальний аналiз чисельних даних, отриманих для

центрально-ланцюжкової спiнової системи з розгалуженими XX-ланцюжками

та Iзiнг-спiнами. Використанi двi основнi методики: точне дiагоналюван-

ня фермiонного гамiльтонiана (Моделi 2 i 3) та DMRG (Density Matrix

Renormalization Group) для великих розмiрiв. Розглянемо конвергенцiю

методу, залежностi ключових фiзичних величин вiд зовнiшнiх параметрiв

(H i T ), а також виявимо та охарактеризуємо квантовi i термальнi переходи.

3.1 Перевiрка точностi: конвергенцiя DMRG

Одним iз ключових питань при чисельному дослiдженнi скiнченних спiно-

вих систем є оцiнка точностi отриманих результатiв. Для великих систем

з розмiрнiстю ланцюжка L ≳ 100 метод точної дiагоналiзацiї вже неприда-

тний через експоненцiйне зростання розмiру гiльбертова простору. У цьому

роздiлi ми детально розглянемо метод DMRG (Density Matrix Renormali-

zation Group) i продемонструємо, як контроль bond-розмiрностi χ та iншi

параметри алгоритму впливають на точнiсть i стiйкiсть результатiв.
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3.1.1 Основнi iдеї DMRG

Метод DMRG, запропонований С.О. Уайтом у 1992 роцi [11], базується на

уявленнi хвильової функцiї як матричного добутку станiв (Matrix Product

State, MPS). Для одномiрного ланцюжка довжини L:

|Ψ⟩= ∑
s1,...,sL

As1[1]As2[2] . . .AsL[L] |s1s2 . . .sL⟩,

де кожна тензорна матриця Asn[n] має розмiрнiсть χn−1 × χn, а χn ≤ χ —

bond-розмiрнiсть, що контролює розмiр renormalized простору. Основна

iдея DMRG полягає в поступовому збiльшеннi локальних блокiв (“лiвий”

i “правий”), пошуку оптимальних базисiв для них через дiагоналiзацiю

матрицi густини та вiдсiчення найменш значущих власних станiв.

3.1.2 Bond-розмiрнiсть i похибка вiдсiчення

Bond-розмiрнiсть χ безпосередньо визначає, скiльки власних станiв матрицi

густини зберiгається при кожному кроцi. Нехай {λi} — власнi значення

локальної матрицi густини, впорядкованi за спаданням. Тодi похибка вiдсi-

чення визначається як

εtrunc =
dχ

∑
i=χ+1

λi,

де d — локальна розмiрнiсть (для спiнiв 1/2, d = 2). Чем менше εtrunc, тим

точнiша апроксимацiя. У практичнiй реалiзацiї контролюють одночасно

χ i εtrunc, пiдбираючи мiнiмальну χ , при якiй εtrunc < 10−8–10−10 на всiх

дiлянках ланцюжка.

3.1.3 Схема sweeps i критерiї зупинки

Алгоритм DMRG складається з циклiв (sweeps) усього ланцюжка:

1. Left-to-right sweep: лiвий блок розширюється вiд сайту 1 до L−1, а

правий стискається.
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2. Right-to-left sweep: навпаки, правий блок розширюється назад до сайту

2, лiвий стискається.

Пiсля кожного sweep оновлюються матрицi Asn[n] для всiх n. Критерiєм збi-

жностi служить змiна енергiї ґрунтовного стану ∆E = |Enew−Eold|. Зазвичай

достатньо, щоб

∆E < 10−8–10−10

i одночасно εtrunc < 10−8 на кожному ребрi.

3.1.4 Практичнi деталi реалiзацiї

• Односайтний проти двосайтного DMRG. У двосайтному алгоритмi

в кожному кроцi одночасно розширюються два сумiжнi сайти, що

пiдвищує стабiльнiсть для складних мультиплетних конфiгурацiй, але

вимагає бiльшої χ . Односайтна версiя швидша, але потребує корекцiй

ортонормування (e.g. noise term).

• Вибiр початкового стану. Зазвичай починають iз малих χ ∼ 10 i ви-

падкового або ферромагнiтного початкового MPS. Пiсля перших 2–3

sweeps пiдвищують χ поступово (наприклад, χ = 10→ 20→ 50→ 100).

• Складнiсть обчислень. Основний витратомiсткий крок — SVD (сiн-

гулярний розклад) блоку матрицi розмiрностi dχ × dχ . Вартiсть —

O(d3χ3), тобто для спiнiв 1/2 — O(χ3). При χ ≈ 200 та L ∼ 500 це

цiлком доступно на сучасних багатоядерних кластерах.

• Контроль енергетичної конверсiї. Окрiм ∆E, корисно аналiзувати

напiвлокальнi величини: локальнi магнiтнi моменти ⟨Sz
n⟩ та двоспiннi

кореляцiї ⟨S+n S−n+1⟩. Стабiлiзацiя цих величин у межах похибки 10−6

вважається додатковим пiдтвердженням збiжностi.
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3.1.5 Результати та iнтерпретацiя

Рис. 3.1: Конвергенцiя ґрунтовної енергiї при збiльшеннi bond-розмiрностi

χ у DMRG.

На Рис. 3.1 показано приклад стабiлiзацiї енергiї для ланцюжка довжини

L = 200 з центральним iзiнгiвським спiном. Як видно:

• При χ ≈ 10 вiдносна погрiшнiсть енергiї вже менше 10−5.

• Подальше збiльшення до χ ≳ 20 знижує похибку до < 10−7.

• Точка насичення змiнюється з χ ≈ 25 й далi збiльшення χ дає мiзернi

покращення порiвняно з витратами часу.

Це свiдчить, що для дослiдження спектру та термодинамiчних величин

при L ∼ 200–500 оптимальним вибором є χ ≈ 20–25. За таких умов DMRG

забезпечує енергiю ґрунтовного стану з абсолютною похибкою ≲ 10−7 та

стабiльнi значення локальних кореляцiй.
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3.1.6 Порiвняння з iншими методами

• Точна дiагоналiзацiя доступна лише до L ≈ 24 (розмiр простору 2L),

але дає еталонний результат для тестування DMRG.

• QMC (Quantum Monte Carlo) добре працює при T > 0, але страждає

вiд проблеми знака в багатьох антиферомагнiтних моделях [12].

• Тензорнi мережi загального вигляду (PEPS, MERA) бiльш унiверсаль-

нi, але вищi розмiрностi вимагають значно бiльшого χ [13].

• Comb Tensor Networks — гребенеподiбнi тензорнi мережi, що можуть

значно знизити обчислювальне навантаження порiвняно зi стандар-

тними MPS у випадках високорозмiрних даних та великих bond-

розмiрностей [14].

Таким чином, DMRG залишається найефективнiшим методом для одно-

мiрних та слабкорозгалужених систем, поєднуючи високу точнiсть, контроль

похибки та порiвняно невеликi обчислювальнi ресурси.

3.1.7 Варiацiйний квантово–класичний алгоритм VQE

Variational Quantum Eigensolver (VQE) спирається на принцип варiацiйного

наближення, згiдно з яким для будь-якого параметризованого стану |Ψ(θ)⟩

виконується

E(θ) = ⟨Ψ(θ)|Ĥ|Ψ(θ)⟩ ≥ E0,

де E0 — справжня ґрунтовна енергiя. Завдання VQE — знайти наближення

E(θ) максимально близько до E0 шляхом оптимального пiдбору параметрiв

θ .

Структура алгоритму
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1. Побудова анзацу. В обраному варiантi TwoLocal анзацу коло складає-

ться з послiдовностей кiл обертання (ry, rz) та елементiв заплутування

(CNOT), повторених кiлька разiв для забезпечення достатньої унiвер-

сальностi траєкторiї станiв.

2. Оцiнка енергiї. Гамiльтонiан розкладається на суму тензорних добуткiв

Паулi-операторiв, кожен з яких вимiрюється на квантовому асамблерi.

Сума скалярних добуткiв дає значення E(θ).

3. Класична оптимiзацiя. Використовується стохастичний оптимiзатор

SPSA, який коригує θ на основi двобiчного наближення градiєнту зi ви-

падковими збуреннями. Такий пiдхiд дозволяє ефективно працювати

навiть зi значною кiлькiстю параметрiв i шумними вимiрюваннями.

4. Критерiй зупинки. Iтерацiї продовжуються доти, доки змiна енергiї

мiж кроками не стане меншою за обране порогове значення (напри-

клад, ∆E < 10−8) або поки не вичерпається лiмiт на кiлькiсть iтерацiй.

При переходi вiд симулятора до реального NISQ-пристрою необхiдно

врахувати:

• Глибина кола обмежена гучнiстю помилок: ми обрали 5 шарiв основ-

них блокiв, що забезпечує компромiс мiж унiверсальнiстю анзацу та

вiрогiднiстю коректного виконання.

• Шуми у вимiрюваннях та пiдготовцi станiв скорочують точнiсть оцiнки

E(θ), тому SPSA автоматично пристосовується до стохастичностi

шляхом статистичної обробки результатiв.

• Пiдбiр бекенду: чiп «kyiv» обрано за сприятливим спiввiдношенням

часу надання квот i середнього рiвня помилок.
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Отриманi результати та оцiнка точностi

• На класичному симуляторi VQE дав E(sim)
0 ≈−13.0000, вiдтворивши

точне значення з похибкою < 10−12.

• На чiпi ibm_kyiv алгоритм стабiльно сходився до

E(hw)
0 ≈−12.999999999999993, що демонструє практичну придатнiсть

VQE на сучасних NISQ-платформах.

• Загальний час виконання одного повного циклу оптимiзацiї стано-

вив близько 260 секунд, включно з квантовими вимiрюваннями та

класичними обчисленнями.

Переваги та обмеження Метод VQE дозволяє моделювати енергiю ґрун-

товного стану гамiльтонiанiв розмiрнiстю, недоступною для точної дiагона-

лiзацiї, використовуючи глибоко компактнi анзаци. Однак на сьогоднiшнiх

NISQ-пристроях ключовими обмеженнями залишаються шум i лiмiтована

глибина кiл. Водночас успiшне застосування VQE до нашої моделi свiдчить,

що вже зараз гiбриднi квантово-класичнi алгоритми можуть доповнювати

класичнi тензорнi методи у дослiдженнi спiнових систем.

3.2 Квантовi переходи при змiнi магнiтного поля

3.2.1 Енергетичний зазор

Енергетичний зазор мiж першим збудженим станом та ґрунтовним визна-

чається як

∆(H) = ε1(H) − ε0(H) ,

i є одним iз найiнформативнiших iндикаторiв квантового фазового переходу.

У другому порядку переходу ∆ зазвичай замикається в критичнiй точцi Hc
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за степеневим законом ∆∼ |H−Hc|zν , де z i ν — динамiчний та кореляцiйний

експоненти вiдповiдно.

Рис. 3.2: Енергетичний зазор ∆(H) для моделi 2 (див. текст). Графiк де-

монструє немонотонну залежнiсть iз двома виразними крайнiми точками —

локальним максимумом i майже повним замиканням у критичному полi.

Як видно з рисунка:

• При слабких полях H ≲ 0.5 gap залишається малим (∆ ≈ 0.12÷0.3),

що свiдчить про початковi збудження, локалiзованi бiля домiшкового

спiна;

• У дiапазонi 0.5 ≲ H ≲ 1.0 ∆(H) зростає до локального максимуму

≈ 0.85, оскiльки Zeeman–енергiя починає переважати над обмiнни-

ми флуктуацiями й збiльшує вартiсть створення фермiдоподiбного

збудження;

• При подальшому пiдвищеннi поля gap зменшується i практично за-

микається в точцi Hc ≈ 1.6, де ∆ ≈ 0.02 (залишкова дiрка пов’язана з
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кiнцевою довжиною ланцюжка);

• Для H > Hc gap знову вiдкривається, що вiдповiдає переходу системи

в повнiстю поляризовану (феромагнiтну) фазу.

Закриття gap у Hc однозначно вказує на квантовий фазовий перехiд

другого порядку: кореляцiйна довжина ξ при цьому розвивається за зако-

ном ξ ∼ |H −Hc|−ν , i в термодинамiчному граничному випадку залишкова

дiрка повинна зникнути повнiстю. Для пiдтвердження природи переходу

корисно провести екстраполяцiю ∆(L) при H = Hc до L → ∞, що демонструє

скiнченноланцюгову затримку gap ∼ 1/L.

Таким чином, аналiз ∆(H) не лише дозволяє локалiзувати критичне

поле Hc, але й дає змогу оцiнити основнi критичнi показники z та ν через

вiдповiднi масштабнi залежностi.

3.2.2 Ентропiя заплутаностi при змiнi поля

Заплутанiсть у квантових спiнових системах часто оцiнюють за допомогою

фон Нейманової ентропiї пiдсистеми:

SvN(H) = −Tr
(
ρA(H) lnρA(H)

)
,

де ρA — редукована матриця густини для пiвланцюжка довжини L/2. У

безграничному ланцюжку бiля критичної точки SvN зростає згiдно з ло-

гарифмiчною формою S ∼ c
3 lnξ , а в поляризованiй фазi S → 0, оскiльки

ґрунтовний стан стає факторизованим.

На Рис. 3.3 показано чисельну залежнiсть SvN(H) для самої моделi 2).
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Рис. 3.3: Фон Нейманова ентропiя SvN(H) для моделi 1. При H < Hc спосте-

рiгається майже сталий рiвень заплутаностi, пiсля чого вона рiзко зникає,

що свiдчить про перехiд у факторизований (феромагнiтний) стан.

З аналiзу рисунка випливають такi основнi спостереження:

• При дуже слабких полях (H ≲ 0.3) SvN ≈ 0.64, оскiльки домiшковий

спiн i сусiднi XX–ланцюжки перебувають у сильно заплутаному станi.

• У промiжному iнтервалi 0.3 ≲ H ≲ 1.4 ентропiя падає до плато SvN ≈

0.28. Це вiдображає часткову поляризацiю крайових фермiоноподiбних

збуджень при збереженiй кореляцiї мiж блоками.

• Рiзке зникнення SvN при Hc ≈ 1.6 (до значень ≲ 10−3) вказує на факто-

ризацiю ґрунтовного стану i повну поляризацiю спiнiв. Ця точка добре

збiгається з мiнiмумом gap у Роздiлi 3.2, пiдтверджуючи квантовий

фазовий перехiд другого порядку.

Отже, поведiнка SvN(H) доповнює результати аналiзу gap: плато ентропiї
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вiдповiдає регiону змiшаної (квазiлiнiйної) поляризацiї, а рiзка «смерть»

заплутаностi при Hc — переходу в простий, нетенгловий продуктовий стан.

Для бiльш детального визначення критичних показникiв можна провести

масштабування максимального схилу dS/dH ∼ |H −Hc|−µ у околi Hc.

3.3 Термодинамiчна динамiка при змiнi температури

3.3.1 Середня енергiя

Середня внутрiшня енергiя системи в канонiчному ансамблi визначається

стандартною термодинамiчною формулою

⟨E⟩(T ) = 1
Z

Tr
[
Ĥ e−β Ĥ] , Z = Tr

[
e−β Ĥ] , β =

1
kBT

.

У нашiй роботi kB ≡ 1. Аналiтично обчислити ⟨E⟩(T ) для великого скiнче-

ного XX–ланцюжка практично неможливо через складнiсть спектра, тому

ми скористались

• Точне дiагоналiзування фермiонiзованого гамiльтонiана (Модель 2) з

вичисленням усiх енергiй {εi};

На Рис. 3.4 порiвнянi кривi ⟨E⟩(T ) для обох моделей:

Рис. 3.4: Температурна залежнiсть середньої енергiї ⟨E⟩(T ) для Моделi 2

(синя) та Моделi 3 (помаранчева).
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Низькотемпературний режим (T ≲ 0.1) При T → 0 у формулi для ⟨E⟩ домi-

нує ґрунтовний стан ε0, тому крива для обох моделей асимптотично прямує

до ε
(2)
0 ≈−15 i ε

(3)
0 ≈−22. Рiзниця в значеннях вiдображає вiдмiнностi у

топологiї та кiлькостi домiшкових зв’язкiв у Моделi 2 та 3.

Початкове зростання (0.1 ≲ T ≲ 1) У цьому iнтервалi спостерiгається

найбiльш стрiмке пiдвищення ⟨E⟩. Для Моделi 2 (синiй) зi слабшими iзiн-

гiвськими зв’язками енергiя зростає швидше, нiж у Моделi 3, де жорсткiшi

домiшковi спiни втягують бiльше збуджень при тих же T . Лiнiйна апрокси-

мацiя

⟨E⟩(T )≈ ε0 +α T

добре описує криву в межах 0.2 ≲ T ≲ 1, де α — ефективна густина станiв

поблизу нижньої зони.

Середньотемпературний режим (1 ≲ T ≲ 3) Збiльшення популяцiї збудже-

них станiв призводить до поступового насичення росту енергiї, бо вiдстань

до верхнiх частин спектра обмежена. Емпiрично спостерiгається вигин

кривої вниз (сублiнiйна поведiнка), що можна пояснити апроксимацiєю

биномального спектра для тяжко зв’язаних фермiонiв:

⟨E⟩(T )∼ ε0 +AT −BT 2, B > 0.

Високотемпературний ступiнь (T ≳ 3) Коли T стає порiвняним iз шириною

всього спектра (∼ 10÷20), всi стани майже рiвномiрно заповненi, i ⟨E⟩(T )

наближається до середнього по спектру:

⟨E⟩ → 1
D ∑

i
εi ≈−3÷−4

(де D — розмiр гiльбертового простору), що й спостерiгається на плато в

областi T ≳ 4.
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Фiзичнi наслiдки

• Рiзнi початковi значення ε0 вказують на суттєвий вплив топологiчного

розгалуження та кiлькостi домiшкових зв’язкiв.

• Кут нахилу лiнiйної частини кривої (α) дає змогу оцiнити локальну

густину станiв у нижнiй зонi та порiвняти вплив рiзних домiшок.

• Сублiнiйний вигин при T ∼ 1÷3 показує, що спектр далеко не одно-

рiдний — мiж низькими i високими збудженнями iснує промiжок iз

меншою щiльнiстю станiв.

Таким чином, аналiз ⟨E⟩(T ) дозволяє не лише порiвняти енергетичнi спе-

ктри двох моделей, але й зробити висновки про розподiл станiв, локалiзацiю

збуджень на домiшкових спiнах та характер термального насичення.

3.3.2 Середня намагнiченiсть при змiнi температури

Середня магнiтна намагнiченiсть у канонiчному ансамблi задається як

mav(T ) =
1
L

L

∑
n=1

⟨Sz
n⟩=

1
βL

∂ lnZ
∂H

,

де Z = Tre−β Ĥ . На Рис. 3.5 показано залежностi mav(T ) для Моделей 2 i 3

при фiксованому полi H = 1.0.
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Рис. 3.5: Температурна залежнiсть середньої намагнiченостi mav(T ) для

Моделей 2 (синя) та 3 (помаранчева). Обидвi кривi практично збiгаються

та демонструють експоненцiйний спад.

Єдина функцiональна форма. З обох кривих видно, що mav(T ) пiдкоряє-

ться єдиному експоненцiйно-функцiональному закону на всьому iнтервалi

температур:

mav(T ) ≈ mav(0) exp
(
−∆eff/T

)
,

де

mav(0)≈ 0.43, ∆eff ≈ 0.85

— ефективний бар’єр руйнування магнiтного порядку. Рiзниця мiж кри-

вими двох моделей менше 1 % для всiх T , що свiдчить про дуже близькi

спектральнi параметри та подiбну густину станiв у обох випадках.

Фiзичний змiст. Експоненцiйний характер спадання намагнiченостi вказує,

що основний внесок у термальне знищення порядку вносять локалiзованi

збудження з середньою енергiєю ∆eff. Висока ступiнь збiгу кривих означає,

що жорсткiсть зв’язкiв домiшкового спiна в Моделi 3 лише незначно впливає

на бар’єр перевороту порiвняно з Моделлю 2.
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Класичний парамагнетизм. У високотемпературному граничному режимi

(T ≫∆eff) експоненцiальний фактор прагне нуля, i намагiченiсть знижується

до значень mav ∼ H/T . Це вiдповiдає класичному парамагнiтному закону

Кюрi–Ланде:

mav(T )≃
C H
T

,

де константа C визначається сумарним спiввiдношенням спiнiв у системi.

Висновки.

• Магнiтизацiя зменшується експоненцiйно в усьому дiапазонi темпера-

тур, без виразного плато чи багатофазних перехiдiв.

• Обидвi моделi дають практично iдентичнi mav(T ), отже їх фундамен-

тальнi енергетичнi характеристики дуже схожi.

• Ефективний бар’єр ∆eff ≈ 0.85 узгоджується з gap’ом у спектрi та

характеристиками квантових збуджень.

3.3.3 Заплутанiсть при змiнi температури

Ентропiя заплутаностi в канонiчному ансамблi обчислюється як

SvN(T ) =−
[
ρA(T ) lnρA(T )

]
,

де ρA(T ) =B
[
e−β Ĥ]/Z — редукована матриця густини пiвланцюжка, β =

1/T . На Рис. 3.6 приведено залежностi SvN(T ) для Моделей 2 (синя) та 3

(помаранчева) при H = 1.0.
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Рис. 3.6: Ентропiя заплутаностi SvN(T ) для Моделей 2 i 3.

Низькотемпературний режим (T ≲ 0.1). При T → 0 заплутанiсть обмежена

чистим ґрунтовним станом:

SvN(0)≈

2.0, Модель 2,

2.7, Модель 3.

Бiльше S(0) у Моделi 3 пояснюється додатковими iзiнгiвськими зв’язками,

що утворюють глибшi локальнi кореляцiї.

Початкове зростання (0.1 ≲ T ≲ 1). В iнтервалi помiрних температур

ентропiя зростає приблизно лiнiйно:

SvN(T )≃ S(0)+κ T,

де κ — ефективний коефiцiєнт. У Моделi 3 нахил κ(3) помiтно бiльший, нiж

κ(2), через сильнiшi локальнi флуктуацiї домiшкового спiна.

Сатурацiя (T ≳ 1). Для T ≳ 1 обидвi кривi швидко виходять на плато:

SvN(∞)≈

10.2, Модель 2,

15.0, Модель 3.
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Це вiдповiдає майже рiвномiрному насиченню власних станiв пiдсистеми,

коли ρA ≈ I/DA i S ≈ lnDA.

Фiзичнi висновки.

• Початковi значення SvN(0) демонструють глибину нульової квантової

заплутаностi в кожнiй моделi.

• Лiнiйна дiлянка зростання вiдображає появу термальних суперпозицiй

низькоенергетичних збуджень.

• Плато на високих T вказує на максимальне змiшування станiв i втрату

будь–яких квантових кореляцiй.

• Бiльша сатурацiйна ентропiя в Моделi 3 свiдчить про вищу ефективну

розмiрнiсть пiдсистеми за рахунок додаткових iзiнгiвських зв’язкiв.

3.3.4 Намагнiченiсть як функцiя поля при фiксованiй темпера-

турi

Середня намагнiченiсть у канонiчному ансамблi за сталого T визначається

mav(H) =
1
L

L

∑
n=1

⟨Sz
n⟩H =

1
βL

∂ lnZ
∂H

∣∣∣
T
,

де β = 1/T . На Рис. 4.7 показано залежнiсть mav(H) при T = 1.0 для Моделей

2 (синя) та 3 (помаранчева).
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Рис. 3.7: Середня намагнiченiсть mav(H) при T = 1.0 для Моделей 2 i 3.

Обидвi кривi практично збiгаються.

Булiйна лiнiйна вiдповiдь (H ≲ 0.5). У слабкому полi магнiтизацiя зростає

лiнiйно:

mav(H)≈ χpara H,

де χpara ≈ 0.27 — похiдна ∂m/∂H при H → 0. Легке вiдхилення мiж моделями

менше 1

Насичення та зниження сприйнятливостi (0.5 ≲ H ≲ 1.2). При помiрних

полях сприйнятливiсть χ(H) = ∂m/∂H поступово зменшується, бо систему

починають насичувати одиничнi спiни. В iнтервалi 0.5 < H < 1.2 крива

mav(H) наближається до форми Brillouin–подiбної функцiї, демонструючи

опуклий вигин i плавне входження в частково поляризовану фазу.

Сатурацiя (H ≳ 1.2). При полях вище ≈ 1.2 середня намагнiченiсть пра-

ктично досягає максимуму msat ≈ 0.50, що вiдповiдає повнiй поляризацiї

всiх спiнiв у напрямку поля. Далi, навiть значне зростання H не змiнює mav,

оскiльки всi спiни вже «випрямленi».
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Порiвняння моделей. Моделi 2 i 3 демонструють майже iдентичну за-

лежнiсть mav(H) при T = 1. Це вказує на те, що додаткове домiшкове

зв’язування в Моделi 3 не значно змiнює загальну полiтику поляризацiї

спiнової системи за цих умов.

Фiзичнi наслiдки.

• Лiнiйний дiапазон m ≈ χparaH дозволяє визначити початкову сприйня-

тливiсть та порiвняти її з експериментальними даними.

• Опуклий перехiд до насичення вiдображає поступове «розгортання»

Люттiнгерiвського рiду у фермiоноподiбнi збудження.

• Сатурацiйна магнiтизацiя msat = 0.5 вiдповiдає одному переверненому

спiну на двох—оскiльки кожен S = 1/2 вносить максимум 1/2 одиницi.
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Роздiл 4

Низькотемпературна

термодинамiка

4.1. Точна формула для статистичної суми

Для всiх пропонованих моделей ми отримали точнi дисперсiйнi рiвняння

для спектру стацiонарних станiв з одним перевернутим спiном. Це фактично

означає, що маємо весь спектр, бо гамiльтонiани є квадратичними по фермi-

операторам породження та знищення. Лiнiйнi комбiнацiї енергiй цих станiв з

урахуванням принципу Паулi вичерпують всi можливi енергiї. Статистична

сума Z(σ) окремого ХХ ланцюжка для фiксованих значень параметрiв σ –

це статистична сума iдеального газу безспiнових фермiонiв:

Z(σ) = exp
(
−E0(σ)

T

)
∏
λσ

[
1+ exp

(
−

ελσ

T

)]
(4.1)

Тут ελσ
– енергiї, що визначаються формулою (2.14).

Параметри xλσ
визначаються вiдповiдними дисперсiйними рiвняннями –

(2.13), (2.16), (2.19), (2.20).

Нагадаємо, що ελσ
вiдраховуються вiд енергiї впорядкованого стану

E0(σ), в якому всi спiни орiєнтованi уздовж напрямку зовнiшнього магнi-

тного поля. В достатньо сильних полях цей стан є станом з мiнiмальною

енергiєю (основним станом).

43



Для обчислення повної статистичної суми ми маємо знайти суму виразiв

(4.1) по всiх можливих значенням параметрiв σ . Для моделi Т-ланцюжка,

ХХ ланцюжка з кiльцем, трьох ХХ ланцюжкiв, об’єднаних iзiнгiвським

спiном такий параметр тiльки один: σ0 =−S, ...,S. Для H-ланцюжка вiдпо-

вiдних параметрiв два: σ1 =−S1, ...,S1 та σ2 =−S2, ...,S2. Наприклад, для

Н-ланцюжка це буде

Z = ∑
σ1,σ2

Z1(σ1,σ2)Z2(σ1,σ2)Z3(σ1,σ2) (4.2)

Тепер можна шукати за стандартними формулами термодинамiки вiльну

енергiю

F =−T
N

lnZ,

внутрiшню енергiю

E = F −T
∂F
∂T

=−T 2 ∂

∂T

(
F
T

)
,

намагнiченiсть та магнiтну сприйнятливiсть

M =−∂F
∂H

, χ =
∂M
∂H

,

теплоємнiсть

C =
∂E
∂T

.

Наведенi вище формули записанi в розрахунку на один вузол решiтки

(N – повна кiлькiсть вузлiв).

4.2. Локальнi термодинамiчнi характеристики

Цiкаво дослiдити на тiльки «iнтегральнi» термодинамiчнi властиво-

стi ланцюжкiв, а й поведiнку середнiх значень окремих спiнiв та парних

кореляцiйних функцiй.

Середнi значення iзiнгiвських спiнiв визначаються так:

⟨σ z⟩= 1
Z ∑

σ

σ ∏
i

Zi(σ) (4.3)
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Для середнiх значень на ХХ-ланцюжках проводимо подвiйне усереднен-

ня. По-перше, знаходимо середнє значення z-проєкцiї окремого спiну при

фiксованому (фiксованих) значеннi (значеннях) параметруσ (σ1,σ2 для

моделi Н-ланцюжка):〈
Sz

im(σ)
〉
=

1
2
−∑

λσ

|Um(λσ )|2 f (εiλσ
);

f (εiλσ
) =

1

1+ exp
(

εiλσ

T

). (4.4)

По-друге, шукаємо за звичайними формулами обчислення середнiх в

теорiї iмовiрностi середнє по всiх σ :

〈
Sz

im
〉
=

1
Z ∑

σ

〈
Sz

im(σ)
〉
∏

i
Zi(σ). (4.5)

В формулах (4.4) та (4.5) iндекс i – це номер ХХ ланцюжка, а m – номер

вузла на вiдповiдному ХХ ланцюжку.

Поведiнку парних кореляцiйних функцiй будемо вивчати тiльки для

iзiнгiвського спiна та спiна на ХХ ланцюжку наступного вигляду
〈
σ zSz

im
〉
.

Проводимо подвiйне усереднення. Для цього формулу в формулу (4.5)

вводимо власнi значення σ z.

Маємо: 〈
σ

zSz
im
〉
=

1
Z ∑

σ

σ
〈
Sz

im(σ)
〉
∏

i
Zi(σ). (4.6)

4.3. Моделювання польової залежностi намагнiченостi та магнiтної сприйня-

тливостi при низьких температурах

Порiвнюємо поведiнку намагнiченостi, магнiтної сприйнятливостi та сере-

днього значення iзiнгiвського спiна при низькiй температурi у Т-ланцюжку

та в моделi ХХ-ланцюжок з ХХ-кiльцем.
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Рис. 4.1: Польовi залежностi намагнiченостi (а), магнiтної сприйнятливостi

(б) та середнього значення z-проєкцiї iзiнгiвського спiна (в) для Т-ланцюжка

та для моделi ХХ ланцюжок з кiльцем для iзiнгiвського спiна при таких па-

раметрах T = .01,g1 = 1,g2 = 2,g0 = 2.5,J01 =−6K; ,J02 =−8K,J1 = 1K,J2 =

2K,N1 = N2 = 12,n1 = 6

З рис. 4.1(в) можна зробити висновок, що додатковий iзiнгiвський ан-

тифермоагнiтний зв’язок стабiлiзує напрямок iзiнгiвського спiна. Цей спiн

довго залишається поверненим проти напрямку магнiтного поля й в крити-

чному вiдразу орiєнтується по полю. В Т-ланцюжку поведiнка iзiнгiвського

спiна є нестiйкою. Вiн кiлька разiв змiнює напрямок в слабких полях,

але остаточно орiєнтується уздовж в значно слабшому полi. Це можна

пояснити вiдсутнiстю одного з iзiнгiвських зв’язкiв у порiвняннi з модел-
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лю «ланцюжок-кiльце» Ми дослiдили, як впливає на польовi залежностi

збiльшення . Результати моделювання наведенi на рис. 4.2. Обранi тi ж

параметри, що на рис. 4.1, але iзiнгiвський спiн

Рис. 4.2: Польовi залежностi намагнiченостi (а), середнього значення z-

проєкцiї iзiнгiвського спiна для Т-ланцюжка та для моделi ХХ ланцюжок з

кiльцем (б) та середнє значень для iзiнгiвського спiна (в) при таких пара-

метрах g1 = 1,g2 = 2,g0 = 2.5,J01 = −6K,J02 = −8K,J1 = 1K,J2 = 2K,N1 =

N2 = 12.n1 = 6

З рис. 4.1(а) та 4.1(б) можна зробити висновок, що збiльшення iзiнгiв-

ського спiна суттєво не вплинуло на польову залежнiсть намагнiченостi, але

поведiнка локальних середнiх суттєво змiнилась. З рис. 4.2(б) видно, що
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iзiнгiвський спiн майже вiдразу приймає напрямок осi z, але тепер проти

поля орiєнтується до досить сильних полiв один з його найближчих сусi-

дiв, тому намагнiченiсть не має максимального значення. На рис. 4.2(в)

наведенi середнi значення локальних спiнiв – найближчих сусiдiв iзiнгiв-

ськогос спiну в Т-ланцюжку. Їхня поведiнка свiдчить про те, що для S0 = 1

у випадку великого значення g-фактора iзiнгiвського спiна цей спiн майже

вiдразу орiєнтується по полю, так само, як найближчий до нього спiн на

горизонтальному ХХ ланцюжку, а спiн на вертикальному ХХ ланцюжку за-

лишається антипаралельним полю. Зменшили g-фактор iзiнгiвського спiна.

S=1/2.

Рис. 4.3: Тут зменшили g-фактор iзiнгiвського спiна. S=1/2. Всi iншi пара-

метри такi, як на рис. 4.1 g1 = 1,g2 = 2,g0 = 1.5,J01 =−6K,J02 =−8K,J1 =

1K,J2 = 2K,N1 = 12.N1 = 6 Порiвняємо результати польової залежностi на-

магнiченостi Т-ланцюжка з трьома ХХ ланцюжками та з моделлю ХХ

ланцюжок з ХХ кiльцем
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Рис. 4.4: Польова залежнiсть для трьох моделей при g1 = 1,g2 = 2,g0 =

2.5,J01 =−6,J02 =−8,J1 = 1,J2 = 2,N1 = N2 = 12,n1 = 6S = 1/2

4.4. Моделювання температурної залежностi теплоємностi в нульовому

полi

Було проведено числове моделювання температурної теплоємностi при

рiзних значеннях параметрiв систем. Наведенi кривi, отриманi для Т-

ланцюжка для рiзних значень iзiнгiвського спiна (див. (рис. 4.5).).

Рис. 4.5: Температурна залежнiсть теплоємностi у розрахунку на один вузол

при вiдсутностi магнiтного поля N1 = N2 = 8,n1 = 4,J0 =−10K,J1 = 1K,J2 =

5K
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Бачимо iснування кiлькох максимумiв у температурнiй залежностi те-

плоємностi при нульовому полi, положення та величина яких змiнюється зi

змiною S

4.5. Моделювання польової залежностi середнiх значень z-проєкцiй та

парних кореляцiйних функцiй

Детальну iнформацiю про поведiнку в зовнiшньому магнiтному полi

вузельних спiнiв можна отримати з дослiджень термодинамiних середнiх

z-проєкцiй та парних кореляцiйних функцiй. В цому параграфi наведемо

кiлька цiкавих результатiв.

Величина iзiнгвського спiна S суттєво впливає на поведiнку його сере-

днього значення в зовнiшньому полi при дуже низьких температурах та

малих значеннях g-фактора g0 тiльки для Т-ланцюжка.

На рис. 4.6 для трьох рiзних значень S показанi вiдповiднi залежностi.

Для S = 3/2
〈
σ

z
0
〉

для достатьно довгих ХХ ланцюжкiв демонструє нестiйку

поведiнку з численними осциляцiями та змiною напрямку проти магнiтно-

го поля при зростаннi поля, що є незвичайною поведiнкою. Результати

моделювання показанi на рис. 4.6
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Рис. 4.6: Польова залежнiсть
〈
σ

z
0
〉

для трьох моделей при таких параме-

трах g1 = 1;g2 = 1;g3 = 2;g0 = 0.5;N1 = 5.;N2 = 55.;N3 = 60;J01 =−1;J02 =

−1;J03 =−1;J1 = 10;J2 = 10;J3 = 2; для рiзних значень з’єднуючого iзiнгiв-

ського спiна 51



Провели моделювання польової залежностi
〈
σ

z
1
〉
,
〈
σ

z
2
〉

та
〈
σ

z
1σ

z
1
〉

поведiн-

ки в моделi Н-ланцюжок зi змiною довжини середнього ХХ ланцюжка. На

рис. 4.7 можна спостерiгати, що в слабких полях для коротких ланцюжкiв

має суттєве значення парнiсть (непарнiсть) N2.

Рис. 4.7: Польова залежнiсть
〈
σ

z
1
〉
,
〈
σ

z
2
〉

та
〈
σ

z
1σ

z
1
〉

для Н-ланцюжка для

T = 0.02K при таких параметрах n1 = n3 = 6;N1 =N3 = 12;J1 = 4;J2 = 2;J3 =

1;J01 =−3.;J02 =−6;g1 = g2 = g3 = 2;g01 = g01 = 0.5;
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Висновки

В данiй роботi дослiджено низьку точно розв’зуваних спiнових моделей,

якi побудовi зi двох або трьох скiнченних ХХ ланцюжкiв зi спiном 1/2,

якi взаємодiють мiж собою в однiй точцi через додатковий спiн довiльної

величини так, що утворюють розгалужену структуру, яка схожа або на

лiтеру Т (Т-ланцюжок), або на лiтеру Ю, або на лiтеру Н.

• Виконано точну дiагоналiзацiю гамiльтонiанiв та дослiдженi особливо-

стi спектiв стацiонарих станiв; Показано, що спектр станiв з одним пере-

вернутим спiном складається iз двох (або трьох) незалежних зон квазiне-

перервного спектру, вiд границь яких можуть вiдщеплюватись додатковi

локалiзованi поблизу додаткового спiну стани;

• Знайдено умови, що визначають критичнi значення параметрiв, при

яких з’являються зв’язанi стани;

• Застосовано DMRG разом з iншими методами, такими як точна дiаго-

налiзацiя та VQE були виконанi чисельнi розрахунки для аналiзу поведiнки

систем за рiзних температурних та магнiтних умов для великих систем.

Основнi термодинамiчнi метрики, такi як енергетичний зазор i ентропiя

заплутаностi, були визначенi та iнтерпретованi.

• Розрахована статистична сума намагнiченiсть, магнiтна сприйнятли-

вiсть, теплоємнiсть та середнє значення додаткового iзiнговського спiну для

всiх моделей.

• Проведено чисельне моделювання польових залежностей намагнiче-

ностi в розрахунку на один вузол, середнього значення
〈
Sz

0
〉

та z-проєкцiй
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всiх спiнiв на ХХ ланцюжках та температурної залежностi теплоємностi

для рiзних значень параметрiв системи;

• Показано iснування плата намагнiченостi при достатньо сильнiй ан-

тиферомагнiтнiй взаємодiї додаткового спiну з ланцюжками, виникнення

нестiйкої поведiнки з додатковими осциляцiями та змiною напрямку проти

поля зi зростанням магнiтного поля
〈
Sz

0
〉
, iснуванням кiлькох максимумiв в

залежностi теплоємностi вiд температури
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