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АНОТАЦІЯ 

Свіщ О.О. Впровадження теорії графів у шкільну освіту як засіб 

розвитку математичних компетентностей і міжпредметних зв’язків 

 В даній роботі теорія графів розглядається як засіб реалізації 

міжпредметних зв’язків, оскільки вона тісно пов’язана з багатьма розділами 

математики (геометрією, топологією, теоріє множин, математичною логікою, 

теорією ймовірностей) та має важливі застосування в природничих науках. 

Впровадження цієї теорії дозволяє учням познайомитися із затребуваним 

розділом прикладної математики та навчитися застосовувати графові алгоритми 

для вирішення завдань у галузі техніки, економіки, управління, логістики, 

інформаційних систем та природничих наук. 

 В роботі проведено аналіз освітніх систем США, Австралії, Сінгапуру, 

Італії та інших країн, який показав світову освітню тенденцію впровадження 

теорії графів в навчальний процес.  Систематизований перелік проблем, із якими 

стикається інтеграція теорії графів в шкільну освіту в Україні.  

В кваліфікаційній роботі запропонована методика викладання теорії 

графів, яка базується на принципах наростання складності та практичної 

спрямованості. В основу методики покладено «дорожню карту» (7-11 клас).  

 Наведено приклади задач, які дозволяють застосовувати графові моделі для 

розв’язання як комбінаторних задач шкільного курсу, так і складних прикладних 

кейсів. 

 КЛЮЧОВІ СЛОВА: теорія графів, STEM – освіта, математичні 

компетентності, пошук найкоротшого шляху, мінімального остовного дерева. 
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ABSTRACT 

Svishch O.O. Introduction of graph theory into school education as a means 

of developing mathematical competencies and interdisciplinary connections 

 In this work, graph theory is considered as a means of implementing 

interdisciplinary connections, since it is closely related to many sections of mathematics 

(geometry, topology, set theory, mathematical logic, probability theory) and has 

important applications in the natural sciences. The introduction of this theory allows 

students to become familiar with a sought-after section of applied mathematics and 

learn how to apply graph algorithms to solve problems in the fields of technology, 

economics, management, logistics, information systems, and natural sciences. 

 The work analyzes the educational systems of the United States, Australia, 

Singapore, Italy, and other countries, revealing a global educational trend toward 

introducing graph theory into the educational process. It provides a systematic list of 

problems encountered in integrating graph theory into school education in Ukraine.  

The thesis proposes a methodology for teaching graph theory based on the principles 

of increasing complexity and practical orientation. The methodology is based on a “road 

map” (grades 7-11).  

 Examples of problems are given that allow graph models to be applied to solve 

both combinatorial problems in the school curriculum and complex applied cases. 

KEYWORDS: graph theory, STEM education, mathematical competencies, 

shortest path search, minimum spanning tree. 
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ВСТУП 

Актуальність та ступінь дослідження проблеми. Сучасна система 

шкільної освіти спрямована на формування всебічно розвиненої, високоосвіченої 

особистості з цілісним уявленням процесів та явищ навколишнього світу. Проте 

предметна роз'єднаність процесу освіти у школі стає однією з причин 

фрагментарності світогляду випускників школи, тоді як у світі переважають 

тенденції до технічної, економічної, інформаційної, культурної інтеграції. 

Одними з основних дисциплін, які забезпечують цю інтеграцію, є математика та 

інформатика. Сама специфіка інформатики та математики сприяє формуванню 

міжпредметних зв'язків у процесі навчання школярів цим дисциплінам. 

Міжпредметні зв'язки у шкільній освіті є дидактичною умовою та методом 

повного та всебічного засвоєння основ усіх дисциплін. В роботі [1] розглянуті 

можливості застосування теорії графів у класах гуманітарного напрямку. Теорія 

графів може використовуватися як один із засобів реалізації міжпредметних 

зв'язків і в профільних класах математичної, інформаційної та природничої 

спрямованості. Теорія графів тісно пов'язана з геометрією та топологією, теорією 

множин та математичною логікою, теорією ймовірностей та математичною 

статистикою, теорією матриць та іншими розділами математики. Але не менш 

важливі і цікаві застосування теорії графів можуть бути здійснені і в 

природничих науках. Актуальність викладання теорії графів у школі, як засобу 

реалізації міжпредметних зв'язків, полягає в тому, що вона дозволяє учням 

познайомитися з цим затребуваним розділом прикладної математики, а також 

навчитися застосовувати основні графові алгоритми на уроках інформатики для 

вирішення завдань у галузі техніки, економіки, управління, логістики, а також в 

інформаційних системах, у природничих науках.  

Шкільною програмою з математики за 10-11 клас не передбачено вивчення 

основ теорії графів. Лише в підручниках Бевза Г.П., Істера О.С., Мерзляка А.Г.  є 

завдання, розв’язувати які можна із використанням засобів цієї теорії [2, 3, 4]. 
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Незважаючи на це, задачі, які розв’язуються за допомогою графів, досить часто 

зустрічаються  на шкільних математичних конкурсах, турнірах, олімпіадах. 

Таким чином, використання теорії графів у профільних класах 

математичного, інформатичного, природничого спрямування має безсумнівну 

освітню цінність, однак воно також супроводжується низкою проблем, які 

можуть ускладнювати ефективне засвоєння матеріалу. Саме розв’язанню деяких 

з цих проблем присвячена кваліфікаційна робота. 

Враховуючи світову тенденцію поширювати мережеву грамотність серед 

учнів, тематика дипломної роботи є своєчасною і актуальною. 

Об’єкт дослідження. Теорія графів.  

Предмет дослідження. Використання теорії графів у профільних класах 

математичного, інформатичного і природничого напрямів.  

Мета дослідження: Розробити та обґрунтувати методику використання 

теорії графів у класах математичного, інформатичного і природничого напрямів. 

Обґрунтувати необхідність впровадження теорії графів у шкільний курс 

математики. Надати пропозиції щодо впровадження теорії графів у закладах 

загальної середньої освіти.  

Завдання дослідження:  

Для досягнення мети дослідження було вирішено наступні завдання:   

1. Проаналізувати науково-методичну літературу з проблеми розвитку 

математичних компетентностей учнів профільних класів математичного, 

інформатичного і природничого напрямів. 

2. Визначити особливості сприйняття теорії графів учнями профільних 

класів та основні труднощі у її вивченні. 

3. Дослідити можливості застосування теорії графів в освітньому процесі. 

4. Розробити систему завдань для учнів профільних класів з використанням 

графів. 

5. Перевірити ефективність використання графів у навчальному процесі. 
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6. Сформулювати методичні рекомендації для вчителів щодо застосування 

графів у навчальному процесі. 

Для досягнення мети та вирішення завдань застосовуються такі методи 

дослідження: теоретичні ‒ аналіз науково-педагогічних та методичних джерел; 

аналіз, синтез, класифікація, систематизація, узагальнення методів дослідження і 

застосування теорії графів у профільних класах.  

Наукова новизна роботи полягає в тому, що у кваліфікаційній роботі 

детально проводяться дослідження використання теорії графів в освіті у різних 

країнах. Проведено порівняльний аналіз впровадження теорії графів в освіті у 

різних зарубіжних країнах. Запропоновано методику використання теорії графів 

у профільних класах. Запропоновано «дорожню карту» впровадження теорії 

графів у закладах загальної середньої освіти. Ця робота допоможе вчителям 

математики готувати і проводити заняття і впроваджувати елементи STEM-

освіти  у профільних класах.  

Теоретична значення дослідження полягає в тому, що набули подальшого 

розвитку методи впровадження STEM-освіти у закладах загальної середньої 

освіти.  

Практична значущість: використання теорії графів у навчанні підвищує 

зацікавленість учнів до вивчення математики у профільних класах, сприяє 

розвитку «мережевої освіти» учнів.  Це розвиває математичні компетентності 

учнів профільних класів.  

Структура роботи. Робота складається зі вступу, 2-х розділів, 5 

підрозділів, висновків, списку використаних джерел (50 найменувань). Загальний 

обсяг роботи становить 63 сторінки, із них − 53 сторінки основного текст. Робота 

містить 5 таблиць та 22 рисунки. 

Апробація результатів: Деякі результати роботи представлено у роботах 

[5, 6].  
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РОЗДІЛ 1 

ВПРОВАДЖЕННЯ ТЕОРІЇ ГРАФІВ У ЗАКЛАДАХ ЗАГАЛЬНОЇ 

СЕРЕДНЬОЇ ОСВІТИ 

 

1.1. Обґрунтування впровадження викладання теорії графів у закладах 

загальної середньої освіти  

Як було зазначено у вступі, при впровадженні теорії графів у навчальний 

процес виникають певні проблеми. Основні проблеми можна поділити на 

методичні, психолого-педагогічні та організаційні. 

Методичні проблеми.  

Відсутність адаптованих навчальних матеріалів: 

- більшість навчальних посібників з теорії графів орієнтовані на студентів 

або науковців, і не пристосовані до рівня знань школярів; 

- немає достатньої кількості задач, що відповідають програмам ЗНО або 

реальним прикладним задачам. 

Складність абстрактного апарату: 

- теорія графів потребує розуміння таких понять як граф, дуга, вершина, 

ізоморфізм, цикли, планарність тощо, які для школярів можуть бути надто 

абстрактними без відповідної візуалізації або життєвих прикладів. 

Нестача міжпредметних зв'язків: 

- теорія графів може ефективно інтегруватися з інформатикою, географією 

(карти), економікою (мережі), але часто подається ізольовано. 

Психолого-педагогічні проблеми. 

Перевантаження учнів: 

- в учнів математичних, інформатичних або природничих профілів часто 

вже великий обсяг складних дисциплін, і введення нових тем може викликати 

перевантаження. 

Низький рівень мотивації: 
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- без чіткого пояснення практичного застосування (наприклад, пошук 

найкоротшого шляху, розклад уроків, маршрутизація в Інтернеті) учні не бачать 

сенсу вивчати графи. 

Різний рівень підготовки учнів: 

- у класі можуть бути учні з дуже різним рівнем математичної бази, що 

ускладнює вибір оптимального темпу та глибини вивчення. 

Організаційні проблеми. 

- Відсутність у програмі або обмежений час: 

- у типових навчальних планах для шкіл тема графів або не передбачена 

зовсім, або відведено надто мало часу. 

Недостатня підготовка вчителів: 

- не всі вчителі інформатики або математики мають глибокі знання з теорії 

графів або досвід викладання цієї теми школярам. 

Незважаючи на проблеми, які виникають при введенні теорії графів у 

шкільні курси математики, цій проблемі приділяється увага у школах різних 

країн світу. Це пов’язано з  тим, що в останні роки теорія графів ефективно 

використовується у природничих науках, логістиці, оптимізації, програмуванні, 

обробці зображень [8–15] у економіко-соціальних науках [16– 21], у створенні 

оптимальних пошукових систем [22–24]. 

В роботі [5] було досліджено мотиви і здійснення впровадження теорії 

графів у школах зарубіжних країн.  

Хоча теорія графів бере свій початок із класичної праці Леонарда Ейлера 

(1736 р.) і давно стала фундаментальною галуззю математики, останніми роками 

з’явилися нові сфери її застосування. Зокрема, теорію графів активно 

використовують для розв’язування типових задач логістики, оптимізації, 

програмування, у сфері обробки зображень, хімії та біології [8–15]. 

Сформувалися сучасні напрями використання графових методів для аналізу 

соціальних мереж, економічних процесів, побудови та виявлення кримінальних 
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мереж поширення заборонених речовин і зброї, ворожих військових структур, а 

також для моделювання поширення інфекцій серед населення й визначення 

ключових носіїв або осередків захворювань [16–21]. 

У сучасному технологічному середовищі теорія графів широко 

застосовується для дослідження соціальних комп’ютерних мереж, виявлення 

зв’язків між користувачами, аналізу їхніх уподобань для цільової реклами, а 

також для оцінювання взаємозв’язків між вебсторінками з метою створення 

ефективних пошукових систем [22–24]. Це свідчить, що теорія графів є потужним 

математичним інструментом для розв’язання широкого кола практичних задач у 

різних галузях науки й техніки. 

Тому особливої актуальності набуває впровадження «мережевої» 

грамотності (networked learning) серед учнів і студентів вищої школи [18–34]. У 

світі цьому приділяють значну увагу. Наприклад, у США діє освітня програма 

NetSci High, що фінансується Національним науковим фондом (NSF) і 

спрямована на учнів старших класів, недостатньо представлених у STEM, та їхніх 

учителів. Європейський Союз також активно просуває мережеву та цифрову 

освіту, акцентуючи увагу на доступності, міжнародній співпраці та розвитку 

цифрової грамотності. 

Теорія графів зарекомендувала себе як дієвий засіб для моделювання 

різноманітних реальних процесів і набула широкого поширення завдяки своїй 

універсальності. Її апарат активно застосовується у біології, інженерії, хімії, 

економіці, аналізі соціальних мереж, обробці зображень та в освіті, що 

підкреслює міждисциплінарну природу цього напряму. Завдяки наочності 

графових моделей базові поняття можна вводити вже в середній школі, 

формуючи в учнів розуміння математики як засобу аналізу та моделювання, а не 

лише як набору технічних прийомів. Важливим є створення завдань, які 

передбачають не механічне застосування алгоритмів, а потребують їх адаптації, 

творчого мислення та дослідницького підходу. 
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Попри значну практичну цінність теорії графів, у закладах вищої освіти 

вона здебільшого викладається в межах математичних та комп’ютерних 

дисциплін без достатнього зосередження на моделюванні. Більшість навчальних 

джерел — це підручники й посібники з дискретної математики чи теорії графів, 

що містять приклади використання алгоритмів, проте задачі з реальними 

сюжетами, які потребують модифікації рішень, зустрічаються нечасто. Хоча в 

освіті вже з’являються інноваційні підходи, моделювання ще не зайняло 

належного місця в методології викладання. 

У низці європейських країн уже розпочато процес інтеграції теорії графів у 

шкільні програми. Так, в Італії вона офіційно включена до обов’язкового змісту 

навчання, тоді як у багатьох інших країнах її опановують факультативно або в 

межах позакласної діяльності [35, 36]. У Чехії теорія графів не є частиною 

обов’язкової програми, проте учні знайомляться з її елементами в різних 

навчальних предметах — хімії (молекулярні структури), біології (родинні 

дерева), мовознавстві (дерева синтаксичного розбору), географії (карти тощо). 

Водночас формальних знань про графи вони не отримують [37]. У Нідерландах у 

межах досліджень методики викладання математики проводили спрощені 

ознайомчі заняття: наприклад, учні 13–14 років розв’язували задачу на побудову 

графа, що відображав геометричні взаємозв’язки, після чого аналізували та 

вдосконалювали свої побудови [38]. У Франції оновлення програми старшої 

школи (зокрема для профільних напрямів ES) передбачало введення елементів 

теорії графів у поєднанні з міждисциплінарними проєктами (TPE). Однак 

ефективне викладання вимагало значної методичної підтримки та підвищення 

кваліфікації вчителів. 

Підвищена увага до дискретної математики, зокрема до теорії графів, 

спостерігається й за межами Європи. У США Національна рада вчителів 

математики (NCTM) започаткувала реформу змісту математичної освіти, 

рекомендувавши включити дискретну математику до програм 7–12 класів. На 
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думку NCTM, це один із ключових напрямів сучасної математики, що має широке 

застосування у промисловості та бізнесі, а тому має стати обов’язковою 

складовою шкільного курсу. Саме тому багато країн світу поступово інтегрують 

елементи дискретної математики в навчальні програми. Ця тенденція активно 

розвивається й в Азії. Наприклад, у Таїланді до шкільної програми офіційно 

включено розділи з дискретної математики, зокрема комбінаторику й теорію 

графів. Подібний підхід запроваджено й в Індонезії [34]. Хоча там немає 

систематичного викладання теорії графів, учні стикаються з її елементами з 

молодшого віку — під час вивчення харчових ланцюгів, біологічних циклів, 

організації виробничих процесів, проблем вибору, складання розкладів, 

побудови структур учнівського самоврядування, а також при аналізі 

транспортних мереж і соціальних взаємозв’язків (наприклад, у мережах друзів у 

Facebook). При цьому школярі зазвичай не розуміють, що фактично мають справу 

з графовими структурами, адже ці знання не подаються формально. Це свідчить, 

що графи природно описують багато явищ повсякденного життя та можуть бути 

ефективним засобом їх моделювання. 

У Сінгапурі, за висновками Хіока Квека Сена та його колег [40], дискретна 

математика посідає важливе місце у шкільній освіті. Учні старших класів 

вивчають комбінаторику й теорію графів, що пов’язано з їх високими 

результатами у міжнародних тестуваннях, таких як PISA і TIMSS. 

В Австралії Міністерство освіти запровадило обов’язкове вивчення 

дискретної математики для учнів 9–12 класів. Програма охоплює теми з 

комбінаторики та теорії графів із наголосом на практичне застосування. Учні 

розв’язують сучасні задачі, що виникають у сфері комп’ютерних наук, 

використовуючи такі дискретні структури, як нескінченні графи, матриці 

суміжності, поняття сусідства, послідовності та рекурсивні співвідношення, 

притаманні алгоритмічним процесам. 
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З огляду на міжнародний досвід можна стверджувати, що впровадження 

теорії графів у шкільні курси математики й інформатики в Україні є цілком 

виправданим. 

По-перше, теорія графів є ключовим елементом сучасної дискретної 

математики, широко застосовуваної в ІТ-галузі, комп’ютерних науках, економіці, 

біології та соціології. Її опанування формує в учнів навички структурного та 

алгоритмічного мислення, необхідного для розв’язування міждисциплінарних 

задач. 

По-друге, використання графових моделей у шкільному курсі сприяє 

розвитку практичних умінь, адже дає можливість аналізувати явища 

повсякденного життя — транспортні мережі, соціальні зв’язки, біологічні 

процеси, структури організацій. Це підвищує мотивацію учнів і сприяє інтеграції 

математики з іншими галузями в межах STEM-підходу. 

По-третє, упровадження теорії графів відповідає глобальним освітнім 

тенденціям. Як зазначалося, у багатьох країнах (США, Австралія, Сінгапур, 

Італія, Велика Британія, Франція) дискретна математика, зокрема її графовий 

компонент, уже входить до шкільних програм, що забезпечує випускникам 

конкурентоспроможність у світовому освітньому та професійному просторі. 

Короткий огляд щодо підходів до впровадження дискретної математики й 

теорії графів у середній та старшій школі у різних країнах наведено у табл. 1.1, 

яка опублікована у роботі [5]. Зрозуміло, що при впровадженні теорії графів у 

навчальний процес постають певні проблеми. 

 Зрозуміло, що при впровадженні теорії графів у навчальний процес 

постають певні проблеми.  
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Таблиця 1.1 

Короткий огляд щодо підходів до впровадження дискретної математики 

й теорії графів у середній та старшій школі у різних країнах 

Країна Інтеграція дискретної математики / 

графів 

Ключові теми або 

контекст 

Австралія 
 

Вимагається вивчення дискретної 

математики у 9–12 класах. 
 

Комбінаторика, теорія 

графів, матриці суміжності, 

рекурсивні структури 

   

Сінгапур 
 

Просунута програма (H3) включає 

комбінаторику й теорію графів. 
 

Комбінаторика, графи 

Індонезія 

Спочатку графи були включені; з 

програми 2013 — вилучені, лишились 

тільки комбінаторні елементи. 

Перестановки, комбінації 
 

Таїланд 
 

Заявлена інтеграція дискретної 

математики, комбінаторики та графів, 

але деталі не підтверджені. 
 

 

Угорщина, Італія 
 

Графи вводяться в 8–12 класах як 

частина дискретної математики. 

Теорія графів, 

застосування в житті. 
 

Великобританія 
Further Mathematics включає «Decision 

Mathematics»: мережі, алгоритми.  
Графи, мережі, алгоритми 

 

Нідерланди 
 

Графи згадуються, але як опція в 

контексті інформаційної обробки, не є 

обов’язковими. 

Матриці, статистика, графи 
 

Франція 
 

Освітня програма централізована; 

алгоритми й моделювання включені в 

STEM-навчання, але графи не 

окреслені явно. 
 

Моделювання, алгоритмічне 

мислення, 

міждисциплінарність 

 

Багато шкільних вчителів математики та інформатики недостатньо 

підготовлені з дискретної математики, зокрема із сучасних застосувань графів. 

Сьогодні спостерігається перевантаження шкільних програм і тому треба шукати 

шляхи, яким чином інтегрувати нові розділи у шкільний курс математики. Крім 

того існує нестача підручників та навчальних посібників українською. Але 

незважаючи на труднощі можна поступово, починаючи з молодших класів, 

впроваджувати теорію графів у шкільний курс математики.  
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 1.2. Основні поняття теорії графів, необхідні для проведення занять у 

профільних класах 

Розглянемо основні поняття теорії графів, які будемо використовувати у 

кваліфікаційній роботі. В основному будемо використовувати термінологію,  

викладену у джерелах [44, 45]. 

При розв’язанні задач використовуються різні способи задання графів.  

Означення 1 [45]. 

Нехай задано скінченну непорожню множину V. Позначимо через 𝑉2 

множину всіх невпорядкованих двохелементних підмножин множини V. Нехай 

𝐸 ⊆ 𝑉2. Неорієнтованим графом називають пару множин (V, E) і позначають 

G=(V, E). Елементи множини V називаються вершинами графа, а множини 𝑉2 

– ребрами графа.  

Елементи множин V і 𝑉2 будемо записувати у фігурних дужках: 

V ={𝑣1, … , 𝑣𝑛}, 𝑉2 = {(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)}. Будемо ототожнювати двоелементні множини 

(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗) і (𝑣𝑗, 𝑣𝑖) тобто вважатимемо, що (𝑣𝑖 , 𝑣𝑗) = (𝑣𝑗, 𝑣𝑖). Кінцями ребра 

(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗) називаються вершини 𝑣𝑖  і 𝑣𝑗., Граф називається тривіальним, якщо він 

складається тільки з однієї вершини, і граф  називається порожнім, якщо у нього 

відсутні ребра, тобто  G=(V, ∅). Вершини 𝑣𝑖 і 𝑣𝑗 називаються суміжними, якщо 

вони є  є кінцями одного і того ж ребра. Якщо вершина 𝑣𝑖 є кінцем ребра (𝑣𝑖 , 𝑣𝑗), 

то вершина і відповідне ребро називаються інцидентними. Ребро називається 

петлею якщо його кінці збігаються, тобто ребро (𝑣𝑖, 𝑣𝑖) – петля. Вершина 

називається ізольованою якщо вона не інцидентна жодному ребру. Якщо у 

множині ребр E  присутні ребра, які з’єднують одну і ту ж пару вершин 𝑣𝑖 і 𝑣𝑗, то 

такі ребра називаються паралельними. Граф називається простим, якщо у нього 

відсутні петлі і паралельні ребра. Надалі будемо розглядати тільки прості графи.  
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При комп’ютерній обробці даних зазвичай використовують граф, який 

задається означенням 1. Часто граф зручно подавати у вигляді рисунка. Вершини 

графа зображуються точками, а ребра – відрізками, які з’єднують ці точки. Таке 

зображення графа називається діаграмою графа. Такий підхід є зручним, 

особливо коли треба візуально представити зв’язки у графі.  

Скінченна послідовність вершин та інцидентних їм ребр, які утворюють 

неперервну криву одним кінцем якої є вершина 𝑣𝑖, а іншим – вершина 𝑣𝑗, 

називається маршрутом, який з’єднує вершини 𝑣𝑖 і 𝑣𝑗 графа. У маршруті ребра 

можуть повторюватись.  

Кількість ребр у цьому маршруті (з урахуванням повторів) називається 

довжиною маршруту.   

Маршрут називається замкненим маршрутом, якщо його кінці збігаються, 

тобто 𝑣𝑖 = 𝑣𝑗.  

Маршрут називається ланцюгом, якщо його ребра не повторюються. Якщо 

до того ж не повторюються вершини, то такий маршрут називається простим 

ланцюгом. 

Якщо будь-які дві його вершини графа можна з’єднати маршрутом, то він 

G=(V, E) називається зв’язним графом.  

Підграф називається будь-яка частина графа, яка сама є графом. 

 Відстанню між вершинами графа 𝑣𝑖 і 𝑣𝑗 називається довжини 

найкоротшого ланцюга, що їх з’єднує і позначається як 𝜌(𝑣𝑖, 𝑣𝑗).  

Діаметром графа називається найбільша відстань між вершинами графа і 

позначається як d(G). Тобто, d(G)=𝑚𝑎𝑥𝜌(𝑣𝑖, 𝑣𝑗). 

Ексцентриситетом вершини 𝑣𝑖   називається відстань від 𝑣𝑖 до найбільш 

віддаленої точки і позначається як 𝜀(𝑣𝑖).  

Радіусом графа називається найменший з ексцентриситетів вершин і 

позначається r(G). 
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Вершина 𝑣𝑖 називається центральною, якщо вона має найменший 

ексцентриситет. Іншими словами, якщо ексцентриситет вершини дорівнює 

радіусу графа. Множина центральних вершин називається центром графа. 

Граф називається повним, якщо для будь-якої пари вершин 𝑣𝑖 і 𝑣𝑗 існує 

ребро (𝑣𝑖, 𝑣𝑗), що їх з’єднує. 

Кількість ребр, інцидентних вершині 𝑣 називається степенем вершини і 

позначається як 𝛿(𝑣). Якщо 𝛿(𝑣) = 0, то вершина 𝑣 називається ізольованою, 

якщо 𝛿(𝑣) = 1, то вершинам називається кінцевою, або висячою.  

Якщо позначити через |𝐸| кількість ребер графа, тоді виконується рівняння 

∑ 𝛿(𝑣) = 2𝑣∈𝐺 |𝐸|. Тобто, сума степенів всіх вершин графа дорівнює подвійній 

кількості ребр. Це випливає з того, що кожне ребро графа інцидетне двом 

вершинам. Звідси виходить, що у будь-якому графі сума степенів вершин є парне 

число. 

У багатьох прикладних задачах використовуються неорієнтовані зважені 

графи. Це важливо у тих випадках, коли треба розраховувати довжину шляху з 

урахуванням ваги ребр. Тобто важлива не тільки наявність зв’язку, але і його вага. 

У цьому  випадку існують алгоритми пошуку найкоротших шляхів між 

вершинами. Один з таких алгоритмів – алгоритм голландського вченого Едсгера 

Дейкстри. Розглянемо цей алгоритм на прикладі. Будемо розглядати прості 

графи, тобто такі, у яких немає петель і паралельних ребр. Кількість ребр графа 

|𝐸| будемо називати його розміром, а кількість вершин |𝑉| – порядком. Для того, 

щоб побачити, як працює алгоритм Дейкстри, простежимо його роботу на 

прикладі графа, який задано на рис. 1.1. У цього графа |𝐸| = 7, |𝑉| = 6. Для 

прикладу знайдемо найкоротші шляхи від вершини 1 до інших вершин. Для цього 

розглянемо розґлянемо вектор вимірності |𝑉|. Тобто, вимірність вектора 

дорівнює порядку графа. Номер координати вектора відповідає номеру вершини.  
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На першому кроці напишемо координати цього вектора наступним чином: 

перша координата дорівнює 0 (відстань вершини 1  до себе ж, оскільки немає 

петель). Решту координат умовно прирівняємо до ∞, тобто, маємо вектор 𝑉6 =

(0;  ∞;  ∞;  ∞;  ∞; ∞). Активною вершиною тут виступає вершина 1. 

 

 

 

 

 

 

 

  

                      Рис. 1.1.                                                        Рис. 1.2.                      

Суміжними вершинами до вершини 1 є вершини 2, 3 і 5.  

На другому кроці припишемо тепер вершинам 2, 3 і 5 відповідно числа 1, 

4 і 2. Це ваги ребер (1; 2), (1; 3) і (1; 5). Ми додаємо ваги відповідних ребер до 

ваги першої вершини, яка дорівнює 0. На даному кроці це відстані від вершини 1 

до суміжних вершин (рис. 1.2.). І на відповідних місцях змінимо координати 

вектора: 𝑉6 = (0;  1;  4;  ∞;  2; ∞).  

 

                       

                  

 

 

 

 

 

 

  Рис. 1.3.                                                             Рис. 1.4.  
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На третьому кроці активною вершиною вважаємо якусь вершину, суміжну 

з вершиною 1. Наприклад, це буде вершина 2. Вершина 1 вже відвідана.  

У вершини 2 тільки одна суміжна активна вершина 4. Вершині 4 

приписуємо її відстань від 1 по цьому шляху, додаючи до відстані вершини 2 вагу 

ребра (2; 4), тобто 1+9=10. Змінимо вектор: 𝑉6 = (0;  1;  4;  10;  2; ∞).  Вершина 2 

тепер стає неактивно (рис. 1.4.). 

Крок четвертий. Активізуємо тепер вершину 5 (у неї відстань до вершини 

1 менша, ніж у вершини 3). Аналогічно тому, як і в на попередньому кроці, 

приписуємо вершині 6 значення 2+8=10. Вершину 5 виключаємо з активних (рис. 

1.4.). Тепер вектор 𝑉6 = (0;  1;  4;  10;  2; 10). 

 

 

 

 

 

 

 

                        Рис. 1.5.                                                         Рис. 1.6. 

Крок четвертий. Активізуємо вершину 3 (рис. 1.5.). Знову знаходимо 

відстань до вершини 4, враховуючи вагу вершини 3: 4+7=11.  Це довжина 

зваженого шляху від вершини 1 до вершини 4 через вершину 3. Вона більша, ніж 

довжина шляху від 1 до 4 через вершину 2, яка знайдена на кроці третьому. Отже 

четверту координату вектора залишаємо 10.  

Крок п’ятий. Видаляємо вершину 3 як активну і активізуємо вершину 4 

(рис. 1.6.). Знаходимо відстань до вершини 6 через вершину 4: 10+2=12. Ця 

відстань більша, ніж шлях до вершини 6 через вершину 5. Тому шосту 

координату вектора залишаємо.  

0 1 

10 4 

10 
2 

1 

9 

2 

7 
2 

8 

4 

2

3 4

5 6

1 

0 1 

10 

2

3 4

5 

1 

6

4 

2 
10 

2 

1 

9 

7 

2 

8 

4 



20 
 

Отже координати вектора 𝑉6 = (0;  1;  4;  10;  2; 10) дають відстані від 

вершини 1 до усіх вершин зваженого графа. На цьому Алгоритм Дейкстри для 

заданого графа завершено. 
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ВИСНОВКИ ДО РОЗДІЛУ 1 

  

 В першому розділі кваліфікаційної роботи обґрунтовано, що теорія графів 

є фундаментальним компонентом сучасної математики та ключовим 

інструментом в IT, програмуванні, економіці, біології та аналізі мережевих 

структур. 

 Виявлено та систематизовано три групи бар’єрів на шляху до 

впровадження вище вказаної теорії в закладах загальної середньої освіти. 

Проведено аналіз освітніх систем США, Австралії, Сінгапуру, Італії та 

інших країн. Підтверджено глобальну тенденцію інтеграції теорії графів у 

шкільні програми (7-12 класи). 

Визначено основні поняття теорії графів та ключові алгоритми, які можуть 

бути ефективно введені в профільних класах для розв’язання прикладних задач. 
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РОЗДІЛ 2 

МЕТОДИКА ВПРОВАДЖЕННЯ ТЕОРІЇ ГРАФІВ НА УРОКАХ У 

ШКОЛІ 

 2.1. Методичні рекомендації щодо використання теорії графів на 

заняттях 

Загальні методичні підходи 

Необхідно зазначити, що теорія графів природно візуальна дисципліна. 

Графи більш зрозуміло сприймаються, коли використовуються їх діаграми. На 

уроках рекомендується використовувати рисунки на дошці, або в якості вершин 

використовувати картки, а в якості ребр брати стрічки або мотузки. Для учнів 

старших класів доцільно використовувати цифрові інструменти – GeoGebra, 

Desmos, GraphOnline. 

Вивчення графів краще починати з простих життєвих і зрозумілих задач. 

Учні краще розуміються на різноманітних мережах: транспортні маршрути, 

плани метрополітену, соціальні мережі, схеми електричних мереж, лабіринти 

тощо. 

На простих моделях поступово вводити поняття самого графа, ребр, 

вершин, маршрутів, шляхів, циклів. Поступово перейти до поняття зв’язності, 

дерева. Після засвоєння основних понять можна переходити до ейлерових і 

гамільтонових графів, потім до поняття планарності.  

Важливою темою в теорії графів є розфарбування графів, правильне 

розфарбування. Розфарбування графів можна моделювати за допомогою 

кольорових карток і мотузок (ниток). Це дає можливість підвести учнів до 

проблеми чотирьох фарб.  

Потім перейти до проблемно-пошукового методу. Учням дається 

практична задача, вони будують графову модель і досліджують властивості 

побудованого графа.  

Очікувані результати 
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Перш за все треба очікувані результати після опрацювання теми. Учні 

повинні:  

- розуміти, що граф є моделлю структури зв’язків; 

- вміти будувати графи за текстовими умовами, причому вміти записувати 

їх у символьному вигляді, так і будувати їх діаграму; 

- вміти аналізувати графи за їх структурою: знаходити маршрути, шляхи, 

цикли, степені вершин; 

- розв’язувати практичні задачі щодо знаходження оптимальних 

маршрутів, розподілу ресурсів, пошук шляхів; 

- вміти використовувати комп’ютерні  інструменти (GeoGebra, Desmos, 

GraphOnline) для роботи з графами; 

- вміти використовувати графи міжпредметно: в інформатиці, фізиці, 

географії, економіці. 

Рекомендації щодо організації занять 

Мета: показати, що багато реальних задач описуються графами.  

Методичні прийоми: Навести приклади з різних сфер життєдіяльності 

суспільства. Тут можна продемонструвати схему метро як граф, на простих 

графах розв’язати задачу «комівояжера» («листоноші») і підвести до поняття 

ейлерового циклу, обговорити структуру соцмереж і підвести до поняття 

«степінь вершини».   

Важливо не захоплюватись теорією. Зосередитись на максимальній 

кількості візуальних прикладів. 

Введення основних понять 

Рекомендується спочатку спонукати учнів самим сформулювати 

означення. Для цього використовувати маніпулятивні моделі: вершини – картки, 

ребра – мотузки (нитки). Продемонструвати неорієнтовані і орієнтовані графи. 

На простих прикладах пояснити різницю між маршрутом, шляхом, циклом. 
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Типові завдання: скласти граф шкільних кабінетів, пов'язаних переходами; 

скласти граф мікрорайону (будинки – вершини, вулиці – ребра).  

Використання графів у задачах 

На прикладах підкреслюємо умови існування ейлерового циклу й шляху. 

Показуємо застосування: Маршрут сміттєвоза, обхід вулиць мікрорайону. 

Для засвоєння гамільтонових шляхів та циклів: «задача комівояжера» 

— у спрощеному варіанті. Можна використати географічні карти чи шкільні 

кабінети. 

Дерева: показати, чому мережі електропередач будуються як дерева. 

Навчити учнів знаходити остовні дерева (мінімальні дерева) — на інтуїтивному 

рівні. 

Планарні графи та кольорування: ввести поняття правильного 

розфарбування графа на простих прикладах, поняття хроматичного числа, 

сформулювати задачу про 4 фарби як елемент математичної культури. 

Пропозиція: учні розфарбовують карту районів міста мінімальною кількістю 

кольорів. 

Методи активізації навчальної діяльності 

Ігрові методи: «Знайди цикл», «Проклади найкоротший маршрут», 

«З’єднай граф». 

Групова робота: кожна група будує свій граф за текстом і пояснює іншим. 

STEM-завдання: створення схем мереж Wi-Fi; побудова маршруту збору 

пакунків кур’єром; моделювання «розумного міста». 

Проєктні роботи: «Мережа доріг нашого району як граф», «Мінімальна 

мережа освітлення вулиці». 

Використання цифрових інструментів 

GraphOnline – побудова, аналіз, знаходження ейлерових/гамільтонових 

шляхів. 

GeoGebra Graphing – зручне креслення графів. 
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Desmos (Geometry) – створення інтерактивних моделей. 

VisuAlgo – демонстрація алгоритмів на графах (старші класи). 

Дати учням готові заготовки – нехай доповнять граф до повного графа, до 

зв’язного графа. 

Показувати на екрані, як міняються маршрути при додаванні/видаленні 

ребер. 

Оцінювання навчальних результатів 

Що перевіряти: уміння будувати графи; читання графічних моделей; 

застосування теорії для розв’язання задач; пояснення логіки вибору маршруту; 

здатність перевіряти чи існує цикл/шлях. 

Форми оцінювання: міні-тести (визначення, елементи графів); практичні 

завдання (побудувати граф, знайти маршрут); груповий проєкт; рефлексія: «Що 

нового я можу моделювати за допомогою графів?». 

Приклади завдань 

Побудувати граф міського транспорту для свого району.  

Знайти, чи існує ейлерів шлях у заданому графі. 

Розфарбувати карту областей так, щоб сусідні мали різні кольори. 

Створити граф «друзі у класі» і знайти учнів з найбільшим ступенем 

вершини. 

Побудувати мінімальне дерево для з’єднання 6 будинків в одну мережу. 

Рекомендації щодо диференціації 

Слабшим учням давати задачі на побудову простих графів. Сильнішим 

— задачі на мінімальні дерева, оптимальні маршрути. Змішаним групам давати 

реальні кейси (місто, школа, мережа доріг). 

Міжпредметні зв’язки 

Інформатика: алгоритми графів, маршрути, мережі. 

Фізика: електричні кола (як графи). 

Географія: карти, маршрути, транспортні шляхи. 
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Економіка: оптимізація витрат, логістика, розподіл ресурсів. 

Біологія: дерева еволюції, харчові ланцюги. 

Поради вчителю 

Уникайте надмірної формалізації – графи мають бути «видимими». 

Частіше використовуйте реальні приклади. 

Дозволяйте учням самим придумувати свої графи. 

Застосовуйте логічні ігри та головоломки (лабіринти, задачі на зв’язність). 

Надавайте учням свободу творчості — графи чудово підходять для цього. 

У роботі [5] запропонована дорожня карта щодо впровадження теорії 

графів у навчання. Можна сформулювати основні принципи впровадження 

графів з наростанням складності та міжпредметними зв’язками.  

7 клас (перше знайомство і базовий рівень). Мета: сформувати в учнів 

візуальне розуміння графів на інтуїтивному рівні як моделей зв’язків. Тематика: 

перше розуміння графа: вершини, ребра, найпростіші приклади з життя; перші 

поняття соціальних мереж (графи друзів); графи на схемах (міста, дороги, метро); 

моделювання простих графів (рисунки, картки з мотузками), знаходження 

"схожих" структур. 

8 клас (розширення можливостей графа, виконання прикладних завдань). 

Мета: засвоєння базових понять і простих алгоритмів. Тематика: 

розглядається суміжність вершин, інцидентність вершини і ребра, ступінь 

вершини, типи вершин (ізольовані вершини, висячі вершини); шляхи й цикли; 

дерева та ієрархії (родинні дерева, дерево рішень); поняття зв’язності. 

9 клас (формалізація понять, перші алгоритми). Мета: сформувати в учнів 

елементи алгоритмічного мислення. Тематика: орієнтовані та неорієнтовані 

графи; матриця суміжності, список суміжності; найкоротші шляхи (алгоритм 

Дейкстри у простій формі); мінімальне дерево покриття (інтуїтивно). 

10 клас (підвищення алгоритмічного рівня, інтеграція з інформатикою). 

Мета: навчити роботі з графами у програмуванні, вивчити базові алгоритми. 
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Тематика: обхід у глибину й ширину; алгоритми пошуку компонент зв’язності; 

двочасткові графи, розфарбування графів; планарність; задача про чотири фарби 

(оглядово). 

11 клас (перехід на поглиблений рівень, підготовка до ВНЗ та ІТ). Мета: 

засвоїти з учнями інструменти, які використовуються в університетах та ІТ. 

Тематика: пошук найкоротших шляхів (Дейкстра, Флойд-Уоршелл); 

знаходження мінімального остовного дерева (Краскал, Прім); розгляд алгоритмів 

на орієнтованих графах (топологічне сортування); приклади використання у 

базах даних, комп’ютерних мережах, штучному інтелекті. 

 

2.2. Задачі на використання теорії графів 

Вивчення теорії графів у профільних класах сприяє формуванню навичок 

моделювання реальних ситуацій за допомогою графів, розвитку логічного, 

алгоритмічного й комбінаторного мислення, підготовці учнів до участі в 

олімпіадах з математики. 

Відповідно до модельної навчальної програми «Математика. 5-6 класи» для 

закладів загальної середньої освіти [46] тема «Елементи комбінаторики, теорії 

ймовірностей» починає вивчатися в п’ятому класі, та учні знайомляться з 

розв’язанням комбінаторних задач. Тому я вважаю доцільним розпочинати 

вивчення теорії графів, починаючи з сьомого класу відповідно до дорожньої 

карти [5]  на прикладі аналогічних задач, вже знайомих для учнів, за рахунок 

резервного навчального часу [47]. Наведемо нижче приклади розв’язання таких 

задач. 

Приклад задачі для учнів сьомого класу беремо в підручнику 

«Математика» Істер О.С. за 5 клас з теми «Найпростіші комбінаторні задачі» 

представлена до розв’язання наступна задача: “З Хмельницького до Житомира 
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ведуть 2 дороги, а з Житомира до Києва – 3 дороги. Скількома способами можна 

доїхати з Хмельницького до Києва через Житомир?” [48].  

Розв’язання. 

Представимо умову у вигляді графа. При розв’язанні цієї задачі учні 

знайомляться з поняттями «граф» (G), «вершина» (V), «ребро» (E). Зобразимо 

міста вершинами графа «Хмельницький», «Житомир», «Київ», а дороги, що їх 

сполучають, ребрами (рис. 2.1).  

Кількість способів, якими можна дістатись з Хмельницького до Києва 

через Житомир підраховуємо за рис. 2.1. В результаті підрахунку отримаємо 6 

способів. 

Відповідь: 6 способами можна доїхати з Хмельницького до Києва через 

Житомир. 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.1. Розв’язання задачі за допомого графа 

Приклади задач для учнів восьмого класу. В підручнику «Математика» 

Істер О.С. за 5 клас за темою «Найпростіші комбінаторні задачі» пропонується 

до розв’язання наступна задача: “Під час зустрічі 8 чоловіків обмінялися 

рукостисканнями. Скільки рукостискань було здійснено?” [48].  

При розв’язанні цієї задачі учні знайомляться з поняттями «степінь 

вершини графа», «кількість ребр в повному графі» (E). 

Розв’язання: 

Хмельницький 

Житомир 

Київ 
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Зобразимо чоловіків вершинами, а рукостискання, якими вони 

обмінялись, ребрами графа (рис. 2.2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.2. Розв’язання задачі за допомого графа 

Кількість рукостискань, якими обмінялись чоловіки, дорівнює кількості 

ребр у графі. Кількість ребр в повному графі на n вершин знаходимо за наступною 

формулою: 

𝐸 =  
𝑛×(𝑛−1)

2
,                                                   (2.1) 

 

де E – кількість ребр у графі; 

n – кількість вершин у графі; 

n-1 – степінь вершини графа. 

𝐸 =  
𝑛 × (𝑛 − 1)

2
=

8 × (8 − 1)

2
=

8 × 7

2
= 28 

 Візуально кількість ребр, а отже, і кількість здійснених рукостискань 

можна побачити на графі на рис. 2.2. 

 Відповідь: 28 рукостискань здійснили чоловіки. 
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З теми «Елементи комбінаторики, теорії ймовірностей» з підручника 

Мерзляка А.Г. «Алгебра і початки аналізу: профільний рівень» [2] за 11 клас 

розглянемо наступну задачу: “Скільки п’ятицифрових чисел, усі цифри яких 

різні, можна скласти із цифр 1, 2, 3, 4, 5, якщо ці числа мають починатися із запису 

34”.  

В ході розв’язання даної задачі учні знайомляться із поняттям «дерево 

рішень». 

Розв’язання. 

Представимо розв’язок даної задачі у вигляді дерева рішень (рис. 2.3.). 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Рис.2.3. Дерево рішень 

Оскільки на олімпіадах зустрічаються задачі, які розв’язуються із 

застосуванням теорії графів, доцільним є також розбір подібного типу завдань.

 Наведемо приклад такої задачі. 

У класі 30 учнів. Чи може бути так, що 9 з них мають по 3 друзів (у цьому 

класі), 11 – по 4 друзів, а 10 – по 5 друзів? [49]. 

Розв’язання. 

Якщо зобразити учнів у вигляді вершин графу, а ребрами поєднати тих з 

них, що товаришують між собою, то отримаємо граф, у якому 30 вершин, 9 з яких 

3 

4 

1 2 3

2 3 3 1 2 1

3 2 1 3 1 2
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мають степінь 3, 11 – степінь 4, 10 – степінь 5. В такому графі парних вершин 

буде 11, а непарних 9 + 10 = 19, тобто непарна кількість, що суперечить теоремі: 

«Будь-який неорієнтований граф має містити парну кількість непарних вершин». 

Кількість ребр графа дорівнює половині суми степенів всіх його вершин. 

Вершини графа є парними і непарними.  Сума степенів парних вершин графа 

парна, 11 × 4 = 44. Сума непарної кількості непарних степенів вершин непарна, 

9 × 3 + 10 × 5 = 77. Тоді сума степенів всіх вершин графа буде непарна, 44 +

77 = 121.  

Половина цієї суми буде нецілим числом, 121 ÷ 2 = 60,5, тобто в графі 

неціла кількість ребр, а такого бути не може. 

Отримане протиріччя доводить, що кількість непарних вершин графа не 

може бути непарною. Отже, такого графу не існує. 

Відповідь: такого не може бути. 

Приклади задач для учнів дев’ятого – одинадцятого класу. 

З Пункту 1 до Пункту 3 можна дістатись кількома шляхами.  

Карту доріг представлено на (рис. 2.4.). Потрібно розв’язати наступні 

підзадачі: 

1. Знайти найкоротший шлях, яким можна потрапити із Пункту 1 в Пункт 

3. 

2. Знайти оптимальне дерево шляхів, по яких можна дістатись з Пункту 1 

до Пунктів 2, 3, 4, 5, 6 [6]. 

Розв’язання. 

Розв’яжемо першу підзадачу в даній задачі. Як видно з рис.2.4. карту доріг 

представлено у вигляді простого неорієнтованого графу. Знаходячи найкоротшу 

відстань між Пунктом 1 та Пунктом 3, приймемо за умову, що ребра графа мають 

однакову вагу, наприклад, довжину, яка дорівнює 1. 

Проведемо ранжування вершин графу. В якості рангу прийматимемо 

відстань від вершини v1 до даної вершини vi, заміряну в вагах ребр. Відповідно 
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вершина v1, від якої починаємо будувати шлях, матиме ранг 0. Наступний ранг 

i+1 надаємо вершинам, які суміжні з попередніми i-ми вершинами, але ще не мать 

рангу [50]. 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.4. Карта доріг 

 

Ранги вершин представлено в табл. 2.1, які є в свою чергу найкоротшими 

маршрутами від вершини v1 до vi. 

Таблиця 2.1 

Ранги вершин 

Ранг Вершини 

0 v1 

1 v2, v5, v6 

2 v3, v4 

 

Вершина v3, якою на графі позначено Пункт 3, має ранг 2. Відповідно 

найкоротший шлях дорівнюватиме 2. 

Розв’яжемо другу підзадачу побудови оптимального дерева шляхів в даній 

задачі. Деревом називається підграф, який включає в себе всі вершини вихідного 

графа, а кількість ребр така, що підграф  має бути зв’язним і не мати циклів. 

Виходячи із означення дерева, на даному графі можна побудувати наступні 

дерева (рис.2.5., рис.2.6., рис.2.7., рис.2.8.). 

Обійдемо дерево, зображене на рис. 2.5., використовуючи алгоритм 

пошуку в глибину. Даний алгоритм полягає в наступному: починаємо обхід з 

2 

3 

1 6 

4 

Пункт 1 

5 

Пункт 3 



33 
 

вершини v1 та рухаємось, наприклад, завжди вліво. Отримаємо наступний 

маршрут пошуку: 1, 2, 3, 2, 1, 6, 1, 5,4, 5, 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.5. Варіант 1 побудови дерева на даному графі 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.6. Варіант 2 побудови дерева на даному графі 

Обійдемо дерево, зображене на рис. 2.6., використовуючи алгоритм 

пошуку в глибину. Отримаємо наступний маршрут пошуку: 1, 2, 3, 2, 1, 5, 6, 5,4, 

5, 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.7. Варіант 3 побудови дерева на даному графі 
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Обійдемо дерево, зображене на рис. 2.7., використовуючи алгоритм 

пошуку в глибину. Отримаємо наступний маршрут пошуку: 1, 2, 3, 2, 6, 2, 1, 5,4, 

5, 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.8. Варіант 4 побудови дерева на даному графі 

Обійдемо дерево, зображене на рис. 2.8., використовуючи алгоритм 

пошуку в глибину. Отримаємо наступний маршрут пошуку: 1, 2, 3, 4, 5, 6. 

Із побудованих  маршрутів видно, що найкоротший отримали при обході 

дерева, зображеного на рис. 2.8.. Отже, це і буде оптимальне дерево шляхів. 

Задача на пошук найкоротшого шляху. 

Дано фрагмент місцевості у вигляді зваженого графу (рис. 2.9.), де вершини 

графу – це населені пункти; ребра або дуги – це дороги, що сполучають ці 

населені пункти; вага над ребрами або дугами – це відстань між населеними 

пунктами. Потрібно знайти найкоротший шлях з населеного пункту, позначеного 

вершиною Х1, до населеного пункту, позначеного на даному графі вершиною Х9. 

Розв’язання. 

Для розв’язання даної задачі використаємо алгоритм відомого 

нідерландського математика і інформатика Едсгера Дейкстри. Суть алгоритму 

Дейкстри полягає в русі через найкоротше ребро, з найменшою вагою [50]. 

Для зручності та більшої наочності розв’язок даної задачі представимо у 

вигляді табл. 2.2.  
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Рис.2.9. Фрагмент місцевості у вигляді зваженого графу 

Почнемо з нульового кроку. Дослідження вершин у даному графі 

починаємо з вершини Х1, яку позначили як початок шляху. У таблиці вкажемо 

відстань від вершини Х1 до інших вершин. Відстань до вершини Х1 

дорівнюватиме 0, а відстані  до інших вершин позначимо як ∞, оскільки на 

даному кроці ми їх не знаємо. Далі обираємо вершину із найменшою відстанню, 

це вершина Х1. Значення відстані до цієї вершини вже не буде покращено, воно 

буде залишатися постійним. Для зручності у табл. 2.2. виділимо рядок, який 

відповідає вершині Х1. 

 На першому кроці визначимо вершини, які пов’язані із вершиною Х1, 

тобто вершини, в які можна потрапити із вершини Х1. В даному прикладі це 

вершини Х2, Х3, Х4 та Х7. Для цих вершин оновимо відстані. Для інших вершин 

відстані залишаться без змін. 

Нова відстань для вершини визначається за наступною формулою: 

d(vi) = min { d (vi), d(y) + l(y, vi)}                                  (2.2) 

де d (vi) - поточна відстань для даної вершини; 

    d (y) - поточна відстань для суміжної вершини; 
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    l – вага ребра, інцидентного для вершин d (vi) та d (y) [50]. 

 

Таблиця 2.2 

Знаходження найкоротшого шляху у зваженому графі 

 0 1 2 3 4 5 6 

Х1 0 (Х1)       

Х2 ∞ 2 (Х1)      

Х3 ∞ 6 (Х1) 6 (Х1) 6 (Х1) 6 (Х1)   

Х4 ∞ 8 (Х1) 5 (Х2) 5 (Х2)    

Х5 ∞ ∞ ∞ 11 (Х7) 10 (Х4) 10 (Х4) 10 (Х4) 

Х6 ∞ ∞ 6 (Х2) 6 (Х2) 6 (Х2)   

Х7 ∞ 3 (Х1) 3 (Х1)     

Х8 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 12 (Х6) 11 (Х9) 

Х9 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 10 (Х6)  

 

Для вершини Х2 поточна відстань дорівнює ∞, а сума поточної відстані для 

суміжної вершини (Х1) та ваги ребра, інцидентного до вершин Х1 та Х2, дорівнює 

0 + 2 = 2. Обираємо мінімальне з двох значень ∞ та 2. Це 2. Отже, оновлена 

відстань для вершини Х2 дорівнюватиме 2. Занесемо це значення до табл. 2.2. 

Для вершини Х3 поточна відстань дорівнює ∞, а сума поточної відстані для 

суміжної вершини (Х1) та ваги ребра, інцидентного до вершин Х1 та Х3, дорівнює 

0 + 6 = 6. Обираємо мінімальне з двох значень ∞ та 6. Це 6. Отже, оновлена 

відстань для вершини Х3 дорівнюватиме 6. Занесемо це значення до табл. 2.2. 

Для вершини Х4 поточна відстань дорівнює ∞, а сума поточної відстані для 

суміжної вершини (Х1) та ваги ребра, інцидентного до вершин Х1 та Х4, дорівнює 

0 + 8 = 8. Обираємо мінімальне з двох значень ∞ та 8. Це 8. Отже, оновлена 

відстань для вершини Х3 дорівнюватиме 8. Занесемо це значення до табл. 2.2. 



37 
 

Для вершини Х7 поточна відстань дорівнює ∞, а сума поточної відстані для 

суміжної вершини (Х1) та ваги ребра, інцидентного до вершин Х1 та Х7, дорівнює 

0 + 3 = 3. Обираємо мінімальне з двох значень ∞ та 3. Це 3. Отже, оновлена 

відстань для вершини Х7 дорівнюватиме 3. Занесемо це значення до таблиці 2.2. 

Далі обираємо вершину із найменшою відстанню, це вершина Х2. Значення 

відстані до цієї вершини вже не буде покращено, воно буде залишатися 

постійним. Для зручності у таблиці 2.2. виділимо рядок, який відповідає вершині 

Х2.  

Переходимо до виконання другого кроку. Визначаємо вершини, які 

пов’язані із вершиною Х2. В даному прикладі це вершини Х1, Х3, Х4 та Х6. 

Вершина Х1 вже досліджена, тому будемо розглядати тільки вершини Х3, Х4 та 

Х6.  Для цих вершин оновимо відстані. Для інших вершин відстані залишаться 

без змін. 

Для вершини Х3 поточна відстань дорівнює 6, а сума поточної відстані для 

суміжної вершини (Х2) та ваги ребра, інцидентного до вершин Х2 та Х3, дорівнює 

2 + 9 = 11. Обираємо мінімальне з двох значень 6 та 11. Це 6. Отже, відстань для 

вершини Х3 залишається 6. Занесемо це значення до табл. 2.2. 

Для вершини Х4 поточна відстань дорівнює 8, а сума поточної відстані для 

суміжної вершини (Х2) та ваги ребра, інцидентного до вершин Х2 та Х4, дорівнює 

2 + 3 = 5. Обираємо мінімальне з двох значень 8 та 5. Це 5. Отже, оновлена 

відстань для вершини Х4 дорівнюватиме 5. Занесемо це значення до табл. 2.2. 

Для вершини Х6 поточна відстань дорівнює ∞, а сума поточної відстані для 

суміжної вершини (Х2) та ваги ребра, інцидентного до вершин Х2 та Х6, дорівнює 

2 + 4 = 6. Обираємо мінімальне з двох значень ∞ та 6. Це 6. Отже, оновлена 

відстань для вершини Х6 дорівнюватиме 6. Занесемо це значення до табл. 2.2. 

Далі обираємо вершину із найменшою відстанню, це вершина Х7. Значення 

відстані до цієї вершини вже не буде покращено, воно буде залишатися 
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постійним. Для зручності у таблиці 2.2. виділимо рядок, який відповідає вершині 

Х7.  

Переходимо до виконання третього кроку. Визначаємо вершини, які 

пов’язані із вершиною Х7. В даному прикладі це вершини Х1, Х2 та Х5. Вершини 

Х1 та Х2 вже досліджені, тому будемо розглядати тільки вершину Х5.  Для цієї 

вершини оновимо відстань. Для інших вершин відстані залишаться без змін. 

Для вершини Х5 поточна відстань дорівнює ∞, а сума поточної відстані для 

суміжної вершини (Х7) та ваги ребра, інцидентного до вершин Х7 та Х5, дорівнює 

3 + 8 = 11. Обираємо мінімальне з двох значень ∞ та 11. Це 11. Отже, оновлена 

відстань для вершини Х5 дорівнюватиме 11. Занесемо це значення до табл. 2.2. 

Далі обираємо вершину із найменшою відстанню, це вершина Х4. Значення 

відстані до цієї вершини вже не буде покращено, воно буде залишатися 

постійним. Для зручності у таблиці 2.2. виділимо рядок, який відповідає вершині 

Х4.  

Переходимо до виконання четвертого кроку. Визначаємо вершини, які 

пов’язані із вершиною Х4. В даному прикладі це вершини Х1, Х2, Х3 та Х5. 

Вершини Х1 та Х2 вже досліджені, тому будемо розглядати тільки вершини Х3 та 

Х5.  Для цієї вершини оновимо відстань. Для інших вершин відстані залишаться 

без змін. 

Для вершини Х3 поточна відстань дорівнює 6, а сума поточної відстані для 

суміжної вершини (Х4) та ваги ребра, інцидентного до вершин Х4 та Х3, дорівнює 

5 + 7 = 12. Обираємо мінімальне з двох значень 6 та 12. Це 6. Отже, відстань для 

вершини Х3 залишається 6. Занесемо це значення до табл. 2.2. 

Для вершини Х5 поточна відстань дорівнює 11, а сума поточної відстані для 

суміжної вершини (Х4) та ваги ребра, інцидентного до вершин Х4 та Х5, дорівнює 

5 + 5 = 10. Обираємо мінімальне з двох значень 11 та 10. Це 10. Отже, оновлена 

відстань для вершини Х5 дорівнюватиме 10. Занесемо це значення до табл. 2.2. 
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Далі обираємо вершину із найменшою відстанню, це вершини Х3 та Х6. 

Значення відстані до цих вершин вже не буде покращено, воно буде залишатися 

постійним. Для зручності у таблиці 2.2. виділимо рядки, які відповідать 

вершинам Х3 та Х6.  

Переходимо до виконання п’ятого кроку. Визначаємо вершини, які 

пов’язані із вершиною Х3. В даному прикладі це вершини Х1, Х2 та Х4. Ці 

вершини вже досліджені, відстані до них вже не будуть покращені. Визначаємо 

вершини, які пов’язані із вершиною Х6. В даному прикладі це вершини Х2, Х4, Х8 

та Х9. Вершини Х2 та Х4 вже досліджені, тому будемо розглядати тільки вершини 

Х8 та Х9.  Для цієї вершини оновимо відстань. Для інших вершин відстані 

залишаться без змін. 

Для вершини Х8 поточна відстань дорівнює ∞, а сума поточної відстані для 

суміжної вершини (Х6) та ваги ребра, інцидентного до вершин Х6 та Х8, дорівнює 

6 + 6 = 12. Обираємо мінімальне з двох значень ∞ та 12. Це 12. Отже, оновлена 

відстань для вершини Х8 дорівнюватиме 12. Занесемо це значення до табл. 2.2. 

Для вершини Х9 поточна відстань дорівнює ∞, а сума поточної відстані для 

суміжної вершини (Х6) та ваги ребра, інцидентного до вершин Х6 та Х9, дорівнює 

6 + 4 = 10. Обираємо мінімальне з двох значень ∞ та 10. Це 10. Отже, оновлена 

відстань для вершини Х9 дорівнюватиме 10. Занесемо це значення до табл. 2.2. 

Далі обираємо вершину із найменшою відстанню, це вершина Х9. Значення 

відстані до цієї вершини вже не буде покращено, воно буде залишатися 

постійним. Для зручності у таблиці 2.2. виділимо рядок, який відповідає вершині 

Х9.  

Переходимо до виконання шостого кроку. Визначаємо вершини, які 

пов’язані із вершиною Х9. В даному прикладі це вершини Х6 та Х8. Вершина Х6 

вже досліджена, тому будемо розглядати тільки вершину Х8.  Для цієї вершини 

оновимо відстань. Для інших вершин відстані залишаться без змін. 
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Для вершини Х8 поточна відстань дорівнює 12, а сума поточної відстані для 

суміжної вершини (Х9) та ваги ребра, інцидентного до вершин Х8 та Х9, дорівнює 

10 + 1 = 11. Обираємо мінімальне з двох значень 12 та 11. Це 11. Отже, оновлена 

відстань для вершини Х8 дорівнюватиме 11. Занесемо це значення до табл. 2.2. 

Оскільки вершина Х9 (кінцева точка маршруту) вже досліджена та має 

постійне значення, виконання алгоритму Дейкстри на цьому завершуємо. 

Найкоротший шлях у даному графі будуємо у зворотному напрямку від 

вершини Х9: Х9→Х6→ Х2→Х1 (рис.2.10.). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.2.10. Найкоротший шлях на зваженому графі 

2.3. Розробка уроку 

 Тема уроку: Пошук найкоротшого шляху в зваженому графі. 

Клас: 11 клас. 

Тип уроку: засвоєння нових знань. 

Формат: дистанційний урок. 
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Обладнання: ноутбук, конспект в електронному вигляді, платформа для зв’язку 

Zoom, Google Meet. 

Мета уроку: 

Навчальна: Ознайомити здобувачів освіти з алгоритмом пошуку найкоротшого 

шляху в зваженому графі. 

Розвивальна: розвинути логічне мислення, увагу та пам’ять. 

Виховна: виховати уважність, самостійність, активність. 

Хід уроку 

I. Організаційний етап (2 хв). 

Привітання учнів, перевірка готовності учнів до уроку, налаштування їх на 

роботу (відображення їх настрою на початку уроку). 

II. Актуалізація знань (5 хв). 

Метод «Мікрофон», питання для повторення. 

Слова вчителя: Сьогодні на уроці ви дізнаєтесь, як розв’язується практична 

задача пошуку найкоротшого шляху між двома пунктами призначення.  

Розв’язання даної задачі зводиться до пошуку найкоротшого шляху у зваженому 

графі. Але спочатку давайте пригадаємо те, що вам відомо про графи та масштаб 

карти. 

Що називають графом? 

Очікуваний результат: 

Граф – це абстрактний комбінаторний об’єкт, що складається з двох 

множин V (vertex ) – множина вершин і Е (edge) – множина ребр [50]. 

Які вершини називають суміжними? 

Очікуваний результат: 

Якщо вершини 𝑣𝑖 і 𝑣𝑗  є кінцями одного і того ж ребра, то вони називаються 

суміжними. 
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Які ребра називають інцидентними вершині? 

Очікуваний результат: 

Якщо вершина 𝑣𝑖 є кінцем ребра (𝑣𝑖, 𝑣𝑗), то вершина і відповідне ребро 

називаються інцидентними. 

Що називають масштабом? 

Очікуваний результат: 

Масштаб – це відношення відстані на карті до відповідної відстані на 

місцевості. Іншими словами, масштаб показує у скільки разів збільшене або 

зменшене реальне зображення. 

Як визначити, якій відстані на місцевості відповідають 2 см на карті, якщо 

масштаб карти 1 : 70 000? 

Очікуваний результат: 

2*70 000 = 140 000 см = 1 400 м = 1,4 км 

III. Пояснення нового матеріалу (20 хв). 

Слова вчителя: А тепер я вам пропоную перейти до розгляду такої 

практичної задачі.  

Потрібно дістатись від станції метро «Перемога» до станції метро «23 

серпня» міста Харкова автомобілем. Потрібно визначити найкоротший шлях, 

яким можна подолати цю відстань (рис. 2.11.)? 

  Позначимо на карті за вершини графу – перетини доріг, а за ребра – самі 

дороги, що сполучають ці перетини. В такий спосіб ми отримали граф(рис. 2.12.).  

Тепер задамо вагу ребрам цього графу. На карті відрізкам доріг 

відповідають наступні виміри в сантиметрах (рис. 2.13.). Перетворіть сантиметри 

в кілометри, якщо масштаб карти 1 : 24 500. 

Очікуваний результат: 

24 500 см = 245 м = 0,245 км 

1*0,245 = 0,245;  

3*0,245 = 0,735;  
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6,5*0,245 = 1,59;  

3,5*0,245 = 0,857; 

2*0,245 = 0,49;  

2,5*0,245 = 0,613; 

2,7*0,245 = 0,662;  

5,5*0,245 = 1,35;  

6*0,245 = 1,47.  

 

Рис. 2.11. Скриншот карти Харкова з Google Maps 
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Рис. 2.12. Зображення графа на карті 

 

Рис. 2.13. Зображення зваженого графа на карті 
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 Слова вчителя: Після перетворень отримаємо зважений граф, ваги на 

ребрах якого представлені в кілометрах (рис. 2.14.). Зобразьте наведений граф в 

зошиті. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.14. Зважений граф  

Тепер розглянемо алгоритм знаходження найкоротшого шляху у 

зваженому графі, названий на честь відомого нідерландського математика і 

інформатика Едсгера Дейкстри. Суть алгоритму Дейкстри полягає в русі через 

найкоротше ребро, з найменшою вагою [50]. 

Позначимо червоним вершину Х1 (м. «23 серпня») як початкову точку 

маршруту. Потрібно знайти найкоротший шлях до населеного пункту, 

позначеного на даному графі вершиною Х9 (м. «23 серпня»). 

Для зручності та більшої наочності розв’язок даної задачі представимо у 

вигляді таблиці 2.3. Зобразьте дану таблицю в зошиті. 

Х1 

Х2 

Х3 

Х4 

Х5 

Х6 

Х7 

Х8 

Х9 

Х10 

Х11 

Х12 

0,245 

0,735 

1,59 

0,857 

0,49 

0,613 

0,857 

0,662 

0,613 

0,49 

1,35 

0,735 

1,47 

м. «Перемога» 

м. «23 серпня» 
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Почнемо з нульового кроку. Дослідження вершин у даному графі 

починаємо з вершини Х1, яку позначили як початок шляху. У таблиці вкажемо 

відстань від вершини Х1 до інших вершин. Відстань до вершини Х1 

дорівнюватиме 0, а відстані  до інших вершин позначимо як ∞, оскільки на 

даному кроці ми їх не знаємо. Далі обираємо вершину із найменшою відстанню, 

це вершина Х1. Значення відстані до цієї вершини вже не буде покращено, воно 

буде залишатися постійним. Для зручності у таблиці 2.3. виділимо рядок, який 

відповідає вершині Х1. 

Таблиця 2.3. 

Знаходження найкоротшого шляху в зваженому графі 

 0 1 2 3 4 5 6 

Х1 0 (Х1)       

Х2 ∞ 
0,245 

(Х1) 
     

Х3 ∞ ∞ 
0,98 

(Х3) 
    

Х4 ∞ 
1,47 

(Х1) 

1,47 

(Х1) 

1,47 

(Х1) 
   

Х5 ∞ ∞ ∞ ∞    

Х6 ∞ ∞ ∞ 
2,57 

(Х3) 
   

Х7 ∞ ∞ ∞ ∞    

Х8 ∞ ∞ ∞ ∞    

Х9 ∞ ∞ ∞ ∞    

Х10 ∞ ∞ ∞ ∞    

Х11 ∞ ∞ ∞ ∞    

Х12 ∞ ∞ ∞ ∞    
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На першому кроці визначимо вершини, які пов’язані із вершиною Х1, тобто 

вершини, в які можна потрапити із вершини Х1. В даному прикладі це вершини 

Х2 та Х4. Для цих вершин оновимо відстані. Для інших вершин відстані 

залишаться без змін. 

Нова відстань для вершини визначається за наступною формулою: 

d(vi) = min { d (vi), d(y) + l(y, vi)}                                (2.3) 

де d (vi) - поточна відстань для даної вершини; 

    d (y) - поточна відстань для суміжної вершини; 

    l – вага ребра, інцидентного для вершин d (vi) та d (y) [50]. 

Для вершини Х2 поточна відстань дорівнює ∞, а сума поточної відстані для 

суміжної вершини (Х1) та ваги ребра, інцидентного до вершин Х1 та Х2, дорівнює 

0 + 0,245 = 0,245. Обираємо мінімальне з двох значень ∞ та 0,245. Це 0,245. Отже, 

оновлена відстань для вершини Х2 дорівнюватиме 0,245. Занесемо це значення 

до таблиці 2.3. 

Для вершини Х4 поточна відстань дорівнює ∞, а сума поточної відстані для 

суміжної вершини (Х1) та ваги ребра, інцидентного до вершин Х1 та Х4, дорівнює 

0 + 1,47 = 1,47. Обираємо мінімальне з двох значень ∞ та 1,47. Це 1,47. Отже, 

оновлена відстань для вершини Х4 дорівнюватиме 1,47. Занесемо це значення до 

таблиці 2.3. 

Далі обираємо вершину із найменшою відстанню, це вершина Х2. Значення 

відстані до цієї вершини вже не буде покращено, воно буде залишатися 

постійним. Для зручності у таблиці 2.3. виділимо рядок, який відповідає вершині 

Х2. 

Переходимо до виконання другого кроку. Визначаємо вершини, які 

пов’язані із вершиною Х2. В даному прикладі це вершини Х3.  Для цієї вершини 

оновимо відстань. Для інших вершин відстані залишаться без змін. 

Для вершини Х3 поточна відстань дорівнює ∞, а сума поточної відстані для 

суміжної вершини (Х2) та ваги ребра, інцидентного до вершин Х2 та Х3, дорівнює 
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0,245 + 0,735 = 0,98. Обираємо мінімальне з двох значень ∞ та 0,98. Це 0,98. Отже, 

оновлена відстань для вершини Х3 дорівнюватиме 0,98. Занесемо це значення до 

таблиці 2.3. 

Далі обираємо вершину із найменшою відстанню, це вершина Х3. Значення 

відстані до цієї вершини вже не буде покращено, воно буде залишатися 

постійним. Для зручності у таблиці 2.3. виділимо рядок, який відповідає вершині 

Х3. 

Переходимо до виконання третього кроку. Визначаємо вершини, які 

пов’язані із вершиною Х3. В даному прикладі це вершини Х6.  Для цієї вершини 

оновимо відстань. Для інших вершин відстані залишаться без змін. 

Для вершини Х6 поточна відстань дорівнює ∞, а сума поточної відстані для 

суміжної вершини (Х3) та ваги ребра, інцидентного до вершин Х3 та Х6, дорівнює 

0,98 + 1,59 = 2,57. Обираємо мінімальне з двох значень ∞ та 2,57. Це 2,57. Отже, 

оновлена відстань для вершини Х6 дорівнюватиме 2,57. Занесемо це значення до 

таблиці 2.3. 

Далі обираємо вершину із найменшою відстанню, це вершина Х4. Значення 

відстані до цієї вершини вже не буде покращено, воно буде залишатися 

постійним. Для зручності у таблиці 2.3. виділимо рядок, який відповідає вершині 

Х4. 

IV. Самостійна робота (10 хв).  

Слова вчителя: Продовжить дослідження інших вершин, поки не буде 

досліджена вершина Х9 (кінцева точка маршруту) та не прийме постійне 

значення.  

Очікувані результати: 

Найкоротший шлях у даному графі будуємо у зворотному напрямку від 

вершини Х9: Х9→Х6→ Х3→Х2→Х1. 
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Таблиця 2.4 

Знаходження найкоротшого шляху в зваженому графі 

 0 1 2 3 4 5 6 

Х1 0 (Х1)       

Х2 ∞ 
0,245 

(Х1) 
     

Х3 ∞ ∞ 
0,98 

(Х3) 
    

Х4 ∞ 
1,47 

(Х1) 

1,47 

(Х1) 

1,47 

(Х1) 
   

Х5 ∞ ∞ ∞ ∞ 
2,205 

(Х4) 
  

Х6 ∞ ∞ ∞ 
2,57 

(Х3) 

2,57 

(Х3) 

2,57 

(Х3) 
 

Х7 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 

Х8 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 

Х9 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 
3,427 

(Х6) 

Х10 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 

Х11 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 

Х12 
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 3,555 

(Х5) 

3,555 

(Х5) 

  

  V. Підсумок уроку (2 хв). 

 Слово вчителя: Сьогодні ви навчились знаходити найкоротший шлях у 

зваженому графі. Відобразимо цей шлях на рис. 2.15. Найкоротший шлях від 

станції метро «Перемога» до станції метро «23 серпня» становитиме 3,427 км. 
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VI. Рефлексія (3 хв).  

Слово вчителя: Чи сподобався Вам урок? Чи залишились запитання щодо 

навчального матеріалу? (Проходить обговорення уроку між учнями та вчителем). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.15. Найкоротший шлях на зваженому графі  

VII. Домашнє завдання (2 хв). 

Знайдіть найкоротший шлях у зваженому графі, зображеному на рис. 2.16., 

починаючи з вершини Х1 до вершини Х6, використовуючи алгоритм Дейкстри.  

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.16. Зважений граф 
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ВИСНОВКИ ДО РОЗДІЛУ 2 

 В другому розділі кваліфікаційної роботи розроблена методика 

впровадження елементів теорії графів в навчальний процес середньої школи. В 

даній методиці запропоновано задля забезпечення наочності навчального 

процесу активне використання як традиційних фізичних моделей (карток, 

мотузок), так і сучасних цифрових інструментів. Рекомендовано розпочинати з 

простих, зрозумілих життєвих задач, які легко моделюються графами 

(наприклад, транспортні мережі), поступово вводячи ключові поняття: вершини, 

ребра, шляхи, цикли, зв’язність, дерева. 

Запропоновано поетапну «дорожню карту» впровадження теорії графів 

протягом 7-11 класів, яка передбачає наростання складності від інтуїтивного, 

візуального розуміння в 7 класі до засвоєння формалізованих алгоритмів на 

старшому профільному рівні в 11 класі. 

Наведена добірка типових задач для учнів різних вікових груп 7-11 класів. 

Ці завдання охоплюють спектр застосування теорії графів: від базових 

комбінаторних задач із застосуванням дерева  рішень до розв’язання складних 

алгоритмічних завдань на пошук найкоротшого шляху або мінімального 

остовного дерева. 

Як приклад  дидактичного забезпечення, було розроблено план-конспект 

уроку для 11 класу на тему «Пошук найкоротшого шляху у зваженому графі». На 

прикладі моделювання реального транспортного маршруту (на карті м. Харків) 

продемонстровано послідовність кроків: моделювання графа, зважування ребр та 

покрокове застосування алгоритму Дейкстри з фіксацією результатів. 

 

 

 

 

 



52 
 

ВИСНОВКИ 

 Проведене в кваліфікаційній роботі дослідження підтвердило актуальність 

і стратегічну значущість теми впровадження теорії графів у заклади загальної 

середньої освіти України як дієвого інструменту для модернізації математичної 

освіти, розвитку ключових компетентностей та посилення міжпредметних 

зв’язків. 

 Теорія графів, що є ключовим елементом дискретної математики, визнана 

універсальним математичним апаратом, який ефективно застосовується у 

сучасних галузях: IT, логістиці, біології, економіці, аналізі соціальних мереж. 

 Проведене в роботі дослідження міжнародного досвіду (Австралія, 

Сінгапур, Італія, США, Франція) показало, що інтеграція теорії графів у шкільні 

програми є світовою освітньою тенденцією. Це необхідно для формування в 

учнів так званої «мережевої грамотності» та забезпечення їхньої 

конкурентоспроможності. 

 Графи слугують потужним засобом моделювання реальних життєвих 

ситуацій (транспортні мережі, схеми метро, схеми електропередач), що 

перетворює вивчення математики з набору технічних прийомів на засіб аналізу 

та дослідження навколишнього світу в межах STEM-підходу. 

 Опанування основ теорії графів формує в учнів структурне, алгоритмічне 

та логічне мислення, необхідне для успішного розв’язання міждисциплінарних 

задач. 

 Незважаючи на високу актуальність, впровадження теорії графів в 

навчальний процес зіштовхується із низкою проблем, які були систематизовані в 

роботі. 

 В кваліфікаційній роботі запропонована методика викладання теорії 

графів, яка базується на принципах наростання складності та практичної 

спрямованості. В основу методики покладено «дорожню карту» (7-11 клас), в 

якій зміст навчання структуровано від інтуїтивного знайомства (7 клас: вершина, 
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ребро, графічне представлення) до формалізації та вивчення ключових 

алгоритмів (11 клас: Дейкстри, обхід в глибину/ширину). Також акцент робиться 

на активному використанні маніпулятивних моделей (карти, мотузки) для 

введення понять (граф, шлях, цикл) та демонстрації властивостей. 

 В роботі наведено приклади задач, які дозволяють застосовувати графові 

моделі для розв’язання як комбінаторних задач шкільного курсу (наприклад, про 

рукостискання), так і складних прикладних кейсів (пошук найкоротшого шляху, 

мінімального остовного дерева). 
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