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1 Лекцiя №1. Тема: Числа — 5 кiлець i 5 полiв.

1.1 Загальнi слова про дисциплiну

Кафедра геометрiї (кафедра iм, О.В.Погорєлова) на 2 поверсi, пiд контрактним
вiддiлом, ауд. 2-29, тел. 707-54-92.

Курс рiчний, називається “Алгебра i геометрiя“, iспит в серединi червня 2012
року. В зв’язку з футболом можуть бути змiни в розкладi. На iспит виносяться
всi питання, що вивченi протягом року.

Перший (осiннiй) семестр закiнчується перед Новим роком, мiстить 18 лекцiй.
Звiтнiсть за перший семестр — залiк.

В першому семестрi вивчаються два модулi. Перший модуль стосується алге-
бри — матрицi, визначники, системi лiнiйних рiвнянь, лiнiйнi простори. Другий
модуль стосується геометрiї — вектори, пряма i площина, кривi другого порядку
— елiпс, гiпербола, парабола, що заданi канонiчними рiвняннями. Стеднти пи-
шуть двi контрольнi (20 балiв за кожну) i здають два розрахунковi завдання (по
30 балiв за кожне). Всього студент може одержати 100 балiв.

На перший заняттях студенти пишуть так звану нульову контрольну — вона
стосується шкiльного матерiалу, на звiтнiсть i на пiдсумкову оцiнку студента ця
контрольна не впливає, вона потрiбна викладачам для бiльш конкретної уяви
про стан шкiльної пiдготовки студентiв.

Дисциплiна алгебра та геометрiя вивчає базовi конструкцiї аналiтичної геоме-
трiї, загальної алгебри, вищої алгебри та лiнiйної алгебри.

Другий семестр налiчує 17 лекцiй i має два модулi. Перший модуль стосується
алгебри — комплекснi числа, многочлени, форми, лiнiйнi простори iз скаляр-
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ним добутком, лiнiйнi оператори. Другий стосується геометрiї — поверхнi i кривi
другого порядку, що заданi загальними рiвняннями. Студенти пишуть двi кон-
трольнi — по 10 балiв за кожну, i виконують два розрахунковi завдання — по
20 балiв за кожне. 40 балiв студент може одержати на iспитi. Всього в пiдсумку
студент може одержати 100 балiв.

Рекомендована лiтература

№ Обов’язкова
1 Борисенко О.А. Аналiтична геометрiя. Харкiв:Основа, 1998
2 Беклемишев Д.В. Курс аналитической геометрии и линейной алгебры, М.:Наука, 1984
3 Проскуряков И.В. Сборник задач по линейной алгебре
4 Моденов П.С.,Пархоменко А.С. Сборник задач по аналитической геометрии
№ Додаткова
5 А.Г.Курош Лекции по общей алгебре. М.:Физматгиз, 1962
6 Калужнiн Л.А. Вишенський В.А. Шуб Ц.О. Лiнiйнi простори, К:Вища школа, 1971

Готуючи i чи iншi матерiали, спiвробiтники кафедри використовують видав-
ничу систему Latex (читається — латех). Ця система орiєнтована на математи-
кiв i широкого розповсюдження не має. Пiдгоований в текстовому рредакторi
матерiал (текстовий файл з роширенням .tex перетворюється в типографський
документ (файл з розширенням .dvi). Для використання студентами 1-го кур-
су dvi-файл непридатний. Тому такi файли переводять у формат pdf. Отже на
кафедрi є навчальнi матерiали у форматi .pdf. Latex — вiльно поширюваний ре-
дактор, стислий пiдручник є на кафедрi i в iнтранет (бiблiотека) Див.

1. Власенко Д.I. Курiнний Г.Ч. — “Введение в издательскую систему LaTeX“‘
— электронная версия для интранет-сети : /Власенко Дмитрий Иванович
Куринной, Григорий Чарльзович. - Х. : Видавництво ХНУ iм. В.Н. Каразiна,
2010 . - 98 с. - Язык издания : рус. Рубрика : ХНУ = математична логiка
- навчальнi видання - для вузiв Рубрика : ХНУ = электронная версия для
интранет-сети Рубрика : ХНУ-труды ученых = механико-математический
факультет

http://library.univer.kharkov.ua/book/html/mat2/Kurinnij_LaTeX.pdf

2. Степанова, Елена Николаевна Издательская система LATEX : Учеб. пособие
для вузов : / Степанова, Елена Николаевна, Широков, Борис Михайлович,
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Петрозаводский государственный университет . - Петрозаводск : Издатель-
ство Петрозаводского университета, 1999 . - 156 с. - Библиогр.: с.146 (12
назв.). ISBN : 5-8021-0083-4 з970.62-018.1 Язык издания : рус. Рубрика : ХНУ
= настольные издательские системы (5) Рубрика : ХНУ = настiльнi видав-
ничi системи (4) Рубрика : ХНУ = Latex Носитель : Книга Библиотека :
Харкiвський нацiональний унiверситет Филиал : абонемент научной литера-
туры Шифр хранения : 0 Инв. номер : Н612193

Грецький алфавiт, логична та теоретико-множинна символiка, а також спе-
цiальнi знаки для пiдсумовування, множення та подiбного використовуються в
курсi алгебри та геометрiї без пояснень. Цим питанням видiляється мiсце в кур-
сi математичного аналiзу та дискретної математики. Тому рекомендується са-
мостiйно протягом найближчого часу ознайомитися з методичною розробкою в
iнтранет ХНУ

Курiнний, Григорiй Чарльзович — “Висловлення, символи, множини“: еле-
ктронна версiя для iнтранет-мережi. — Mетодична розробка для студентiв 1 кур-
су ММФ ХНУ : / Курiнний, Григорiй Чарльзович . - Х. : Видавництво ХНУ iм.
В.Н. Каразiна, 2010 . - 34 с. -

http://library.univer.kharkov.ua/book/html/mat2/L1_Kurinnoj.pdf

Мова видання: укр. Рубрика : ХНУ = электронна версiя для интранет-мережi
Мета першої лекцiї полягає в замiнi словосполучення “множина чисел“ на сло-

ва “поле“, “кiльце“. Вiдповiдно,

число розумiється як елемент поля, або елемент кiльця.

Поля i кiльця вивчаються в загальнiй алгебрi. Росiйськовнi пiдручники — А.И.
Кострикин “Введение в алгебру“, — М:Наука, 1977. та А.Г.Курош “Лекции по
общей алгебре“, — М.:Физматгиз, 1962

1.2 Бiнарна операцiя

Якщо є правило, яке ставить у вiдповiднiсь двом елементам множини один, то це
є двомiсна (або бiнарна) операцiя. Жорсткiше формулювання: Вiдображення iз
декартового квадрату M 2 множини M у цю множину M називається бiнарною
операцiєю на множинi M .
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Прикладами бiнарних операцiй на множинi цiлих чисел є додавання, множен-
ня, що вiдпрацьованi у школi. Для вiдомих бiнарних операцiй iснують стандар-
тнi позначення, їх використовують у звичному записi: не пишуть (x, y)

+−→ z,
а пишуть z = x + y. Нижче те, що z є результатом застосування операцiї ⋆ до
впорядкованої пари елементiв (x, y) записуємо у виглядi x ⋆ y = z.

Операцiя ⋆ називається
асоцiативною, якщо для будь-яких трьох елементiв a, b, c виконується рiвнiть

(a ⋆ b) ⋆ c = a ⋆ (b ⋆ c);
комутативною, якщо для будь-яких елементiв a, b виконується рiвнiсть a ⋆ b =

b ⋆ a.
Елемент n називається нейтральним вiдносно бiнарної операцiї ⋆, якщо для

будь-якого елемента a виконується рiвнiсть

a ⋆ n = n ⋆ a = a. (1)

Якщо операцiя названа множенням, то нейтральний елемент називають одини-
цею i позначають 1, а якщо операцiя названа додаванням, то нейтральний еле-
мент називають нулем i позначають 0.

Якщо n — нейтральний елемент вiдносно операцiї ⋆, i для деяких елементiв
a, b виконується рiвнiсть a ⋆ b = n, то елемент a називається лiвим оберненим
до b, а елемент b називається правим оберненим до a. Якщо елементи a, b один
до одного є i правим i лiвим оберененим, то їх називають взаємно оберненими.
Якщо операцiю називають додаванням, то замiсть слова “оберненi“ вживають
слово “протилежнi“.

1.3 Напiвгрупа, група, група пiдстановок

Непорожня 1 множина разом iз асоцiативною бiнарною операцiєю називається
напiвгрупою. Напiвгрупа, в якiй є нейтральний елемент i кожен елемент має
обернений, називається групою2. Отже, множина S разом з бiнарною операцiєю
∗ називається напiвгрупою тодi i тiльки тодi, коли для будь-яких x, y, z ∈ S
виконується рiвнiсть

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z), (2)
1Нiщо не заважає розглядати порожнi наiпвгруп. Iнколи такий пiдхiд — порожня множина є наiвгрупою — надає значнi

зручностi
2Група має нейтральний елемент, тому порожня множина групою були не може
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Коли операцiя названа додаванням, тодi напiвгрупа називаєтсья адитивною,
а коли операцiя названа множенням, тодi напiвгрупа називаєтьcя мультиплiка-
тивною.

множина G разом з бiнарною операцiєю ∗ називається групою тодi i тiльки
тодi, коли для будь-яких x, y, z ∈ S виконується рiвнiсть (2), iснує елемент n ∈ G
такий, що для будь-якого a ∈ G виконуються рiвностi (1), i, крiм того, для будь-
якого елемента a ∈ G iснує елемент b ∈ G такий, що

a ∗ b = b ∗ a = n. (3)

Прикладом напiвгрупи є множина всiх вiдображень непорожньої мнжини в се-
бе: прикладом групи є множина всiх бiєктивних вiдображень непорожньої мно-
жини в себе. В обох випадках операцiєю є композицiя (або, iншими словами,
суперпозицiя) вiдображень. Якщо операцiю в групi названо додаванням, то та-
ку групу називають адитивною, якщо ж операцiя названа множенням, то групу
називають мультиплiкативною.

Ще раз нагадаємо, що група, це окремий випадок напiвгрупи, кожна група є
пiвгрупою. Порiвнювати визначення пiвгрупи i групи можна за допомогою та-
блички:

Пiвгрупа Група
Кiлькiсть операцiй 1 1

Властивостi операцiй Асоцiативна Асоцiативна, є нейтральний i обрнений елементи

Введенi термiни дозволяють далi говорити про групу цiлих чисел iз операцi-
єю додавання, пiвгрупа цiлих чисел iз операцiєю множення, група ненульових
дiйсних чисел iз операцiєю множення, пiвгрупа натуральних чисел iз операцiєю
додавання, група бiєктивних видображень iз операцiєю суперпозицiї.

1.4 Кiльце

Кiльцем називають непорожню множину, на якiй є двi операцiї, що названi до-
даванням та множенням, причому разом з додаванням множина утвоює групу3,

3Отже, кiльце обов’язково не порожнє
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разом iз множенням множина утворює пiвгрупу, а мiж собою цi двi операцiї зв’я-
занi двома дистрибутивними законами:

(a+ b)c = ac+ bc, a(b+ c) = ab+ ac.

Якщо множення в кiльцi асоцiативне, то кiльце називають асоцiативним; якщо
множення комутативне, то кiльце називають комутативним. Звичайно ми буде-
мо працювати iз асоцiативними кiльцями з одиницями. Тому далi пiд кiльцем ми
розумiємо тiльки асоцiативнi кiльця. Хоч у тих кiльцях, якi ми будемо розгля-
дати, є одиниця, вимагати її не будемо, — i парнi цiлi числа будуть утворювати
кльце.

Прикладами кiлець є множина квадратних матриця заданого розмiру з чи-
словими коефiцiєнтами (чи з елементами iншого кiльця), многочлени з цiлими
коефiцiєнтами, цiлi числа з вiдомими стандартними операцiями, кiльце класiв
лишкiв за заданим модулем.

На кафедрi геометрiї є двi методичнi розробки з кiлець

1. Методические указания и задания по изучению темы “Кольца“. Для студен-
тов 2 курса ММФ ХНУ. /Сост. Л.Ф.Ковтун, Г.Ч.Куринной — Хароков, ХНУ
1986, — 70 с.

2. Методические указания по теме “Кольца“. Для студентов 1 курса ММФ ХНУ.
/Сост. Л.Ф.Ковтун, Г.Ч.Куринной — Хароков, ХНУ 1984, — 47 с.

1.5 Кiльце квадратних матриць заданого розмiру

Матриця — це прямокутна таблиця чисел (в загальному випадку — элемeнтiв
заданного поля F чи кiльця R), отже вона має m ярядкiв та n стовпчикiв:

a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n
. . .
am,1 am,2 . . . am,n

 .

Кiльце утворюють квадратнi матрицi одного розмiру. Вони множаться та до-
даються за наступними правилами.

Додавання визначається правилом:

6




a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n
. . .
an,1 an,2 . . . an,n

+


b1,1 b1,2 . . . b1,n
b2,1 b2,2 . . . b2,n
. . .
bn,1 bn,2 . . . bn,n

 =


a1,1 + b1,1 a1,2 + b1,2 . . . a1,n + b1,n
a2,1 + b2,1 a2,2 + b2,2 . . . a2,n + b2,n

. . .
an,1 + bn,1 an,2 + bn,2 . . . an,n + bn,n

 .

Добуток матриць визначається правилом


a1,1 a1,2 . . . a1,p
a2,1 a2,2 . . . a2,p
. . .

ap,1 ap,2 . . . ap,p

×


b1,1 b1,2 . . . b1,p
b2,1 b2,2 . . . b2,p
. . .

bp,1 bp,2 . . . bp,p

 =


c1,1 c1,2 . . . c1,p
c2,1 c2,2 . . . c2,p
. . .

cp,1 cp,2 . . . cp,p

 ,

i числа ci,j при 1 ≤ i, j ≤ p визначаються умовами:

cij =

q∑
k=1

aikbkj.

1.6 Кiльце формальних степеневих рядiв i кiльце многочленiв

Кiльце формальних степеневих рядiв i кiльце полiномiв (многочленiв) введемо в
наступнiй лекцiї.

1.7 Кiльце Zn класiв лишкiв за модулем n

Кiльцями будуть також Zn, n ∈ N, n > 1 — кiльця класiв лишкiв за модулем
n. Елементами кiльця Zn є числа 0, 1, 2, . . . , n− 1 :Д ,И

Zn = {0, 1, 2, . . . , n− 1.}.

Сума a⊕ b i добуток a ∗ b чисел a, b ∈ Zn визначаються таким чином. Спочатку
знаходимо звичайну суму a + b i звичайний добуток a cot b натуральних чисел
a, b. Далi шукаємо остачi c, d вiд дiлення суми i добутку вiдповiдно на n, тобто
шукаємо цылы числа q1, q2, c, d ≥ 0 такi, щоб виконувалися

пiдмножини множини цiлих чисел. Два цiлi числа знаходяться в однiй пiдмно-
жинi в тому i тiльки тому випадку, коли їх рiзниця дiлиться на n без залишку.
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Щоб додати двi такi множини (або ще кажуть класи) потрiбно в цих множинах
вибрати довiльним чином два цiлi числа, додати їх чи перемножити i подиви-
тись у яку третю множину попав результат. Оця третя множина є результатом
додавання чи множення перших двох множин.

1.8 Поле

Якщо в асоцiативному, комутативному кiльцi з одиницею кожний ненульовий
елемент має обернений до нього, то таке кiльце називають полем. Прикладами
полiв є поле рацiональних чисел, поле дiйсних чисел, поле комплексних чисел,
поля Zp, де p просте число.

1.9 Поле комплексних чисел

Комплексними числами називаються вирази (картинки, послiдовностi,...) вигля-
ду a+ bi, a, b ∈ R. i — просто символ. Числа 2− 3i, 0 + 0i, −e− πi, 1 + 1i
є комплексними. Комплекснi числа можна множити i додавати.

При множеннi використовуємо рiвнiсть i2 = −1. Ця рiвнiсть узгоджується iз
загальним визначеням множення коммплексних чисел:

(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i.

Отже (−4+7i)·(2+5i) = (−8−35)+(−20+14)i = −43−6i, (5+6i)·i = −6+5i.
Додавання комплексних чисел здiйснюється за правилом (a+ bi) + (c+ di) =

(a+ c) + (b+ d)i). Отже (5 + 2i) + (−5− i) = i.
Комплекснi числа разом з операцiями додавання та множення утворюють по-

ле, тобто операцiї додавання та множення задовольняють аксiомам: обидвi асо-
цiативнi —

x+ (y + z) = (x+ y) + z (асоцiативнiсть додавання);

x(yz) = (xy)z (асоцiативнiсть множення);

обидвi комутативнi —

x+ y = y + x (комутативнiсть додавання);
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xy = yx (комутативнiсть множення);

є нуль —
0 = 0 + 0i, 0 + x = x+ 0 = x,

є одиниця —
1 = 1 + 0i, 1x = x1 = x,

для кожного елемента z = a+ bi є протилежний

−z = −a− bi, z + (−z) = (−z) + z = 0,

i для ненульового елемента z = a+ bi ̸= 0 є обернений

z−1 =
a

a2 + b2
− bi

a2 + b2
, zz−1 = z−1z = 1.

Мiж собою додавання та множення зв’язанi дистрибутивним законом z1(z2+z3) =
z1z2 + z1z3.

Вивченням комплексних чисел планується завершити перший семестр.

Ще раз нагадаємо, що поле, це окремий випадок кiльця, кожне поле є кiльцем.
Порiвнянювати визначення поля i кiльця можна за допомогою таблички

Кiльце Поле
Кiлькiсть операцiй 2 (додавання та множення) 2 (додавання та множення

Властивостi додавання Як в групi Як в групi

Властивостi множення Асоцiативне Асоцiативне, ненульовi утворю-
ють групу

Зв’язок мiж + та × Дистрибутивнi закони Дистрибутивнi закони

На iспитi потрiбно знати визначення згаданих груп, кiлець та полiв, та вмiти
перевiряти, що введенi операцiї задовольняють потрiбним аксiомам. При пере-
вiрцi аксiом можна користуватися шкiльними знаннями про числа.
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