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Вступ

Вперше iдея визначника виникла в Г. В. Лейбниця. 1693 р. у листi до
Г. Лопиталя Лейбниць виклав спосiб виключення змiнних у системi з трьох
рiвнянь iз двома невiдомими та вказав умову сумiсностi такої системи. У
сучасних термiнах ця умова виглядає як рiвнiсть нулю визначника, скла-
деного з коефiцiєнтiв та правих частин системи. 1750 року Г. Крамер вста-
новив та опублiкував правило розв’язання систем лiнiйних рiвнянь iз бук-
веними коефiцiєнтами, що спирається на обчислення визначникiв i тепер
називається правилом Крамера. Перше велике дослiдження визначникiв
було опублiковано О. Вандермондом 1772 р., а в сучасному значеннi тер-
мiн «визначник» ввiв О. Кошi 1815 р. Операцiю множення визначникiв i
матриць описав К. Ф. Гаусс у зв’язку зi знаходженням формул для по-
слiдовно застосованих лiнiйних перетворень змiнних. У серединi XIX ст.
визначники стали потужним засобом математичних дослiджень.

У даному навчально-методичному посiбнику розглядається одна з цен-
тральних тем курсу вищої алгебри. Визначники використовуються як
у самiй алгебрi: для розв’язання й дослiдження систем лiнiйних рiв-
нянь, перевiрки лiнiйної незалежностi векторiв, знаходження власних зна-
чень лiнiйних операторiв, дослiдження квадратичних форм на знаковизна-
ченiсть тощо, так i в iнших роздiлах математики. Наприклад, в аналiтичнiй
геометрiї визначники виникають при обчисленнi векторного та мiшаного
добутку векторiв, знаходженнi iнварiантiв кривих та поверхонь другого по-
рядку, в рiвняннях прямих, площин, iнших лiнiй i поверхонь. У математич-
ному аналiзi виникають функцiональнi визначники, у тому числi якобiан,
за допомогою якого дослiджують функцiональну залежнiсть. Тому ово-
лодiння методами обчислення визначникiв є необхiдною умовою успiху при
розв’язаннi багатьох математичних задач.

У навчально-методичному посiбнику зiбранi основнi визначення й фак-
ти, що стосуються теми «Визначники». Ми вважаємо, що студенти вже
знайомi з поняттям пiдстановки та її парностi. Основна увага придiляєть-
ся рiзним методам обчислення визначникiв, при цьому ми не торкаємося
застосувань визначникiв, якi традицiйно вiдносять до iнших тем курсу ал-
гебри. Наведенi приклади розв’язання задач допоможуть засвоїти всi ме-
тоди на практицi. Знак � позначає кiнець розiбраного прикладу. Питання
для самоперевiрки дозволять студентам оцiнити, наскiльки добре засвоєнi
основнi поняття цiєї теми. Також посiбник мiстить 25 варiантiв iндивiду-
альних завдань для здiйснення модульного контролю.



1. Визначники та їхнi властивостi

Поняття визначника

Нехай дано квадратну матрицю порядку n з елементами з деякого поля
F :

A =









a11 a12 a1n

a21 a22 a2n

. . .
an1 an2 ann









. (1.1)

Визначником (детермiнантом) матрицi A називається значення виразу
∑

σ

(−1)I(σ)a1σ1
a2σ2

. . . anσn
,

у якому сума береться за всiма пiдстановками σ =

(

1 2 . . . n

σ1 σ2 . . . σn

)

,

а I(σ) означає число iнверсiй у пiдстановцi σ.

Доданки суми називають членами визначника, їхнє число дорiвнює кiль-
костi рiзних пiдстановок n елементiв, тобто n!. Кожен член визначника є
добутком n елементiв матрицi A, узятих по одному з кожного рядка й
кожного стовпця. Член входить у суму зi знаком плюс, якщо пiдстановка,
складена з iндексiв його спiвмножникiв, парна, та зi знаком мiнус, якщо ця
пiдстановка непарна. Порядком визначника називають порядок вiдповiд-
ної матрицi. Подання визначника у виглядi суми членiв називають також
розгорнутим виглядом визначника.

Надалi ми припускаємо, що поле F — це поле комплексних або дiйс-
них чисел, i називаємо його елементи числами. Однак всi властивостi й
приклади нескладно перенести на випадок довiльного поля.

Для визначника матрицi A використовують наступнi позначення:

det A = |A| =
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∣
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∣
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= |aij |.

Приклад 1. Виписати всi члени визначника п’ятого порядку |aij |, якi
мiстять добуток a12a35 i входять у його розгорнутий вигляд зi знаком
плюс.

Нехай a12a35 входить у член a12a2ia35a4ja5k. Оскiльки iндекси елементiв
визначника, що мiстяться в одному членi, утворять пiдстановку, то числа

i, j, k повиннi бути перестановкою чисел 1, 3, 4. Iз шести можливих пiдста-
новок iндексiв три є парними, а саме:

(

1 2 3 4 5
2 1 5 4 3

)

;

(

1 2 3 4 5
2 3 5 1 4

)

;

(

1 2 3 4 5
2 4 5 3 1

)

.

Тому шуканими членами визначника є a12a21a35a44a53, a12a23a35a41a54 й
a12a24a35a43a51. �

Приклад 2. Знайти члени, що мiстять x4 й x3, у розгорнутому виглядi
визначника

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−3 2 x −3x
4 5 −x 2
3 −2x 4x 1
x −3 6 1

∣

∣

∣
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∣

∣

∣

.

Зауважимо, що до елементiв кожного з рядкiв визначника x входить що-
найбiльше у першому степенi, тому x4 мiстить лише той член визначника,
до якого входять елементи рядкiв, що мiстять x, тобто (−3x)(−x)(−2x)x =
−6x4. Оскiльки iндекси елементiв цього члена утворюють парну пiдстанов-

ку

(

1 2 3 4
4 3 2 1

)

, то до розгорнутого вигляду визначника вiн входить зi

своїм знаком. Випишемо члени визначника, що мiстять x3:

Добуток Пiдстановка iндексiв Знак Член визначника

2x(−2x)x

(

1 2 3 4
3 4 2 1

)

− 4x3

(−3x)5 · 4x · x

(

1 2 3 4
4 2 3 1

)

− 60x3

�

Найпростiшi властивостi визначникiв

Транспонуванням матрицi (визначника) називається операцiя, при якiй
стовпцi початкової матрицi (визначника) записуються у рядки, а рядки —
у стовпцi нової матрицi (визначника) зi збереженням порядку. Транспону-
вання матрицi (1.1) дає матрицю

At =









a11 a21 an1

a12 a22 an2

. . .
a1n a2n ann
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. (1.2)



Зауважимо, що транспонований визначник мiстить тi ж члени, що й по-
чатковий, причому знак кожного члена визначається парнiстю такої пiд-
становки iндексiв, що є оберненою до пiдстановки iндексiв члена початко-
вого визначника. Оскiльки парнiсть пiдстановки й оберненої до неї збiга-
ються, ми одержуємо наступну властивiсть:

Твердження 1.1. Визначник не змiнюється при транспонуваннi.

Твердження 1.1, зокрема, означає, що всi властивостi, якi справедливi
для рядкiв визначника, виконуються також для стовпцiв цього визначника.
Тому надалi ми будемо формулювати властивостi тiльки для рядкiв.

Твердження 1.2. Якщо всi елементи одного з рядкiв визначника дорiв-
нюють нулю, то визначник дорiвнює нулю.

Дiйсно, одним iз множникiв кожного члена визначника з нульовим ряд-
ком є нуль, тобто визначник дорiвнює нулю.

Якщо два рядки визначника помiняти мiсцями, то в пiдстановцi iндексiв
кожного члена вiдбудеться одна транспозицiя, отже, пiдстановка змiнить
знак, тому справедливим є

Твердження 1.3. Якщо два рядки визначника помiняти мiсцями, то
визначник змiнить знак.

Приклад 3. Як змiниться визначник, якщо записати його стовпцi у зво-
ротному порядку?

Нехай порядок визначника дорiвнює n. Помiняємо мiсцями останнiй стов-
пець визначника з усiма попереднiми. Пiсля цього останнiй стовпець (той,
що ранiше був передостаннiм) переставимо мiсцями з усiма стовпцями,
крiм першого, i т. д. Усього буде зроблено

(n − 1) + (n − 2) + · · · + 1 = n(n−1)
2

обмiнiв. Тому в силу твердження 1.3 отриманий визначник вiдрiзняється

вiд початкового знаком (−1)
n(n−1)

2 . �

Якщо визначник мiстить два однаковi рядки, то, помiнявши їх мiсцями,
ми не змiнимо визначник. З iншого боку, в силу твердження 1.3 визначник
має змiнити знак. Тому правильним є

Твердження 1.4. Якщо визначник мiстить два однаковi рядки, то вiн
дорiвнює нулю.

Твердження 1.5. Якщо всi елементи одного з рядкiв визначника помно-
жити на одне й те саме число, то весь визначник також помножиться
на це число.

Ця властивiсть випливає з того, що при множеннi елементiв рядка на
одне й те саме число на це ж число множиться й кожен член визначника.
Твердження 1.5 часто використовують у такий спосiб: якщо всi елементи
одного з рядкiв визначника мають спiльний множник, то цей множник
виносять за знак визначника. Наприклад,

∣

∣

∣

∣

2a 3a
1 2

∣

∣

∣

∣

= a

∣

∣

∣

∣

2 3
1 2

∣

∣

∣

∣

.

Приклад 4. Як змiниться визначник, якщо кожен його елемент aij по-
множити на ci−j, c 6= 0?

Нехай ∆ = |aij | — початковий визначник. Тодi

|ci−jaij | =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 c−1a12 c−2a13 c−(n−1)a1n

ca21 a22 c−1a23 c−(n−2)a2n

. . .
cn−1an1 cn−2an2 cn−3an3 ann
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∣

.

Винесемо з k-го рядка множник c−(n−k) (k = 1, . . . , n). Потiм винесемо з k-
го стовпця множник cn−k (k = 1, . . . , n) й одержимо, що визначник |ci−jaij |
дорiвнює початковому. �

Наслiдком твердження 1.4, 1.5 є наступна властивiсть:

Твердження 1.6. Якщо визначник мiстить два пропорцiйнi рядки, то
вiн дорiвнює нулю.

Сумою двох рядкiв, що мiстять елементи a1, . . . , an й b1, . . . , bn, назвемо
рядок, що складається з елементiв a1 + b1, . . . , an + bn.

Твердження 1.7. Нехай k-й рядок визначника є сумою двох рядкiв:
a1 + b1, . . . , an + bn. Тодi визначник може бути розкладений у суму двох
визначникiв, усi рядки яких, крiм k-го, збiгаються з вiдповiдними рядками
початкового визначника, а k-тi рядки дорiвнюють a1, . . . , an й b1, . . . , bn

вiдповiдно.

Наприклад,

∣

∣

∣

∣

a + b c + d
1 2

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣
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∣

a c
1 2
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∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

b d
1 2

∣

∣

∣

∣

.

Iз двох попереднiх тверджень безпосередньо випливає



Твердження 1.8. Якщо до рядка визначника додати iнший його рядок,
помножений на будь-яке число, то визначник не змiниться.

Лiнiйною комбiнацiєю рядкiв a11, . . . , a1n, a21, . . . , a2n, ak1, . . . , akn назвемо
усякий рядок вигляду

λ1a11 + λ2a21 + · · · + λkak1, . . . , λ1a1n + λ2a2n + · · · + λkakn,

де λ1, λ2, . . . , λn — деякi числа.
Сума декiлькох рядкiв — це лiнiйна комбiнацiя цих рядкiв, усi коефi-

цiєнти якої дорiвнюють 1.
Якщо один з рядкiв визначника є лiнiйною комбiнацiєю iнших, то за

твердженням 1.7 визначник може бути розкладений у суму декiлькох
визначникiв iз пропорцiйними рядками, а тодi з твердження 1.6 випливає
наступна властивiсть:

Твердження 1.9. Якщо один з рядкiв визначника є лiнiйною комбiнацiєю
iнших рядкiв цього визначника, то визначник дорiвнює нулю.

Приклад 5. Обчислити визначник

∣

∣

∣

∣

∣

∣

sin2 x 1 cos2 x
sin2 y 1 cos2 y
sin2 z 1 cos2 z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Оскiльки другий стовпець визначника є сумою першого та третього, то
визначник дорiвнює нулю. �

Приклад 6. Знайти значення кососиметричного визначника непарного
порядку, тобто визначника |aij |, елементи якого задовольняють умову:
aij + aji = 0 (1 ≤ i, j ≤ n).

Запишемо загальний вигляд кососиметричного визначника:

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 a12 a1n

−a12 0 a2n

. . .
−a1n −a2n 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (1.3)

Розглянемо визначник ∆t. З одного боку, при транспонуваннi елементи
кожного рядка визначника змiнюють знак, з iншого — визначник не пови-
нен змiнитися. Тому (−1)n∆ = ∆t = ∆. Оскiльки n — непарне число, то
∆ = 0. �

Докладнiше ознайомитися з матерiалом цього параграфа можна в
[1, Гл. 3, §1], [2, Гл. 1, §4], [4, Гл. 1, §1.1.2].

2. Обчислення визначникiв

Визначники малих порядкiв
Визначники порядкiв 2 та 3 можна обчислити, подавши в розгорнутому

виглядi:
∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

= a11a22 − a12a21; (2.1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32−

− a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32. (2.2)

Виписуючи розгорнутий вигляд визначника третього порядку, користу-
ються правилом трикутникiв, яке стверджує, що елементи, якi входять в
один член визначника iз зазначеним знаком, з’єднано на наступних малюн-
ках лiнiями:

Iнше правило виписування розгорнутого вигляду визначника порядку 3
полягає в наступному: пiд визначником пiдписують два його першi рядки,
пiсля чого зi знаком плюс виписують добуток елементiв головної дiаго-
налi й добутки елементiв, розташованих уздовж прямих, паралельних до
головної дiагоналi. Зi знаком мiнус — добуток елементiв побiчної дiаго-
налi й елементiв, розташованих уздовж прямих, паралельних до побiчної
дiагоналi так, як показано на малюнку:

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

Q

QQ

QQ

Q

−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

�

� �

� �

�

Приклад 7. Обчислити визначники.

1)

∣

∣

∣

∣

a + 1 a
a a + 1

∣

∣

∣

∣

; 2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 −3 2
3 −2 1
1 2 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

; 3)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a b c
b c a
c a b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.



Обчислимо визначники, подавши їх у розгорнутому виглядi:

1)

∣

∣

∣

∣

a + 1 a
a a + 1

∣

∣

∣

∣

= (a + 1)2 − a2 = 2a + 1;

2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 −3 2
3 −2 1
1 2 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 24 − 3 + 12 + 4 − 8 − 27 = 2;

3)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a b c
b c a
c a b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= acb + bac + cba − c3 − b3 − a3 = 3abc − a3 − b3 − c3. �

Зведення до трикутного вигляду
Визначники вигляду

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a1n

0 a22 a2n

. . .
0 0 ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

й

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 0 0
a21 a22 0

. . .
an1 an2 ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

називають вiдповiдно верхньо- та нижньотрикутним. Кожний з цих
визначникiв дорiвнює добутку елементiв головної дiагоналi a11a22 . . . ann.
Дiйсно, усякий iнший член визначника мiстить нульовий елемент, а отже,
дорiвнює нулю.

Усякий числовий визначник можна звести до трикутного визначника,
перетворюючи його рядки вiдповiдно до твердження 1.8.

Приклад 8. Обчислити визначники.

1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
1 2 1 2
1 1 3 1
1 2 1 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

; 2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −3 4 2
3 −2 −1 4
4 −2 3 5
5 −3 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

; 3)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 2 2 2
2 3 2 2
2 2 3 2

. . .
2 2 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

1) Помноживши перший рядок нa −1, додамо його до кожного з iнших ряд-
кiв (рiвнiсть I). В силу твердження 1.8 визначник при цьому не змiниться.
Потiм додамо до четвертого рядка другий, помножений на −1 (рiвнiсть II).
Одержуємо

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
1 2 1 2
1 1 3 1
1 2 1 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

I
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
0 1 0 1
0 0 2 0
0 1 0 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

II
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
0 1 0 1
0 0 2 0
0 0 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Отже, шуканий визначник дорiвнює 1 · 1 · 2 · 2 = 4.

2) Нехай ∆ — початковий визначник. Помножимо другий i четвертий його
рядки на 2, при цьому ∆ помножиться на 4 (рiвнiсть I). Далi помножимо
перший рядок на −3, −2, −5 i додамо його до другого, третього, четвертого
рядкiв вiдповiдно (рiвнiсть II). Згiдно з твердженням 1.8 визначник не
змiниться, тому

∆
I
=

1

4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −3 4 2
6 −4 −2 8
4 −2 3 5
10 −6 4 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

II
=

1

4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −3 4 2
0 5 −14 2
0 4 −5 1
0 9 −16 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Помноживши третiй рядок на −1, додамо його до другого рядка, пiсля
чого помножимо другий рядок на −4 й −9 та додамо до третього й чет-
вертого рядкiв вiдповiдно (рiвнiсть III). Зауважимо, що ми перетворили
другий рядок для того, щоб зручнiше було робити обчислення в третьому
та четвертому рядках.

∆
III
=

1

4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −3 4 2
0 1 −9 1
0 0 31 −3
0 0 65 −13

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

IV
= −

1

4 · 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −3 2 4
0 1 1 −9
0 0 −3 31
0 0 0 −208

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

В останньому перетвореннi ми змiнили порядок третього й четвертого
стовпця (визначник змiнив при цьому знак), а потiм до четвертого ряд-
ка, помноженого на 3, додали третiй рядок, помножений на −13 (рiвнiсть

IV). Таким чином, ∆ = − 2·1·(−3)·(−208)
4·3 = −104.

3) Нехай n — порядок початкового визначника. Вiднiмемо з кожного рядка
визначника, крiм першого, попереднiй рядок. Далi послiдовно додамо до
(n− 1)-го стовпця n-й, до (n− 2)-го — (n− 1)-й i т.д., нарештi, до першого
стовпця додамо другий стовпець. Одержуємо

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 2 2 2 2
−1 1 0 0 0
0 −1 1 0 0

. . .
0 0 0 −1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 + 2(n − 1) 2(n − 1) 4 2
0 1 0 0

. . .
0 0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= 3 + 2(n − 1) = 2n + 1.�



Розкладання визначника за рядком. Теорема Лапласа

Нехай ∆ = |aij | — визначник порядку n, у якому обрано k рядкiв та
k стовпцiв. Елементи визначника, що стоять на перетинi обраних рядкiв i
стовпцiв, утворюють квадратну матрицю порядку k, визначник якої нази-
вається мiнором k-го порядку визначника ∆. Мiнори першого порядку —
це елементи визначника, а мiнор порядку n — визначник ∆.

Доповнюючим мiнором для мiнору M у визначнику ∆ називається
визначник матрицi, отриманої викреслюванням з ∆ всiх рядкiв i стовпцiв
мiнору M . Якщо M має порядок k, то його додатковий мiнор має порядок
n − k.

Нехай мiнор M розташовано на перетинi рядкiв з номерами i1, . . . , ik та
стовпцiв з номерами j1, . . . , jk, а M ′ — доповнюючий мiнор для M . Ал-
гебраїчним доповненням мiнору M називається число AM = (−1)SM ′, де
S = (i1 + · · · + ik) + (j1 + · · · + jk).

Обчислимо алгебраїчне доповнення мiнору M =

∣

∣

∣

∣

−3 4
−2 −1

∣

∣

∣

∣

, розташо-

ваного у перших двох рядках, другому й третьому стовпцях визначника 2)
з прикладу 8:

AM = (−1)1+2+2+3

∣

∣

∣

∣

4 5
5 3

∣

∣

∣

∣

= −13.

Твердження 2.1. (Розкладання визначника за рядком або
стовпцем). Нехай Aij — алгебраїчне доповнення елемента aij визначни-
ка ∆ = |aij |. Для всiх 1 ≤ i, j ≤ n

∆ = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · · + ainAin; (2.3)

∆ = a1jA1j + a2jA2j + · · · + anjAnj . (2.4)

Приклад 9. Обчислити визначники

1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 0 3 0
2 0 −1 b
1 a 3 1
1 0 2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

; 2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 2 4
5 3 1 2
x y z t
2 1 3 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

1) Розкладемо визначник за другим стовпцем, а потiм результат — за остан-
нiм стовпцем й одержимо

(−1)3+2a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 0
2 −1 b
1 2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−a)(−b)

∣

∣

∣

∣

2 3
1 2

∣

∣

∣

∣

= ab.

2) Розкладаючи визначник за третiм рядком, одержуємо

x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 4
3 1 2
1 3 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− y

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 2 4
5 1 2
2 3 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 4
5 3 2
2 1 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− t

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 2
5 3 1
2 1 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= 10x + 16y + t. �

Припустимо, що, перетворюючи рядки визначника, ми одержали в дея-
кому стовпцi всi елементи, крiм одного, рiвними нулю, подiбно до того, як
це робиться при використаннi методу зведення до трикутного вигляду. За-
уважимо, що, розкладаючи тепер отриманий визначник за цим стовпцем,
ми зможемо звести обчислення початкового визначника до обчислення
визначника на одиницю меншого порядку.

Приклад 10. Обчислити визначник 1) прикладу 8, знижуючи його по-
рядок.

Помноживши перший рядок нa −1, додамо його до кожного з iнших рядкiв
(рiвнiсть I). Потiм розкладемо визначник за першим стовпцем (рiвнiсть
II). Отриманий визначник порядку 3 обчислимо, подавши в розгорнутому
виглядi (рiвнiсть III):

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
1 2 1 2
1 1 3 1
1 2 1 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

I
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
0 1 0 1
0 0 2 0
0 1 0 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

II
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1
0 2 0
1 0 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

III
= 4. �

Узагальненням формул 2.3, 2.4 є наступна теорема.

Теорема 2.2. (Лапласа). Нехай у визначнику ∆ порядку n обрано k ряд-
кiв (стовпцiв), 1 ≤ k ≤ n − 1. Сума добуткiв усiх мiнорiв порядку k,
що мiстяться в обраних рядках, на їхнi алгебраїчнi доповнення дорiвнює
визначнику ∆.

Приклад 11. Обчислити визначник ∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 0 2 0
1 0 2 0
3 5 2 −4
3 2 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Розглянемо перший та другий рядки визначника. Єдиний ненульовий мi-

нор, що мiститься в цих рядках, — це мiнор

∣

∣

∣

∣

3 2
1 2

∣

∣

∣

∣

. Тому за теоремою

Лапласа маємо

∆ =

∣

∣

∣

∣

3 2
1 2

∣

∣

∣

∣

· (−1)1+2+1+3

∣

∣

∣

∣

5 2
−4 2

∣

∣

∣

∣

= 4 · (−18) = −72. �



Розглянемо так званий блочнотрикутний визначник, тобто визначник
вигляду

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A1 ∗ ∗
0 A2 ∗
0 0 . . . ∗
0 0 An

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

у якому A1, A2, . . . , An — квадратнi матрицi, головнi дiагоналi яких — це
дiлянки головної дiагоналi визначника ∆. З теореми Лапласа випливає, що
∆ = det A1 · det A2 · · · det An.

Метод видiлення лiнiйних множникiв
Метод видiлення лiнiйних множникiв застосовують у тому випадку, коли

визначник є многочленом вiд однiєї змiнної деякого степеня k, i всi коренi
цього многочлена можна знайти, не записуючи визначник у розгорнутому
виглядi.

Приклад 12. Обчислити визначники.

1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 2 1 3
3 3 − x2 1 1
1 4 7 − x2 2
1 4 3 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

; 2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + x 1 1 1
1 1 − x 1 1
1 1 1 − y 1
1 1 1 1 + y

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

1) Нехай початковий визначник дорiвнює f(x). Очевидно, deg f(x) = 4.
Зауважимо також, що при x = ±1 другий рядок визначника збiгаєть-
ся з першим, отже, ±1 — корiнь f(x), а при x = ±2 третiй рядок збi-
гається iз четвертим, тобто ±2 — два iншi коренi f(x). Отже, маємо
f(x) = c(x−1)(x+1)(x−2)(x+2), де c — коефiцiєнт многочлена при x4. Два
члени визначника мiстять x4 — це 3·(3−x2)(7−x2)·2 та (−3)·1·(3−x2)(7−x2).
Отже, c = 6 − 3 = 3. Тобто f(x) = 3(x2 − 1)(x2 − 4).

2) Розглянемо визначник як многочлен f вiд однiєї змiнної x. Якщо помi-
няти мiсцями першi два рядки, а потiм першi два стовпцi, то визначник не
змiнить знаку. З iншого боку, ми одержимо визначник f(−x). Отже, f(x) —
парний многочлен другого степеня за x. Оскiльки x = 0, очевидно, є його
коренем, то f(x) = cx2, де коефiцiєнт c залежить вiд y i не залежить вiд
x. Аналогiчне мiркування щодо змiнної y показує, що шуканий визначник
дорiвнює x2y2 (числовий коефiцiєнт при цьому добутку дорiвнює 1). �

Метод рекурентних спiввiдношень
Суть методу рекурентних спiввiдношень полягає в тому, щоб виразити

визначник ∆n порядку n через визначники того ж вигляду, але меншого
порядку, перетворюючи його або розкладаючи за рядком (стовпцем). Одер-
жавши рекурентне спiввiдношення для послiдовностi визначникiв {∆n}

∞
n=1

та, при необхiдностi, обчисливши кiлька перших членiв цiєї послiдовностi,
знаходять формулу загального члена ∆n, розв’язуючи рекурентне рiвнян-
ня.

Приклад 13. Обчислити визначник 3) прикладу 8 за допомогою методу
рекурентних спiввiдношень.

Представимо число 3 у нижньому рядку у виглядi 3 = 2+1 та розкладемо
вихiдний визначник ∆n у суму двох:

∆n =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 2 2 2
2 3 2 2
2 2 3 2

. . .
2 2 2 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 2 2 0
2 3 2 0
2 2 3 0

. . .
2 2 2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Вiднiмаючи в першому визначнику останнiй стовпець з усiх iнших, зна-
ходимо, що цей визначник дорiвнює 2. Розкладаючи другий визначник за
останнiм стовпцем, одержуємо ∆n = 2 + ∆n−1. Таким чином, послiдов-
нiсть визначникiв {∆n}

∞
n=1 є арифметичною прогресiєю, перший член якої

дорiвнює 3, а рiзниця дорiвнює 2. Отже, ∆n = 3 + 2(n − 1) = 2n + 1. �

Множення визначникiв
Добутком квадратних матриць A = (aij) та B = (bij) порядку n нази-

вається матриця C = (cij) того ж порядку, елементи якої обчислюються за
правилом:

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · · + ainbnj =
n

∑

k=1

aikbkj .

Оскiльки елемент cij отримано множенням елементiв i-го рядка матрицi A
на j-й стовпець матрицi B, говорять, що матрицю C отримано множенням
рядкiв матрицi A на стовпцi матрицi B.

Для визначника добутку матриць справедлива наступна теорема:

Теорема 2.3. Нехай A,B — квадратнi матрицi порядку n. Тодi
det(AB) = det A · det B.



Приклад 14. Обчислити визначники.

1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a b c d
−b a d −c
−c −d a b
−d c −b a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

;

2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

cos(α1 − β1) cos(α1 − β2) cos(α1 − βn)
cos(α2 − β1) cos(α2 − β2) cos(α2 − βn)

· · ·
cos(αn − β1) cos(αn − β2) cos(αn − βn)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

1) Нехай D — шуканий визначник. Обчислимо квадрат цього визначника.
Маємо

D2 = D · Dt =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a b c d
−b a d −c
−c −d a b
−d c −b a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a −b −c −d
b a −d c
c d a −b
d −c b a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Перемножуючи за правилом «рядок на стовпець», одержуємо визначник,
всi елементи головної дiагоналi якого дорiвнюють a2+b2+c2+d2, а елементи
поза головною дiагоналлю — нулi. Тому

D2 = (a2 + b2 + c2 + d2)4.

Звiдси D = (a2+b2+c2+d2)2, оскiльки a4, очевидно, входить в D зi знаком
плюс.

2) Позначимо шуканий визначник через Dn. Зауважимо, що
D1 = cos(α1 − β1). При n ≥ 2 подамо Dn у виглядi добутку визнач-
никiв:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

cosα1 sinα1 0 0
cosα2 sinα2 0 0

. . .
cosαn sinαn 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

cos β1 cosβ2 cosβn

sinβ1 sin β2 sin βn

0 0 0
. . .

0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Отже, D2 = sin(α2 − α1) sin(β2 − β1), i Dn = 0 при
n ≥ 3, оскiльки в цьому випадку кожний iз множникiв мiстить ну-
льовий рядок або стовпець, тобто дорiвнює нулю. �

Докладнiше ознайомитися з матерiалом цього параграфа можна в
[2, Гл. 1, §§2, 5, 6], [1, Гл. 1, §1, Гл. 3, §2], [3, §§1.4, 1.5, 1.11],
[4, Гл. 1, §1.1.3], [5, Отд.1, §5].

3. Визначники спецiального вигляду

Визначник Вандермонда
Визначником Вандермонда називається визначник вигляду

W (x1, x2, . . . , xn) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x1 x2
1 xn−1

1

1 x2 x2
2 xn−1

2

. . .
1 xn x2

n xn−1
n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, (3.1)

а також транспонований до нього. Обчислимо визначник (3.1), подав-
ши його як многочлен степеня n − 1 вiд змiнної xn. Очевидно, що для
всiх j = 1, . . . , n − 1 при xn = xj визначник дорiвнює нулю. Зауважи-
мо також, що старшим коефiцiєнтом многочлена буде алгебраїчне допов-
нення елемента xn−1

n , тобто W (x1, . . . , xn−1). Отже, W (x1, x2, . . . , xn) =
W (x1, . . . , xn−1)(xn − x1) . . . (xn − xn−1).

Проведемо аналогiчнi мiркування для всiх визначникiв
W (x1, . . . , xk), де k = n − 1, n − 2, . . . , 2 й одержимо формулу для
обчислення визначника Вандермонда:

W (x1, x2, . . . , xn) =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi). (3.2)

Приклад 15. Обчислити визначник

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 5 −3 4
1 1 1 1
4 25 9 16
8 125 −27 64

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Позначимо початковий визначник ∆. Переставивши мiсцями першi два
рядки ∆, ми одержимо визначник Вандермонда. Таким чином,

∆ = −W (2, 4,−3, 5) = −(4 − 2)(4 − 5)(4 + 3)(−3 − 5)(−3 − 2)(5 − 2) =

= −2 · (−1) · 3 · 7 · (−8) · (−5) · 3 = 1680. �

Приклад 16. Обчислити визначники.

1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 n
1 23 n3

· · ·
1 22n−3 n2n−3

1 22n−1 n2n−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

; 2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x1 x2
1 xn−2

1 xn
1

1 x2 x2
2 xn−2

2 xn
2

· · ·
1 xn−1 x2

n−1 xn−2
n−1 xn

n−1

1 xn x2
n xn−2

n xn
n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.



1) Виносячи з j-го стовпця число j за знак визначника, одержимо, що
шуканий визначник дорiвнює

n! · W (1, 22, . . . , n2) = n!
∏

1≤j<i≤n

(i2 − j2) = n!
∏

1≤j<i≤n

(i − j)
∏

1≤j<i≤n

(i + j).

2) Нехай D — шуканий визначник. Розглянемо допомiжний визначник, що
є многочленом вiд змiнної y:

W (x1, x2, . . . , xn, y) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x1 x2
1 xn−2

1 xn−1
1 xn

1

1 x2 x2
2 xn−2

2 xn−1
2 xn

2

· · ·
1 xn−1 x2

n−1 xn−2
n−1 xn−1

n−1 xn
n−1

1 xn x2
n xn−2

n xn−1
n xn

n

1 y y2 yn−2 yn−1 yn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Розкладаючи W (x1, x2, . . . , xn, y) за останнiм рядком, знайдемо, що кое-
фiцiєнтом при yn−1 є (−1)n+(n−1)D = −D. Оскiльки

W (x1, x2, . . . , xn, y) = (y − x1) · · · (y − xn)
∏

1<i≤j<n

(xj − xi),

а за теоремою Вiєта коефiцiєнтом многочлена (y−x1) · · · (y−xn) при yn−1

слугує сума коренiв цього многочлена зi знаком мiнус, то одержуємо D =
∏

1<i≤j<n

(xj − xi)

n
∑

k=1

xk. �

Визначник Якобi
Визначником Якобi називається визначник вигляду

Jn =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 b1 0 0 0 0
c1 a2 b2 0 0 0
0 c2 a3 b3 0 0

. . .
0 0 0 0 an−1 bn−1

0 0 0 0 cn an

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (3.3)

Розкладаючи визначник (3.3) за останнiм рядком, а потiм за останнiм
стовпцем, одержимо рекурентне спiввiдношення

Jn = anJn−1 − bn−1cn−1Jn−2, n ≥ 3, (3.4)

причому J1 = a1, J2 = a1a2 − b1c1.
Зупинимося на окремому випадку визначника Якобi, у якому aj = a,

bj = b, cj = c для всiх 1 ≤ j ≤ n. У цьому випадку спiввiдношення (3.4)
має вигляд Jn = aJn−1 − bcJn−2 (n ≥ 3), при початкових умовах J1 = a,
J2 = a2 − bc, тобто є лiнiйним рекурентним рiвнянням другого порядку з
постiйними коефiцiєнтами.

Наведемо спосiб розв’язання лiнiйних рекурентних рiвнянь вигляду

Jn = pJn−1 + qJn−2, n ≥ 3, (3.5)

де p, q — незалежнi вiд n числовi коефiцiєнти, а J1, J2 — початковi умови.
Якщо q = 0, то Jn = pJn−1, тобто послiдовнiсть {Jn}

∞
n=1 є геометричною

прогресiєю, отже, Jn = J1p
n−1.

Якщо q 6= 0, то слiд розв’язати квадратне рiвняння x2 = px + q. Нехай
α, β — його коренi.

1. Якщо α 6= β, то розв’язання рiвняння (3.5) має вигляд
Jn = C1α

n +C2β
n, коефiцiєнти якого C1, C2 можна знайти з системи лiнiй-

них рiвнянь

J1 = C1α + C2β; J2 = C1α
2 + C2β

2,

отриманих пiдстановкою n = 1, n = 2 у вираз для Jn.
2. Якщо α = β, то розв’язання рiвняння (3.5) слiд шукати у виглядi

Jn = (C1 + C2(n − 1))αn, де коефiцiєнти C1, C2 визначають iз умов

J1 = C1α; J2 = (C1 + C2)α
2.

Приклад 17. Обчислити визначники порядку n.

1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

8 5 0 0 0 0 0
1 6 5 0 0 0 0
0 1 6 5 0 0 0

· · ·
0 0 0 0 1 6 5
0 0 0 0 0 1 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

; 2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 0 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0 0
0 1 2 1 0 0 0

· · ·
0 0 0 0 1 2 1
0 0 0 0 0 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

1) Нехай Jn — шуканий визначник. При n ≥ 3 маємо рекурентне спiввiдно-
шення Jn = 6Jn−1 − 5Jn−2, причому J1 = 8, J2 = 8 · 6− 1 · 5 = 43. Оскiльки
коренями рiвняння x2 = 6x − 5 є числа 1 та 5, то Jn = C1 + C2 · 5

n, де C1

та C2 задовольняють умови

C1 + 5C2 = 8, C1 + 25C2 = 43.



Отже, C1 = 7
4 , C2 = − 3

4 та Jn = −3+7·5n

4 . �

2) Нехай Jn — шуканий визначник. Тодi в силу (3.4) маємо
Jn = 2Jn−1 − Jn−2 при n ≥ 3, J1 = 2, J2 = 3. Цьому рекурентному
спiввiдношенню вiдповiдає рiвняння x2 = 2x − 1, що має число 1 коренем
другої кратностi. Тому розв’язання рекурентного спiввiдношення має
вигляд Jn = C1 + C2(n − 1), де C1, C2 задовольняють умови

J1 = 2 = C1, J2 = 3 = C1 + C2.

Таким чином, C1 = 2, C2 = 1, i Jn = 2 + (n − 1) = n + 1.

Циркулянт
Циркулянтом називають визначник вигляду

Cn =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 a2 a3 an

an a1 a2 an−1

an−1 an a1 an−2

. . .
a2 a3 a4 a1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (3.6)

Справедлива формула

Cn = f(ε0)f(ε1) · · · f(εn−1), (3.7)

де f(x) = a1 + a2x + · · · + anxn−1, а εk = cos 2πk
n

+ i sin 2πk
n

— всi значення
кореня степеня n з одиницi (k = 0, 1, . . . , n − 1).

Щоб одержати формулу (3.7), розглянемо добуток циркулянта (3.6) та
визначника Вандермонда W = W (ε0, ε1, . . . , εn−1). Зауважимо, що добуток
k-го рядка циркулянта (k > 1) на j-й стовпець визначника Вандермонда в
силу рiвностi εn

j = 1 можна подати у виглядi

an−k+2+ an−k+3εj + · · · + anεk−2
j + a1ε

k−1
j + · · · + an−k+1ε

n
j =

= εk−1
j (a1 + a2εj + · · · + anεn−1

j ) = εk−1
j f(εj).

Отже,

Cn =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 a2 an

an a1 an−1

an−1 an an−2

. . .
a2 a3 a1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1
ε0 ε1 εn−1

. . .
εn−1
0 εn−1

1 εn−1
n−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(ε0) f(ε1) f(εn−1)
ε0f(ε0) ε1f(ε1) εn−1f(εn−1)

. . .
εn−1
0 f(ε0) εn−1

1 f(ε1) εn−1
n−1f(εn−1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
n−1
∏

i=0

f(εi)W.

Скорочуючи обидвi частини на визначник Вандермонда (який не дорiвнює
нулю, оскiльки всi εj рiзнi), одержуємо формулу (3.7).

Зазначимо, що визначник вигляду

C ′
n =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 a2 a3 an

a2 a3 a4 a1

a3 a4 a5 a2

. . .
an a1 a2 an−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

може бути зведений до циркулянта Cn змiною порядку рядкiв з номе-
рами 2, 3, . . . , n на протилежний (див. приклад 3). Таким чином, C ′

n =

(−1)
(n−1)(n−2)

2 Cn.

Приклад 18. Обчислити визначник

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a b b b
b a b b

· · ·
b b b a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

В силу (3.7) маємо ∆ = f(ε0) · · · f(εn−1), де f(x) = a+ bx+ · · ·+ bxn−1. Для
кожного εj 6= 1 справедлива рiвнiсть

f(εj) = a + b(εj + ε2
j + · · · + εn−1

j ) = a + b
εn
j − εj

εj − 1
= a − b,

оскiльки εn
j = 1. Завдяки тому, що для ε0 = 1 маємо f(1) = a + (n − 1)b,

остаточно одержуємо ∆ = (a + (n − 1)b)(a − b)n−1. �

Докладнiше ознайомитися з матерiалом цього параграфа можна в
[3, §§1.7, 1.8, 1.12], [4, Гл. 1, §§1.1.5, 1.1.10, 1.1.11].



4. Питання для самоперевiрки

1. Якi елементи залишаються нерухомими при транспонуваннi матрицi?
2. З яким знаком входить у розгорнутий вигляд визначника добуток еле-

ментiв головної дiагоналi? побiчної дiагоналi?
3. Скiльки членiв входить у розгорнутий вигляд визначника зi знаком

плюс? зi знаком мiнус?
4. Чи входить добуток a62a16a43a35a21a54 у визначник 6-го порядку? З

яким знаком?
5. Яких значень мають набувати i й k так, щоб добуток

a47a63a1ia55a7ka24a31 входив до розгорнутого вигляду визначни-
ка 7-го порядку зi знаком плюс?

6. Скiльки мiнорiв порядку k у визначнику порядку n?
7. Скiльки мiнорiв (всiх можливих порядкiв) у визначнику третього по-

рядку? n-го порядку?
8. Як змiниться визначник n-го порядку, якщо знаки всiх елементiв змi-

нити на протилежнi?
9. Як змiниться визначник, якщо всi його елементи помножити на число

a?
10. Як змiниться визначник, якщо вiд його подвоєного першого рядка

вiдняти потроєний другий?
11. Як змiниться визначник порядку n, якщо кожен його елемент aij по-

множити на число ij?
12. Як змiниться визначник, якщо записати його стовпцi (рядки) в зво-

ротному порядку?
13. Усi елементи визначника з комплексними елементами помножили на

одне й те ж саме число z ∈ C. Визначник не змiнився. Чому може
дорiвнювати z?

14. Чому дорiвнює визначник, у якого сума рядкiв з парними номерами
дорiвнює сумi рядкiв з непарними номерами?

15. Чи правильно, що визначник суми двох матриць дорiвнює сумi їх
визначникiв?

16. Для квадратних матриць A й B виконана рiвнiсть ABA = A. Чому
може дорiвнювати det(AB)?

17. Матриця A задовольняє рiвнiсть A2 = A. Чому може дорiвнювати
визначник матрицi A?

18. Якого максимального значення може набувати визначник порядку 3,
якщо його елементами є лише нулi й одиницi?

19. Яке максимальне число нулiв може бути серед елементiв ненульового
визначника порядку n?

5. Iндивiдуальнi завдання

1. Обчислити визначник за допомогою
а) зведення до трикутного вигляду;
б) розкладання за стовпцем;
в) теореми Лапласа.

2. Обчислити визначник, знижуючи його порядок.
3. Обчислити визначник методом рекурентних спiввiдношень.
4. Обчислити визначник зведенням його до визначника Вандермонда.
5. Обчислити визначник. Всюди, де за виглядом визначника не можна
довiдатися його порядок, передбачається, що порядок дорiвнює n.
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