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Вступ

Мета даного навчально-методичного посiбника — надати допомогу сту-
дентам 1–2 курсiв при засвоєннi та самостiйному вивчаннi теми «Комплекснi
числа та функцiї комплексної змiнної».

1. Комплекснi числа

Iсторiя комплексних чисел починається з XVI столiття, коли iталiйськi ма-
тематики Кардано i Бомбеллi запровадили їх для розв’язування алгебраїчних
рiвнянь. Як вiдомо, квадратне рiвняння

ax2 + bx+ c = 0

не має розв’язкiв у множинi R дiйсних чисел, якщо його дискримiнант

D = b2 − 4ac < 0.

Знадобилося розширити множину дiйсних чисел так, щоб будь-яке алгебра-
їчне рiвняння завжди мало розв’язок. Для цього в XVI столiттi було запро-
ваджено символ

√
−1 як формальний розв’язок рiвняння x2 + 1 = 0. Це i до-

зволило розв’язувати всi алгебраїчнi рiвняння в множинi комплексних чисел.
Ейлер у XVIII столiттi позначив символ

√
−1 буквою i (вiд лат. Imaginarius

- уявний), оскiльки комплекснi числа тодi не вважалися справжнiми. Тiль-
ки з початку XIX столiття, коли була знайдена геометрична iнтерпретацiя
комплексних чисел, вони зайняли належне мiсце в математицi.

Слово «комплексний» означає складний.

1.1. Основнi визначення, операцiї над комплексними числами

Означення 1.1. Комплексним числом z називається впорядкована пара
дiйсних чисел (x, y). Перше iз них x має назву дiйсної частини числа z
та позначається Re z:

x = Re z,

друге y — уявною частиною комплексного числа та позначається

y = Im z.

Множина усiх комплексних чисел позначається C.

Комплексне число (x, 0) уявляє собою також дiйсне число x, отже R ⊂ C.
Дiйснi числа є частинним випадком комплексних, а саме таких, у яких уявна
частина дорiвнює нулю.
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Комплексне число (0,1) позначається буквою i та має назву уявної оди-
ницi.

Комплекснi числа z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2) називаються рiвними,
якщо рiвнi вiдповiдно їх дiйснi та уявнi частини:

z1 = z2 ⇔ (x1 = x2) ∧ (y1 = y2).

Операцiї додавання та множення комплексних чисел запроваджуються
наступним чином:

z1 + z2 = (x1 + x2, y1 + y2), (1.1)

z1 · z2 = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1). (1.2)

Розглянемо добуток уявної одиницi i та дiйсного числа y:

(0, 1)(y, 0) = (0 · y − 1 · 0, 0 · 0 + 1 · y) = (0, y).

Отримаємо пару (0, y). Її записують у виглядi iy. Це суто уявне компле-
ксне число.
Далi (x, y) = (x, 0) + (0, y) = (x, 0) + (0, 1)(y, 0) = x+ iy.

Означення 1.2. Вираз x+ iy має назву алгебраїчної форми компле-
ксних чисел.

Розглянемо

i2 = (0, 1)(0, 1) = (0 · 0− 1 · 1, 0 · 1 + 1 · 0) = (−1, 0).

Це дiйсне число −1. Таким чином, i2 = −1, тобто задовольняє рiвнянню

z2 = −1 або z2 + 1 = 0.

Якщо додати та помножити комплекснi числа (якщо враховати рiвнiсть i2 =
−1), та узгодити з правилами додавання та множення сум дiйсних чисел,
отримаємо також результати (1.1) та (1.2), що i в означеннi додавання та
множення комплексних чисел:

(x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i(y1 + y2),

(x1 + iy1) · (x2 + iy2) = x1x2 + ix1y2 + iy1x2 + i2y1y2 =
= (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + y1x2).
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Цим виправдовується законнiсть таких дiй.
Розглянемо рiвняння z2 = −1, тобто

(x+ iy)(x+ iy) = −1, де x, y ∈ R.

Iз означення рiвностi комплексних чисел маємо, що

x2 + 2ixy − y2 = −1 ⇔
{
x2 − y2 = −1,
2xy = 0.

Тут y 6= 0, оскiльки x2 = −1 не має розв’язкiв в R. Тому

x = 0, y = ±1

та рiвняння z2 = −1 має розв’язки

(0, 1) = i та (0,−1) = −i.

Можна сказати, що
√
−1 як комплексне число має два значення i та -i:

(±i)2 = −1,
√
−1 = ±i.

Операцiя вiднiмання комплексних чисел визначається як операцiя, обер-
нена до додавання:

z1 − z2 = (x1 − x2) + i(y1 − y2).

Приклади додавання, вiднiмання та множення комплексних чисел:

1. (3 + 2i) + (6− 7i) = (3 + 6) + (2− 7)i = 9− 5i.

2. (3 + 2i)− (6− 7i) = (3− 6) + (2 + 7)i = −3 + 9i.

3. (3 + 2i)(6− 7i) = 3 · 6− 3 · 7i+ 2i · 6− 2 · 7i2 =
= 18− 21i+ 12i+ 14 = 32− 9i.

Степенi числа i

i0 = 1,
i2 = −1,

i3 = i2 · i = −i,
i4 = i2 · i2 = 1,
i5 = i4 · i = i,
i6 = i2 = −1,

. . .
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У загальному випадку

i4n+k = (i4)nik = ik, де n, k ∈ N.

Неважко перевiрити, що додавання та множення комплексних чисел задо-
вольняє перемiщувальним та сполучним властивостям (комутатив-
ним та асоцiативним):

z1 + z2 = z2 + z1, (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3),
z1z2 = z2z1, (z1z2)z3 = z1(z2z3),

а операцiї додавання i множення пов’язанi розподiльним (дистрибутив-
ним) законом:

z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3.

Для перевiрки цих властивостей необхiдно записати комплекснi числа в ал-
гебраїчнiй формi i виконати вiдповiдно додавання i множення.

Означення 1.3. Комплекснi числа x + iy та x − iy, дiйснi частини яких
рiвнi, а уявнi частини рiвнi за модулем, але протилежнi за знаком, назива-
ють спряженими.

Якщо z = x+ iy, то комплексно спряжене до z позначається z̄ = x− iy.
Мають мiсце наступнi формули:

z1 + z2 = (x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i(y1 + y2) =
= (x1 + x2)− i(y1 + y2) = (x1 − iy1) + (x1 − iy2) = z1 + z2.

Нехай z = x+ iy. Тодi маємо

z + z̄ = 2x = 2Re z,
z − z̄ = 2yi = 2i Im z,

zz̄ = x2 + y2.

Iз правил додавання та вiднiмання, зокрема, випливає, що:
— сума двох спряжених комплексних чисел є число дiйсне, а
— рiзниця – суто уявне;
–– добуток двох комплексно спряжених чисел є число дiйсне.

Означення 1.4. Невiд’ємне дiйсне число
√
x2 + y2 називається модулем

комплексного числа z i позначається |z|:

|z| =
√
x2 + y2.
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Отже,
zz̄ = |z|2.

Операцiя дiлення комплексних чисел визначається як операцiя, зворо-
тна до множення:
якщо

z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2, z2 6= 0,

то
z =

z1

z2
⇔ zz2 = z1 ⇔

{
xx2 − yy2 = x1,
xy2 + x2y = y1.

Визначник цiєї системи∣∣∣∣x2 −y2

y2 x2

∣∣∣∣ = x2
2 + y2

2 = |z2|2 6= 0.

Розв’язуючи систему щодо x та y, отримуємо результат дiлення.
Але на практицi зазвичай дiють таким чином:

z1

z2
=
z1z2

z2z2
=
z1z2

|z2|2
,

що дає той же результат, в якому знаменник — дiйсне число.
Таким чином, щоб роздiлити одне комплексне число на iнше, по-

трiбно чисельник i знаменник дробу помножити на число, спря-
жене до знаменника.

Отже, в множинi C комплексних чисел визначенi операцiї:
— додавання (i обернена до неї операцiя вiднiмання),
— множення (i обернена до неї операцiя дiлення на z 6= 0).

Приклад 1.5. f(z) = zn, n ∈ N,
2 + 3i

1− 4i
=

(2 + 3i)(1 + 4i)

(1− 4i)(1 + 4i)
=

2 + 8i+ 3i− 12

17
= −10

17
+

11

17
i.

Iз означення модуля комплексних чисел неважко перейти до таких
властивостей модуля:

1. |z1z2| = |z1| · |z2|,

2.
∣∣∣∣z1

z2

∣∣∣∣ =
|z1|
|z2|

, якщо z2 6= 0,

3. |zn| = |z|n, ∀n ∈ Z, (при n < 0 передбачається, що z 6= 0),

4. |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|.
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1.2. Геометрична iнтерпретацiя комплексних чисел

Точкова iнтерпретацiя:

Комплексне число визначається як пара дiйсних чисел, тому при-
родно зобразити комплексне число z = a + bi точкою M координатної пло-
щини з декартовими координатами x = a, y = b (див. Рис.1).

Числу z = 0 вiдповiдає початок координат (0, 0).
Дiйсне число a (або a + 0 · i) зображується точкою (a, 0) осi абсцис (дiйсної
осi). Чисто уявному числу bi (або 0 + bi) вiдповiдає точка з координатами
(0, b) на осi ординат (уявної осi).

Координатна площина при цьому називається комплексною площиною. Та-
ким чином, встановлена взаємно-однозначна вiдповiднiсть мiж множиною
комплексних чисел та множиною точок комплексної площини.

Зауваження 1.6. Комплекснi числа не можна порiвнювати мiж собою
за величиною, як i точки площини (див. Рис.1).

Вiдзначимо, що модуль |z| =
√
a2 + b2 є вiдстанню вiд точки, яка

зображує комплексне число z, до початку координат. Точки

z = a+ bi та z̄ = a− bi симетричнi вiдносно дiйсної осi,
z та − z симетричнi вiдносно початку координат.

Зазвичай замiсть координати b на уявнiй осi пишуть bi, а за-
мiсть 1 на уявнiй осi пишуть i.

Приклади множин на комплекснiй площинi.
1) Imz > 0 є верхня напiвплощина (див. Рис.А),
Imz < 0 є нижня напiвплощина, Rez < 0 — лiва напiвплощина, Rez > 0

права напiвплощина.
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Рис. А

2) Множина точок z таких, що |Rez | < 2 та −1 < Imz < 3, є вiдкритий
прямокутник {(x, y) : |x| < 2, −1 < y < 3}.

3) Множина точок z таких, що |z − z0| = R, є коло радiуса R iз центром
в точцi z0, оскiльки рiвнiсть

|z − z0| = R або
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 = R

означає, що вiдстань вiд точки z до точки z0 дорiвнює R (див. Рис. Б та Рис.
В).

Рис. Б Рис. В

4) Множина точок, якi задовольняють умовi R1 < |z| < R2, є множина
внутрiшнiх точок кiльця, обмеженого концентричними колами з центром на
початку координат радiусiв R1 та R2.

5) Множина точок z, якi задовольняють умовам

1 ≤ |z + 2− 3i| ≤ 2, тобто 1 ≤ |z − (−2− 3i)| ≤ 2, (зазначено на Рис. 2).

6) Множина точок z, що задовольняють умовi

|z − z1| = |z − z2|,

тобто рiвновiддалених вiд точок z1 i z2, є пряма, яка перпендикулярна вiд-
рiзку, що з’єднує точки z1 та z2, i що проходить через його середину.
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Векторна iнтерпретацiя.
Поряд iз точковою iнтерпретацiєю для комплексних чисел використовує-

ться векторна iнтерпретацiя:
комплексне число z = a + bi зображується вектором iз початком
в точцi z = 0 та кiнцем у точцi z = a+ bi (Рис.3).

Число z = z1 + z2 геометрично зображується як вектор, побудований за
правилом додавання векторiв z1 та z2 (дiагональ паралелограму, Рис. 4).

Число z = z1 − z2 отримано додаванням векторiв z1 та −z2. На Рис. 5
видно, що |z1 − z2| дорiвнює вiдстанi мiж точками z1 та −z2.
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1.3. Тригонометрична i показникова форми комплексного числа

Нехай M(x, y) — точка, яка вiдповiдає комплексному числу z = x + iy

(див. рис. 6), r =
√
x2 + y2 = |z| = OM , ϕ — кут мiж вiдрiзком OM та

додатним променем осi OX. Маємо, що

ϕ > 0, якщо кут ϕ вимiрювати проти ходу годинникової стрiлки;

ϕ < 0, якщо кут ϕ вимiрювати за ходом годинникової стрiлки.

Для числа z = 0 аргумент не визначено.

Тодi x = r cosϕ, y = r sinϕ,

z = x+ iy = r(cosϕ+ i sinϕ), (1.3)

де r = |z|, а кут ϕ визначається iз системи:
cosϕ =

x√
x2 + y2

,

sinϕ =
y√

x2 + y2
.

(1.4)

У такiй формi можна записати будь-яке комплексне число z 6= 0. Вона
називається тригонометричної формою комплексного числа. Кут ϕ
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можна знаходити також з рiвняння

tgϕ =
y

x
,

але воно має бiльше розв’язкiв, нiж система (1.4). Потрiбнi розв’язки виби-
раються з урахуванням знакiв x та y.

Кут ϕ має назву аргументу комплексного числа i позначається Arg z.
Вiн визначений неоднозначно (з точнiстю до доданка 2kπ, k ∈ Z). Iнодi
головним значенням аргументу комплексного числа називається кут

ϕ ∈ (−π, π], а iнколи ϕ ∈ [0, 2π).

Головне значення аргументу комплексного числа позначається arg z.
Тодi

Argz = argz + 2kπ, k ∈ Z.

Формула Ейлера має вигляд

cosϕ+ i sinϕ = eiϕ. (1.5)

Iз формул (1.3) та (1.5) отримуємо, що

z = |z|eiϕ. (1.6)

Це показникова форма комплексного числа.

Зауваження 1.7. Тут |eiϕ| = 1, тобто точки eiϕ лежать на колi радiуса 1.

(див. Рис. Д).

Рис. Д
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Приклади.

1. 1 +
√

3i = 2

(
1

2
+

√
3

2
i

)
= 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
= 2e

π
3 i.

2. − 1 + i =
√

2

(
− 1√

2
+ i

1√
2

)
=
√

2

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
=
√

2e
3π
4 i.

3. − 3− i = 2

(
−
√

3

2
− 1

2
i

)
= 2

(
cos−7π

6
+ i sin−7π

6

)
= 2e

−
7π

6
i
.

Маємо tgϕ =
−1

−
√

3
, але точка −

√
3−i лежить в третiй чвертi, тому беремо

не ϕ =
π

6
, а ϕ = π +

π

6
=

7π

6
;

можна взяти також ϕ = −π +
π

6
= −5π

6
.
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4. (див. Рис. 10).

−3− 2i =
√

13

(
−
√
−3√
13
− 2√

13
i

)
=

=
√

13

[
cos

(
π + acrtg

2

3

)
+ i sin

(
π + arctg

2

3

)]
=
√

13e
i
(
π+arctg

2
3

)
.

Маємо tgϕ =
−2

−3
=

2

3
, arctg

2

3
∈
(

0,
π

2

)
, але брати його аргументом ϕ

не можна, оскiльки точка −3− 2i належить до третьої чвертi, тому потрiбно

взяти ϕ = arctg
2

3
.

5. (див. Рис. 11)

√
3− i = 2

(√
3

2
− 1

2
i

)
= 2

[
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)]
= 2e

−
π

6
i
.

tgϕ =
−1√

3
, ϕ = −π

6
.

Можна це комплексне число також записати у виглядi
√

3− i = 2
[
cos
(

2π − π

6

)
+ i sin

(
2π − π

6

)]
= 2ei(2π− π

6 ).
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Зауваження 1.8. Усюди в цих прикладах до вказаних аргументiв ком-
плексних чисел можна додати 2kπ, k ∈ Z.

Нехай z1 = |z1|(cosϕ1 + i sinϕ1), z2 = |z2|(cosϕ2 + i sin(ϕ1 + ϕ2), тодi

z1z2 = |z1| |z2| [cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)] ,
z1

z2
=
|z1|
|z2|

[cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)]

Таким чином, при множеннi комплексних чисел їх аргументи до-
даються, а при дiленнi — вiднiмаються.

Це очевидно, якщо записати z1 та z2 в показниковiй формi:

z1 = |z1|eiϕ1, z2 = |z2|eiϕ2

(та вважати вiдомими дiї над eiϕ). Можна було б це перевiрити безпосередньо
для комплексних чисел в тригонометричнiй формi.

Комплекснi числа в тригонометричної формi пiдносяться до натурального
степеня за формулою Муавра:

zn = |z|n(cosnϕ+ i sinnϕ), ∀n ∈ N.

Тобто при пiднесеннi комплексного числа до натурального сте-
пеня n модуль числа пiдноситься до степеня n, а аргумент числа
множиться на n.

Це очевидно, якщо записати z в показниковiй формi z = |z|eiϕ, оскiльки
тодi

zn = |z|neinϕ = |z|n(cosnϕ+ i sinnϕ),

якщо вважати вiдомою властивiсть (eiϕ)n = einϕ. Формула Муавра легко до-
водиться i за методом математичної iндукцiї, якщо записати z в тригономе-
тричнiй формi, без переходу до показникової форми.

Приклад 1.9. Обчислити
(√

3− i
)5

, записавши вiдповiдь в алгебраїчнiй
формi.
Розв’язання.

√
3− i = 2

[
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)]
(див. вище приклад 5).

(
√

3− i)5 = 25

[
cos

(
−5π

6

)
+ i sin

(
−5π

6

)]
=

= 32
[
cos
(π

6
− π

)
+ i sin

(π
6
− π

)]
=

= −32
[
cos

π

6
+ i sin

π

6

]
= −32

[√
3

2
+

1

2
i

]
= −16

√
3− 16i.
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1.4. Корiнь n-го степеня iз комплексного числа

Означення 1.10. Якщо n ∈ N, то коренем n-го степеня iз комплексно-
го числа z називається таке комплексне число w = n

√
z, n-й степiнь якого

дорiвнює z, тобто
n
√
z = w, якщо wn = z.

Покладемо
z = r(cosϕ+ i sinϕ) 6= 0,
w = ρ(cosψ + i sinψ).

Тодi рiвнiсть wn = z має вигляд ρn(cosψ + i sinψ) = r(cosϕ + i sinϕ).
Звiдси ρ = n

√
r

(це арифметичний корiнь, тобто невiд’ємне дiйсне число,
оскiльки ρ = |w| ≥ 0 за визначенням модуля).

Далi nψ = ϕ+ 2kπ, k ∈ Z, звiдки

ψ =
ϕ+ 2kπ

n
, k ∈ Z.

При цих ψ рiзнi значення w = wk виходять при k = 0, 1, . . . , n− 1,
а при iнших k збiгаються з будь-яким зi значень w0, w1, . . . , wn−1.

Отже, iснує рiвно n рiзних значень кореня n-го степеня iз ком-
плексного числа z 6= 0, якi обчислюються за формулою

n
√
z =

{
n
√
r

(
cos

ϕ+ 2kπ

n
+ i sin

ϕ+ 2kπ

n

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1

}
=

=

{
n
√
r e

ϕ+2kπ
n , k = 0, 1, . . . , n− 1

}
.

Тут n
√
r = n

√
|z| — арифметичний корiнь iз невiд’ємного числа (дiйсне

невiд’ємне число), ϕ — аргумент комплексного числа z 6= 0.
Геометрично усi n значень wk, k = 0, 1, . . . , n− 1, кореня n-го сте-

пеня iз комплексного числа z розташовуються (при n > 2) у вер-
шинах правильного n-кутника, вписаного в коло радiуса n

√
|z| з цен-

тром на початку координат.
Таким чином, n

√
z для z ∈ C є багатозначною функцiєю.

Але при z = 0 = 0 + 0i в C за визначенням n
√
z = 0(n ∈ N), тобто має тiльки

одне значення.

Приклад 1.11. Знайти всi значення 3
√
−1 + i.

Розв’язання. Розглянемо пiдкореневий вираз комплексного числа в триго-
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нометричнiй формi (див. вище приклад 2 iз роздiлу “Тригонометрична i по-
казникова форми комплексного числа”):

−1 + i =
√

2

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
.

Тодi 3
√
−1 + i =

 6
√

2

cos

3π

4
+ 2kπ

3
+ i sin

3π

4
+ 2kπ

3

 , k ∈ 0, 1, 2

 .

Надаючи k послiдовно значення 0, 1, 2, отримаємо три рiзних значення
w0, w1, w2 для 3

√
−1 + i, а саме:

w0 =
6
√

2
(

cos
π

4
+ i sin

π

4

)
=

6
√

2

(√
2

2
+ i

√
2

2

)
,

w1 =
6
√

2

[
cos

(
π

4
+

2π

3

)
+ i sin

(
π

4
+

2π

3

)]
,

w2 =
6
√

2

[
cos

(
π

4
+

4π

3

)
+ i sin

(
π

4
+

4π

3

)]
.

Коренi n-го степеня iз 1 та −1 на комплекснiй площинi
(тобто на множинi C).

I) Знайдемо спочатку корiнь n-го степеня на C iз 1.
Оскiльки 1 = 1 + 0 · i, r = |1| = 1, ϕ = 0, то

n
√

1 = n
√

1 + 0 · i =

{
cos

2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
= ei

2kπ
n , k = 0, 1, . . . , n− 1

}
.

Це усi рiзнi коренi рiвняння zn − 1 = 0.
Вони розташованi (при n > 2) у вершинах правильного n-кутника, вписаного
в коло радiуса 1.

Тому рiвняння zn − 1 = 0 має назву рiвняння дiлення кола (одиничного).
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Зауваження 1.12. При n непарному серед цих n коренiв є один дiйсний
корiнь, який дорiвнює 1. Його отримують при k = 0.
При n парному серед цих n коренiв є два дiйсних кореня: 1 та −1.

Приклади.
1. (див. Рис. 13)

3
√

1 = 3
√

1 + 0 · i =

{
cos

2kπ

3
+ i sin

2kπ

3
= ei

2kπ
3 = wk, k = 0, 1, 2

}
w0 = cos 0 + i sin 0 = 1,

w1 = cos
2π

3
+ i sin

2π

3
= −1

2
+ i

√
3

2
, w2 = cos

4π

3
+ i sin

4π

3
= −1

2
− i
√

3

2
.

2. (див. Рис. 14)

4
√

1 = 4
√

1 + 0 · i =

{
cos

kπ

2
+ i sin

kπ

2
= ei

kπ
2 , k = 0, 1, 2, 3

}
w0 = cos 0 + i sin 0 = 1, w1 = cos

π

2
+ i sin

π

2
= ei

π
2 = i,

w2 = cosπ + i sin π = eiπ = −1, w3 = cos
3π

2
+ i sin

3π

2
= ei

3π
2 = −i.

II) Тепер знайдемо корiнь n-го степеня на комплекснiй площинi C iз −1.

Оскiльки −1 = −1 + 0 · i, r = |1| = 1, ϕ = π, то

n
√
−1 =

{
cos

π + 2kπ

n
+ i sin

π + 2kπ

n
, k = 0, 1, . . . , n− 1

}
.
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Приклад 1.13. Знайти всi значення 6
√
−64.

Розв’язання. Тут z = −64, z = |z| = 64, 6
√
|z| = 6

√
64 = 2, ϕ = π;

wk = 2

(
cos

π + 2kπ

6
+ i sin

π + 2kπ

6

)
= 2

(
cos

(1 + 2k)π

6
+ i sin

(1 + 2k)π

6

)
, k = 0, 1, . . . , 5 (див. Рис. 15).

w0 = 2
(

cos
π

6
+ i sin

π

6

)
=
√

3 + i, w1 = 2
(

cos
π

2
+ i sin

π

2

)
= 2i,

w2 = 2

(
cos

5π

6
+ i sin

5π

6

)
= −
√

3 + i,

w3 = 2

(
cos

7π

6
+ i sin

7π

6

)
= −
√

3− i,

w4 = 2

(
cos

3π

6
+ i sin

3π

6

)
= −2i, w5 = 2

(
cos

3π

2
+ i sin

3π

2

)
=
√

3− i.

Корiнь квадратний iз комплексного числа
Нехай z 6= 0. Розглянемо

√
z =

{√
|z|
(

cos
ϕ+ 2kπ

2
+ i sin

ϕ+ 2kπ

2

)
, k = 0, 1

}
=

=
{√
|z|
[
cos
(ϕ

2
+ kπ

)
+ i sin

(ϕ
2

+ kπ
)]
, k = 0, 1

}
=

=

{√
|z| ei

(ϕ
2 + kπ

)
, k = 0, 1

}
= wk,

де w0 =
√
|z|
(
cos ϕ

2 + i sin ϕ
2

)
,

w1 =
√
|z|
[
cos
(
ϕ
2 + π

)
+ i sin

(
ϕ
2 + π

)]
= −

√
|z|
(
cos ϕ

2 + i sin ϕ
2

)
= −w0.
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Отже, корiнь квадратний на комплекснiй площинi C iз числа
z 6= 0 має два значення протилежного знаку, тобто симетричнi
вiдносно початку координат:

√
z = ±

√
|z|
(

cos
ϕ

2
+ i sin

ϕ

2

)
±
√
|z| e

iϕ
2 (1.7)

(тут
√
|z| = 4

√
x2 + y2 — арифметичний корiнь).

Функцiї cos ϕ
2 та sin ϕ

2 можна знаходити за формулами∣∣∣cos
ϕ

2

∣∣∣ =

√
1

2
(1 + cosϕ),

∣∣∣sin ϕ
2

∣∣∣ =

√
1

2
(1− cosϕ).

Приклади.

1) Знайти та зобразити графiчно обидва значення
√

2− 2
√

3i.
Розв’язання. Маємо z = 2− 2

√
3. Тодi

|z| =
√

4 + 12 = 4,
√
|z| = 2,

tgϕ =
−2
√

3

2
= −
√

3, ϕ = −π
3

(див. Рис. 16);

√
2− 2

√
3 i = ±2

(
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

))
=

±2

(√
3

2
− 1

2
i

)
= ±

(√
3− i

)
(див. Рис. 17).

Перевiрка:
(√

3− i
)2

= 3− 2
√

3 i+ i2 = 2− 2
√

3 i.

Вiдповiдь: {
√

3− i, −
√

3 + i}.
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2) Знайти обидва значення
√

1 + 2
√

2i.
Розв’язання.

1-й спосiб. Нехай z = 1 + 2i. Тодi

|z| =
√

5, cosϕ =
1√
5
.

Оскiльки ϕ ∈
(

0,
π

2

)
, то

cos
ϕ

2
=

√
1

2
(1 + cosϕ) =

√
1

2
+

(
1 +

1√
5

)
=

√
1

2
· 1 +

√
5√

5
=

1
4
√

5

√
1 +
√

5

2
,

sin
ϕ

2
=

√
1

2
(1− cosϕ) =

√
1

2

(
1− 1√

5

)
=

1
4
√

5

√
−1 +

√
5

2
,

√
1 + 2i = ± 4

√
5
(

cos
ϕ

2
+ i sin

ϕ

2

)
= ±

√1 +
√

5

2
+ i

√
−1 +

√
5

2

 .

2-й спосiб. Нехай
√

1 + 2i = x+ iy, де x, y ∈ R. Тодi

(x+ iy)2 = 1 + 2i,
x2 + 2ixy − y2 = 1 + 2i,{

x2 − y2 = 1,
xy = 1,

x = 0 не пiдходить. Iз системи отримуємо, що

y =
1

x
, x2 − 1

x2
= 1,

звiдки

x4 − x2 − 1 = 0,

x2 =
1±
√

5

2
.



Комплекснi числа 23

Знак «-» не пiдходить, оскiльки x2 ≥ 0 для x ∈ R. Тодi

x2 =
1 +
√

5

2
, x = ±

√
1 +
√

5

2
,

y =
1

x
= ±

√
2

1 +
√

5
= ±

√
2(
√

5− 1)

(
√

5 + 1)(
√

5− 1)
= ±

√
2(
√

5− 1)

4
=

= ±

√
−1 +

√
5

2
.

i отримуємо таку ж саме вiдповiдь.

Зауваження 1.14. Точка осi Ox, яка вiдповiдає дiйсному числу x ∈ R,
являє собою на комплекснiй площинi комплексне число

z = x+ 0 · i.

Тодi на C для таких чисел за формулою (1.3) отримуємо:
а) при x > 0

√
z = ±

√
|x| (cos 0 + i sin 0) = ±

√
x, де

√
x – арифметичний корiнь;

б) при x < 0
√
z = ±

√
|z|
(

cos
π

2
+ i sin

π

2

)
= ±
√
−x,

де
√
−x – арифметичний корiнь.

Наприклад:
а) x = 4, z = 4 + 0 · i,

√
z = ±2;

б) x = −4, z = −4 + 0 · i,
√
z = ±2i.

Дiйсне число 0 ∈ R являє собою на C комплексне число

z = 0 + 0 cot i = (0, 0),

хоча зазвичай пишуть z = 0. При цьому, за означенням,
√
z =
√

0 + 0 · i = 0.
Отже,

√
z на C має тiльки при z = 0 одне значення, а за всiх iнших z ∈

C\{0}
√
z має два значення.
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1.5. Розв’язки квадратних рiвнянь az2 + bz + c = 0 з дiйсними
коефiцiєнтами a(a 6= 0), b, c та комплексною змiнною z

Отримаємо формули для коренiв цього рiвняння. Помножимо обидвi його
частини на 4a та видiлимо повний квадрат:

4a2z2 + 4abz + 4ac = 0,
(2az + b)2 = b2 − 4ac, тобто (2az + b)2 = D,

де дискримiнант D = b2 − 4ac, D ∈ R.

При D = 0 рiвняння має кратний корiнь z = − b

2a
.

Нехай D 6= 0. Тодi треба застосувати квадратний корiнь на комплекснiй
площинi C до дiйсного числа D, тобто 2az + b =

√
D + 0 · i.

Вiдповiдно до зауваження 1.5, де роль x тепер грає D,
при D > 0 отримуємо 2az + b = ±

√
D (

√
D – арифметичний корiнь),

при D < 0 2az + b = ±i
√
−D (

√
−D – арифметичний корiнь).

Таким чином, якщо D > 0 вихiдне рiвняння має два дiйсних кореня

z1,2 = − b

2a
±
√
D

2a
,

якщо D < 0 маємо два комплексно спряжених кореня z1,2 = − b

2a
± i
√
D

2a
.

Приклади. Розв’язати рiвняння
1) 3z2 + 2z + 1 = 0.

Вiдповiдь можна записати вiдразу за формулою, але зазвичай пишуть, не
обчислюючи окремо дискримiнант D:

z1,2 =
−2 +

√
4− 12

6
=
−2 +

√
−8

6
=
−2± 2i

√
2

6
= −1

3
±
√

2

3
i.

2) z2 + 3z + 3 = 0.
Зазвичай D окремо не обчислюють, а пишуть

z1,2 =
−3 +

√
9− 12

2
=
−3 +

√
−3

2
=
−3± i

√
3

2
;

z1 = −3

2
+

√
3

2
i; z2 = −3

2
−
√

3

2
i.

3) z2 + z + 1 = 0.

z1,2 =
−1 +

√
1− 4

2
= −1

2
± i
√

3

2
.

Аналогiчно розв’язуються алгебраїчнi рiвняння з комплексними коефiцi-
єнтами.
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Приклад 1.15. Розв’язати рiвняння z2 − 8z − 3iz + 13 + 13i = 0.
Розв’язання. Маємо

z1,2 =
1

2

(
8 + 3i+

√
(8 + 3i)2 − 4(13 + 13i)

)
=

=
1

2

(
8 + 3i+

√
64 + 48i− 9− 52− 52i

)
=

1

2

(
8 + 3i+

√
3− 4i

)
.

Нехай
√

3− 4i = x+ iy (x, y ∈ R). Тодi

x2 + 2ixy − y2 = 3− 4i,

{
x2 − y2 = 3,
xy = −2,

y = −2

x
, x2 − 4

x2
= 3,

x4 − 3x2 − 4 = 0,

x2 =
3±
√

9 + 16

2
=

3± 5

2
.

Рiвняння x2 = −1 не має розв’язкiв в R. Залишається

x2 = 4.

Тодi x = ±2, y = ∓1, √
3− 4i = ±(2− i).

Таким чином,

z1 =
1

2
(8 + 3i+ 2− i) = 5 + i, z2 =

1

2
(8 + 3i− 2 + i) = 3 + 2i.

(коренi рiвнянь з комплексними коефiцiєнтами можуть бути не спряженими).

Наприкiнцi наведемо основну теорему алгебри

Теорема 1.16. Будь-яке алгебраїчне рiвняння з комплексними коефiцiєн-
тами має хоча б один комплексний корiнь.
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2. Функцiї комплексної змiнної, диференцiювання

2.1. Диференцiйованiсть функцiї комплексної змiнної

Множина G ⊂ C називається областю, якщо вона вiдкрита i
зв’язна; тобто будь-якi двi точки iз G можна з’єднати кривою,
що належить цiй множинi.

Означення 2.1. Функцiєю комплексної змiнної (ФКЗ) називається
вiдображення iз множини G ⊂ C в множину G1 ⊂ C, тобто

∀z ∈ G ∃! w ∈ G1 : w = f(z).

Задати комплексну функцiю w = f(z) еквiвалентно заданню двох дiйсних
функцiй вiд двох дiйсних змiнних{

u = Rew = u(x, y),
v = Imw = v(x, y),

(f(z) = u(x, y) + iv(x, y)).

Функцiя f(z) називається неперервною в точцi z0, якщо

lim
z→z0

f(z) = f(z0.)

Зауваження 2.2. 1) Функцiя f(x) буде неперервною в точцi z0, якщо
обидвi функцiї u(x, y) та v(x, y) будуть неперервними в точцi z0.

2) Властивостi неперервних функцiй залишаються тими ж, що i для
функцiй дiйсної змiнної.

Перейдемо до означення похiдної.

Означення 2.3. Похiдною функцiї комплексної змiнної (ФКЗ) на-
зивають вираз

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
,

(
f ′(z0 = lim

∆z→0

∆f(z0)

∆z

)
.

Якщо похiдна функцiї f(z) iснує в точцi z0 (∃f ′(z0)), то функцiя f(z)
називається диференцiйованою в цiй точцi.

Теорема 2.4. Якщо функцiя f(z) = u(x, y) + iv(x, y) — диференцiйована
в точцi z0 = x0 + iy0, то

∃ ∂u(x0, y0)

∂x
,
∂u(x0, y0)

∂y
,

∂v(x0, y0)

∂x
,
∂v(x0, y0)

∂y
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i виконуються рiвностi

∂u(x0, y0)

∂x
=
∂v(x0, y0)

∂y
;

∂u(x0, y0)

∂y
= −∂v(x0, y0)

∂x
,

якi називаються рiвняннями Кошi-Рiмана (Ейлера-Даламбера).

Доведення. Оскiльки границя не залежить вiд того, як ∆z → 0, то вiзьме-
мо спочатку ∆z = ∆x. Тодi для функцiї f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

f ′(z0) = lim
∆z→0

∆f(z0)

∆z
= lim

∆x→0

∆u

∆x
+ i lim

∆x→0

∆v

∆x
=
∂u(x0, y0)

∂x
+ i

∂v(x0, y0)

∂x
.

Далi вiзьмемо ∆z = i∆y. Тодi

f ′(z0) = lim
∆y→0

∆u

i∆y
+ i lim

∆y→0

∆v

i∆y
= −i∂u(x0, y0)

∂y
+
∂v(x0, y0)

∂y
.

Отже,
∂u(x0, y0)

∂x
+ i

∂v(x0, y0)

∂x
= −i∂u(x0, y0)

∂y
+
∂v(x0, y0)

∂y
.

Теорему доведено.

Дорiвнюючи дiйснi та уявнi частини, отримаємо рiвняння Кошi-
Рiмана.

Справедлива i обернена теорема.

Теорема 2.5. Якщо в точцi (x0, y0) функцiї u(x, y) та v(x, y) диференцi-
йованi та задовольняють рiвнянням Кошi-Рiмана, то функцiя f(x) дифе-
ренцiйована в точцi z0.

Приклад 2.6. f(z) = zn, n ∈ N
Ця функцiя диференцiйована в будь-якiй точцi i її похiдна дорiвнює

f ′(z) = nzn−1 (доводиться так само, як i для дiйсної змiнної).

Приклад 2.7. f(z) = z̄ = x− iy
Ця функцiя f(z) = u(x, y) + iv(x, y) = x − iy не є диференцiйованою,

оскiльки не виконуються одне iз рiвнянь Кошi-Рiмана:

∂u

∂x
=
∂x

∂x
= 1,

∂v

∂y
=
∂(−y)

∂y
= −1, тобто

∂u

∂x
6= ∂v

∂y
.

Властивостi похiдних
(такi ж, як i для функцiй дiйсної змiнної):

1. (λf(z) + µg(z))′ = λf ′(z) + µg′(z),
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2. (f(z)g(z))′ = f ′(z)g(z) + f(z)g′(z),

3.
(
f(z)

g(z)

)′
=
f ′(z)g(z)− f(z)g′(z)

g2(z)
, g(z) 6= 0,

4. (f(ϕ(z)))′ = f ′(ϕ(z)) · ϕ′(z),

5. якщо функцiя f(z) має обернену функцiю g(w) та iснує f ′(z) 6= 0, то

∃ g′(w) =
1

f ′(z)
.

Означення 2.8. Якщо функцiя f(z) диференцiйована в кожнiй точцi
областi G, то вона називається аналiтичною в областi G.

Зауваження 2.9. 1) Для аналiтичних функцiй виконуються арифме-
тичнi властивостi похiдних; суперпозицiя аналiтичних функцiй також є ана-
лiтичною функцiєю.

2) Аналiтична функцiя має похiднi будь-якого порядку (буде доведено
пiзнiше).

3) Аналiтичну функцiю можна розвинути в степеневий ряд.

Приклади аналiтичних функцiй.
1) многочлени — аналiтичнi функцiї на всiй площинi C;

2) рацiональнi функцiї
P (z)

Q(z)
при z, якi не дорiвнюють кореням зна-

менника;

3) показникова функцiя ez =
∞∑
n=0

zn

n!
— аналiтична на всiй площинi C;

4) гiперболiчнi функцiї ch z =
ez + e−z

2
; sh z =

ez − e−z

2
;

5) тригонометричнi функцiї

cos z =
∞∑
0

(−1)nz2n

(2n)!
; sin z =

∞∑
n=1

(−1)n−1z2n−1

(2n− 1)!
.

Цi функцiї є аналiтичними на всiй комплекснiй площинi C.

Похiднi цих функцiй обчислюються за тими самими формулами,
що i для дiйсного аргументу.

(ez)′ = ez, (zn)′ = nzn−1,

(sin z)′ = cos z, (cos z)′ = − sin z, (sh z)′ = ch z, (ch z)′ = sh z, . . .
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Теорема 2.10. Якщо функцiя f(z) = u(x, y)+iv(x, y) є аналiтичною фун-
кцiєю в областi G, то функцiї u(x, y) та v(x, y) є гармонiчними функцiями,
тобто задовольняють рiвнянням

∆u(x, y) =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 та ∆v(x, y) =

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0.

Доведення. Розглянемо рiвняння Кошi-Рiмана
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

Якщо знайти частинну похiдну першого рiвняння по x, а другого — по y i
додати їх, отримаємо

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
=

∂2v

∂x∂y
− ∂2v

∂y∂x
= 0.

Аналогiчно, якщо знайти частинну похiдну першого рiвняння по y, а другого
— по x та вiдняти їх, отримаємо рiвняння Лапласа для v(x, y).

Теорему доведено.

Зауваження 2.11. Рiвняння ∆u(x, y) = 0 називається рiвнянням Ла-
пласа та часто зустрiчається в рiзних застосуваннях.

Лема 2.12. Якщо u(x, y) — гармонiчна функцiя в областi G, то iснує
гармонiчна функцiя

v(x, y) =

(x,y)∫
(x0,y0)

(
−∂u
∂y

)
dx+

∂u

∂x
dy

така, що функцiя f(z) = u(x, y) + iv(x, y) буде аналiтичною в областi G,
(x0, y0) ∈ G.

Дана лема випливає iз формули Грiна.

Лема 2.13. Якщо v(x, y) — гармонiчна функцiя в областi G, то iснує
гармонiчна функцiя

u(x, y) =

(x,y)∫
(x0,y0)

∂v

∂y
dx− ∂v

∂x
dy

така, що функцiя f(z) = u(x, y) + iv(x, y) буде аналiтичною в областi G.
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Функцiї u(x, y) та v(x, y) називаються спряженими гармонiчними
функцiями. Вони визначаються з точнiстю до сталої.

Приклад 2.14. Знайти за функцiєю u(x, y) = Re f(z) = x2− y2 фун-
кцiю v(x, y) = Im f(z), а також f(z), f ′(z).

Розв’язання. Функцiя u(x, y) = x2 − y2 — гармонiчна в C:

∆u(x, y) =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 2− 2 = 0.

Тодi за лемою

v(x, y) =

(x,y)∫
(x0,y0)

(
−∂u
∂y

)
dx+

∂u

∂x
dy =

(x,y)∫
(0,0)

2ydx+ 2xdy = 2

(x,y)∫
(0,0)

d(xy) = 2xy.

Отже, функцiя
f(z) = x2 − y2 + 2ixy

аналiтична на всiй площинi C. Неважко бачити, що

f(z) = z2 (z = x+ iy),
f ′(z) = 2z.

Приклад 2.15. Знайти за функцiєю v(x, y) = Im f(z) = y2 − x2

спряжену функцiю u(x, y) = Re f(z), а також f(z), f ′(z).

Розв’язання. Функцiя v(x, y) = y2 − x2 — гармонiчна в C:

∆v(x, y) =
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 2− 2 = 0.

Тодi

u(x, y) =

(x,y)∫
(x0,y0)

∂v

∂y
dx− ∂v

∂x
dy =

(x,y)∫
(0,0)

2ydx+ 2xdy = 2

(x,y)∫
(0,0)

d(xy) = 2xy.

Отже, функцiя f(z) = 2xy + i(y2 − x2) — аналiтична на всiй площинi C.
Неважко бачити, що

f(z) = −iz2 (z = x+ iy),
f ′(z) = −2iz.
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Приклад 2.16. Знайти за функцiєю v(x, y) = Im f(z) = 6x2y2 − y4 −
x4

спряжену функцiю u(x, y) = Re f(z), а також f(z), f ′(z).

Розв’язання. Функцiя v(x, y) = 6x2y2 − y4 − x4 — гармонiчна в C:

∆v(x, y) =
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 12y2 − 12x2 + 12x2 − 12y2 = 0,

∂v

∂x
= 12xy2 − 4x3,

∂v

∂y
= 12x2y − 4y3.

Тодi

u(x, y) =

(x,y)∫
(0,0)

(12x2y − 4y3)dx− (12xy2 − 4x3)dy =

=

(x,y)∫
(0,0)

12x2ydx+ 4x3dy − 4y3dx− 12xy2dy =

=

(x,y)∫
(0,0)

d(4x3y − 4xy3) = 4x3y − 4xy3.

Отже, f(z) = 4xy
(
x2 − y2

)
+ i
(
6x2y2 − y4 − x4

)
.

Перевiрити, що
f(z) = −i · z4 (z = x+ iy),

f(z) = −4iz3.

2.2. Конформнi вiдображення

Нехай w = f(z) — аналiтична функцiя i f ′(z) 6= 0.
За означенням похiдної

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
= lim

z→z0

∆w

∆z

маємо, що

∆w = f ′(z0)∆z + ō(∆z), ∆z → 0, тобто
∆w ≈ f ′(z0)∆z, ∆z → 0.

Якщо записати добуток в тригонометричнiй формi, прийнявши
f ′(z0)− r0(cosϕ0 + i sinϕ0),

∆z = r(cosϕ0 + i sinϕ0),
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то отримаємо

f ′(z0)∆z = r · r0(cos(ϕ+ ϕ0) + i sin(ϕ+ ϕ0)).

Таким чином, аналiтична функцiя в околi z0 дiє як розтягнення при
r0 > 1 (стиснення при r0 < 1) даного околу в r0 раз та поворот йо-
го навколо точки f(z0) на кут ϕ0. При цьому зберiгаються кути мiж
гладкими кривими, якi проходять через точку w0 = f(z0):

Означення 2.17. Вiдображення, яке зберiгає кути мiж кривими iз ло-
кально сталим розтягненням (стисненням), називається конформним.

Ми побачили, що аналiтична функцiя з ненульовою похiдною здiй-
снює конформне вiдображення.

Правильним є i зворотне твердження: якщо є конформне вiдображен-
ня областi на область, то iснує аналiтична функцiя, яка здiйснює
це вiдображення.

Означення 2.18. Вiдображення w = f(z) : D → G називають одноли-
стним, якщо двi рiзнi точки областi переходять у двi рiзнi точки областi
G:

∀z1 6= z2 ⇒ w1 6= w2.

Означення 2.19. Однолистне вiдображення w = f(z) називають кон-
формним у точцi z довiльної кривої, що проходить через цю точку, якщо
∃f ′(z) 6= 0, тобто кут, на який повертається крива в точцi z (arg f ′(z)), та ко-
ефiцiєнт розтягнення (|f ′(z)|) у цiй точцi не залежать вiд вигляду та напряму
кривої.
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Означення 2.20. Вiдображення w = f(z) називають конформним в
областi, якщо воно конформне в кожнiй точцi цiєї областi.

При цьому для конформностi в областi достатньо, щоб функцiя w = f(z)
була там аналiтичною, а її похiдна не оберталася в нуль.

В рiзних застосуваннях часто використовують конформнi вiдображення.
Розглянемо приклади конформних вiдображень.

Лiнiйна функцiя

Лiнiйна функцiя w − az + b, де a, b ∈ C, a 6= 0, визначена в C, а якщо
покласти w(∞) =∞, то — на розширенiй комплекснiй площинi C.

Ця функцiя є однолистною в C, що випливає iз рiвностi

w1 − w − 2 = a(z1 − z2),

оскiльки при a 6= 0 iз умови z1 6= z2 випливає w1 6= w2.

Функцiя w = az + b є аналiтичною в C (w′(z) = (az + b)′ = a).

Таким чином, лiнiйне вiдображення є конформним на всiй розши-
ренiй площинi C.

З’ясуємо геометричний сенс лiнiйного вiдображення на комплекснiй
площинi. Для цього розглянемо параметр a в показниковiй формi:

a = |a|eiα

i розглянемо наступнi окремi випадки вiдображення як складовi:

1) w1 = |a| · z,
2) w2 = eiα · w1,

3) w = w2 + b.

Першому iз цих вiдображень w1 = |a| · z вiдповiдає змiна довжини
радiуса-вектору будь-якої точки в a раз, а саме:

розтягнення, якщо |a| > 1, або стиснення при |a| < 1. Це випливає iз
спiввiдношень

|w1| = |a| · |z|, argw1 = arg z.

Для другого вiдображення w2 = eiα · w1 iз спiввiдношень

|w2| = |eiα| · |w1| = |w1|,
argw2 = argw1 + α
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отримуємо, що воно визначає перетворення повороту — радiус-вектор
будь-якої точки w1 повертається вiдносно початку координат
на кут α за годинниковою стрiлкою, якщо α > 0, i проти —
якщо α < 0.

Геометричний змiст третього вiдображення w = w2 + b ми отримуємо
iз геометричного змiсту операцiї додавання комплексних чисел як векторiв,
або, що те ж саме, iз спiввiдношень

Rew = Rew2 + Re b; Imw = Imw2 + Im b.

Вiдображення w = w2 + b є паралельне переносення радiус-вектору
будь-якої точки w2 в напряму вектору b на його величину.

На наведеному нижче рисунку проiлюстрованi операцiї, якi вiдповiдають
усiм розглянутим вiдображенням.

Якщо представити лiнiйне вiдображення w = az + b як суперпозицiю роз-
глянутих вiдображень, можна сформулювати наступнi твердження.

Твердження 2.21. Вiдображення w = az + b геометрично зводиться
до послiдовного виконання над радiусом-вектором будь-якої точки z площи-
ни наступних операцiй: розтягненню (стисненню) в |a| раз, повороту
на кут a = arg a i змiщенню (зсуву, паралельному перенесенню) в
напрямку вектору b на величину |b|.

Твердження 2.22. Вiдображення w = az + b змiнює лiнiйнi розмiри
будь-якої фiгури площини в |a| раз (гомотететiя — подiбнiсть з центром
на початку координат i коефiцiєнтом подiбностi k = |a|), повертає цю
фiгуру на кут α = arg a навколо початку координат i змiщує її в напрямку
вектору b на его величину.

Твердження 2.23. Лiнiйне вiдображення має кругову властивiсть,
тобто вiдображає кола площини z в кола площини w (i навпаки, при
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цьому центр кола вiдображається в центр її образу); прямi вiдображає в
прямi.

Дробово-лiнiйна функцiя

Означення 2.24. Дробово-лiнiйною функцiєю називають функцiю ви-
гляду

f(z) =
az + b

cz + d
, де a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0.

Вважаємо c 6= 0, оскiльки при c = 0 отримуємо лiнiйну функцiю, i ad −
bc 6= 0, iнакше, в силу пропорцiйностi чисельника i знаменника одержимо,
що f(z) ≡ const.

Будемо також позначати w =
az + b

cz + d
, де w = f(z).

Функцiя визначена в C \
{
−d
c

}
. Якщо покласти

f

{
−d
c

}
= lim

z→−
{
−dc

} f(z) =∞ та f(∞) = lim
z→∞

f(z) =
a

c
,

то отримаємо функцiю, яка визначена на всiй розширенiй комплекснiй пло-
щинi C.

Дробово-лiнiйне вiдображення є конформним на всiй розширенiй
площинi C.
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Розглянемо геометричнi властивостi дрiбно-лiнiйного вiдображення.
Видiляючи цiлу частину дробу, отримуємо

w =
az + b

cz + d
=
a

c
· cz + d

cz + d
− 1

c
· ad

cz + d
+

b

cz + d
=
a

c
+

bc− ad
(cz + d)c

.

Отже,

w =
a

c
+

bc− ad
(cz + d)c

.

Нехай A =
a

c
, B =

bc− ad
c

. Тодi маємо

w = A+
B

cz + d
,

iз чого випливає, що дрiбно-лiнiйне вiдображення є суперпозицєю лiнiйного

вiдображення i вiдображення вигляду
1

z
. Дiйсно, можна записати ланцюжок

складових
w̃ = cz + d,

˜̃w =
1

w̃
,

w = A+B ˜̃w.

Спочатку розглянемо найпростiше дробово-лiнiйне вiдображення

w =
1

z

(a = d = 0, b = c = 1). Його також можна записати у виглядi бiльш простих
для дослiдження складових

w1 =
1

z̄
,

w = w̄1.

Особливiсть першого вiдображення w1 =
1

z̄
полягає у спiввiдношеннях

|w1| =
1

|z̄|
, argw1 = − arg z̄,

якi, враховуючи, що

|z̄| = |z| i arg z̄ = − arg z,

можна переписати у виглядi

|w1| · |z| = 1, argw1 = arg z.
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Геометрично цi спiввiдношення означають, що точки w1 i z розташованi
на одному променi, а добуток довжин їх радiусiв-векторiв дорiвнює одиницi.

Точки, що мають таку властивiсть, називаються точками, симетри-
чними (або спряженими) вiдносно окружностi одиничного радiуса
з центром на початку координат.

Функцiя
1

z̄
вiдображає будь-яку точку, яка лежить всерединi одиничного

круга, в точку, яка лежить поза одиничним кругом, оскiльки iз |z| < 1 ви-

пливає |w1| =
1

|z|
> 1 i навпаки.

Отже, функцiя
1

z̄
переводить внутрiшнiсть одиничного кола в зовнiшнiсть,

i навпаки.
Перетворення такого виду називається iнверсiєю вiдносно оди-

ничного кола.

Зауваження 2.25. Для побудови точки w1 по заданiй точцi z, |z| < 1,
потрiбно спочатку провести промiнь iз центра кола |z| = 1, а потiм до цього
променю в точцi вiдновити перпендикуляр i провести дотичну до кола в точцi
її перетину з перпендикуляром. Точкою перетину дотичної i променю буде w1.
Очевидно, проводячи побудову в зворотному порядку, можна побудувати по
точцi, що лежить поза колом (на рисунку точка w1), симетричну вiдносно
кола точку z, яка буде розташована всерединi круга.

Друга складова вiдображення w =
1

z
— це функцiя w = w1: геометрично

це симетрiя вiдносно дiйсної осi (див. рисунок вище).

Результат наведених мiркувань запишемо у виглядi наступних тверджень.
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Твердження 2.26. Вiдображення w =
1

z
геометрично зводиться до по-

будови iнверсiї вiдносно кола |z| = 1 i симетрiї вiдносно дiйсної осi.

Твердження 2.27. Дробово-лiнiйне вiдображення w =
az + b

cz + d
геометри-

чно зводиться до перетворень розтягнення (стиснення), повороту,
зсуву (лiнiйне вiдображення), симетрiї вiдносно кола |z| = 1 i симе-
трiї вiдносно дiйсної осi.

Твердження 2.28. При дробово-лiнiйному вiдображеннi узагальненi
кола (тобто кола або прямi) переходять в узагальненi кола.

Доведення. Рiвняння узагальненого кола має вигляд

A
(
x2 + y2

)
+Bx+ Cy +D = 0,

при A = 0 отримуємо пряму.
Оскiльки

z =
1

w
=

1

u+ iv
=

u− iv
u2 + v2

, то x =
u

u2 + v2
, y = − v

u2 + v2
.

Пiдставивши цi рiвностi в рiвняння кола, отримаємо

A
u2 + v2

(u2 + v2)2 +B
u

u2 + v2
− C v

u2 + v2
+D = 0

або
A+Bu+ Cv +D

(
u2 + v2

)
= 0,

тобто отримали рiвняння узагальненого кола.

При цьому iз формул вище для функцiї w =
1

z
отримуємо:

— якщо коло проходило через початок координат, то воно перейде
в пряму (D = 0),
— i навпаки, пряма перейде в коло, яке пройде через початок коор-
динат (A = 0).

Для вiдображення w =
1

cz + d
роль точки z = 0, очевидно, грає z = −d

c
.

Твердження доведено.

Твердження 2.29. (кругова властивiсть дробово-лiнiйного вiд-
ображення):

Кола i прямi, якi не проходять через особливу точку z = −d
c
, вiдобра-

жаються при дробово-лiнiйному вiдображеннi в кола, а кола i прямi, якi
проходять через цю точку, — в прямi.
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Приклад 2.30. Розглянемо вiдображення w =
2

z
.

Треба знайти образи
а) кiл x2 + y2 − 2x = 0 i (x− 1)2 + y2 = 4,
б) прямих x = 0, x = 1 i смуги 0 < Re z < 1:

Розв’язання. Для знаходження образа даної областi треба:
1. Записати рiвняння межi заданої областi.
2. Знайти образ межi заданої областi.
3. Вибрати довiльну внутрiшню точку заданої областi i знайти її
образ при заданому вiдображеннi. Область, якiй належить отри-
мана точка, є шуканим образом заданої областi.

Дробово-лiнiйне вiдображення w =
az + b

cz + d
розглядається, як зазначено

вище, при c 6= 0, тому можна записати

w =

a

c
z +

b

c

z +
d

c

або w =
a1z + b1

z + d1
,

тобто воно визначається трьома параметрами. Отже, для задання дробово-
лiнiйного вiдображення достатньо задати три умови, наприклад, вiдповiд-
нiсть трьох пар точок. При цьому, оскiльки вiдображення розглядається
на C, одна iз точок може бути нескiнченно вiддаленою.

Теорема 2.31. (умови, якi визначають дробово-лiнiйне вiдобра-
ження):
Якими би не були три рiзнi точки z1, z2, z3 площини z i три рiзнi то-
чки w1, w2, w3 площини w, iснує єдине дробово-лiнiйне вiдображення w =
az + b

cz + d
таке, що w(zk) = wk, k = 1, 2, 3.
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При цьому справедливе спiввiдношення

w − w1

w − w2
· w3 − w2

w3 − w1
=
z − z1

z − z2
· z3 − z2

z3 − z1
.

Зауваження 2.32. 1) Якщо одна iз точок zk або wk (k = 1, 2, 3) є нескiн-
ченно вiддалена точка, то в виписанiй рiвностi вiдповiдна рiзниця замiнює-
ться одиницею.

2) Будь-яке дробово-лiнiйне вiдображення, яке переводить точку z1 в нуль
i z2 в нескiнченно вiддалену точку, має вид (що випливає iз формули вище)

w = A
z − z1

z − z2
.

Зауваження 2.33. Точки z i z∗ називаються симетричними вiдносно
кола |z − z0| = R, якщо вони лежать на одному променi, який виходить iз
центра кола, i добуток їх вiдстаней вiд центра кола дорiвнює квадрату її
радiуса, тобто справедлива рiвнiсть

|z − z0| · |z∗ − z0| = R2.

Точкою, симетричною точцi z0 — центру кола, очевидно, є нескiнченно
вiддалена точка.

Твердження 2.34. 1) Дробово-лiнiйне вiдображення переводить будь-
якi двi точки, симетричнi вiдносно кола розширеної комплексної площини,
в точки, симетричнi вiдносно образу цього кола при даному вiдображеннi.
Ця властивiсть називається властивiстю збереження симетричних
точок.

2) Точки, симетричнi межi областi (кола або прямiй), при дробово-
лiнiйному вiдображеннi переходять в точки, симетричнi вiдносно її образа
при цьому вiдображеннi.

Приклад 2.35. w =
z − i
z + i

— це аналiтична функцiя при z 6= −i,

f ′(z) =

(
z − i
z + i

)′
=
z + i− (z − i)

(z + i)2
=

2i

(z + i)2
6= 0.

При z = x ∈ R маємо, що
∣∣∣∣x− ix+ i

∣∣∣∣ = 1, тобто дiйсна ось переходить на коло

|w| = 1, а верхня напiвплощина Im z > 0 конформно переходить на круг
|w| < 1.
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Твердження 2.36. 1). Будь-яке дробово-лiнiйне вiдображення напiвпло-
щини Im z > 0 на круг |w| < 1 має вигляд

w = eiα · z − z0

z − z0
, |z0| < 1, α ∈ R.

2). Будь-яке дробово-лiнiйне вiдображення круга |z| < 1 на круг |w| < 1
має вигляд

w = eiα · z − z0

1− z · z0
, |z| < 1, α ∈ R.

Елементарнi аналiтичнi функцiї та їх оберненi

1. f(z) = zn (n ∈ N, n ≥ 2) — степенева функцiя.
Оскiльки у тригонометричнiй формi ми можемо записати за формулою

Муавра
zn = rn(cosϕ+ i sinϕ),

то на всiй комплекснiй площинi це не буде бiєкцiєю, тобто вiдображення
не є однолистним. Але при

ϕ ∈
(

2kπ

n
;

2(k + 1)π

n

)
, k = 0, n− 1,

ця функцiя вже буде бiєкцiєю, а це означає, що iснує обернена функцiя

z = n
√
w.

Вона також буде аналiтичною при w 6= 0 i також вiдображає комплексну

площину без дiйсної осi на сектор 0 < ϕ <
2π

k
.

При вiдображеннi f(z) = zn збiльшуються в n раз кути мiж будь-
якими прямими, що проходять через початок координат. Тому
вiдображенням f(z) = zn користуються, якщо потрiбно збiльши-
ти кути при переходi вiд прообразу до образу.

При вiдображеннi w = n
√
z зменшуються в n раз кути мiж будь-

якими прямими, якi проходять через початок координат. Тому
вiдображенням w = n

√
z користуються, коли треба зменшити ку-

ти при переходi вiд прообразу до образу.

2. Функцiя f(z) = ez.
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Розглянемо в тригонометричному виглядi: ez = ex(cos y + i sin y).
Оскiльки ez1+z2 = ez1 · ez2, покладемо

z2 = 2kπi,

z1 = z — будь-яке комплексне число. Тодi враховуючи тотожнiсть

e2kπi = cos 2kπ + i sin 2kπ = 1,

можна записати
ez+2kπi = ez · e2kπi = ez · 1.

Ця рiвнiсть справедлива для будь-яких значень z i означає, що функцiя
f(z) = ez є перiодичною i її перiод дорiвнює T = 2πi — суто уявне число.

Аналога цiй властивостi в дiйснiй областi немає: функцiя ex — неперi-
одична в дiйснiй областi i приймає тiльки додатнi значення. В комплекснiй
областi C функцiя f(z) = ez може приймати будь-якi значення за
вийнятком 0.

Iз формули Ейлера отримуємо, що

|ez| = ex = eRe z, arg ez = y = Im z

звiдки отримуємо, що ez може приймати будь-якi значення (ez 6= 0), оскiль-
ки arg ez = y — будь-яке число.

За перiодичностю дана функцiя не є однолiстною, тобто взаїмно-
однозначною. Але якщо взяти горизонтальну смугу

2kπi− πi < y ≤ 2kπi+ πi,

то отримаємо бiєкцiю на C\{0}, а це означає, що iснує обернене вiдображен-
ня, яке теж є аналiтичною функцiєю. Це обернене вiдображення позначається

z = lnw = ln |w|+ i(argw + 2kπ)

i при k = 0 отримаємо головну гiлку логарифма, яка спiвпадає з класи-
чним означенням логарифма. Як i в дiйсному випадку

(lnw)′ =
1

w
при w 6= 0.

3. f(z) = zα — показникова функцiя.

f(z) = zα = eα ln z = |z|α · eiα(arg z+2kπ), k ∈ Z

— також отримуємо нескiнченну кiлькiсть гiлок даної функцiї.
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4. f(z) = sh z.
У цiєї функцiї також є обернена функцiя (ареасинус), яку можна знайти

при розв’язуваннi рiвняння

w =
zz − e−z

2
; e2z − 2wez − 1 = 0; ez = w +

√
w2 + 1.

z = ar shw = ln
(
w +

√
w2 + 1

)
=

= ln
∣∣∣w +

√
w2 + 1

∣∣∣+ i
(

arg
(
w +

√
w2 + 1

)
+ 2kπ

)
, k ∈ Z,

(ar sh z)′ =
1√
z2 + 1

при z 6= ±i.

5. f(z) = sin z.
У цiєї функцiї дiйсний перiод T = 2π. Тому, щоб отримати бiєкцiю, треба

розглядати вертикальнi смуги

2kπ < x < 2kπ + 2π.

Розв’язуючи рiвняння sin z =
eiz − e−iz

2i
= w, отримаємо

z = −i ln
(
iw +

√
1− w2

)
= arg

(
iw +

√
1− w2

)
+2kπ−i ln

(
iw +

√
1− w2

)
.

Похiдна цiєї функцiї, як i у випадку дiйсної функцiї, визначається за форму-
лою

(arcsinw)′ =
1√

1− w2
при w 6= ±1.

Аналогiчно визначається arccosw.
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3. Iнтегрування функцiй комплексної змiнної

Означення 3.1. Нехай f(z) = u(x, y) + iv(x, y) — неперервна функцiя в
областiG ⊂ C i L— гладка (кусково-гладка) крива вG, яка задана рiвнянням

L : z = z(t), t ∈ [a; b].

Тодi iнтеграл вiд функцiї f(z) вздовж кривої L визначається таким
чином:∫

L

F (z) dz =

∫
L

u(x, y) dx− v(x, y) dy + i(v(x, y) dx+ u(x, y) dy),

тобто виражається через криволiнiйний iнтеграл 2 роду.

Дане означення iнтеграла виходить природним чином, оскiльки

f(z) dz = (u+ iv)(dx+ i dy) = udx− v dy + i(v dx+ u dy).

З урахуванням формул для криволiнiйного iнтеграла 2 роду отримуємо, що∫
L

f(z) dz =

b∫
a

f(z(t))z′(t) dt,

де z(t), t ∈ [a, b] — параметричне задання кривої L.

Зауваження 3.2. Для даного iнтеграла виконуються всi властивостi кри-
волiнiйного iнтеграла 2 роду:
1) лiнiйнiсть,
2) адитивнiсть,
3) незалежнiсть вiд параметрiв,
4) змiна знаку при змiнi орiєнтацiї кривої..

Приклад 3.3. Обчислити
∮

|z−z0|=a

dz

z − z0
.

Розв’язання.
Оскiльки даний iнтеграл розглядається за колом |z − z0| = a з центром в
точцi z0 радiуса a, то на цьому колi маємо, що z − z0 = aeiϕ, тобто z = z0 +
aeiϕ: ∮

|z−z0|=a

dz

z − z0
=

∣∣∣∣∣∣
z = z0 + aeiϕ

dz = ai · eiϕ dϕ
ϕ ∈ [0, 2π]

∣∣∣∣∣∣ =

2π∫
0

aeiϕ · i dϕ
aeiϕ

= 2π.
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Отже, ми отримали, що для будь-якої точки z0 i для будь-якого радiусу
a кола |z − z0| = a маємо, що∮

|z−z0|=a

dz

z − z0
= 2πi.

Нагадаємо, що область D називається однозв’язною, якщо все-
рединi будь-якого простого замкнутого контуру C виконується
умова:

C ⊂ D ⇒ G = intC ⊂ D.

На рис. а) зображена однозв’язна область,

на рис. б) область не є однозв’язною, вона є двозв’язною.

На рис. зображена багатозв’язна ((n+ 1)–зв’язна) область.

Теорема 3.4. (Теорема Кошi.) Якщо функцiя f(z) = u(x, y) + iv(x, y)
є аналiтичною в однозв’язнiй областi D, то для будь-якого замкненого
кусково-гладкого контуру L ⊂ D виконується∮

L

f(z) dz = 0.
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Доведення. Оскiльки

f(z) dz = (u+ iv)(dx+ i dy) = u dx− v dy + i(v dx+ u dy),

то за формулою Грiна:
∮
C

P dx+Qdy =

∮
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy∮

L

f(z) dz =

∮
L

u dx− v dy + i

∮
L

v dx+ u dy =

=

∫∫
D1

(
−∂v
∂x
− ∂u

∂y

)
dxdy + i

∫∫
D1

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
dxdy =

за формулою Кошi-Рiмана = 0.

Теорему доведено.

Наслiдок 3.5. Якщо межа областi D складається з декiлькох замкне-
них кривих (многозв’язна область), i вони орiєнтованi так, що при обходi
вздовж цих кривих область залишається лiворуч та на D задана аналiти-
чна функцiя f(z), то ∮

∂D

f(z) dz = 0.

Зокрема, якщо маємо область, обмежену контурами Ci (див. рисунок
нижче), при цьому контур C0 пробiгається в додатному напрямку, а iншi
контури Ci , i = 1, . . . , n — в вiд’ємному напрямку, то в силу адитивностi
iнтеграла ∮

(C0)+

f(z) dz +
n∑
i=1

∮
(Ci)−

f(z) dz = 0

або∮
(C0)+

f(z) dz =
n∑
i=1

∮
(Ci)+

f(z) dz.
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Доведення можна розглянути для двозв’язної областi D. Якщо зробити
розрiз L0, який з’єднує кривi L1 i L2, то отримаємо однозв’язну область D∗ з
замкненою межею

(L1)
+
⋃

(L0)
+
⋃

(L2)
−
⋃

(l0)
−.

Тодi за теоремою Кошi маємо, що

0 =

∮
∂D∗

f(z) dz =

∫
(L1)+

f(z) dz +

∫
(L0)+

f(z) dz +

∫
(L2)−

f(z) dz +

∫
(L0)−

f(z) dz

звiдки отримуємо, що∫
(L1)+

f(z) dz = −
∫

(L2)−

f(z) dz =

∫
(L2)+

f(z) dz.

Iз попереднiх мiркувань отримуємо наступне твердження.

Наслiдок 3.6. Якщо функцiя f(z) — аналiтична в областi D, i точка
z0 належить областi D з деяким своїм δ-околом, то∮

∂D

f(z)

z − z0
dz =

∮
|z−z0|=δ

f(z)

z − z0
dz. (3.1)

Приклад 3.7. Для аналiтичної функцiї f(z) в |z| ≤ R (R > 1)∮
|z|=R

f(z)

z2 + 1
dz =

∮
γ1

f1(z)

z − i
dz +

∮
γ2

f2(z)

z + 1
dz ,

де функцiї f1(z) =
f(z)

z + i
, f2(z) =

f(z)

z − i
є аналiтичними в областях, обмеже-

них колами γ1 (межа околу z1 = i) та (межа околу z2 = −i) вiдповiдно (γ1 i
γ2 не перетинаються).
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Теорема 3.8. (iнтегральна формула Кошi). Нехай функцiя f(z) —
аналiтична в однозв’язнiй замкненiй областi D, z0 ∈ D. Тодi

f(z0) =
1

2πi

∮
∂D

f(z)

z − z0
dz,

де обхiд вздовж межi D здiйснюється в додатному напрямку.

Доведення. Розглянемо функцiю

ϕ(z) =
f(z)− f(z0)

z − z0

i додатково визначимо її в точцi z0:

ϕ(z0) = f ′(z0).

Тодi ця функцiя ϕ(z) буде неперервною в областi D i диференцiйованою
на нiй. Тому за теоремою Кошi∮

∂D

ϕ(z) dz = 0,

тобто
∮
∂D

f(z)− f(z0)

z − z0
dz = 0.

Звiдки в силу лiнiйностi iнтеграла (по аналогiї з Прикладом 3.3) маємо:∮
∂D

f(z)

z − z0
dz =

∮
∂D

f(z0)

z − z0
dz = f(z0) ·

∮
|z−z0|=δ

dz

z − z0
= f(z0) · 2πi.

Отже,

f(z0) =
1

2πi

∮
∂D

f(z)

z − z0
dz.

Теорему доведено.
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Iз iнтегральної формули Кошi отримуємо, що
1) визначення аналiтичної функцiї на межi областi однозначно
визначає її всерединi областi;
2) якщо f(z) — аналiтична в однозв’язнiй замкненiй областi
D, z0 ∈ D, то ∮

∂D

f(z)

z − z0
dz = 2πi · f(z0),

де обхiд вздовж межi D здiйснюється в додатному напрямку.

Приклад 3.9. Обчислити
∮

|z−i|=1

sin z

z2 + 1
dz.

Розв’язання. ∮
|z−i|=1

sin z

z2 + 1
dz =

∮
|z−i|=1

sin z

(z + i)(z − i)
dz.

Функцiя f(z) =
sin z

z + i
є аналiтично всерединi круга |z − i| ≤ 1.

Тодi, застосовуючи iнтегральну формулу Кошi
∮
∂D

f(z)

z − z0
dz = f(z0) · 2πi для
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функцiї f(z) =
sin z

z + i
при z0 = i, отримаємо

∮
|z−i|=1

z

z − i
dz =

∮
|z−i|=1

sin z

(z + i)(z − i)
dz = 2πi · f(i) = 2πi · sin i

2i
= iπ sh 1

(sinϕ = i shϕ, cos iϕ = chϕ).

Твердження 3.10. У аналiтичної функцiї iснують похiднi будь-якого
порядку.

Доведення.Дiйсно, для цього скористаємося iнтегральною формулою Ко-
шi, взявши контуром коло |z − z0| = δ. Тодi

f(z0) =
1

2πi

∮
|z−z0|=δ

f(z)

z − z0
dz.

Продиференцюємо пiдiнтегральну функцiю по z0. Отримаємо

f ′(z0) =
1

2πi

∮
|z−z0|=δ

f(z)

(z − z0)2
dz,

f ′′(z0) =
2

2πi

∮
|z−z0|=δ

f(z)

(z − z0)3
dz,

f ′′′(z0) =
2 · 3
2πi

∮
|z−z0|=δ

f(z)

(z − z0)4
dz,

. . . . . . . . . . . .

Аналогiчно отримуємо, що

f (n)(z0) =
n!

2πi

∮
|z−z0|=δ

f(z)

(z − z0)n+1
dz. (3.2)

Твердження доведено.

Твердження 3.11. Аналiтичну функцiю можна розвинути в ряд Тей-
лора.

Доведення.
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Нехай f(z) — аналiтична функцiя в крузi |z − z0| < R.
Виберемо ρ ∈ (|z − z0|, R). Тодi при |ξ − z0| = ρ:

1

ξ − z
=

1

ξ − z0 + z0 − z
=

1

ξ − z0
· 1

1− z − z0

ξ − z0

=

=
1

ξ − z0
·

+∞∑
n=0

(
z − z0

ξ − z0

)n
=

+∞∑
n=0

(z − z0)
n

(ξ − z0)n+1
,

оскiльки
∣∣∣∣z − z0

ξ − z0

∣∣∣∣ < 1.

Пiдставимо цей ряд в формулу Кошi:

f(z) =
1

2πi

∮
|ξ−z0|=ρ

f(ξ)

(ξ − z)
dξ =

1

2πi

∮
|ξ−z0|=ρ

+∞∑
n=0

(z − z0)
n

(ξ − z0)n+1
f(ξ) dξ =

=
+∞∑
n=0

1

2πi

∮
|ξ−z0|=ρ

+∞∑
n=0

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ · (z − z0)

n =
+∞∑
n=0

Cn(z − z0)
n ,

де Cn =
1

2πi

∮
|ξ−z0|=ρ

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ = [за формулою (3.2)] =

f (n)(z0)

n!
.

Твердження доведено.

Таким чином, ми довели, що аналiтичну в крузi |z−z0| < R функцiю
f(z) можна розвинути в ряд Тейлора, тобто f(z) є аналiтичною в сенсi
старого визначення.

Приклади.
Функцiя ln(1 + z) є аналiтичною в крузi |z| < 1 i справедлива рiвнiсть

ln(1 + z) =
∞∑
n=1

(−1)n−1zn

n
.

Аналогiчно — аналiтичною функцiєю є бiном

(1 + z)α =
∞∑
n=0

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
· zn при |z| < 1.
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Властивостi аналiтичних функцiй

1 властивiсть:

Теорема 3.12. (Теорема Лiувiлля.) Якщо функцiя f(z) є аналiтичною
на всiй площинi C i обмежена, то

f(z) ≡ const.

Доведення. Для аналiтичної функцiї f(z) правiльно, що

f ′(z) =
1

2πi

∮
CR

f(ξ)

(ξ − z)2
dξ,

де CR — коло радiуса R з центром в точцi z.
Тодi, якщо |f(z)| ≤M , то

|f ′(z)| ≤ 1

2πi

∮
CR

|f(ξ)|
|ξ − z|2

dξ ≤ M

2πR2

∮
CR

dξ =
M · 2πR

2πR2
=
M

R
.

Спрямовуючи R до нескiнченностi, отримуємо f ′(z) = 0 i, отже, f(z) ≡ const.
Теорему доведено.

2 властивiсть:
Принцип максимуму модуля. Якщо функцiя f(z) є аналiтичною в D i

не сталою, то максимум модуля функцiї
(

max
D
|f(z)|

)
досягається на межi

∂D.

Доведення. Припустимо, що max
D
|f(z)| = |f(z0)|, де z0 внутрiшня точка

областi D. Тодi формулу Кошi можна записати так:

f(z0) =
1

2πi

∮
|z−z0|=δ

f(z)

(z − z0)
dz.

Звiдси

|f(z0)| ≤
1

2π

∮
|z−z0|=δ

|f(z)|
δ

dz ≤ 2πδ

2πδ
max |f(z)|,

причому рiвнiсть можлива лише в разi |f(z)| = |f(z0)| на всьому крузi, а це
означає i по всьому δ-околу точки z0.

Властивiсть доведено.
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3 властивiсть:
Якщо аналiтична в областi D функцiя f(z) має нулi an, n ∈ N i

an → a ∈ D,

то f(z) ≡ 0 в областi D.

Наслiдок 3.13. Якщо двi аналiтичнi функцiї спiвпадають (збi-
гаються) на дiйсному вiдрiзку, то вони рiвнi, тобто аналiтичне
продовження з дiйсної осi визначається однозначно.

3.1. Обчислення iнтегралiв по замкненому контуру

Будемо розглядати iнтеграли вигляду∮
Γ

ϕ(z)

ψ(z)
dz,

де функцiя ϕ(z) аналiтична в D, а ψ(z) — багаточлен, який не має нулiв на
контурi Γ. Для обчислення iнтегралiв застосовуються такi теореми i наслiдки
з них.

При обчисленнi iнтегралiв вигляду∮
Γ

ϕ(z)

ψ(z)
dz

в залежностi вiд характеру (кратностi) нулiв многочлена ψ(z) в областi, обме-
женої контуром Γ, i їх розташування вiдносно контуру Γ можна видiлити
чотири випадки.

1. В областi D немає нулiв многочлена ψ(z).

Тодi f(z) =
ϕ(z)

ψ(z)
— аналiтична функцiя в D i, застосовуючи основну

теорему Кошi, маємо, що∮
Γ

ϕ(z)

ψ(z)
dz =

∮
Γ

f(z) dz = 0.

2. В областi D розташований один простий нуль z = a много-
члена ψ(z).
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Тодi записуємо дрiб у виглядi

ϕ(z)

ψ(z)
=

f(z)

z − a
,

де f(z) — аналiтична функцiя вD. Застосовуючи iнтегральну формулу Кошi,
отримуємо такий результат:∮

Γ

ϕ(z)

ψ(z)
dz =

∮
Γ

f(z)

z − a
dz = 2πi · f(a).

3. В областi D розташований один кратний нуль z = a много-
члена ψ(z) (кратностi n).

Тодi записуємо дрiб у виглядi

ϕ(z)

ψ(z)
=

f(z)

(z − a)n
,

де f(z) — аналiтична функцiя в D. Застосовуючи формулу (3.2) для похiдної

f (n−1)(z0) =
(n− 1)!

2πi

∮
|z−z0|=δ

f(z)

(z − z0)n
dz,

отримуємо такий результат:∮
Γ

ϕ(z)

ψ(z)
dz =

∮
Γ

f(z)

(z − a)n
dz =

2πi

(n− 1)!
· f (n−1)(a).

4. В областi D розташованi два нуля многочлена ψ(z) : z1 = a i
z2 = b.

Тодi, використовуючи наслiдок iз теореми Кошi, запишемо iнтеграл у ви-
глядi ∮

Γ

ϕ(z)

ψ(z)
dz =

∮
Γ1

ϕ(z)

ψ(z)
dz +

∮
Γ2

ϕ(z)

ψ(z)
dz,

де Γ1 i Γ2 — межi околiв точок z1 = a i z2 = b, якi не перетинаються. Для
кожного iз отриманих iнтегралiв проводимо далi обчислення вiдповiдно до
пунктiв 2 i 3. Очевидно, можна розглянути i випадки бiльшого числа нулiв
ψ(z) в областi D.
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4. Ряди Лорана та лишки

4.1. Ряди Лорана

Нагадаємо, що точка f(z0) називається нулем функцiї f(z), якщо зна-
чення функцiї f(z) в цiй точцi дорiвнює нулю, тобто f(z0) = 0.

У розвиненнi функцiї f(z) в ряд Тейлора в околi нуля

f(z) =
+∞∑
n=1

Cn(z − z0)
n =

+∞∑
n=1

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n

вiдсутнiй вiльний член C0 = f(z0) = 0.
Якщо при цьому в розвиненнi вiдсутнi i доданки, якi мiстять степенi

рiзницi (z − z0) до m-го степеню, тобто розвинення має вигляд

f(z) =
+∞∑
n=m

Cn(z − z0)
n =

+∞∑
n=m

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n

або
f(z) = Cm(z − z0)

m + Cm+1(z − z0)
m+1 + . . . , Cm 6= 0,

то точка z0 називається нулем порядку m функцiї f(z). Нуль першого
порядку називається простим нулем функцiї f(z).

Нагадаємо, що радiус збiжностi степеневого ряду
+∞∑
n=0

Cn(z − z0)
n визна-

чається за формулами

Кошi-Адамара: R =
1

lim
n→+∞

n
√
|Cn|

та Д’аламбера: R = lim
n→+∞

∣∣∣∣ CnCn+1

∣∣∣∣ .
Означення 4.1. Рядом Лорана називається ряд вигляду

+∞∑
n=−∞

Cn(z − z0)
n =

+∞∑
n=0

Cn(z − z0)
n +

+∞∑
n=1

C−n
(z − z0)n

або
+∞∑

n=−∞
Cn(z − z0)

n =
+∞∑
n=0

Cn(z − z0)
n +

−1∑
n=−∞

Cn(z − z0)
n.

Сукупнiсть членiв ряду з невiд’ємними степенями
+∞∑
n=0

Cn(z − z0)
n
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називається правильною частиною ряду Лорана,
а члени з вiд’ємними степенями утворюють головну частину ряду Лорана

−1∑
n=−∞

Cn(z − z0)
n або

+∞∑
n=1

C−n
(z − z0)n

.

Знайдемо область збiжностi ряду Лорана за формулою Кошi-
Адамара:

− ряд
+∞∑
n=0

Cn(z − z0)
n збiгається в крузi |z − z0| < R =

1

lim
n→∞

n
√
|Cn|

,

− ряд
+∞∑
n=1

C−n
(z − z0)n

збiгається при
1

|z − z0|
< R =

1

lim
n→∞

n
√
|Cn|

,

тобто при |z − z0| > r = lim
n→∞

n
√
|Cn|.

Отже, якщо r < R, то область збiжностi ряду Лорана — це кiльце

r < |z − z0| < R.

Теорема 4.2. Нехай 0 ≤ r < R ≤ ∞. Будь-яка аналiтична в кiльцi r <
|z − z0| < R функцiя f(z) однозначно розвивається в ряд Лорана

f(z) =
+∞∑

n=−∞
Cn(z − z0)

n,

де Cn =
1

2πi

∮
|ξ−z0|=ρ

f(ξ) dξ

(ξ − z0)n+1
, n ∈ Z, ρ ∈ (r, R).

Доведення.

Беремо будь-яку точку z iз нашого кiльця i проводимо два кола Cr та CR
радiусами r′ та R′ вiдповiдно такими, щоб

r < r′ < |z| < R′ < R.
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Застосуємо iнтегральну формулу Кошi до меншого з кiлець, утворених
цими колами:

f(z) =
1

2πi

∮
CR′

f(ξ) dξ

ξ − z
− 1

2πi

∮
Cr′

f(ξ) dξ

ξ − z
. (4.1)

У першому iнтегралi функцiю
1

ξ − z
розвинемо у степеневий ряд (див.

Твердження 3.11):

1

ξ − z
=

1

ξ − z0 + z0 − z
=

1

ξ − z0
· 1

1− z − z0

ξ − z0

=
1

ξ − z0
·

+∞∑
n=0

(
z − z0

ξ − z0

)n
=

=
+∞∑
n=0

(z − z0)
n

(ξ − z0)n+1
,

причому цей ряд збiгається рiвномiрно при |ξ − z0| = R′.
Пiдставляючи даний ряд в перший iнтеграл рiвностi (4.1), отримаємо∮

CR′

f(ξ) dξ

ξ − z
=

+∞∑
n=0

∮
CR′

f(ξ) dξ

(ξ − z0)n+1
· (z − z0)

n.

У другому iнтегралi рiвностi (4.1) для пiдiнтегральної функцiї маємо, що
1

ξ − z
=

1

ξ − z0 + z0 − z
= − 1

z − z0 − (ξ − z0)
= − 1

(ξ − z0)

(
1− ξ − z0

z − z0

) =

= −
+∞∑
n=0

(ξ − z0)
n

(z − z0)n+1
,

причому цей ряд рiвномiрно збiгається при |ξ − z0| = r′.
Пiдставляючи даний ряд в другий iнтеграл рiвностi (4.1), отримаємо при

m = −n− 1: ∮
Cr′

f(ξ) dξ

ξ − z
= −

−1∑
m=−∞

∮
Cr′

f(ξ) dξ

(ξ − z0)m+1
· (z − z0)

m.

Остаточно отримуємо ряд Лорана

f(z) =
+∞∑

n=−∞
Cn(z − z0)

n =

=
+∞∑
n=0

1

2πi

∮
CR′

f(ξ) dξ

(ξ − z0)n+1
· (z − z0)

n +
−1∑

n=−∞

1

2πi

∮
Cr′

f(ξ) dξ

(ξ − z0)n+1
· (z − z0)

n,
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де коефiцiєнти визначаються за формулою

Cn =
1

2πi

∮
γ

f(ξ) dξ

(ξ − z0)n+1
.

Тут γ — будь-яке коло, що лежить всерединi кiльця.
Теорему доведено.

Приклад 4.3. Розвинути в ряд Лорана функцiю

f(z) =
3

2 + z − z2
в кiльцi 1 < |z| < 2.

Розв’язання. Розвинемо спочатку задану функцiю на найпростiшi дроби

3

2 + z − z2
=

3

(2− z)(1 + z)
=

1

2− z
+

1

1 + z
.

Отже, f(z) =
3

2 + z − z2
=

1

2− z
+

1

1 + z
.

Оскiльки маємо кiльце 1 < |z| < 2, то
{
|z| > 1,
|z| < 2.

Перший дрiб
1

2− z
розглянемо при |z| < 2:

1

2− z
=

1

2
(

1− z

2

) =
[
при

∣∣∣z
2

∣∣∣ < 1
]

=
1

2

+∞∑
n=0

(z
2

)n
=

+∞∑
n=0

zn

2n+1
при |z| < 2,

oскiльки
1

1− q
=

+∞∑
n=0

qn при |q| < 1.

Другий дрiб
1

1 + z
розглянемо при 1 < |z|, тобто при

∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ < 1:

1

1 + z
=

1

z
· 1

1 +
1

z

=

[
при

∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ < 1

]
=

1

z

+∞∑
n=0

(−1)n
(

1

z

)n
=

+∞∑
n=0

(−1)n

zn+1
=

oскiльки
1

1 + q
=

+∞∑
n=0

(−1)nqn при |q| < 1

= [m = −n− 1] =
−1∑

m=−∞
(−1)−m−1zm, |z| > 1.
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Отже, ми отримали розвинення функцiї

f(z) =
3

2 + z − z2
=

+∞∑
n=0

zn

2n+1
+

−1∑
n=−∞

(−1)n+1zn в кiльцi 1 < |z| < 2.

Цю функцiю можна розвинути в ряд Тейлора при |z| < 1 або в ряд Лорана
при |z| > 2 (зробити самостiйно).

Означення 4.4. Якщо функцiя f(z) є аналiтичною в кiльцi 0 < |z−z0| <
R, тобто в проколотому околi точки z0, то кажуть, що точка є iзольованою
особливою точкою функцiї f(z).

Класифiкацiя iзольованих особливих точок

1) Якщо в розвиненнi функцiї f(z) всi коефiцiєнти головної частини ря-
ду Лорана дорiвнюють нулю, тобто Cn = 0, ∀n < 0, то в цьому випадку
ряд Лорана перетворюється в ряд Тейлора з

Cn =
1

2πi

∮
γ

f(z) dz

(z − z0)n+1
=
f (n)(z0)

n!
.

Така особливiсть функцiї f(z) в точцi z0 має назву усувної особливостi.

Наприклад, функцiя f(z) =
sin z

z
в точцi z = 0 має усувну особливiсть.

2) Якщо Cn = 0 при n < −n0 (n0 ∈ N), а C−n0 6= 0, то в цьому випад-
ку точка z0 називається полюсом кратностi n0.
Наприклад, для функцiї f(z) =

cos z

z
точка z = 0 — полюс 1-го порядку.

3) Якщо в розвиненнi функцiї f(z) в ряд Лорана маємо нескiнченну кiль-
кiсть ненульових коефiцiєнтiв з вiд’ємними номерами, то така особли-
вiсть називається суттєвою.



60 Ряди Лорана та лишки

Наприклад, f(z) = exp

(
− 1

z2

)
, z = 0 — суттєва особливiсть.

Iнодi можна зустрiти наступну класифiкацiю:
Iзольована особлива точка z0 ∈ C функцiї f(z) називається

— усувною особливою точкою,
якщо границя ∃ lim

z→z0
f(z) <∞ (iснує i скiнченна);

— полюсом, якщо границя lim
z→z0

f(z) =∞;
— суттєво особливою точкою,
якщо границя lim

z→z0
f(z) не iснує.

4.2. Лишки функцiї

Означення 4.5. Нехай z0 — iзольована особлива точка функцiї f(z).
Лишком («вычетом», вiд лат. residuum) функцiї f(z) в точцi z0 на-
зивається

Res
z=z0

f(z) =
1

2πi

∮
|z−z0|=δ

f(z) dz.

Оскiльки в розвиненнi функцiї f(z) в ряд Лорана
+∞∑

n=−∞
Cn(z − z0)

n

коефiцiєнти Cn =
1

2πi

∮
γ

f(z) dz

(z − z0)n+1
,

то C−1 =
1

2πi

∮
γ

f(z) dz, тобто Res
z=z0

f(z) = C−1.

— Якщо в точцi z0 маємо усувну особливiсть, то

Res
z=z0

f(z) = 0.

— Якщо в точцi z0 маємо полюс першого порядку (простий полюс),

то f(z) =
ϕ(z)

z − z0
, де ϕ(z) — аналiтична функцiя в точцi z0 i ϕ(z0) 6= 0. Тодi

Res
z=z0

f(z) = lim
z→z0

(z − z0)f(z) = ϕ(z0).
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— Якщо в точцi z0 маємо полюс m-го порядку, то f(z) =
ϕ(z)

(z − z0)m
, де

ϕ(z) — аналiтична функцiя в точцi z0 i ϕ(z0) 6= 0. Тодi

Res
z=z0

f(z) =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

dm−1

dzm−1
((z − z0)

mf(z)) =
1

(m− 1)!
· d

m−1ϕ(z0)

dzm−1
.

Наприклад, Res
z=0

cos z

z2
=

1

1!
lim
z→0

(cos z)′ = sin 0 = 0.

— Якщо в точцi z0 маємо суттєву особливiсть, то знайти лишок
можна тiльки за означенням або iз розвинення в ряд Лорана.

Теорема 4.6. (Теорема про лишки.) Якщо функцiя f(z) є аналiти-
чною в областi D, за винятком скiнченної кiлькостi особливих точок
{ak}nk=1, то ∮

∂D

f(z) dz = 2πi ·
n∑
k=1

Res
z=ak

f(z).

Доведення. Якщо викинути iз областiD околи Uδ(ak) всiх особливих точок
{ak}nk=1 функцiї f(z), тобто множину

n⋃
k=1

Uδ(ak),

то отримаємо область, в якiй функцiя f(z) є аналiтичною. Тому можна ви-
користовувати теорему Кошi:∮

∂D

f(z) dz −
n∑
k=1

∮
|z−ak|=δ

f(z) dz = 0.

Оскiльки Res
z=ak

f(z) =
1

2πi

∮
|z−ak|=δ

f(z) dz, то

∮
∂D

f(z) dz = 2πi ·
n∑
k=1

Res
z=ak

f(z).

Теорему доведено.
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Приклад 4.7. Обчислити
∮

|z+1|=1

dz

1 + z3
.

Розв’язання. Оскiльки пiдiнтегральна функцiя має три особливi точки

z1 = cos
π

3
+ i sin

π

3
=

1

2
+ i

√
3

2
, z2 = −1, z3 =

1

2
− i
√

3

2

а всерединi нашого кола |z + 1| = 1 знаходиться тiльки одна особлива точка

z2 = −1,

то

∮
|z+1|=1

dz

1 + z3
=

∮
|z+1|=1

dz

(1 + z)(z2 − z + 1)
= 2πi · Res

z=−1
f(z) =

= 2πi · lim
z→−1

(1 + z)
1

(1 + z)(z2 − z + 1)
= 2πi · 1

z2 − z + 1

∣∣∣∣
z=−1

=
2

3
πi.

4.3. Обчислення невласних iнтегралiв за допомогою лишкiв

Теорема 4.8. Нехай функцiя f(z) є аналiтичною в верхнiй напiвплощи-
нi Im z > 0, за винятком скiнченної кiлькостi особливих точок ak (k =
1, . . . , n), та, крiм цього,

|f(z)| ≤ M

|z|α
з α > 1.

Тодi
+∞∫
−∞

f(x) dx = 2πi
n∑
k=1

Res
z=ak

f(z).
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Доведення. Опишемо напiвколо CR радiуса R з центром у нулi так, щоб
усi особливi точки потрапили всередину отриманого напiвкруга з межею L =
CR
⋃

[−R,R]. Тодi за теоремою про лишки

∮
L

f(z) dz =

R∫
−R

f(x) dx+

∫
CR

f(z) dz = 2πi
n∑
k=1

Res
z=ak

f(z). (4.2)

Отримаємо оцiнку другого iнтеграла суми. Оскiльки |f(z)| ≤ M

|z|α
, то∣∣∣∣∣∣

∫
CR

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ <
∫
CR

|f(z)| dz ≤ M

Rα

∫
CR

dz ≤ M

Rα
·πR =

πM

Rα−1
[при R→ +∞] → 0.

Тому якщо в рiвностi
R∫

−R

f(x) dx+

∫
CR

f(z) dz = 2πi
n∑
k=1

Res
z=ak

f(z)

спрямувати R→ +∞, то отримаємо, що
+∞∫
−∞

f(x) dx = 2πi
n∑
k=1

Res
z=ak

f(z).

Теорему доведено.

Приклад 4.9. Обчислити

+∞∫
−∞

dx

1 + x4
.

Розв’язання. У функцiї f(z) =
1

1 + z4
в верхнiй напiвплощинi Im z > 0 зна-

ходяться тiльки двi особливi точки, якi є нулями знаменника, тобто розв’яз-
ками рiвняння z4 = −1:

z1,2,3,4 = 4
√
−1 =

{
ei
π+2kπ

4 , k = 0, 1, 2, 3

}
:

z1 = e
πi
4 = cos

π

4
+ i sin

π

4
=

1√
2

+
i√
2

та z2 = e
3πi
4 = − 1√

2
+

i√
2
.

Ще двi особливi точки z3 = e
5πi
4 та z2 = e

7πi
4 знаходяться у нижнiй напiв-

площинi Im z < 0.
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Виконуються всi умови Теореми 4.8 при |f(z)| = 1

|1 + z4|
≤ 1

|z|4
(α = 4 > 1).

Знайдемо лишки функцiї в точках z1 та z2:

Res
z=z1

1

1 + z4
= lim

z→z1

z − z1

1 + z4
= [правило Лопiталя] = lim

z→z1

1

4z3
=

=
1

4z3
1

=
1

4
e−

3πi
4 =

1

4
e−πi+

πi
4 = −1

4
e
πi
4 ,

Res
z=z2

1

1 + z4
= lim

z→z2

z − z2

1 + z4
= [правило Лопiталя] = lim

z→z2

1

4z3
=

=
1

4z3
2

=
1

4
e−

9πi
4 =

1

4
e−2πi− πi

4 =
1

4
e
−πi

4 .

Звiдки за Теоремою 4.8

+∞∫
−∞

dx

1 + x4
= 2πi

(
Res
z=z1

1

1 + z4
+ Res

z=z2

1

1 + z4

)
=

= −2πi
e
π
4 i − e−

π
4 i

4
= π

e
π
4 i − e−

π
4 i

2i
= π sin

π

4
=

π√
2
,

оскiльки за формулою Ейлера sinϕ =
eiϕ − e−iϕ

2i
.

Зауваження 4.10. Цей iнтеграл можна обчислити також за допомогою
B-функцiї Ейлера.

Теорема 4.11. Нехай функцiя f(z) є аналiтичною в верхнiй напiвпло-
щинi Im z > 0, за винятком скiнченної кiлькостi особливих точок ak (k =
1, . . . , n), та, крiм цього, виконана умова

f
(
Reiϕ

) R→+∞−−−−→ 0.

Тодi
+∞∫
−∞

f(x)eix dx = 2πi
n∑
k=1

Res
z=ak

(
f(z)eiz

)
.
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Доведення. Як i при доведеннi Теореми 4.8 опишемо напiвколо CR радiуса
R з центром в нулi так, щоб усi особливi точки потрапили всередину отрима-
ного напiвкруга з межею L = CR

⋃
[−R,R]. Тодi за теоремою про лишки

∮
L

f(z)eiz dz =

R∫
−R

f(x)eix dx+

∫
CR

f(z)eiz dz = 2πi
n∑
k=1

Res
z=ak

(
f(z)eiz

)
. (4.3)

Отримаємо оцiнку другого iнтеграла суми.
Оскiльки f

(
Reiϕ

) R→+∞−−−−→ 0, то∣∣∣∣∣∣
∫
CR

f(z)eiz dz

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
z = Reiϕ

dz = iReiϕdϕ
ϕ ∈ [0, π]

∣∣∣∣∣∣ = [ф. Ейлера] =

=

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

f
(
Reiϕ

)
e−R sinϕeiR cosϕ · iReiϕ dϕ

∣∣∣∣∣∣ ≤
за формулою Ейлера : eiϕ = cosϕ+ i sinϕ, |eiϕ| = 1

≤
π∫

0

∣∣f (Reiϕ)∣∣ e−R sinϕRdϕ < ε

π∫
0

e−R sinϕRdϕ = 2ε

π
2∫

0

e−R sinϕRdϕ <

sinϕ >
2ϕ

π
при ϕ ∈

[
0;
π

2

]

< 2ε

π
2∫

0

e−Rϕ
2
π d(Rϕ) = πε

(
1− e−R

)
< πε.

Отже,
∫
CR

f(z)eiz dz
R→+∞−−−−→ 0.

Спрямовуючи в рiвностi (4.3) R→ +∞, отримаємо, що

+∞∫
−∞

f(x)eix dx = 2πi
n∑
k=1

Res
z=ak

(
f(z)eiz

)
.

Теорему доведено.
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Приклад 4.12. Обчислити iнтеграл Лапласа

+∞∫
0

cosλx dx

a2 + x2
.

Розв’язання. За формулою Ейлера eiλx = cosλx+ i sinλx маємо, що

+∞∫
0

cosλx dx

a2 + x2
=

1

2
Re

+∞∫
−∞

eiλx dx

a2 + x2
.

Функцiя f(z) =
1

a2 + z2
задовольняє умовам Теореми 4.11, у верхнiй

напiвплощинi має полюс в точцi z = ai. Тому

+∞∫
−∞

eiλx

a2 + x2
dx = 2πi · Res

z=ai

eiλz

a2 + z2
= 2πi · lim

z→ai

(z − ai)eiλz

(z − ai)(z + ai)
=

= 2πi
e−λa

2ai
=
πe−λa

a
.

Це означає, що

+∞∫
0

cosλx dx

a2 + x2
=

1

2
Re

+∞∫
−∞

eiλx dx

a2 + x2
=
πe−λa

2a
.

Зауваження 4.13. Якщо на дiйснiй осi функцiя f(z) має особли-
вiсть, то треба обирати спецiальний контур iнтегрування, щоб
обiйти цi особливостi.

Приклад 4.14. Обчислити iнтеграл Дiрiхле

+∞∫
0

sinx

x
dx.

Розв’язання. Оскiльки пiдiнтегральна функцiя
sinx

x
є парною i за фор-

мулою Ейлера

+∞∫
0

sinx

x
dx =

1

2

+∞∫
−∞

sinx

x
dx =

1

2
Im

+∞∫
−∞

eix

x
dx.

Функцiя f(z) =
1

z
має полюс у нулi та

1

z
→ 0 при z → ∞. Як контур

iнтегрування вiзьмемо наступний контур:
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Тодi за теоремою Кошi

∮
L

eiz

z
dz =

−ε∫
−R

eiz

z
dz +

R∫
ε

eiz

z
dz +

∫
Cε

eiz

z
dz +

∫
CR

eiz

z
dz = 0, (4.4)

оскiльки функцiя є аналiтичною в областi, обмеженої цим контуром.

∫
Cε

eiz

z
dz =

∣∣∣∣∣∣∣∣
z = εeiϕ

= ε(cosϕ+ i sinϕ)
dz = iεeiϕ dϕ

ϕ ∈ [0, π]

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= −
π∫

0

eiε(cosϕ+i sinϕ) i εeiϕ dϕ

εeiϕ
R→+∞−−−−→ −i

π∫
0

dϕ = −πi.

∫
CR

eiz

z
dz

R→+∞−−−−→ 0 (див. доведення Теореми 4.11).

Спрямовуємо в рiвностi (4.4) R→ +∞ та ε→ +0:

+∞∫
−∞

eix

x
dx− iπ + 0 = 0 ⇒

+∞∫
−∞

eix

x
dx = iπ.

Тому
+∞∫
0

sinx

x
dx =

1

2

+∞∫
−∞

sinx

x
dx =

1

2
Im

+∞∫
−∞

eix

x
dx =

1

2
π =

π

2
.
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5. Контрольнi питання

Частина 1.
1. Сформулювати означення комплексного числа.
2. Дати означення поняття добутку комплексних чисел.
3. Що таке модуль числа z?
4. Що називається числом, спряженим до комплексного числа z?
5. Записати вираз z = −

√
3 + i у тригонометричному виглядi.

6. Зобразити на площинi множину |z + i| < 1.
7. Записати формулу Муавра.
8. Знайти

√
3− 4i и 3

√
i.

9. Сформулювати основну теорему алгебри.

Частина 2.
1. Як визначається похiдна f(z)?
2. Яки умови iснування похiдної?
3. Яка функцiя u(x, y) називається гармоничною?
4. Як знайти за дiйсною частиною u(x, y) = Re f(z) iї уявну частину?
5. Дати означення конформному вiдображенню.
6. Чи буде f(z) =

√
z конформним вiдображенням множини Re z ≥ 0?

7. Чи буде аналитичною функцiя f(z) = y + ix?
8. Як визначається функцiя zα при дiйсному α?
9. Яка основна властивiсть дробово-лiнiйної функцiї?
10. Яка обернена функцiя до функцiї sh z?

Частина 3.
1. Дати означення iнтегралу вiд комплексної функцiї вздовж кривої.

2. Знайти iнтеграл
i∫

0

dz

1 + z
.

3. Сформулювати теорему Кошi. Навести приклад.
4. Зайти iнтегральну формулу Кошi.

5. Чому дорiвнює
∫
|z|=1

cos z

z
dz?

6. Сформулювати теорему Лiувiлля.
7. Сформулювати принцип максимума модуля.
8. Ровинути в ряд Тейлора функцiю

z

4− z2
.
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Частина 4.
1. Дати означення ряду Лорана.
2. Чому дорiвнює коефiцiєнт ряду Лорана Cn?

3. Розвинути в ряд Лорана f(z) =
1

2− z − z2
в кiльцi 1 < |z| < 2.

4. Дати означення лишку функцiї f(z).

5. Знайти Res
0

sin 2z

z2
.

6. Сформулювати теорему про лишки.

7. Знайти
∮
|z|=2

dz

1− z2
.

8. Сформулювати теорему про знаходження
+∞∫
−∞

f(x) dx для аналiтичної у

верхнiй напiвплощинi функцiї f(z).
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