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АНОТАЦIЯ
Метою цiєї роботи є опис динамiки дворiвневої квантової системи пiд

впливом лiнiйного збурення у часi. У роботi отримано повну аналiтичну
залежнiсть хвильової функцiї в залежностi вiд часу для суперпозицiйного
початкового стану. Також отримана i описана можливiсть керувати кубi-
том за допомогою змiни початкової фази. Результати, отриманi в роботi,
є потенцiйно важливими для удосконалення вже iснуючих методiв роботи
квантових систем. На базi цього процесу можна побудувати квантовi гейти,
на основi яких будуються квантовi комп’ютери.
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ABSTRACT
The purpose of this work is to describe the dynamics of a two-level quantum

system under the influence of a linear perturbation in time. In this work, a full
analytical dependence of the wave function on time for the superpositional
initial state is obtained. The ability to control the qubit by changing the ini-
tial phase of the wave function was also obtained and described. The results
obtained in the work are potentially important for the improvement of already
existing methods of operation of quantum systems. On the basis of this process,
quantum gates can be developed, on the basis of which quantum computers are
built.
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ВСТУП
Через кiлька рокiв пiсля вiдкриття рiвняння Шредiнгера було розв’язано

проблему переходiв мiж двома енергетичними рiвнями [1–5], i тепер розв’язок
вiдомий як формула Ландау – Зенера – Штюкельберга – Майорани (ЛЗШМ).
Ми повертаємось до цiєї важливої проблеми з огляду на сучасний iнтерес
до неадiабатичних переходiв [6–10]. Хоча вони всюдисущi у фiзицi, ми хо-
тiли б навести два конкретних приклади. Переходи ЛЗШМ можна вико-
ристовувати для реалiзацiї нових квантових логiчних вентилiв, якi є аль-
тернативою звичайним вентилям на основi резонансних збуджень [11–13].
Переходи ЛЗШМ також важливi для молекулярної динамiки, де модель
ЛЗШМ забезпечує один iз зручних пiдходiв у поєднаннi з так званим алго-
ритмом стрибкiв на поверхнi [14, 15], який дозволяє описувати фотохiмiчнi
реакцiї [16], двовимiрне рiвняння Дiрака для графену [15], криптохромнi
магнiторецепцiї [17], серед iнших явищ.

Внесок цих чотирьох авторiв обговорювався в новiтнiй лiтературi з де-
тальними висновками. Для їх опису див. [10], а також ми наводимо тут
кiлька останнiх посилань: щодо пiдходу Ландау див. [6]; пiдхiд Зенера –
див. [11] i посилання в ньому; для пiдходу Штюкельберга див. [12, 13]; i
для пiдходу Майорани див. [18, 19]. Усi цi чотири пiдходи дають точно та-
ку ж формулу ЛЗШМ для ймовiрностi переходу [10, 20]. Але чи можемо
ми вивести повну, включаючи фазу, хвильову функцiю за допомогою цих
пiдходiв? Вiдповiдь негативна для пiдходу Ландау та для пiдходу Штю-
кельберга [12]. Добре вiдомо, що пiдхiд Зенера дiйсно забезпечує повну
хвильову функцiю [21]. Однак це питання не було повнiстю розглянуто в
лiтературi щодо пiдходу Майорани, див. [18, 22, 23]. Зокрема, нещодавно
було зазначено, що внесок Майорани в проблему був недооцiнений [18, 20].

Автор [18] обговорює з сучасної точки зору кiлька робiт Майорани,
пов’язаних з фiзикою конденсованих середовищ, i серед них статтi, що
цiкавлять нас: [1]. Звертаючись до цього, [18] повторно виводить форму-
лу ЛЗШМ; однак не знаходить повної хвилi функцiї, включаючи фазу, пi-
сля проходження квазi-перетину енергетичних рiвнiв. Повну асимптотичну
хвильову функцiю було знайдено в [22] за пiдходом Майорани. Автори [22]
вивчали як пряме, так i зворотнє проходження наближення рiвнiв, у роботi
знайдено асимптотичнi хвильовi функцiї та введено метод матрицi перехо-
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Рис. 1. Дворiвнева система та адiабатично-iмпульсна модель. Апроксима-
цiя полягає в припущеннi, що еволюцiя описується чергуванням стадiй. Пiд
час адiабатичних стадiй система перебуває або в основному станi |E−⟩, або
в збудженому станi |E+⟩. Iмпульсний перехiд (з iмовiрнiстю P) вiдбуває-
ться в точцi мiнiмального розщеплення енергетичного рiвня. У цiй роботi
обґрунтовується адiабатично-iмпульсна модель завдяки пiдходу рiшення
проблеми методом Майорани.

ду (або адiабатично-iмпульсну модель) для опису еволюцiї.
Однак кiлька важливих питань залишилися без вiдповiдi. Наприклад:

“цiкаво помiркувати над амбiтною програмою, де можна зробити висно-
вок про залежнiсть станiв залежних вiд часу рiвнiв енергiї ” [18]. Чи дає
пiдхiд Майорани правильний опис динамiки? I не тiльки асимптотичну
поведiнку на нескiнченностi. Дотримуючись [1, 18, 22], ми детально дослi-
джуємо пiдхiд Майорани. Ми не лише показуємо, як отримати асимптоти-
чну ймовiрнiсть переходу на нескiнченностi, але також представляємо та
описуємо адiабатично-iмпульсну модель та дослiджуємо динамiку поблизу
наближення рiвнiв.

Рiвнi енергiї схематично показано на Pис. 1. Розглянемо дворiвневу си-
стему зi станами |0⟩ i |1⟩. Якщо почати, скажiмо, лiворуч в основному ста-
нi (бiльш загально, у суперпозицiйному станi), яка ймовiрнiсть переходу
досягти збудженого стану праворуч? Якою буде повна хвильова функцiя
далеко вiд квазi-перетину рiвня праворуч? Вiдповiдь на це останнє запита-
ння допомогла б обґрунтувати адiабатично-iмпульсна модель. Ця модель
припускає, що перехiдна область вважається нескiнченно тонкою, тодi як
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в iнших мiсцях еволюцiя моделюється як адiабатична.

Рис. 2. Залежнiсть iмовiрностi заселення енергетичного рiвня вiд часу. На
рисунку наведено три залежностi заселення енергетичного рiвня вiд часу iз
однаковою початковою iмовiрнiстю заселення i рiзними початковими фаза-
ми хвильової функцiї. Цей графiк показує внесок iнтерференцiї у фiнальну
заселенiсть енергетичного рiвня.

Для квантових обчислень важливо мати рiзнi вiдомостi про те, як ке-
рувати квантовими системами, переводячи їху бажанi стани, див. [24–27].
Можливiсть передбачити поведiнку системи вiдкриває можливiсть вико-
ристовувати її як квантовi логiчнi гейти або вдосконалювати вже наявнi
гейти, щоб зробити процес швидшим або помилки меншими чи легшим для
експериментальної реалiзацiї.

Для квантових обчислень важлива динамiка, яка забезпечує збережен-
ня незмiнного стану. Це можливо реалiзувати за допомогою адiабатично-
повiльного руху [28]. Тодi виникає питання: чи можливий такий самий ре-
зультат у швидких процесах? Вiдповiдь – так [29, 30]. Iснує велика кiлькiсть
параметрiв, за допомогою яких ми можемо керувати системою. Одним з
них є вид збудження. Якщо сигнал є перiодичним, iснують спецiальнi зна-
чення частоти та амплiтуди, якi забезпечують потрапляння в основний стан
[31–34]. Оскiльки це вiдбувається в результатi деструктивної iнтерференцiї
[35–39], це явище вiдоме як Когерентне руйнування тунелювання (Coherent
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destruction of tunneling, CDT).
В iншому контекстi проблема керування квантовою системою була сфор-

мульована таким чином, як скорегувати задане збудження так, щоб систе-
ма залишалася в одному з базових станiв. Така безперехiдна динамiка була
вивчена в [40] спочатку для загального випадку. Далi автор розглядає як
окремий випадок дворiвневу систему з лiнiйним збудженням. Цей останнiй
випадок вiдповiдає переходам Ландау – Зенера – Штюкельберга – Майо-
рани (ЛЗШМ) [1–5, 10, 11].

Головною iдеєю цiєї роботи є отримання не тiльки модуля хвильової
функцiї, як в оригiнальнiй роботi Майорани [1], а i фази хвильової фун-
кцiї за методом перевалу. Також необхiдно оцiнити похибки отриманого
результату, отриманi з асимптотичнiстю методу. Похибка оцiнюється шля-
хом порiвняння результату Зенера [2] iз нашим. Вмiння вирiшувати таким
методом задачi вiдкриває новi можливостi для опису квантових систем iз
не тiльки лiнiйним збуренням.

Ми вивчаємо питання, подiбнi до тих, що були в [31, 40]: як скерувати
систему до певного стану? чи можемо ми залишатися в тому самому станi,
що й до переходу (це безперехiдна еволюцiя)? що необхiдно для отрима-
ння основного стану (який є CDT)? У нашому випадку ми розглядаємо
найпростiший лiнiйний рух, але, починаючи з загального стану – суперпо-
зицiйного, використовуємо як параметр, яким можна керувати, початкову
рiзницю фаз мiж компонентами спiнора. У нашому пiдходi, розглядаючи
фазу як керуючий параметр, ми дотримуємося [41]. Те, що ми маємо на
увазi, показано на Рис. 2. Хоча деталi будуть поясненi далi, цей рисунок
показує динамiку кубiта, для трьох початкових суперпозицiйних станiв, з
однаковою початковою ймовiрнiстю заселення, але з трьома рiзними рi-
зницями фаз мiж компонентами хвильової функцiї. Три вiдповiднi кривi
показують, що змiнюючи початкову фазу хвильової функцiї можна отри-
мати рiзнi фiнальнi стани системи.
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РОЗДIЛ 1
ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

1.1 Неадiабатичний перетин енергетичних рiвнiв
Задача про iмовiрнiсть заселення енергетичних рiвнiв дворiвневої систе-

ми пiд впливом лiнiйного збурення пiсля проходження точки квазi-перетину
рiвнiв була розглянута вперше у 1932 роцi [1–3, 5]. У всiх роботах було отри-
мано кiнцеву iмовiрнiсть заселення для процесу, початковим станом якого
є основний. У цьому пiдроздiлi ми привернемо увагу до роботи Кларенса
Зенера [2]. Автор дослiджував перетин полярного i гомополярного станiв
молекули. Енергетичне змiщення для електронних станiв було повiльною
змiнною положення ядер. Завдання було зведено до отримання вiдповiдi на
наступне запитання: Яка ймовiрнiсть збудження, якщо починати з основно-
го стану лiворуч i лiнiйно рухатися праворуч при проходженнi уникнутого
перетину? Енергетичнi рiвнi системи розглянутi в цiй роботi, схематично
наведенi на Рис.1.1. Для описання системи вирiшується рiвняння Шредiн-

Рис. 1.1: Схематичне зображення енергетичних рiвнiв, розглянутих у задачi
перетину полярного i гомополярного станiв молекули. Таке розташування
рiвнiв вiдповiдає задачi про дворiвневої системи iз лiнiйним збуренням.

гера

iℏ
∂

∂t
|ψ⟩ = H |ψ⟩ . (1.1)

У випадку дворiвневої системи хвильова функцiя є спiнором

|ψ⟩ =

(
α

β

)
. (1.2)



11

З використанням цього i наступними позначеннями:

δ =
∆2

4vℏ
, (1.3)

i

τ = t

√
v

2ℏ
, (1.4)

рiвняння Шредiнгера переписується у виглядi двох незалежних диферен-
цiальних рiвнянь для кожної компоненти спiноруd2α

dτ2 = α(i− τ 2 − 2δ)

d2β
dτ2 = β(−i− τ 2 − 2δ)

. (1.5)

Iз замiною z = τ
√
2 exp iπ

4 рiвняння стають рiвняннями Вебера
d2α
dz2 +

(
−1

2 −
iτ2

2 − iδ
)
α = 0

d2β
dz2 +

(
1
2 −

iτ2

2 − iδ
)
β = 0

. (1.6)

Iз визначення випливає, що рiшенням рiвняння Вебера є лiнiйна комбiнацiя
спецiальних функцiй параболiчного цилiндра Dν(z)α = A+D−iδ−1(z) + A−D−iδ−1(−z)

β = B+D−iδ(z) +B−D−iδ(−z)
. (1.7)

Мiж коефiцiєнтами A± i B± є вiдповiдний зв’язок

B± = ±A±√
δ
exp

{
−iπ

4

}
, (1.8)

вони визначаються iз початкових умов.
Головним результатом є iмовiрнiсть переходу iз основного стану у збу-

джений пiсля переходу. Iмовiрнiсть отримується iз асимптотичних виразiв
для (1.7) i дорiвнює

P = exp(−2πδ). (1.9)

Ця величина має назву iмовiрнiсть Ландау – Зенера – Штюкельберга –
Майорани.
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Пiдхiд Зенера дає повну аналiтичну залежнiсть компонент спiнора вiд
часу. Незручнiстю результату полягає в тому, що вiн дається у виглядi
спецiальних функцiй. Для аналiзу результату необхiдно використовувати
чисельнi розрахунки, або знаходити асимптотичнi залежностi. Метод Зе-
нера повну аналiтичнаузалежнiсть, що є великою перевагою. Однак, його
знаходження є застосовним лише для такого типу сигналу (лiнiйного). У
випадку iншого сигналу цей метод є незастосовним.

1.2 Безперехiдна динамiка квантової системи
Однiєю iз важливих задач для квантових розрахункiв є досладження

можливость без-перехiдної динамiки. Зазвичай безперехiдною динамiка є
у повiльних, тобто адiабатичних, процесах. Однак для швидких процесiв
iснують близькi гамiльтонiани до початкових систем, що гарантують вiд-
сутнiсть переходу з одного енергетичного рiвня на iнший для будь-якої ди-
намiки за швидкiстю. Така задача була розглянута у роботi сера Майкла
Беррi [40].

Iдея полягає у тому, що якщо ми маємо систему, яка описується стацiо-
нарним рiвнянням Шредингера

Ĥ0(t) |n(t)⟩ = En(t) |n(t)⟩ , (1.10)

то перехiд на наступний рiвень є iмовiрним. Однак iснує близький гамiль-
тонiан, при якому система гарантовано залишається в основному станi.
Хвильова функцiя будується наступним чином

|ψt(t)⟩ = exp

− i

ℏ

t∫
0

dt′En(t
′)−

t∫
0

dt′ ⟨n(t′)|∂t′n(t′)⟩

 |n(t)⟩ . (1.11)

За такою побудовою гамiльтонiан буде складатися iз двох доданкiв

Ĥ(t) = Ĥ0(t) +H1(t). (1.12)

Перший доданок є початковим гамiльтонiаном системи

Ĥ0(t) =
∑
n

|n⟩En ⟨n| . (1.13)
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Другий доданок має наступну структуру

H1(t) = iℏ
∑
n

(|∂tn⟩ ⟨n| − ⟨n|∂tn⟩ |n⟩ ⟨n|) . (1.14)

Саме H1(t) є причиною виникнення безперехiдної динамiки квантової си-
стеми.

У задачi про ЛЗШМ переходи гамiльтонiан має наступний вигляд

H(t) =
1

2
gµBσ⃗H⃗, (1.15)

де σ⃗ є матрицями Паулi i магнiтне поле залежить вiд часу лiнiйно

H⃗ = (Hmin, 0, V t) . (1.16)

Якщо ж гамiльтонiан буде мати нелiнiйний доданок за часом, що побудо-
ваний як у (1.14), тодi в незалежностi вiд швидкостi процесу пiсля прохо-
дження квазi-перетину рiвнiв система буде залишатись в основному станi.
У такому випадку магнiтне поле набуває наступного вигляду

H⃗(t) =

(
Hmin, − εHminV

H2
min + V 2t2

, V t

)
. (1.17)

Таким чином забезпечується дiабатична еволюцiя дворiвневої системи
iз лiнiйним збуренням, у результатi якої система залишається в основному
станi, як i на початку. Це досягається за рахунок додаткового не лiнiйного
за часом магнiтного поля, спрямованого вздовж осi Y.

1.3 Когерентне руйнування тунелювання
При додаваннi певного сигналу до дворiвневої системи спостерiгається

рiзноманiтна динамiка. Для квантового контролю є важливим знання, як
отримувати певнi стани кубiтiв. Одним iз таких станiв є основний i збудже-
ний стани. Задача, що описує отримання основного стану дворiвневої систе-
ми вiдома як Когерентне руйнування тунелювання (Coherent destruction of
tunneling, CDT). Когерентне руйнування тунелювання дворiвневої систе-
ми пiд впливом перiодичного збудження було введено i розглянуто у [31] у
1991 роцi. У 2008 роцi Каянума та iн. [37] у своїй роботi описав аналiтично,
якi параметри системи мають бути обранi для досягнення CDT.



14

Дворiвнева система iз станами |1⟩ i |2⟩ пiд впливом залежного вiд часу
сигналу описується наступним гамiльтонiаном

H1(t) =
E(t)

2
(|1⟩ ⟨1| − |2⟩ ⟨2|) + γ (|1⟩ ⟨2|+ |2⟩ ⟨1|) , (1.18)

де γ є постiйним тунельним матричним елементом. Сигнал розглядається
як перiодичний за часом

E(t) = E0 cos(ωt). (1.19)

Для знаходження динамiки вирiшується рiвняння Шредiнгера, що перепи-
сується у наступному виглядi

i
d

dt
α(t) =

E(t)

2
α(t) + γβ(t), (1.20)

i
d

dt
β(t) = −E(t)

2
β(t) + γα(t). (1.21)

Результатом роботи є залежнiсть компонент спiнора вiд часу

α(t) = exp

[
i
E0

2ω
sin(ωt)

]
cos

(
∆

N
J0

(
E0

ω

)
t

)
, (1.22)

β(t) = i exp

[
i
E0

2ω
cos(ωt)

]
sin

(
∆

N
J0

(
E0

ω

)
t

)
. (1.23)

Компоненти спiнора залежать вiд косинуса, аргументом якого є фун-
кцiя Бесселя нульового порядку. Якщо аргумент косинуса дорiвнює нулю,
вiдбувається когерентне руйнування тунелювання, тобто пiд впливом та-
кого сигналу система гарантовано переходить в основний стан. Це вiдбува-
ється, коли вiдношення амплiтуди сигналу i частоти E0/ω дорiвнює нулям
функцiї Бесселя.

Таким чином показано, що за певних умов сигналу стан кубiта перехо-
дить в основний, що є важливим результатом для квантових розрахункiв.
Це пiдтверджується кiлькiстю робiт, що описують подiбнi задачi.
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РОЗДIЛ 2
ДВОРIВНЕВI СИСТЕМИ ПIД ДIЄЮ ЛIНIЙНОГО
ЗБУРЕННЯ. ДИНАМIКА ХВИЛЬОВОЇ ФУНКЦIЇ

2.1 Опис дворiвневої системи
У своїй роботi [1] Етторе Майорана дослiджував двi пов’язанi проблеми.

Перша частина описує проблему орiєнтованого атомного пучка, що про-
ходить через точку iз магнiтним полем, що зануляється. Друга половина
статтi присвячена частинцi зi спiном 1/2 у лiнiйно залежному вiд часу
магнiтному полi. Майорана розглядав задачу про орiєнтацiю спiну в дина-
мiчному магнiтному полi з компонентами Hx ∼ −∆, Hy = 0 i Hz ∼ −vt, де
∆ i v – постiйнi величини. Еволюцiя у часi дворiвневої системи пiд впливом
лiнiйного збудження описується рiвнянням Шредiнгера:

iℏ
∂

∂t
|ψ⟩ = −1

2
(∆σx + vtσz) |ψ⟩ , (2.1)

де σi є матрицями Паулi.
Для хвильової функцiї у формi

|ψ⟩ =

(
α

β

)
(2.2)

це можна переписати як систему двох пов’язаних диференцiальних рiв-
нянь. Введемо безрозмiрний час τ i параметр адiабатичностi δ:

τ =

√
v

2ℏ
t, δ =

∆2

4vℏ
. (2.3)

Зробивши замiну

α = f exp

(
i

2
τ 2
)
, β = g exp

(
− i

2
τ 2
)
, (2.4)

ми отримуємо ḟ = i
√
2δg exp (−iτ 2)

ġ = i
√
2δf exp (iτ 2)

. (2.5)

Цi рiвняння можна записати, як два незалежних рiвняння для функцiй f
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i g

d2f

dτ 2
+ 2iτ

df

dτ
+ 2δf = 0, (2.6)

d2g

dτ 2
− 2iτ

dg

dτ
+ 2δg = 0. (2.7)

Для отримання цих рiвнянь в однорiднiй формi використовується пiд-
становка (2.4). У цiй формi перетворення Лапласа спрощує рiвняння.

2.2 Використання пiдходу Майорани для отримання хвильової
функцiї

Слiдуючи Майоранi, рiвняння для f(τ) y (2.6) можна розв’язати за
допомогою двостороннього перетворення Лапласа,

L[f(τ)] =
∫ ∞

−∞
e−sτf(τ) dτ = F (s). (2.8)

Тут F (s) використавши перетворення Лапласа функцiї f(τ). Тодi вико-
ристав це у рiвняннi (2.6), використавши теорему про похiдну початкової
функцiї, L[τf(τ)] = −F ′(s), отримуємо

s2F (s)− 2i [F (s) + sF ′(s)] + 2δF (s) = 0. (2.9)

Розв’язок цього диференцiального рiвняння першого порядку дає

F (s) = Cδ exp

(
−is

2

4

)
s−1−iδ. (2.10)

Тут константа iнтегрування Cδ може бути визначена з початкової умови.
I тодi ми можемо знайти f(τ) за допомогою зворотного перетворення Ла-
пласа:

f(τ) = lim
T→∞

∫ γ+iT

γ−iT

esτF (s) ds, (2.11)

де γ — дiйсне число, так що контур iнтегрування знаходиться в областi
збiжностi F (s). Деталi iнтегрування описанi у [19].

Результати iнтегрування дають асимптотичне рiшення рiвняння Шре-
дiнгера для часу менше i бiльше нуля, де нульовою точкою вважеється
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Рис. 2.1: Контури iнтегрування L1,2 в рiвняннi. (2.11) Областi, де можна
застосувати метод перевалу, показано зеленим кольором. Контур L1 в (а)
вiдповiдає τ < 0, а L2 в (b) вiдповiдає τ > 0. Контур L0 є частиною конту-
ру L2, яка частково розташована в рожевiй областi. Iнтегрування вздовж
цього контуру слiд виконувати окремо вiд iнтеграла, обчисленого в рамках
методу сiдлової точки, обидва з яких роблять свiй внесок в iнтеграл у рiв-
няннi.

момент наближення рiвнiв:

τ < 0 :


α(τ) = Cδ

√
4π(−2iτ)−iδ−1 exp

(
−iτ22 + i3π4

)
,

β(τ) = Cδ

√
2π
δ (−2iτ)−iδ exp

(
− iτ2

2 + iπ
4

)
,

(2.12)

τ > 0 :


α(τ) = Cδ

√
4π(−2iτ)−iδ−1 exp

(
− iτ2

2 + i3π4

)
+ Cδ

2πi
Γ(iδ+1)τ

iδ exp
(
iτ2

2

)
,

β(τ) = Cδ

√
2π
δ (−2iτ)−iδ exp

(
− iτ2

2 + iπ
4

)
+ Cδ

√
δ
2

2πi
Γ(iδ+1)τ

iδ−1 exp
(
iτ2

2

)
.

(2.13)

Тепер ми розглянемо початкову умову далеко вiд наближення рiвнiв,
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на τ → −∞, i отримаємо iз формул (2.12, 2.13)|α|2 = 0

|β|2 = 1
. (2.14)

Для виконання умови нормування ми беремо константу iнтегрування

Cδ =

√
δ

2π
exp

(
−πδ

2

)
, (2.15)

де ми використали iiδ = e−πδ/2. Необхiдно зауважити, що початкова умова
(2.14) залишає фазу невизначеною, тому замiна Cδ → Cδe

iϑ з будь-якою
фазою ϑ призводить до того самого початкового стану для iмовiрностi
заселення рiвнiв.

2.3 Порiвняння асимптотичної хвильової функцiї iз аналiтичним
результатом

Для опису динамiки квантових систем необхiдно знати поведiнку хви-
льової функцiї у будь-який час. Майорана отримав лише ймовiрнiсть пе-
реходу з основного стану в збуджений. Ми розширюємо метод Майорани
i отримуємо динамiку хвильової функцiї. Проте цей метод є асимптоти-
чним, i очiкується, що вiн не працюватиме належним чином при малих
абсолютних значеннях безрозмiрного часу τ . Чи забезпечує це правильну
поведiнку за кiнцевих значень часу? Давайте дослiдимо це та розглянемо
цю динамiку, побудувавши графiк заселеностi енергетичного рiвня, зада-
ний формулами (2.12, 2.13), як функцiї часу.

На Рис. 2.2 ми показуємо заселення двох рiвнiв для асимптотичного
результату – пiдходу Майорани (2.12, 2.13), i точного результату – пiдходу
Зенера (1.7). Рис. 2.2 показує, що асимптотичний розв’язок правильно опи-
сує динамiку при |τ | ≳ 1; i це означає, що пiдхiд Майорани дає правильнi
результати навiть за вiдносно невеликi промiжки часу. Таким чином, пiдхiд
Майорани правильно описує не тiльки асимптотичнi значення на нескiн-
ченностi, а й перехiдну динамiку. Лише в самому околi нуля, коли |τ | ≲ 1 ,
асимптотичний розв’язок не описує динамiку хвильової функцiї правильно.
Як показано на Рис. 2.2, ця область, показана жовтим фоновим кольором,
досить вузька. Цi результати є оригiнальними.
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Рис. 2.2: Порiвняння динамiки ймовiрностi заселеностi вiд часу τ , отри-
маної методом Майорани (синя i зелена кривi) i методом Зенера (червона
i фiолетова кривi). Лiвi панелi показують динамiку першого компонента
спiнора α(τ), тодi як правi панелi показують другий компонент β(τ) для
трьох рiзних значень параметра адiабатичностi δ. Жовтi областi показу-
ють область, де пiдхiд Майорани не дає правильного результату, оскiльки
цей метод є асимптотичним. Яскраво-зеленi горизонтальнi пунктирнi лi-
нiї показують ймовiрнiсть ЛЗШМ. Це показує, що далеко вiд перехiдної
областi обидва результати, отриманi Зенером i Майораною, асимптотично
наближаються до цього значення.

2.4 Кiлькiсна оцiнка границь чинностi
Кiлькiсно визначимо область, де наш розв’язок за методом Майора-

ни, (2.12, 2.13), значно вiдхиляється вiд точного розв’язку. Як бачимо з
Рис. 2.2, цей промiжок часу вiдповiдає так званому стрибковому часу [10,
42]. Час стрибка можна визначити через похiдну в нульовий час, P ′(0),
наступним чином для формул за пiдходом Зенера

τjump =
1− P
P ′(0)

, (2.16)

де P – iмовiрнiсть ЛЗШМ, а P (τ) — залежна вiд часу ймовiрнiсть переходу
з нижнього рiвня на верхнiй. Ми отримуємо цю ймовiрнiсть як P (τ) =
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|α(τ)|2 з (1.7), використовуючи початкову умову (2.14)

P (τ) = δ exp

(
−πδ

4

)
|D−iδ−1(−z)|2 . (2.17)

Звiдси випливає, що час стрибку, в залежностi вiд адiабатичного параме-
тру, δ дорiвнює

τjump(δ) =

√
1− P√

2δ cosχ(δ)
, (2.18)

де

χ(δ) =
π

4
+ Arg

[
Γ

(
1

2
− iδ

2

)]
− Arg

[
Γ

(
1− iδ

2

)]
. (2.19)

Базуючись на цiй формулi, ми можемо аналiтично оцiнити область, де наш
метод не дає правильного результату: ширина областi жовтого фону на
Рис. 2.2 вiдповiдає τjump, визначеному формулою (2.18).

2.5 Суперпозицiйний початковий стан
Коли в роздiлi 2.2 ми розв’язали рiвняння еволюцiї за Майораною, ми

отримали конкретну початкову умову (2.14). У випадку, коли нас цiкавить
будь-яка iнша початкова умова, це рiшення недiйсне. Це тому, що цей пiдхiд
дає частинний розв’язок рiвняння (2.6). Щоб знайти загальний розв’язок,
потрiбно отримати другий частинний розв’язок, лiнiйно незалежний вiд
першого. Це можна отримати, розв’язавши рiвняння (2.7) аналогiчно тому,
як ми робили в роздiлi 2.2. Назвемо цi два рiшення |ψ1⟩ i |ψ2⟩, де

|ψ1,2⟩ =

(
α1,2

β1,2

)
. (2.20)

Замiсть того щоб розв’язувати рiвняння (2.7), ми зазначаємо, що це
збiгається з рiвнянням (2.6) шляхом замiни α2 на β1 i β2 на α1 i взяттям
їх комплексного спряження з вiдповiдним вибором гiлки в квадратному
коренi. У методi перевалу гiлка залежить вiд кута нахилу контуру iнтегру-
вання. У двох часткових рiшеннях нахили рiзнi, тому гiлки також обрано
рiзними.

Тодi загальний розв’язок є лiнiйною комбiнацiєю цих двох розв’язкiв,
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|ψ(τ)⟩ = Q1 |ψ1(τ)⟩+Q2 |ψ2(τ)⟩. Якщо розглядати заданий початковий стан

|ψ(τi)⟩ =

(
α

i

β
i

)
, (2.21)

тодi константи дорiвнюютьQ1 = βi iQ2 = αi. Пiдводячи пiдсумок, загальне
рiшення є наступним

|ψ(τ)⟩ = βi |ψ1(τ)⟩+ αi |ψ2(τ)⟩ , (2.22)

де |ψ1(τ)⟩ дається у (2.12, 2.13) i |ψ2(τ)⟩ отримане iз |ψ1(τ)⟩ шляхом обмi-
ну α та β i комплексним спряженням iз врахуванням гiлки комплексного
кореня.

Рис. 2.3: Еволюцiя в часi ймовiрностi заселеностi енергетичних рiвнiв, для
рiзних початкових суперпозицiйних станiв. Подiбно до Рис. 2.2, ми пред-
ставляємо порiвняння динамiки, отриманої за допомогою методу Майорани
та методу Зенера, тепер для трьох рiзних початкових станiв, з αi = 0, 3;
0, 7 i 0, 95; βi =

√
1− α2

i . Параметр адiабатичностi дорiвнює δ = 0, 1.

Результати розрахункiв для суперпозицiйних початкових станiв наведе-
но на Рис. 2.3. Там ми розглядаємо три початковi стани, коли ймовiрнiсть
ψ1-стану, який є |αi|2, дорiвнює близько 0, 1 (верхня панель), 0, 5 (середня
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панель) i 0, 9 (нижня панель). Верхня панель описує невелике вiдхилення
вiд рiшення Майорани |ψ1⟩, що описує динамiку для основного початкового
стану, представленого на Рис. 2.2.

2.6 Чиннiсть асимптотичної динамiки близько нуля
Рисунок 2.4 показує чиннiсть наших результатiв, отриманих для основ-

ного (а) та суперпозицiйного стану (b) у рамках пiдходу Майорани. Це
кiлькiсно визначається як вiдносна рiзниця мiж нашим асимптотичним рi-
шенням i точним, отриманим у рамках пiдходу Зенера. Для iлюстрацiї ми
вибираємо однаково заповнену суперпозицiю в початковий момент часу.
Якщо |αi|2 < 0, 5, фiгура стає перекошеною влiво; якщо |αi|2 > 0.5, тодi
змiщення вiдбувається вправо. Крiм того, ми малюємо пунктирнi синi лiнiї,
що показують час стрибка (2.16), що дає хорошу оцiнку того, де асимпто-
тичний розв’язок узгоджується з точним (за межами областi мiж синiми
кривими). Звернiть увагу, що час стрибка не є симетричним навколо точки
τ = 0. Загалом вiн асиметричний, а зсув пов’язаний зi значенням параме-
тра адiабатичностi δ.
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Рис. 2.4: Чиннiсть пiдходу Майорани. Вiдхилення ймовiрностi за пiдходом
Майорани вiд аналiтичного розв’язку кiлькiсно визначається як рiзниця
ймовiрностi зайнятостi верхнього рiвня, розрахованої за асимптотичним
методом Майорани i за точним результатом Зенера. Початковою умовою
вважається основний стан iз αi = 0 (a) i стан суперпозицiї (b) з αi = 0, 7.
Тут PZ — це ймовiрнiсть Зенера, яка визначається як |α(τ)|2 з рiвнян-
ня (1.7). Тодi PM — це наш результат у рамках пiдходу Майорани, який
надається |α(τ)|2 iз рiвняння (2.22). Пунктирнi синi кривi показують час
стрибка τjump, (2.16). На панелi (c) показано збiльшене зображення зале-
жностi (b) у неадiабатичному дiапазонi параметра адiабатичностi.
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РОЗДIЛ 3
АДIАБАТИЧНО-IМПУЛЬСНА МОДЕЛЬ

3.1 Адiабатична еволюцiя
Повiльний процес є адiабатичним. У таких процесах перехiд iз одного

енергетичного рiвня на iнший не вiдбувається. Для опису такої еволюцiї
будемо вирiшувати стацiонарне рiвняння Шредiнгера у адiабатичному ба-
зисi. Адiабатичний базис – це базис власних значень енергiї гамiльтонiана
|E±⟩. До цього ми розглядали динамiку у дiабатичному базисi – базисi ло-
гiчних нуля та одиницi |0⟩, |1⟩. На Рис. 1 показано схематичний зв’язок цих
базисiв. Аналiтично вони пов’язанi наступним чином

|E±⟩ = γ∓ |0⟩ ∓ γ± |1⟩ , (3.1)

де

γ± =
1√
2

√
1± ε(t)

∆E(t)
. (3.2)

Матриця переходу iз дiабатичного базису в адiабатичний є наступною

M =

(
γ− −γ+
γ+ γ−

)
. (3.3)

Адiабатична еволюцiя описується наступною матрицею в адiабатичному
базисi

Uad(ti, tf) =

(
exp (−iζ) 0

0 exp (iζ)

)
, (3.4)

де ζ вiдповiдає накопиченiй фазi хвильової функцiї пiд час процесу i до-
рiвнює

ζ (ti, tf) =
1

2ℏ

tf∫
ti

√
∆2 + ε(t)2dt. (3.5)
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3.2 Константний сигнал
Розглянемо випадок стацiонарного сигналу ε(t) = ε0, тодi еволюцiя буде

описуватись наступною матрицею

Uad(ti, tf) =

(
exp [−iωtwait] 0

0 exp [iωtwait]

)
, (3.6)

де ми використовуємо наступнi позначення

twait = tf − ti; (3.7)

ω =

√
∆2 + ε20
2ℏ

. (3.8)

Матриця M є унiтарною, тому адiабатична еволюцiя в дiабатичному базисi
описується матрицею

Udiab
ad (ti, tf) = MTUad(ti, tf)M

=

 γ2−e
−iωtwait + γ2+e

iωtwait γ−γ+ (exp [iωtwait]− exp [−iωtwait])

γ−γ+ (exp [iωtwait]− exp [−iωtwait]) γ2+ exp [−iωtwait] + γ2− exp [iωtwait]

 .

(3.9)
Той самий результат можна отримати шляхом прямого розв’язання рiвня-
ння Шредiнгера у дiабатичному базисi.

Якщо еволюцiя знаходиться далеко вiд областi перетину енергетичних
рiвнiв, |ε0| ≫ ∆, адiабатична еволюцiя буде

ε0 < 0 : Udiab
ad (ti, tf) =

(
exp [−iωtwait] 0

0 exp [iωtwait]

)
; (3.10)

ε0 > 0 : Udiab
ad (ti, tf) =

(
exp [iωtwait] 0

0 exp [−iωtwait]

)
. (3.11)

Це показує, що (для рiзних знакiв ε0) повороти навкруги осi z вiдбува-
ються в рiзних напрямках, i вiзуалiзацiя представлена на Рис. 3.1.
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Рис. 3.1: Адiабатична еволюцiя на сферi Блоха. Двi адiабатичнi еволюцiї
показанi на сферi Блоха. Червона еволюцiя демонструє, що коли збудже-
ння є постiйним i ε0 > 0, еволюцiя вiдповiдає обертанню навколо осi-z у
негативному напрямку. Якщо збудження ε0 < 0, обертання вiдбувається в
позитивному напрямку. Цей випадок показано синiм кольором.

3.3 Лiнiйний сигнал
Динамiка з початковим часом −ti i кiнцевим часом tf може бути описа-

на наближенням адiабатичного iмпульсу [19]. Вiдповiдно до цього динамiку
можна роздiлити на три рiзнi стадiї: адiабатичну еволюцiю, перехiд i адiа-
батичну еволюцiю знов:

|ψf⟩ = Uad(tf , 0)NUad(0,−ti) |ψi⟩ , (3.12)

де |ψi,f⟩ є початковою та кiнцевою хвильовими функцiями, Uad описує адi-
абатичну еволюцiю, а N описує перехiд ЛЗШМ. Схематичне роздiлення
на стадiї продемонстроване на Рис. 1. Матриця адiабатичної еволюцiї до
переходу є

Uad(0,−ti) =

(
exp (−iζ) 0

0 exp (iζ)

)
, (3.13)



27

i пiсля переходу адiабатично-еволюцiйна матриця дорiвнює

Uad(tf , 0) =

(
exp (iζ) 0

0 exp (−iζ)

)
. (3.14)

Тут фаза ζ та її асимптотичнi вирази для великих значень часу, тобто в

t = ±τa
√

2ℏ/v (3.15)

iз τa ≫ 1 буде дорiвнювати

ζ (±τa) =
1

2ℏ

±τa∫
0

√
∆2 + 2ℏvτ 2dτ ≈ (3.16)

≈ ±
[
τ 2a
2

+
δ

2
− δ

2
ln δ + δ ln

√
2τa

]
. (3.17)

3.4 Iмпульсний тип переходу
Неадiабатичний перехiд описується матрицею, яка в теорiї розсiюван-

ня асоцiюється з матрицею розсiювання [43]. (Звернiть увагу на аналогiю з
iнтерферометром Маха-Цендера [10, 11, 44–47].) Компоненти матрицi пере-
ходу пов’язанi з амплiтудами вiдповiдних станiв системи в енергетичному
просторi. Дiагональнi елементи вiдповiдають квадратному кореню з кое-
фiцiєнта вiдбиття R, а недiагональнi елементи вiдповiдають квадратному
кореню з коефiцiєнта пропускання T i його комплексно спряженого:

N =

 √
R

√
T

−
(√

T
)∗ √

R

 . (3.18)

З рiвнянь (2.12, 2.13) ми отримуємо елементи матрицi iмпульсного переходу

R = P i T = (1− P) exp (i2φS) , (3.19)

де φS є фазою Стокса

φS =
π

4
+ Arg [Γ (1− iδ)] + δ (ln δ − 1) . (3.20)
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Далi ми будемо використовувати формалiзм, введений у цьому роздiлi, щоб
описати динамiку системи, починаючи зi суперпозицiйного стану. Вико-
ристовуючи результати цього роздiлу, можна описати не лише одиничне
проходження, але й випадок багаторазового проходження за допомогою
адiабатично-iмпульсного наближення.
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РОЗДIЛ 4
КВАНТОВИЙ ФАЗОВИЙ КОНТРОЛЬ

4.1 Залежнiсть iмовiрностi заселення енергетичного рiвня вiд
початкової фази хвильової функцiї

Розглянемо залежнiсть кiнцевої ймовiрностi заселення вiд початкової
фази хвильової функцiї. Для цього вiзьмемо хвильову функцiю у виглядi

|ψ⟩ =

(
α

β

)
. (4.1)

Потiм, беручи αi дiйсне за початкову умову, ми вводимо рiзницю фаз у βi:

βi =
√

1− α2
i exp (iϕi). (4.2)

Однопрохiдна еволюцiя описується ермiтовою матрицею

Ñ = Uad(0, τf)NUad(−τi, 0). (4.3)

Взявши для простоти τf = τi = τa, отримаємо компоненти цiєї матрицi(
Ñ11 Ñ12

Ñ21 Ñ22

)
=

( √
R

√
Te2iζ(τa)

−
√
T

∗
e−2iζ(τa)

√
R

)
. (4.4)

Бiльш загальний випадок, τf ̸= τi, розглянуто у Пiдроздiлi 4.7.
Хвильова функцiя пiсля переходу визначена в (3.12). Тодi перший ком-

понент спiнора дорiвнює

αf = αiÑ11 +
√
1 + α2

i e
iϕiÑ12. (4.5)

Кiнцева ймовiрнiсть зайняття нижнього рiвня є наступною |αf |2 = P|0⟩.
Тодi, використовуючи (3.17, 3.20), ми можемо записати пряму залежнiсть
ймовiрностi зайнятостi вiд параметрiв системи

P|0⟩ = α2
i e

−2πδ + (1− α2
i )(1− e−2πδ)

+2αi

√
1− α2

i e
−πδ
√

1− e−2πδ cos θ, (4.6)
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де
θ (δ, τa, ϕi) =

π

4
+ Arg [Γ(1− iδ)] + τ 2a + 2δ ln (

√
2τa) + ϕi. (4.7)

Важливо зауважити, що кiнцева ймовiрнiсть зайнятостi не залежить вiд
кiнцевого часу, для деталей див. Пiдроздiл 4.7. Отже, якщо ми використо-
вуємо позначення, що початковий час −τi < 0, кiнцевий результат буде
таким же, як (4.6), з τa → τi.

4.2 Конструктивна i деструктивна iнтерференцiя
Фiнальна ймовiрнiсть залежить вiд таких параметрiв системи: параметр

адiабатичностi δ, початкова заселенiсть нижнього енергетичного рiвня αi,
початкова фаза хвильової функцiї ϕi, i початковий час τi. Ми зацiкавленi
в дослiдженнi внеску третього доданку в (4.6). Цей член є результатом
iнтерференцiї, i (для зручностi) ми будемо позначати його як α2

int

α2
int = 2αi

√
1− α2

i e
−πδ
√

1− e−2πδ cos θ. (4.8)

Завдяки значенню α2
int можна отримати рiзнi значення кiнцевої ймовiрно-

стi. Рисунок 4.1 демонструє внесок цього iнтерференцiйного члена. Якщо
початкова ймовiрнiсть фiксована, а рiзниця фаз мiж компонентами хвильо-
вої функцiї варiюється, можна отримати кiнцевi ймовiрностi в широкому
дiапазонi.

Залежнiсть вiд αi пропорцiйна фактору 2αi

√
1− α2

i , тому iснує макси-
мум при αi = 1/

√
2.

Залежнiсть вiд τi i ∆ϕi здiйснюється через аргумент cos θ. Оскiльки
параметри ϕi i τi обидва роблять внесок у кiнцевий результат як накопиче-
на фаза пiд час процесу в (4.6), то їхнiй внесок аналогiчний . Фаза перед
переходом є сумою початкової фази ϕi i фази, яка була зiбрана пiд час
адiабатичної еволюцiї до переходу. Адiабатична фаза еволюцiї пов’язана з
початковим часом. Залежно вiд цього iснують мiнiмальне та максимальне
значення цього iнтерференцiйного члена, якi вiдповiдають cos θ = ±1. Ма-
ксимальне значення – випадок конструктивної iнтерференцiї. Мiнiмальне
значення – випадок деструктивної iнтерференцiї. Цi випадки вiдбуватиму-
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ться, якщо початковий фазовий зсув є вiдповiдно

ϕdestri = ϕi0 +
π

2
, (4.9)

i
ϕconstri = ϕi0 −

π

2
, (4.10)

де ϕi0 вiдповiдає нульовому вкладу iнтерференцiйного фактору i дорiвнює

ϕi0 = 2πn+
π

4
− Arg [Γ(1− iδ)]− τ 2i − 2δ ln(

√
2τi), (4.11)

де n цiле число.
Ми можемо отримати будь-яке значення iнтерференцiйного члена мiж

значеннями конструктивної та деструктивної iнтерференцiї. Мiнiмальне i
максимальне значення ймовiрностi зайнятостi такi

P|0⟩max/min =

(
αie

−πδ ±
√

1− α2
i

√
1− e−2πδ

)2

. (4.12)

Ширина цiєї областi (мiж деструктивною i конструктивною iнтерфе-
ренцiєю) становить

∆P (αi, δ) = 4αi

√
1− α2

i e
−πδ
√
1− e−2πδ. (4.13)

Ширина набуває максимального значення за умови αi =
1√
2
, i дорiвнює

∆P (δ)max = 2e−πδ
√

1− e−2πδ. (4.14)

Крiм того, шириною можна керувати змiнюючи параметр адiабатично-
стi δ. Зокрема, якщо δ = ln

√
2/π, то ширина набуває максимального зна-

чення
∆P (αi)max = 2αi

√
1− α2

i . (4.15)

Якщо ми вiзьмемо

αi =
1√
2
, δ =

ln
√
2

π
(4.16)

в той же час, ширина становитиме 1, що означає, що можна отримати будь-
яку остаточну ймовiрнiсть.
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Рис. 4.1: Залежнiсть кiнцевої ймовiрностi заселенностi нижнього енергети-
чного рiвня вiд початкової фази показана на цьому рисунку. Якщо зна-
чення (4.8) є максимальним, остаточна ймовiрнiсть заселення також є ма-
ксимальною та вiдповiдає випадку конструктивної iнтерференцiї. З iншого
боку, якщо (4.8) є мiнiмальним, остаточна ймовiрнiсть заселення також є
мiнiмальною, i це є випадком руйнiвної iнтерференцiї. (a) показує часову за-
лежнiсть обох цих ймовiрностей зайнятостi. (b) показує динамiку на сферi
Блоха для випадку конструктивної iнтерференцiї, показаного на вкладцi
(a). (c) показує динамiку на сферi Блоха для випадку деструктивної iн-
терференцiї, показаного на вкладцi (a). Початкова ймовiрнiсть заселення
P|0⟩i = 0, 36, а параметр адiабатичностi δ = ln 2/2π. Червонi i зеленi точки
на вкладках (a) i (b) показують початковий i кiнцевий стан вiдповiдно на
сферi Блоха.

Рисунок 4.2 демонструє залежнiсть ширини мiж конструктивною та
деструктивною iнтерференцiєю вiд параметра адiабатичностi у двох ви-
падках початкової ймовiрностi заселення. Темно-зелена лiнiя показує ма-



33

ксимальне значення (4.8), а темно-червона лiнiя — мiнiмальне значення.
Вплив iнтерференцiйного члена залежить вiд параметра адiабатичностi.
При δ ≫ 1 i δ ≪ 1 вплив iнтерференцiйного члена є близьким до нуля.
Значення параметра , вiдповiдають швидким процесам, якi не є адiабати-
чними.

4.3 Повернення у початковий стан пiсля неадiабатичного про-
ходження наближення рiвнiв

Умову для того, щоб залишатися в тому самому станi, що й початковий,
пiсля переходу можна знайти з (4.6), якщо нам потрiбно P|0⟩ = α2

i . Це дає
нам значення cos θ:

cos θ =

(
2α2

i − 1
)√

1− e−2πδ

2αi

√
1− α2

i e
−πδ

. (4.17)

Ця умова може бути виконана, коли значення |cos θ| ≤ 1, що вимагає

δ ≤ δst =
1

2π
ln

1

(2α2
i − 1)

. (4.18)

Тодi рiзниця фаз мiж αi i βi дорiвнює

ϕi = arccos

(
2α2

i − 1
)√

1− e−2πδ

2αi

√
1− α2

i e
−πδ

+ ϕi0 −
π

2
. (4.19)

На Рис. 4.2 область, де може бути збереження початкової ймовiрностi за-
селення, показана свiтло-блакитним фоном. У дiабатичному базисi це вiд-
повiдає здебiльшого малим значенням параметра адiабатичностi δ. Мале δ
вiдповiдає швидким процесам.

4.4 Когерентне руйнування тунелювання
Як ми зазначили у вступi, отримання основного стану є важливим для

квантових розрахункiв. На Рис. 4.2 ми позначили точки, коли можна отри-
мати основний стан. Якщо кiнцева ймовiрнiсть зайнятостi дорiвнює нулю,
це означає, що кiнцевий стан дорiвнює |1⟩. Це вiдповiдає випадку когерен-
тного руйнування тунелювання (CDT). У протилежному випадку, якщо
остаточна ймовiрнiсть зайнятостi дорiвнює одиницi, стан |0⟩. За аналогi-
єю ми називаємо цей випадок когерентним конструюванням тунелювання
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(CCT). Цi випадки присутнi для будь-якої початкової ймовiрностi зайня-
тостi та вiдповiдають мiнiмуму та максимуму ймовiрностей зайнятостi де-
структивної та конструктивної iнтерференцiї. З (4.12) можна знайти зна-
чення параметра адiабатичностi для цих випадкiв

δCDT =
1

2π
ln

1

1− α2
i

, (4.20)

δCCT =
1

π
ln

1

αi
. (4.21)

Рис. 4.2: Вiзуалiзацiя рiзницi (або ширини) мiж конструктивною та дестру-
ктивною iнтерференцiєю в залежностi ймовiрностi зайнятостi вiд параме-
трiв адiабатичностi. Вкладка (а) вiдповiдає випадку, коли αi = 0, 3 i (b)
αi = 0, 8. Темно-зелена крива показує конструктивний випадок, а темно-
червона — деструктивну iнтерференцiю. Свiтло-блакитна область показує
значення параметра адiабатичностi, де можливе збереження ймовiрностi
заселення, тобто при δ < δst. Точка, яка вiдповiдає когерентному руйну-
ванню тунелювання (CDT), позначена зiркою, а точка когерентного кон-
струювання тунелювання (CCT) позначена хрестом. Значення параметра
адiабатичностi в цих випадках вiдповiдають рiвнянням (4.20, 4.21) вiдпо-
вiдно.

Результати цього пiдроздiлу є несподiваними, оскiльки в результатi ймо-
вiрнiсть зайнятостi може повернутися до початкового значення лише за
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допомогою фазового контролю. CDT i CCT для одноразового проходу з
лiнiйним збудженням iснують для будь-якої початкової ймовiрностi засе-
лення. Цi результати є важливими для розробки i удосконалення квантових
гейтiв.

4.5 Отримання обраного стану кубiту
Тепер ми розглянемо, як контролювати кубiти, змiнюючи їх фазу. Iдея

полягає в адiабатичнiй еволюцiї при постiйному збудженнi ε = ε0 = const.
Якщо ми застосовуємо постiйний сигнал, еволюцiя хвильової функцiї по-
лягає в змiнi фази. На сферi Блоха це вiдповiдає обертанню навколо осi z.
Фаза, яка з’явиться пiсля цiєї еволюцiї протягом часу twait, є

ϕad = ±2

√
∆2 + ε20
2ℏ

twait. (4.22)

Знак фази залежить вiд знака збудження ε0, подробицi дивiться в роз-
дiлi 3. Це означає, що використовуючи цей тип збудження, ми можемо
змiнити фазу хвильової функцiї без змiни ймовiрностi заселення. Ми мо-
жемо використовувати його як контроль фази для пiдготовки особливого
початкового стану перед переходом ЛЗШМ.

Як описувалося в попередньому роздiлi, для будь-якої початкової ймо-
вiрностi заселення iснує можливiсть отримання основного i збудженого ста-
нiв. Це означає, що шляхом змiни параметра адiабатичностi та початкової
фази можна отримати будь-який потрiбний нам стан.

Якщо початковий стан близький до основного, для отримання збудже-
ного стану необхiдний нескiнченний параметр адiабатичностi. Щоб подола-
ти цю складнiсть, рiшенням є застосування кiлькох проходжень. Це озна-
чає, що ми можемо застосувати два або бiльше переходiв ЛЗШМ для отри-
мання кiнцевої ймовiрностi заселення з експериментально реалiзовними па-
раметрами.

Для iлюстрацiї Рис. 4.3 демонструє два проходи. Перше проходження
починається з початковою ймовiрнiстю зайнятостi P|0⟩i = 0, 01. Цей стан
близький до основного стану |1⟩. Пiсля першого переходу ЛЗШМ (лiва
вкладка) з параметром адiабатичностi δ = ln

√
2/π остаточна ймовiрнiсть

зайнятостi може бути P|0⟩f ≈ 0.5±0.1. Застосовуючи другий перехiд ЛЗШМ
з тим же параметром адiабатичностi до одного з можливих кiнцевих станiв
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пiсля першого переходу, ми отримуємо, що кiнцева ймовiрнiсть заселення
лежить в дiапазонi мiж 0 i 1. Таким чином, змiна фази хвильової функцiї
пiсля першого переходу за рахунок адiабатичної еволюцiї iз константним
сигналом дає нам можливiсть вибрати кiнцевий стан пiсля другого перехо-
ду.

Цей процес можна було б перефразувати у адiабатичному базисi, який
є базисом рiвнiв власної енергiї. Усi цi формули можна отримати за допо-
могою зв’язку мiж дiабатичним та адiабатичним базисом, подробицi див.
у Роздiлi 3. Приклад подвiйного проходу в адiабатичному базисi показано
на Рис. 4.5.

Пiсля одного проходу LZSM можна отримати будь-який кiнцевий стан,
використовуючи в якостi регульованих параметрiв початкову фазу та пара-
метр адiабатичностi. Багатопрохiдна динамiка зi скiнченними параметра-
ми адiабатичностi може бути застосована у випадках, коли для отримання
деяких кiнцевих етапiв необхiдний нескiнченний параметр адiабатичностi
для одного проходу.

4.6 Фазова залежнiсть в адiабатичному базисi
Матрицею, яка описує перехiд вiд дiабатичного базису до адiабатичного

є (3.3). Використовуючи це спiввiдношення та припускаючи, що ми далеко
вiд областi квазi-перетину, ми отримуємо матрицю переходу в адiабатично-
му базисi

Ñ ad =

(√T)∗ e−2iζ(τa) −
√
R

√
R

√
Te2iζ(τa).

 (4.23)

Хвильова функцiя в адiабатичному базисi є

φ =

(
b1

b2

)
. (4.24)

Тодi, якщо b1i i b2i є початковими компонентами спiнора, кiнцевi компонен-
ти стануть

b1f =
√
1− P exp [−i(2ζ(τa + φS)]b1i −

√
Pb2i, (4.25)

b1f =
√
Pb1i +

√
1− P exp [i(2ζ(τa + φS)]b2i. (4.26)
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Рис. 4.3: Багатопрохiдна динамiка. Показано динамiку для двох переходiв
у дiабатичному базисi. Лiва вкладка показує динамiку першого переходу
ЛЗШМ з δ = ln

√
2/π, починаючи з початкової ймовiрностi заповнення

P|0⟩i = 0, 01. Кiнцевi стани знаходяться мiж темно-зеленою кривою (кон-
структивна iнтерференцiя) i темно-червоною кривою (деструктивна iнтер-
ференцiя). Права вкладка показує друге проходження з тим самим δ, що й
перший, починаючи з одного з можливих завершальних етапiв пiсля одного
переходу. Пiсля другого переходу остаточну ймовiрнiсть заселення можна
вибрати мiж 0 i 1, використовуючи як керуючий параметр фазу хвильо-
вої функцiї перед другим переходом. Жовта область показує час, що за
адiабатично-iмпульсною моделлю асоцiюється iз часом стрибка.

Тодi ймовiрнiсть заселеностi верхнього енергетичного рiвня стає

P+ = |b1f |2 = (1− P)b21i + Pb22i + 2
√

P(1− P)b1ib2i cos θ, (4.27)

де θ визначено в (4.7), а початковi компоненти спiнора задовольняють спiв-
вiдношенню b2i =

√
1− b21ie

iϕi. На рис. 4.4показанi залежностi динамiки
ймовiрностi заселення нижнього рiвня у адiвабатичному базисi вiд часу
для рiзних початкових умов та параметру адiабатичностi.

Умова перебування пiсля переходу в тому ж станi, що й початковий,
визначається формулою

cos θ =

(
2b21i − 1

)√
P

2b1i
√

1− b21i
√
1− P

. (4.28)
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Умова iснування cos θ у адiабатичному базисi є

δ > δadst =
1

2π
ln

[
1

4b21i(1− b21i)

]
. (4.29)

Таким чином ми описали можливiсть використовувати фазовий кон-
троль у адiабатичному базисi. Вклад iнтерференцiї не вiдрiзняється у дiа-
батичному i адiабатичному базисi.

Рис. 4.4: Залежнiсть конструктивної/деструктивної iнтерференцiї вiд па-
раметра адiабатичностi δ для рiзної початкової ймовiрностi заселення в
адiабатичному базисi. Три стовпцi вiдповiдають трьом параметрам адiа-
батичностi δ. Кожна панель показує динамiку ймовiрностi зайнятостi в
залежностi вiд безрозмiрного часу τ . Цi залежностi показують, що чим
бiльший параметр адiабатичностi δ, тим iнтерсал мiж конструктивною i
деструктивною iнтерференцiєю менший. Максимальна ширина - це коли
початкова ймовiрнiсть заселення дорiвнює 0, 5.

Аналогiчно дiабатичному базису можна користуватись подвiйним про-
ходженням, як метод отримання бажаного стану. На Рис. 4.5 показанi ана-
логiчно Рис. 4.3 динамiки конструктивної i деструктивної iнтерференцiї у
випадках iз початковими ймовiрностями заселення P+i = 0, 01 i P+i = 0, 5

У адiабатичному базисi пiсля проходження точки наближення рiвнiв
рiвнi мiняються мiсцями. Таким чином конструктивна iнтерференцiя у дi-
абатичному базисi вiдповiдає деструктивнiй i навпаки. У наступних пiд-
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Рис. 4.5: Багатопрохiдна динамiка у адiабатичному базисi iз параметром
адiабатичностi δ = ln

√
2/π. Лiва вкладка показує динамiку першого пере-

ходу ЛЗШМ, починаючи з початкової ймовiрностi заповнення P+i = 0, 01.
Кiнцевi стани знаходяться мiж темно-червоною кривою (конструктивна iн-
терференцiя) i темно-еленою кривою (деструктивна iнтерференцiя). Права
вкладка показує друге проходження починаючи з одного з можливих за-
вершальних етапiв пiсля одного переходу. Жовта область показує час, що
за адiабатично-iмпульсною моделлю асоцiюється iз часом стрибка. Видно,
що у адiабатичному базисi осциляцiї є меншими нiж у дiабатичному.

роздiлах ми розглянемо бiльш загальнi випадки розглядання даної задачi.

4.7 Рiзнi початковий i кiнцевий час
До цього розглядався випадок симетричного за часом проходження.

Значення початкового i кiнцевого часу в загальному випадку не є однакови-
ми. У цьому пiдроздiлi ми покажемо узагальнення матрицi переходу (4.4).
Рiзнi початковий i кiнцевий час вiдповiдають значенню фази, яка накопи-
чується внаслiдок адiабатичної еволюцiї. Ми використовуємо наступнi по-
значення для значень початкового та кiнцевого часу вiдповiдно τi, τf > 0.
Вiдповiдно до [19] матриця адiабатичної еволюцiї в цiй задачi знаходиться
перед переходом,

τ < 0 : Uad(0,−τi) =

(
exp (−iζ(−τi)) 0

0 exp (iζ(−τi))

)
(4.30)
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i пiсля нього,

τ > 0 : Uad(τf , 0) =

(
exp (iζ(τf)) 0

0 exp (−iζ(τf))

)
. (4.31)

У нашiй задачi сигнал є лiнiйним у часi ε(t) = vt, i ми можемо обчи-
слити асимптотичнi вирази для ζ за великi часи, тобто при t = ±τa

√
2ℏ/v,

з τa ≫ 1:

ζ (±τa) =
1

2ℏ

±τa∫
0

√
∆2 + 2ℏvτ 2dτ ≈ (4.32)

≈ ±
[
τ 2a
2

+
δ

2
− δ

2
ln δ + δ ln

√
2τa

]
. (4.33)

Загалом (4.4) стає

Ñ11 = exp (iζ(τf)− iζ(−τi))
√
P (4.34)

Ñ12 = exp (iζ(τf) + iζ(−τi) + i2φS)
√
1− P (4.35)

Ñ21 = − exp (−iζ(τf)− iζ(−τi)− i2φS)
√
1− P (4.36)

Ñ22 = exp (−iζ(τf) + iζ(−τi))
√
P (4.37)

Тодi кiнцевi компоненти хвильової функцiї дорiвнюють

αf = exp [iζ(τf)− iζ(−τi)]
√
Pαi

+exp [iζ(τf) + iζ(−τi) + i2φS + iϕi]
√
1− P

√
1− α2

i , (4.38)

βf = − exp [−iζ(τf)− iζ(−τi)− i2φS]
√
1− Pαi

+exp [−iζ(τf) + iζ(−τi) + iϕi]
√
P
√

1− α2
i . (4.39)

Це дає кiнцевий стан залежно вiд початкової рiзницi фаз мiж спiнорними
компонентами. Це важливо, коли ми хочемо описати динамiку у випадку
багаторазового проходження. Якщо нас цiкавить ймовiрнiсть зайнятостi,
кiнцевий час не має значення, якщо вiн достатньо великий для застосу-
вання Aдiатично-iмпульсної моделi. Зрозумiло, що пiсля переходу (коли
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енергетичнi рiвнi вiддаленi один вiд одного) остаточний час впливає лише
на фазу хвильової функцiї.

4.8 Аналiз iнтервалу можливих значень в альтернативних ко-
ординатах

У деяких задачах пов’язаних iз ЛЗШМ переходами зручно розглядати
залежнiсть поведiнки системи не вiд параметра адiабатичностi, а вiд iмо-
вiрностi ЛЗШМ P = exp(−2πδ). Розглянемо залежнiсть конструктивної i
деструктивної iнтерференцiї вiд P . Iз (4.6) отримуємо

P|0⟩ = α2
iP + (1− α2

i )(1− P)

+2αi

√
1− α2

i

√
P
√
1− P cos θ, (4.40)

Iмовiрнiсть заселення у випадку конструктивної iнтерференцiї буде

P|0⟩,constr = α2
iP + (1− α2

i )(1− P) + 2αi

√
1− α2

i

√
P
√
1− P , (4.41)

i деструктивна

P|0⟩,destr = α2
iP + (1− α2

i )(1− P)− 2αi

√
1− α2

i

√
P
√
1− P . (4.42)

Цi залежностi зображенi на Рис. 4.6. Не важко перевiрити, що у таких ко-
ординатах конструктивна i деструктивна iнтерференцiя утворюють елiпс
вписаний у квадрат iз сторонами еквiвалентними iмовiрностям вiд 0 до 1.
Цей факт пiдтверджує, що для будь якого значення початкової заселеностi
рiвня iснують значення параметрiв системи, за яких досягається когерен-
тне руйнування тунелювання i когерентне конструювання тунелювання. У
наведених координатах максимальна вiдстань мiж конструктивною i де-
структивною iнтерференцiєю досягається за умови, що P = 0.5.

4.9 Загальний випадок сигналу
Якщо розглядати нелiнiйне збурення, яке можна було б описати адiабатично-

iмпульсною моделлю, то всi наведенi вище формули можна узагальнити.
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Рис. 4.6: Залежностi iмовiрностi заселення вiд iмовiрностi ЛЗШМ P у ви-
падках iз початковою умовою αi = 0.3 i αi = 0.8. Темна зелена лiнiя пока-
зує конструктивну iнтерференцiю, темно червона – деструктивну. Також
зображена область, де є досяжним отримати пiсля проходження стан, як
початковий (блакитна область). Зiркою та хрестиком позначенi значення
P за яких досягається когерентне руйнування тунелювання i когерентне
конструювання тунелювання вiдповiдно.

Вiдповiдно до AIM, динамiка буде роздiлена на три етапи: адiабатичний

Uad =

(
exp(−iζ1) 0

0 exp(iζ1)

)
; (4.43)

iмпульсний перехiд для загального типу сигналу

N =

(
N11 N12

N21 N22

)
; (4.44)

i знову адiабатичний

Uad =

(
exp(iζ2) 0

0 exp(−iζ2)

)
, (4.45)



43

де ζ визначено в (3.5). Початковий стан такий самий, як. (4.2). Тодi ком-
поненти хвильової функцiї є

αf = N11αi exp [i(ζ2 − ζ1)] +N12βi exp [i(ζ1 + ζ2)] , (4.46)

βf = N21αi exp [−i(ζ1 + ζ2)] +N22βi exp [i(ζ1 − ζ2)] . (4.47)

Тодi ймовiрнiсть зайняття |0⟩ є

|αf |2 = |N11|2α2
i + |N12|2(1− α2

i )

+2αi

√
1− α2

i |N11||N12| cos (2ζ1 + ϕi + φ11 − φ12) , (4.48)

де компоненти матрицi переходу записанi у видi N11 = |N11|eiφ11 i N12 =

|N12|eiφ12. В результатi ми бачимо, що вся залежнiсть вiд фази знаходиться
в косинусi в одному доданку, який пов’язаний з iнтерференцiєю. Це показує,
що всi результати застосовнi не лише для лiнiйного збурення, але й для
загального типу збурення, яке можна апроксимувати AIM [19].
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ВИСНОВКИ
Ми проаналiзували лiтературу, що описує або пов’язана iз задачею про

квантовi дворiвневi системи i їх динамiку. Аналiз дає розумiння, що да-
на тема є актуальною i необхiдною для дослiдження у теперiшнiй час. Ми
придiлили увагу до робот, що розглядають важливi ефекти у квантових си-
стемах та аналогiчнi їм, такi як переходи Ландау – Зенера – Штюкельберга
– Майорани, без-перехiдна динамiка, когерентне руйнування тунелювання.
Зокрема було розглянуто у деталях роботи Зенера [2], Беррi [40] i Каяну-
ми [37]. У роботi Зенера була розглянута аналiтична залежнiсть динамiки
хвильової функцiї ЛЗШМ переходiв (1.7). У роботi Беррi розглянута мо-
жливiсть без-перехiдної динамiки системи, зокрема у випадку переходiв
ЛЗШМ (1.17). У роботi Каянуми отриманi аналiтичнi залежностi для ком-
понентiв спiнорiв для гармонiчного типу сигналу (1.22,1.23) звiдки визна-
ченi спiввiдношення параметрiв сигналу, за яких вiдбувається когерентне
руйнування тунелювання.

Ми розширили пiдхiд Майорани до проблеми переходу через область,
де енергетичнi рiвнi квазi-перетинаються. Нашi результати можна пiдсу-
мувати наступним чином.

Ми показали, що розширення пiдходу Майорани дозволяє явно отрима-
ти фазу хвильової функцiї пiсля проходження точки наближення енергети-
чних рiвнiв. У пiдходi Зенера, фаза може бути отримана шляхом знайдення
асимптотичних значень, тодi як це неможливо зробити в напiвкласичних
розрахунках Ландау та Штюкельберга [18]. Таким чином, метод Майорани
дає усi параметри, що повнiстю описують хвильову функцiю.

Ми описали динамiку, тобто часову еволюцiю керованого кубiта у ви-
падку ЛЗШМ переходу, розширюючи пiдхiд Майорани. Залежнiсть описує-
ться формулами (2.12) i (2.13). Залежностi ймовiрностi заселення зображе-
нi на Рис. 2.2. Проаналiзована область де асимптотичне рiшення є чинним
для опису динамiки кубiта. Ця область вiдповiдає значенню часу стрибка,
зазначеному у рiвняннi (2.18) i позначена на рисунках жовтим кольором.

У роботi розширено пiдхiд запропонований Майораною для опису ди-
намiки дворiвневої системи пiд дiєю лiнiйного збурення. Розширений метод
надає результати для опису суперпозицiйного початкового стану на вiдмiну
вiд оригiнального метода, що мiг надати результат тiльки для основного
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початкового стану. На Рис. 2.3 було продемонстроване порiвняння дина-
мiки отриманої у цiй роботi iз динамiкою отриманою за методом Зенера,
тобто порiвняння iз повною .

Ми розширили формулювання проблеми ЛЗШМ, починаючи з суперпо-
зицiйного стану, який забезпечує якiсно iншу динамiку, описану. (2.22), нiж
якщо б починати з основного стану. Порiвнюючи нашi чисельнi та аналiти-
чнi рiшення, ми з’ясували чиннiсть залежних вiд часу аналiтичних рiшень.
Чиннiсть цих результатiв вiзуалiзовано на Рис. 2.4 в залежностi вiд часу
i параметру адiабатичностi. Було визначено, що асимптотичнi залежностi
є чинними на кiнцевих значеннях часу за модулем, а саме ззовнi вiд часу
стрибку.

Ми представили оригiнальне обґрунтування адiабатично-iмпульсного
наближення (3.12-3.18), яке сьогоднi є одним iз аналiтичних iнструмен-
тiв для опису динамiки квантових систем. Було визначено матрицi ево-
люцiї для адiабатичної динамiки у випадках двох типiв сигналiв: констан-
тний (3.10, 3.11) та лiнiйний (3.13, 3.14). Iз результатiв за пiдходом Майора-
ни було отримано матрицю переходу для iмпульсного типу переходу (3.18).
Цi результати дають можливiсть описати багатопрохiдну динамiку.

Ми проаналiзували динамiку однопрохiдного кубiта з лiнiйним збудже-
нням. Початкова фаза хвильової функцiї розглядалася як параметр. Було
визначено i явно отримано залежностi кiнцевої iмовiрностi заселення енер-
гетичного рiвня вiд початкової фази. Ми визначили мiнiмальне значення
кiнцевої ймовiрностi заселення, що є випадком деструктивної iнтерферен-
цiї. Деструктивна iнтерференцiя вiдбувається за умови значення початко-
вої фази, визначеного у (4.9). Аналогiчно до цього знайдено максимальне
значення ймовiрностi заселення, що вiдповiдає конструктивнiй iнтерферен-
цiї, що вiдповiдає фазi визначенiй у (4.10). Конструктивна i деструктивна
iнтерференцiя показана на Рис. 4.1. Залежнiсть ширини мiж максималь-
ним i мiнiмальним значенням ймовiрностi заняття енергетичних рiвнiв бу-
ло дослiджено в залежностi вiд таких параметрiв системи, як початковий
модуль компонента спiнора αi i параметр адiабатичностi δ. Залежностi ши-
рини мiж конструктивною i деструктивною iнтерференцiєю вiд параметра
адiабатичностi δ було показано на Рис. 4.2.

Ми вiдповiли на питання, що було розглянуто у роботi Беррi. Було ви-
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значено умови за яких може бути отримано той самий стан пiсля проходже-
ння точки наближення енергетичних рiвнiв у випадку лiнiйного сигналу за
часом. Для будь якої початкової умови iснують параметри адiабатичностi
при яких при вiрному обраннi початкової фази кiнцевий стан буде таким
самим, що i початковий. У дiабатичному базисi параметр адiабатичностi
вiдповiдатиме умовi (4.18).

Були отриманi умови на параметри системи, при яких кiнцевим станом
є основний (когерентне руйнування тунелювання) або збуджений (когерен-
тне конструювання тунелювання). Ми визначили, що когерентне руйну-
вання тунелювання вiдбувається за умови, що параметр адiабатичностi δ
дорiвнює (4.20) i фаза обрана, вiдповiдно до випадку деструктивної iн-
терференцiї. Когерентне конструювання тунелювання буде вiдбуватися за
умови на δ (4.21) i фаза обрана для конструктивної iнтерференцiї вiдповiд-
но. Випадки CDT i CCT позначенi на Рис. 4.2 зiркою та хрестом.

Ми визначили алгоритм за яким можливо отримати будь-яку ймовiр-
нiсть зайнятостi за допомогою фазового контролю. Багаторазове прохо-
дження розглядалося як варiант отримання особливого стану кубiта за до-
помогою кiнцевих чисел параметра адiабатичностi. Приклад застосування
подвiйного проходження наведено на Рис. 4.3.

Було узагальнено результати, що були отриманi. Ми знайшли матри-
цю переходи iмпульсного типу переходу у адiабатичному базисi (4.23). Ми
описали можливiсть використання фазового контролю у адiабатичному ба-
зисi i було знайдено параметр системи, що вiдповiдає випадку можливостi
повернутись у початковий стан кубiта у даному базисi (4.29). Динамiки
ймовiрностi заселення для рiзних параметрiв системи у адiабатичному ба-
зисi наведено на Рис. 4.4.

Ми розглянули бiльш загальний випадок динамiки, коли початковий i
кiнцевий час не є рiвними за модулем i визначили, що модуль кiнцевого
часу не впливає на ймовiрнiсть заселення, а впливає лише на фазу хвильо-
вої функцiї, що накопичується пiд час адiабатичного процесу пiсля точки
наближення рiвнiв.

Було представлено залежностi ширини мiж максимальним i мiнiмаль-
ним значенням вiд альтернативної змiнної – P , iмовiрнiстi Ландау – Зенера
– Штюкельберга – Майорани (Рис. 4.6). Ми зазначили, що у таких коор-
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динатах конструктивна i деструктивна iнтерференцiя складають елiпс, що
вписаний у квадрат зi стороною 1. Це пiдтверджує, що для будь якого по-
чаткового стану iснує конструктивне руйнування тунелювання i констру-
ктивне конструювання тунелювання.

Ми розглянули можливiсть застосовувати фазовий контроль у випадку
довiльного сигналу. Було показано, що якщо сигнал є довiльним, але мо-
же застосовуватись адiабатично-iмпульсна модель, тодi фазовий контроль
може використовуватись для отримання бажаних станiв кубiта.

Отже, в роботi ми розглянули динамiку дворiвневої систему пiд впливом
лiнiйного сигналу. Було докладно розглянуто залежнiсть кiнцевого стану
кубiта вiд початкової фази хвильової функцiї.
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