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4 Змiст



Роздiл 1

Три аксiоми комбiнаторики

1.1 Правило рiвностi

1.1.1 Вiдповiдностi та взаємно однозначнi вiдповiдностi

Вiдповiдностями мiж елементами двох множин називають пiдмножини прямого
добутку цих множин. Таким чином, якщо A i B двi множини i C ⊆ A×B, то C

є вiдповiднiстю мiж елементами A та B.
Вiдповiднiсть C мiж елементами множин A та B називають взаємно однозна-

чною (або одно-однозначною), коли виконуються двi вимоги:

для кожного елемента a ∈ A iснує i до того ж єдиний елемент b ∈ B
такий, що (a, b) ∈ C;

для кожного елемента b ∈ B iснує i до того ж єдиний елемент a ∈ A
такий, що (a, b) ∈ C;

Таке формальне визначення зручне у формальнiй теоретичнiй роботi. На пра-
ктицi користуються тими чи iншими зручними замiнниками. Для студентiв-ма-
тематикiв знання формального визначення обов’язкове.

Нехай
A = {a, b, c}, B = {1, 2, 3}

двi множини. Утворивши пари (a, 1), (b, 2), (c, 3), ми одержуємо одно-однозначну
вiдповiднiсть мiж A та B.

Якщо є декiлька школярiв i декiлька олiвцiв, причому кожен школяр взяв
олiвець (один), зайвих олiвцiв не лишилось, то мiж школярами i олiвцями вста-
новлено одно-однозначну вiдповiднiсть.

Коли всi учнi одного класу мають рiзнi iмена, то мiж учнями i їх iменами
встановлено одно-однозначну вiдповiднiсть. Але в бiльшостi класiв вiдповiднiсть

5



6 Роздiл 1. Три аксiоми комбiнаторики

мiж школярами i їх iменами не одно-однозначна — деякi школярi мають однаковi
iмена.

Автомобiлi, що рухаються по мiсту, мають номери. Причому на рiзних авто-
мобiлях стоять рiзнi номери. Таким чином, мiж автомобiлями, що рухаються по
мiсту, та їх номерами є одно-однозначна вiдповiднiсть.

Взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж множинами можна встановлювати i
графiчно, зобразивши елементи множин на площинi i з’єднавши елементи, що
утворюють одну пару, лiнiєю. Роз’яснимо сказане прикладом, встановивши одно-
однозначну вiдповiднiсть мiж множинами {A,B,C,D} та {a, b, c, d}:
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Оскiльки часто неважливо, яка множина перша, а яка — друга, то стрiлочки

у графiчному зображеннi можна замiнити на лiнiї, або замiнити на стрiлочки
протилежного напрямку.

Взаємно однозначну вiдповiднiсть можна встановлювати i мiж елементами не-
скiнченних множин. Так утворивши пари

(n, 2n), n ∈ N

ми встановлюємо взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж усiма натуральними чи-
слами i парними натуральними числами. Утворивши пари

(n, n+ 2) при n ∈ N, та (0, 2), (−1, 1),

ми одержуємо взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж множиною натуральних
чисел та множиною цiлих чисел, що бiльше −2.

Один раз вибранi, природнi вiдповiдностi iнколи називають канонiчними. При
канонiчнiй вiдповiдностi мiж натуральними та дiйсними числами натуральному
число 3 вiдповiдає дiйсне число 3; при канонiчнiй вiдповiдностi мiж функцiями
та їх графiками функцiї вiдповiдає саме її графiк. Канонiчнi вiдповiдностi до-
зволяють в роботi кажен елемент замiняти для зручностi тим елементом, який
йому вiдповiдає, не наголошуючи на цьому особливо. Так людинi вiдповiдає iм’я.
прiзвiще та по батьковi. Тому, називаючи iм’я, прiзвище та по батьковi, ми мо-
жемо мати на увазi людину. Вiльна замiна елементiв їх вiдповiдниками вимагає
наявностi здорового глузду, без якого такi замiни є помилковими. Ми кажемо,
що sinx це функцiя, хоч це тiльки iм’я функцiї; ми показуємо на графiк фун-
кцiї i кажемо, що це функцiя, не дуже переймаючись гризотою щодо коректностi
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сказаного. Така мовна розкутiсть доречна, коли є здоровий глузд i при цьому ми
одержуємо певнi зручностi (стислiсть, наприклад). При вiдсутностi здорового
глузду (наприклад у обчислювальних системах) потрiбно дуже уважно слiдку-
вати за визначеннями.

1.1.2 Правило рiвностi

Викладення матерiалу курса дискретної математики грунтуєтья на уявленнi ви-
кладача про те, що студенти уже володiють найпершими поняттями теорiї мно-
жин (порожня множина, претин та об’єднання множин, тощо). Поняття, якi є
первiсними, не визначаються в теорiї множин. Аксiоми теорiї множин вважаємо
з однiєї сторони досить абстрактними, а з iншої сторони, iнтуїтивно зрозумiлими
для використання. Це дозволяє, не заглиблюючись у подробицi, сказати, що ми
користуємося аксiоматикою ZF (Цермело - Френкеля). Курс дискретної матема-
тики має обмаль часу i читається в другому семестрi. Тому можна вважати, що
знайомство з множинами уже вiдбулося, i ми можемо цим користуватися досить
широко.

Знайомство iз взаємно однозначною вiдповiднiстю також вiдбулося до початку
дискретної математики, проте ми нагадали про неї з огляду на надзвичано велике
значення цього поняття для комбiнаторики.

Натуральнi числа практично всi математичнi курси використовують, поси-
лаючись на шкiльний курс математики. Для ММФ ХНУ цього не досить — i
вже студенти ознайомленi iз аксiоматикою натурального ряду (системою Пеа-
но). Поняття “кiлькiсть“, “однакова кiлькiсть“, “додавання кiлькостей “, “множе-
ння кiлькостей “ наразi не формалiзованi, хоч знову ж таки використовувалися i
використовуються на шкiльному iнтуїтивному рiвнi. Теперiшнє завдання — фор-
малiзувати (вiдкинути все несуттєве в iснуючому уявленнi) цi поняття, пам’ята-
ючи, що у нас все ж не курс основ математики, а дискретна математика. Отже
у формалiзацiї не будемо “досягати дна“.

Поняття “однакова кiлькiсть“ — найважливiше у комбiнаторицi, постiйно вжи-
ване i постiйно (явно чи неявно) використовуване. От з нього i почнемо, скажемо,
коли двi множини мають одну i ту ж кiлькiсть елементiв.

Аксiома рiвностi: Множини мають одну i ту ж кiлькiсть елементiв
тодi i тiльки тодi, коли мiж ними можна встановити взаємно однозначну
вiдповiднiсть.

Наведену асксiому можна вважати визначенням поняття “множини мають
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одну i ту ж кiлькiсть елементiв”.
Зауважимо, що 1) ми не давали точного визначення поняття “кiлькiсть”; 2) свi-

домо уникаємо уточнення первiсних понять та явних визначень i наголошуємо
на найпростiших твердженнях, якi доводити не потрiбно; 3) популярна лiтерату-
ра, уникаючи визначень, та аксiом, називає наведену аксiому (чи визначення?)
“правилом“ — так будемо чинити i ми — замiсть “аксiома рiвностi“ будемо казати
“правило рiвностi“.

У множинi
A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

ми можемо розглядати триелементнi пiдмножини (такi, як {1, 2, 3}, {1, 5, 6},
{2, 4, 7}, {4, 5, 7} i т.п.) та чотириелементнi пiдмножини (такi як {1, 2, 3, 4}, {2, 4,
6, 7} i т.п.) . I тих, i других множин досить багато. Ми можемо довести, що кiль-
кiсть множин першого типу i кiлькiсть множин другого типу одна i та ж, не
знаходячи цих кiлькостей явно.

Справдi, кожнiй 3-елементнiй множинi B ⊂ A поставимо у вiдповiднiсть (з’єд-
наємо у пару) множину A \ B. Оскiльки множина A має три елементи, то в
множинi A \B знаходяться решта — 4 елементи. Так парами будуть

({1, 2, 3}, {4, 5, 6, 7}),
({2, 3, 7}, {1, 4, 5, 6}),
({5, 6, 7}, {1, 2, 3, 4}

i т.п.. Тодi кожнiй 3-елементнiй множинi C ⊂ A буде вiдповiдати (буде знаходи-
тися з нею в парi) одна i тiльки одна 4-елементна множина A \ C. I для кожної
4-елементної множини C є одна i тiльки одна 3-елементна множина (а саме A\C),
що знаходиться з нею в парi. Таким чином мiж 3-елементними i 4-елементними
пiдмножинами в A iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть. В результатi викори-
стання правила рiвностi одержуємо, що триелементних пiдмножин в A стiльки
ж, скiльки i 4-елементних. Зауважимо, що нiяких обчислень при цьому ми не
вели.

Притуливши пальцi лiвої руки до пальцiв правої руки, ми мiж цими пальцями
встановлюємо одно-однозначну вiдповiднiсть. Тим самим ми без пiдраховувань
доводимо, що на лiвiй руцi стiльки ж пальцiв, скiльки i на правiй.

Замiсть слова “кiлькiсть” стосовно нескiнченних множин вживають слово
“потужнiсть”. Якщо множини нескiнченнi i мiж їх елементами можна
встановити вза’ємно однозначну вiдповiднiсть, то кажуть, що цi множини
мають однакову потужнiсть або рiвнопотужнi .
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Отже множина натуральних чисел рiвнопотужна множинi натуральних чисел з
приєднаними двома елементами 0 та -1 i рiвнопотужна множинi парних нату-
ральних чисел.

1.1.3 Модельнi задачi, урновi схеми

Задачi, вiдповiдi до яких часто використовують, називають модельними. Такi
задачi часто стосуються дуже конкретних речей — шляхiв у мiстi, розташуван-
ня куль в ящиках (урнах) та подiбного. Вiдповiдi до модельних задач називають
комбiнаторними числами. Те, що певна кiлькiсть збiгається iз комбiнаторним чи-
слом, доводиться за допомогою правила рiвностi, тобто встановлюється взаємно
однозначна вiдповiднiсть мiж предметами, якi потрiбно перерахувати в задачi,
та з предметами, якi перерахованi в модельнiй задачi. Пiсля цього стверджують,
що вiдповiддю до нашої задачi є комбiнаторна число, тобто вiдповiдь до уже
розв’язаної задачi. Зазвичай, розв’язування комбiнаторної задачi розбивається
на кроки, кожен iз яких зводиться до розв’язування модельної задачi.

Модельнi задачi грають в комбiнаторицi ту ж роль що i теореми в iнших роз-
дiлах математики. Такий стан речей незвичний для iнших роздiлiв математики.

Коли всi модельнi задачi стосуються розташування куль в урнах, то говорять
про урнову схему.

Вибiр того чи iншого набору предметiв, якi будуть пiдраховуватися (кулi, по-
дiї, гральнi карти, вiдображення,...) суттєво залежить вiд смаку викладача. В
нашому курсi переважна кiлькiсть модельних задач стосується множин та їх
елементiв. Часто модельнi задачi (особливо при обчисленнi ймовiрностей) стосу-
ються подiй, якi можуть вiдбуватися.

1.2 Правило суми

Ми знаємо, що коли на стрiсi однiєї хати сидять 5 горобцiв, а на стрiсi другої
хати сидять 2 горобцi, то всього на вказаних двох стрiхах сидить

5 + 2 = 7

горобцiв. А коли в двох рядах ростуть дерева по 5 дерев у кожному, то всього
дерев в тих рядах росте

5× 2 = 10.

Коли при обчисленнях потрiбно додавати кiлькостi, а коли перемножати? До
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сих пiр ми користувалися лише здоровим глуздом. А тепер, володiючи теоретико-
множинною термiнологiєю, ми можемо точно сформулювати вiдповiднi правила.

Правило суми. Нехай множина A є об’єднання двох множин B i C,
що мають порожнiй перетин, тобто не мають спiльних елементiв. Тодi
кiлькiсть елементiв в A дорiвнює кiлькостi елементiв у B плюс кiлькiсть
елементiв в C.

Позначимо кiлькiсть елементiв множини M через |M |. Тодi в теоретико-мно-
жиннiй термiнологiї правило суми запишеться так

якщо A,B,C — три множини i A = B ∪ C,B ∩ C = ∅ то

|A| = |B|+ |C|.

Якщо є кiлька круглих i кiлька квадратних предметiв, тодi для обчислення
кiлькостi усiх предметiв потрiбно до кiлькостi круглих додати кiлькiсть квадра-
тних. Якщо ж є кiлька круглих i кiлька червоних предметiв, то можуть бути
предмети. якi i круглi i червонi, в цьому випадку прямо застосовувати правило
суми неможливо — потрiбно спочатку всi предмети роздiлити на три пiдмножи-
ни — круглi але не червонi, червонi i не круглi, i круглi i червонi, а потiм уже
додавати.

На практицi часто елементи множин є подiями. Для такого випадку можна
переформулювати правило суми наступним чином:

Коли для однiєї подiї є n можливостей, а для другої подiї є m можливостей, то
одна iз цих подiй (або перша або друга, але не обидвi одночасно) може вiдбутися
одинм iз n+m способiв.

1.3 Правило добутку

Використовуючи позначення |M | для кiлькостi елементiв множини M правило
добутку формулюється так:

Правило добутку. Нехай A,B,C - три множини, причому множина A
складається iз усiх пар (x, y), де x ∈ B, i y ∈ C. Тодi

|A| = |B| × |C|.

Менш формально правило добутку формулюють так. Якщо певний вибiр A

можна здiйснити m рiзними способами, для кожного з цих способiв другий вибiр
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B можна здiйснити n способами, тодi вибiр A i B (у вказаному порядку) можна
здiйснити m× n способами.

Для прикладу вiзьмемо школяра, що може добратися до школи трьома спосо-
бами: пiшки, велосипедом чи автобусом. В школi цей учень може одержати
одну з чотирьох оцiнок: "вiдмiнно "добре "задовiльно"або "незадовiльно". Тодi
за правилом добутку школяр добратися до школи i одержати одну оцiнку може
3× 4 = 12 способами.

В бiльш загальному випадку правило добутку можна сформулювати так. Не-
хай потрiбно виконати k дiй. Якщо першу дiю можна виконати n1 способами,
другу дiю (пiсля виконання першої) – n2 способами, третю (пiсля виконання
перших двох) – n3 cпособами, i так до k-ої дiї, яку пiсля виконання попереднiх
можна здiйснити nk способами, то всi дiї послiдовно у вказаному порядку можна
виконати

n1 × n2 × n3 × . . .× nk

способами.
Для прикладу розглянемо задачу: Скiльки дiльникiв має натуральне число

58 · 119 · 1310?
Використаємо необхiдну i достатню умову того, що одне натуральне число

дiлиться на iнше, переказуємо задачу мовою множин.
Згадаємо, що кожне натуральне число n > 1 однозначно (з точнiстю до поряд-

ку множникiв) може бути розкладене на простi множники, може бути записане
у виглядi

n = pn1
1 pn2

2 · · · ,

де p1, p2, . . . — рiзнi простi числа. Натуральне число n дiлиться на натуральне
число m, коли в розкладеннi числа m на простi множники кожне просте число
зустрiчахться стiльки ж разiв або менше нiж в розкладеннi числа n. Отже всi
дiльники числа 58 · 119 · 1310 мають вигляд

5a · 11b · 13c, a ≤ 8, b ≤ 9, c ≤ 10, (1.1)

а всi натуральнi числа, що мають вигляд (1.1) є дiльники заданого числа. Ви-
користовуємо правило рiвностi, яке дозволяє сказати, що дiльникiв стiльки ж,
скiльки i впорядкованих трiйок чисел (a, b, c), a ≤ 8, b ≤ 9, c ≤ 10..

Пiсля формалiзацiї маємо задачу: "Знайти кiлькiсть впорядкованих трiйок
чисел (a, b, c) з обмеженнями a ≤ 8, b ≤ 9, c ≤ 10. Ця задача розв’язується за
допомогою правила добутку — 8 · 9 · 10 = 720.
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Ще одне формулювання правила добутку: якщо предмети розташованi в пря-
мокутну таблицю, що має n рядкiв та m стовпчикiв, то всiх предметiв mḑotn.

В залежностi вiд тих чи iнших свiтоглядних засад, тiєї чи iншої аксiоматичної
теорiї, згадане правило добутку можна вважати визначенням добутку кiлько-
стей, чи комбiнаторною аксiомою.

В аксiоматичних теорiях (що побудованi на системах аксiом i правилах дове-
дення) є аксiоми та теореми, правил в них немає. В подальшому згадане правило
ми будемо називати як аксiомою так i правилом — тому що так прийнято i так
досить зручно. Iз трьох аксiом — рiвностi суми та добутку, правило добутку
є останнiм за важливiстю, оскiльки добуток натуральних чисел визначається з
використанням суми.



Роздiл 2

Три найважливiшi комiнаторнi числа

2.1 Кiлькiсть розмiщень та перестановок

Визначення розмiщення та кiлькостi розмiщень iз n елементiв по r. В
десятковому записi натурального числа суттєво, яка цифра стоїть першою, а яка
наступною, i числа 12 та 21 — рiзнi. Таким чином запис 2-значного числа — це
сукупнiсть 2 цифр з урахуванням порядку розташування цих цифр.

Не можна довiльно переставляти букви в словi — слово при цьому може змi-
нитися. Слово — це впорядкована сукупнiсть букв.

I в першому прикладi (десятковий запиc числа), i в другому (слово) ми маємо
запис одного за другим символiв iз певної множини. Порядок виписування еле-
ментiв цiєї множини суттєвий. В наведених прикладах один i той же елемент в
записi може зустрiтися двiчi. Далi будемо розглядати бiльш просту ситуацiю, —
один елемент в записi двiчi зустрiчатися не може.

Нехай задана множина M . Послiдовний запис кiлькох елементiв iз M ,
в якому кожен елемент iз M може зустрiтися лише один раз, i порядок
запису елементiв вважається суттєвим, називають впорядкованою пiд-
множиною в M .

Термiн "впорядкована пiдмножина" звичайно в спiлкуваннi можна замiняти
iншими синонiмiчними словосполученнями, якi пiдкаже мовний смак.

Прикладом впорядкованої пiдмножини є сукупнiсть iз трьох спортсменiв, що
виступали на змаганнях i посiли 1, 2, i 3 мiсця.

Кiлькiсть r-елементних впорядкованих пiдмножин в n-елементнiй мно-
жинi позначається через Ar

n i називається кiлькiстю розмiщень iз n по
r. Коли n = r, тодi кiлькiсть впорядкованих n-елементних пiдмножин у

13
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множинi iз n елементiв назиають кiлькiстю перестановок iз n елементiв.
Кiлькiсть перестановок iз n елементiв позначається через Pn.

Коли мова йде про пiдрахування кiлькостей, слово "розмiщення"розумiємо як
синонiм словосполучення "впорядкована пiдмножина". Також слово “перестанов-
ка“ розумiється як розташування всiх елементiв множини у певному порядку.
Щоб пiдкрестити, що розглядається розмiщення чи перестановка, перелiк еле-
ментiв розмiщення подають у круглих дужках. Так ми можемо виписати розмi-
щення

(a, b, c), (a, e, f), (b, c, a), (e, a, f).

Всi чотири виписанi розмiщення рiзнi, частина з них (як перше та друге) вiдрi-
зняються складом елементiв, а частина (як перше та третє) — порядком розта-
шування їх елементiв. На множинi 1, 2, 3 є шiсть перестановок:

(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1).

Окремi випадки, коли кiлькостi розмiщень легко пiдраховуються.
Обговорювати порядок елементiв в порожнiй множинi ми не будемо, а оскiльки
порожня множина одна, то природно вважати, що

A0
n = 1 при будь-якому n ≥ 0.

Оскiльки при r > n в множинi iз n елементiв немає пiдмножин, що складаються
iз r елементiв, то також природно, що

Ar
n = 0 при r > n.

Враховуючи, що одноелементних пiдмножин у множинi стiльки ж, скiльки i
елементiв, вважаємо, що

A1
n = n при будь-якому n = 0, 1, 2, . . ..

Формули для Ar
n та Pn. Скористаємося правилом добутку для обчислен-

ня Ar
n. У впорядкованiй парi перший елемент iз n можна взяти n способами, а

другий, пiсля вибору першого, (n− 1)-м способом. Тому за правилом добутку

A2
n = n(n− 1) (n ≥ 2).

Щоб одержати 3-елементну впорядковану пiдмножину, ми повиннi взяти першi
два елементи (це можна зробити A2

n способами), а потiм довiльно iз решти n− 2
елементiв взяти третiй (це можна зробити n − 2 способами). Tому за правилом
добутку

A3
n = A2

n(n− 2) = n(n− 1)(n− 2).
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Продовжуючи цi мiркування, одержимо формули

A4
n = n(n− 1)(n− 2)(n− 3), A5

n = n(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4),

i при довiльних n = 1, 2, 3, . . . 1 ≤ r ≤ n можемо написати

Ar
n = n(n− 1)(n− 2) . . . (n− r + 2(n− r + 1).

Зокрема, при r = n, попередня формула для Ar
n дозволяє написати:

An
n = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · 3 · 2 · 1,

тобто
Pn = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · 3 · 2 · 1.

Добуток перших n натуральних чисел позначається через n! (читається як
ен-факторiал, знак ! в такому контекстi називають факторiалом):

n! = 1 · 2 · . . . · (n− 2) · (n− 1) · n.
Використовуючи це позначення, можна написати

Ar
n =

n!

(n− r)!
при n > r ≥ 1, n ≥ 2, An

n = Pn = n! при n ≥ 1.

Щоб формулa

Ar
n =

n!

(n− r)!

була правильною при всiх n ≥ 0, 0 ≤ r ≤ n, зручно вважати 0! = 1.

2.2 Кiлькiсть сполук, бiном Ньютона, бiномнi коефiцiєнти

Визначення комбiнацiй i кiлькостi комбiнацiй iз n елементiв по r.

Якщо множина має n ≥ 0 елементiв, то кiлькiсть її r-елементних пiд-
множин, r ≥ 0, позначається через Cr

n. Ця кiлькiсть називається також
кiлькiстю комбiнацiй iз n елементiв по r елементiв (cимвол Cr

n читає-
ться як "це iз ен по ер"). В контекстi обчислень слова "пiдмножина"i
"комбiнацiя"є синонiмами.

Можна сказати, що {1, 2, 3, 4} i {4, 1, 2, 3} — це одна i та ж комбiнацiя iз чо-
тирьох елементiв, а {1, 2, 3, 4} i {1, 2, 3, 5} — це рiзнi комбiнацiї iз чотирьох еле-
ментiв.

Окрeмi випадки, коли кiлькостi комбiнацiй легко пiдраховуються.
Оскiльки кожна множина має порожню пiдмножину, i порожня пiдмножина єди-
на, то
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C0
n = 1 для будь-якого n ≥ 0.

Кiлькiсть елементiв у множинi i кiлькiсть одноелементних пiдмножин спiвпада-
ють — мiж елементами та одноелементними пiдмножинами можна встановити
одно-однозначну вiдповiднiсть утворивши пари (a, {a}) для кожного елемента a

цiєї множини. Тому
C1

n = n (n = 0, 1, 2, . . .).

Якщо r > n, то r-елементних пiдмножин в n-елементнiй множинi немає, тобто
кiлькiсть таких пiдмножин дорiвнює нулю. Звiдси випливає, що

Cr
n = 0 для будь-яких n ≥ 0 i r > n.

В будь-якiй n-елементнiй множинi A (n ≥ 0) є єдина пiдмножина з n елемен-
тами — тривiальна пiдмножина A. Тому завжди

Cn
n = 1, (n = 0, 1, 2, . . .).

Формула для Cr
n, комбiнаторне доведення з використанням кiлькостi

розмiщень. Кожна впорядкована r-елементна пiдмножина в n-елементнiй мно-
жинi визначається сукупнiстю своїх елементiв (таких r-елементних пiдмножин є
Cr

n) i порядком розташування елементiв однiєї пiдмножини (r елементiв можна
впорядкувати Ar

r = Pn = r! способами). Завдяки цьому всi розмiщення iз n еле-
ментiв по r можна розташувати в прямокутнiй таблицi: в рiзних рядках стоять
розмiщення, що вiдрiзняються складом елементiв, а в одному рядку стоять роз-
мiщення, що вiдрiзняються лише порядком роташування елементiв. Наприклад,
всi розмiщення iз 4 елементiв {1,2,3,4} по три елементи можна розташувати так:

(1, 2, 3) (1, 3, 2) (2, 1, 3) (2, 3, 1) (3, 1, 2) (3, 2, 1)
(1, 2, 4) (1, 4, 2) (2, 1, 4) (2, 4, 1) (4, 1, 2) (4, 2, 1)
(1, 4, 3) (1, 3, 4) (4, 1, 3) (4, 3, 1) (3, 1, 4) (3, 4, 1)
(4, 2, 3) (4, 3, 2) (2, 4, 3) (2, 3, 4) (3, 4, 2) (3, 2, 4)

Така таблиця має Cr
n рядкiв i Pr стовпчикiв — елементiв в одному рядку. Тому

за правилом добутку
Cr

n · Pn = Ar
n

i
Cr

n =
Ar

n

r!
=

n!

r!(n− r)!
=

n(n− 1) . . . (n− r + 1)

1 · 2 · . . . · r
, 1 ≤ r ≤ n.
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Приклад 1. Iз 10 рiзних книг потрiбно вибрати a) двi книги; b) три книги.
Скiлькома способими це можна зробити?

Формалiзацiя задачi полягах в замiнi "книг"на "елементи множини". Таким
чином пiсля формалiзацiї маємо задачу: "Скiлькома способими в 10-елементнiй
множинi можна вибрати a) двоелементну множину; b) триелементну мнжину?"

За визначенням комбiнацiй (сполук, пiдмножин, невпорядкованих пiдмножин
— це все синонiмiчнi назви) можна зразу написати вiдповiдь:

a) C2
10 =

10 · 9
1 · 2

= 45;

b) C3
10 =

10 · 9 · 8
1 · 2 · 3

= 120.

Приклад 2. Iз 25 осiб потрiбно вибрати комiсiю, що складається iз 4 осiб. Скiль-
кома способами це можна зробити?

Формалiзацiя полягає у замiнi "осiб"на "елементи множини а "комiсiї"на "чо-
тириелементну пiдмножину". Таким чином пiсля формалiзацiї задача приймає
вигляд: "Скiльки 3-елементних пiдмножин у множинi iз 25 елементiв?"За визна-
ченням комбiнацiй ми можемо зразу написати вiдповiдь:

C4
25 =

25 · 24 · 23 · 22
1 · 2 · 3 · 4

= 12075.

Бiномнi коефiцiєнти Якщо двочлен (або ще кажуть — бiном) a+ b пiднести
до n-го степеня (n ≥ 1)

(a+ b)n =

n множникiв︷ ︸︸ ︷
(a+ b)(a+ b)(a+ b) . . . (a+ b),

розкрити дужки, то ми одержимо суму доданкiв, що мають вигляд arbn−r з пев-
ними коефiцiєнтами. Кожен такий доданок ми одержимо, коли iз r дужок вибе-
ремо b, а iз решти n−r дужок виберемо a i перемножимо їх. Таким чином an−rbr

зустрiнеться рiвно стiльки разiв, скiльки є r-елементних пiдмножин у множинi
iз n дужок, тобто Cr

n, i

(a+ b)n = C0
na

n + C1
na

n−1b+ C2
na

n−2b2 + . . .+ Cr
na

n−rbr + . . .+ Cn
nb

n.

Остання формула вiдома пiд назвою "бiном Ньютона". Оскiльки Cr
n — це коефi-

цiєнти в бiномi Ньютона, то

числа Cr
n ще називають бiномними коефiцiєнтами.
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В захiднiй лiтературi для позначення коефiцiєнта, який стоїть бiля arbn−r пiсля

розкриття ддужок в бiномi (a+b)n замiсть Cr
n викристовують позначення

(
n
r

)
.

Прикладами бiнома Ньютона при n = 1, 2, 3 будуть

(a+ b) = a+ b = C0
1a

1 + C1
1b

1 при n = 1,

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 = C0
2a

2 + C1
2ab+ C2

2b
2 при n = 2,

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 = C0
3a

3 + C1
3a

2b+ C2
3ab

2 + C0
3b

3 при n = 3.

Рекурентне спiввiдношення для бiномних коефiцiєнтiв та трикутник
Паскаля Мiж бiномними коефiцiєнтами є спiввiдношення

Cr
n = Cr−1

n−1 + Cr
n−1, n, r ≥ 1, (2.1)

яке перевiряється пiднесенням a + b до n-го степеня двома способами: один раз
пiдносимо так:

(a+ b)n = C0
na

n + C1
na

n−1b+ . . .+ Cr
na

n−rbr + . . .+ Cn
nb

n,

а другий так:

(a+ b)n = (a+ b)n−1(a+ b) =
= (C0

n−1a
n−1 + . . .+ Cr−1

n−1a
n−rbr−1 + Cr

n−1a
n−r−1br + . . .+ Cn−1

n−1b
n−1)×

×(a+ b) =
= C0

n−1a
n + . . .+ Cr

n−1a
n−rbr + . . .+ Cn−1

n−1ab
n−1+

+C0
n−1a

n−1b+ . . .+ Cr−1
n−1a

n−rbr + . . .+ Cn−1
n−1b

n.

Порiвнюючи коефiцiєнти при an−rbr в одержаних двох формулах для (a + b)n,
переконуємося в правильностi (2.1).

Спiввiдношення (2.1) дає ефективний спосiб пiдраховування бiномних коефi-
цiєнтiв. Записавши бiномнi коефiцiєнти в таблицю (ця таблиця називається три-
кутником Паскаля),

C0
0

C0
1 C1

1

C0
2 C1

2 C2
2

C0
3 C1

3 C2
3 C3

3

. . .

C0
n C1

n . . . . . . Cn−1
n Cn

n
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бачимо, що крайнi елементи в них таблицях дорiвнюють одиницi, а кожен внутрi-
шнiй — це сума двох верхнiх сусiдiв. n-ий рядок цiєї таблицi складають бiномнi
коефiцiєнти Cr

n.
Випишемо 5 рядкiв трикутника Паскаля:

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1

Рекурентне спiдввiдношення (2.1) можна довести комбiнаторно. Для цього по-
трiбно всi r−елементнi пiдмножини розбити на два типи — до одного типу вiд-
нести тi пiдмножини, якi мiстять в собi видiлений елемент, а до другого вiднести
тi, якi цей елемент не мiстять, а потiм скористатися правилом суми.

Якщо для рекурентного спiввiдношення для бiномних коефiцiєнтiв дано ком-
бiнаторне доведення, тодi це спiввiдношення дає можливiсть довести формулу
для пiдраховування бiномних коефiцiєнтiв за допомогою математичної iндукцiї.

2.3 Кiлькiсть усiх пiдмножин

Кiлькiсть пiдмножин n-елементної множини.
Всi пiдмножини заданої n-елементної множини можна перераховувати так:

Спочатку вiдмiчаємо порожню множину, потiм перераховуємо одноелементнi пiд-
множини, потiм перераховуємо двоелементнi пiдмножини i т.д. Наприклад, всi
пiдмножини множини {a, b, c} можна розташувати так:

∅,
a, b, c,

{a, b}, {a, c}, {b, c},
{a, b, c}.

Тому за правилом суми кiлькiсть пiдмножин n-елементної множини дорiвнює

C0
n + C1

n + C2
n + . . .+ Cn−1

n + Cn
n .

Пiдносячи 1+1 до n-го степеня за бiномом Ньютона, одержимо

2n = (1 + 1)n = C0
n + C1

n + . . .+ Cn
n .

Тому
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кожна n-елементна множина має 2n рiзних пiдмножин.

Таким чином у множинi iз 5 елементiв є 25 = 32 пiдмножини.
Приклад 3. Скiлькома способами можна розкласти 10 монет рiзної вартостi по

двох кишенях.
Формалiзуючи задачу зауважимо
1) двi кишенi дадуть двi пiдмножини 10-елементної множини;
2) кишенi одна вiд другої вiдрiзняються;
3) те, що лежить в однiй кишенi, повнiстю визначає те, що лежить в другiй.

Використовуючи правило рiвностi можемо сказати, що потрiбних розкладень
стiльки, скiльки пiдмножин у 10-елементної множини. Пiсля формалiзацiї за-
дача приймає вигляд: скiльки пiдмножин у 10-елементної множини.

Пiсля формалiзацiї задача стала окремим випадком уже розв’язаної, i ми мо-
жемо написати вiдповiдь: 210 = 1024.



Роздiл 3

Три методи

3.1 Формула включення виключення

Коли двi множини B,C можуть мати непорожнiй перетин, i A = B ∪ C, то

A = (B \ C) ∪ (C \B) ∪ (B ∩ C).

Множини (B \C), (C \B), (B ∩C) не перетинаються, мають порожнiй перетин.
Тому можна застосувати правило суми i написати

|A| = |B \ C|+ |C \B|+ |B ∩ C| = |B|+ |C| − |B ∩ C|.
Подiбним чином для трьох множин A,B,C, що можуть мати непорожнiй пе-

ретин одна з другою, можна написати

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|.

Переходячи до n, n > 2 множин A1, A2, . . . , An за допомогою iндуктиних мiр-
кувань одержуємо формулу

| ∪n
i=1 Ai| =

n∑
i=1

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩ Aj|+ . . .

+(−1)p
∑

1≤i1<i2<i3<...<ip

|Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Aip|+ . . .

+(−1)n|A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ . . . ∩ An|.
Остання формула називається формулою включення - виключення. Метод розв’я-
зування комбiнаторних задач з використанням формули включення - виключе-
ння називають методом включення - виключення.

21
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Типовою задачею на використання формули включення - виключення є на-
ступна.

Приклад 4. При опитуваннi студентiв з’ясувалось, що 60% iз них регулярно
читає журнал "Дзвiн 50% читає журнал "Сучаснiсть"i 50% читає журнал "Пра-
пор". Iз цих студентiв 30% читає i "Дзвiн"i "Сучаснiсть"; 20% читає i "Прапор"i
"Сучаснiсть"; 40% читає i "Прапор"i "Дзвiн". А 10% студентiв читає всi три
журнали. Питається:

1. Який вiдсоток студентiв читає хоч один журнал?
2. Який вiдсоток студнтiв не читає жодного iз вiдмiчених журналiв?
При розв’язуваннi задачi можна розглядати групу iз 100 студентiв i тодi вiд-

сотки можна замiнити на кiлькостi студентiв у вiдповiдних групах. Це дозволяє
застосувати формулу включення - виключення: кiлькiсть студентiв, що читають
хоч один iз згаданих, дорiвнює

60 + 50 + 50− 30− 20− 40 + 10 = 80.

Кiлькiсть студентiв, що не читають нi одного iз згаданих журналiв дорiвнює
(використовується правило суми)

100− 80 = 20.

Тепер знову кiлькостi можна замiнити на вiдсотки. Одержуємо
Вiдповiдь: 80% студентiв читає хоч один журнал i 20% не читає жодного iз

згаданих трьох журналiв.

3.2 Метод породжуючих функцiй — твiрних, генератрис

При використаннi методу породжуючих функцiй вiдповiдi до комбiнаторної зада-
чi, що стосується множини iз n елементiв, позначаються символами i розташову-
ються у послiдовнiсть (на n−ому мiсцi стоїть вiдповiдь до задачi, що стосується
множини iз n елементiв) — нехай такою послiдовнiстю буде

q0, q1, q2, . . . , qn, . . . (3.1)

Послiдовностi (3.1) ставиться у вiдповiднiсть степеневий ряд

q(x) = q0 + q1x+ q2x
2 + . . .+ qnx

n . . . =
∞∑
i=0

qkx
k. (3.2)

Пiсля цього можливо, що одержаний степеневий ряд має певнi властивостi, якi
дозволяють знайти формулу для коефiцiєнта qn бiля xn.
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В цьому i полягає метод породжуючих функцiй.
Ряди та генератриси Нагадаємо визначення формального степеневого ряду

над iншим кiльцем та правила додавання i множення таких рядiв.
Формальним степеневим рядом вiд змiнної x над кiльцем K називають фор-

мальнi вирази

a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ akx

k + . . . =
∞∑
k=0

akx
k. (3.3)

Далi будемо розглядати лише випадки, коли кiльце K це поле комплексних чи-
сел, або поле дiйсних чисел (мовне оточення пiдкаже, з якого саме поля беруться
коефiцiєнти). Полiном (або многочлен) — це формальний стеневий ряд, у якого
лише при скiнченнiй кiлькостi степенiв змiнної стоять ненульовi коефiцiєнти.

Для рядiв визначено операцiї додавання та множення за наступними форму-
лами

∞∑
k=0

akx
k +

∞∑
k=0

bkx
k =

∞∑
k=0

(ak + bk)x
k;

∞∑
k=0

akx
k

∞∑
k=0

akx
k =

∞∑
k=0

∑
i+j=k

aibj

xk.

Деякi ряди мають оберненi. Так маємо рiвнiсть

(1 + x+ x2 + . . .)(1− x) = 1.

Тому ряд
∑∞

i=0 x
n є оберненим до многочлена 1− x.

Iз визначення множення рядiв бачимо, що ряд f =
∑n

k=0 akx
k є оберненим до

многочлена g =
∑m

k=0 bkx
k тодi i тiльки тодi, коли виконуються

a0b0 = 1,
a0b1 + a1b0 = 0,
a0b2 + a1b1 + a2b0 = 0,
. . .
a0bm + a1bm−1 + a2bm−2 + . . .+ amb0 = 0,

i
akbm + ak+1bm−1 + ak+2bm−2 + . . .+ ak+mb0 = 0, k = 0, 1, 2, . . . (3.4)

Якщо многочлен задано, а обернений до цього многочлена ряд (тобто коефiцiєнти
ряда) потрiбно шукати, то наведенi рiвняння показують, коли це можна зробити.
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Це можна зробити в тому i тiльки тому випадку, коли можна дiлити на b0. У полi
дiйсних чисел можна дiлити на будь-яке ненульове число. Отже многочлен, у
якого ненульовий вiльний член, завжди має обернений ряд. Якщо ж цей вiльний
член b0 дорiвнює 1, то рiвняння для знаходження коефiцiєнтiв ряда стають зовсiм
простими i, крiм того, iз рiвняння (3.4) бачимо, що коефiцiєнти ak задовольняють
спiввiдношенню:

akbm + ak+1bm−1 + ak+2bm−2 + . . .+ ak+m = 0,

ak+m = −(akbm + ak+1bm−1 + ak+2bm−2 + . . .+ ak+m−1b1) k = 1, 2, 3, . . . . (3.5)

Такi спiввiдношення називають лiнiйними рекурентними спiввiдношеннями.
Якщо вимагати виконання лише рiвностей (3.5), то видно, що добутком fg

буде многочлен h. Iз сказаного вище бачимо, що

добуток fg = h ряда f =
∑∞

k=0 akx
k i многочлена g =

∑m
k=0 bkx

k, b0 = 1
буде многочленом h =

∑m−1
k=0 ckx

k тодi i тiльки тодi, коли коефiцiєнти
a0, a1, . . . ряда f задовольняють лiнiйному рекурентному спiвiдношенню
(3.5) при k = 0, 1, 2, . . ..

Разом з операцiями додавання та множення степеневi ряди утворюють кiль-
це, вiд степеневих рядiв можна знаходити похiднi (формально! без знаходження
границi!), з ними можна здiйснювати iншi математичнi операцiї - наприклад,
добувати корiнь квадратний з ряду. При деяких значеннях змiнної степеневий
ряд можна пiдрахувати — нескiнченною сумою буде границя, до якої прямують
скiнченнi вiдрiзки ряду (многочлени). Степеневий ряд завжди можна пiдраху-
вати при нульовому значеннi змiнної. В цьому розумiннi степеневий ряд задає
функцiю. Проте в комбiнаторному мовному оточеннi, щоб уникнути проблем iз
збiжнiстю рядiв, саме степеневi ряди називають генератрисами, породжуючими
функцiями. I якщо q(x) — породжуюча функцiя,

q(x) = q0 + q1x+ q2x
2 + . . .+ qnx

n . . . =
∞∑
i=0

qkx
k. (3.6)

то

qn =
q(x)(n)

n!

∣∣∣∣
x=0

.

Обгрунтування коректностi вiдповiдних дiй з рядами вiдносимо до iнших роз-
дiлiв математики, — ми цими властивостями будемо лише користуватися.
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Використання методу породжуючих функцiй покажемо на прикладi задачi про
кiлькiсть розставляння дужок при обчисленнi добутку n множникiв.

Згiдно з методом вводимо позначення: qn — кiлькiсть способiв розставлян-
ня дужок у добутку n множникiв. Для точного розумiння задачi обчислюємо
q2, q3, q4.

Коли моножникiв 2, x1, x2, то дужки розставляються єдиним чином (x1x2),
тому q2 = 1.. Для трьох множиникiв маємо два способи розставляння дужок
((x1x2)x3) i (x1(x2x3)). Якщо n > 3, то передостання пара дужок роздiляє мно-
жники на двi групи:

(x1(x2x3 . . . xn)), ((x1x2)(x3 . . . xn), . . . ((x1x2 . . . xn−1)xn)).

Тому ми можемо написати рекурентнi формулу для qn

qn = qn−1 + q2qn−2 + q3qn−3 + . . .+ qn−2q2 + qn−1.

Щоб рекурентна формула стала симетричнiшою, будемо вважати q1 = 1. Тепер
рекурентна формула має вигляд

qn =
n−1∑
i=1

qiqn−i,

яка дуже нагадує формулу для коефiцiєнта при xn в рядi q2. В зв’язку з цим
знайдемо q2:

q(x)2 = (q0 + q1x+ . . .)(q0 + q1x+ q2x
2 + . . .) =

∞∑
n=0

(
n∑

i=0

qiqn−i

)
xn.

Щоб коефiцiєнт бiля xn в формулi для q2 збiгався з рекурентною формулою
для qn будемо вважати q0 = 0. Тепер ми можемо стверджувати правильнiсть
наступного запису

q2 = (x+x2+2x3+5x2+ . . .)(x+x2+2x3+5x2+ . . .) = x2+2x3+5x4+ . . . = q−x.

Одержана властивiсть ряда q — вiн є розв’язком рiвняння

q2 − q + x = 0,

дозволяє пiдрахувати потрiбний нам коефiцiєнт qn, чим ми далi i займемося.
За формулою для коренiв квадратного рiвняння знаходимо два розв’язки

1 +
√
1− 4x

2
,

1−
√
1− 4x

2
,
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Оскiльки q(0) = 0, то

q(x) =
1−

√
1− 4x

2
,

Нам залишилося знайти коефiцiєнти ряда
√
1− 4x = a0 + a1x+ a2x2 + . . .+ anx

n + . . .

i написати вiдповiдь

q0 =
1

2
− 1

2
a0 = 0, qn = −1

2
an для n = 1, 2, 3, . . . .

Позначимо f(x) =
√
1− 4x i за вiдомою формулою напишемо

an =
1

n!

df

dnx
(0)

i нам потрiбно знайти n−у похiдну вiд функwiї f(x). Для цього знаходимо похiднi
малих порядкiв, вгадуємо вiдповiдь для n−ї похiдної, правильнiсть якої можна
обгрунтувати методом повної математичної iндукцiї. Отже

f ′(x) =
1

2
(1− 4x)−

1
2 (−4); f (n)(x) =

1

2
(
1

2
− 1) . . . (

1

2
− n+ 1)(1− 4x)

1
2−n(−4)n.

Звiдси маємо

an =
1

n!

1(−1)(−3)(−5) . . . (3− 2n)

2n
(−4)n = −2n(2n− 3)!! = −2

n
Cn−1

2n−2.

i
qn =

1

n
Cn−1

2n−2.

Для чисел Каталана рекурентне спiввiдношення

qn = q0qn−1 + q2qn−2 + q3qn−3 + . . .+ qn−2q2 + qn−1q0.

Початкове значення q0 = 1.
Генератриса задовольняє рiвняння

xq2 − q + 1 = 0,

Генератрисою буде

q(x) =
1−

√
1− 4x

2x
,
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Отже, генератриса для чисел Каталана та ж сама, що i в попереднiй задачi,
тiльки подiлена на невiдому.

Числа Каталана позначаються C(n). Тому ми можемо написати

C(n) =
1

n = 1
Cn

2n.

3.3 Метод рекурентних спiввiдношень. Числа Фiбоначi

3.3.1 Лiнiйнi рекурентнi спiввiдношення

Формулювання питання В даному роздiлi розглядаємо послiдовностi

u0, u1, . . . , un, . . . ;ui ∈ R. (3.7)
у яких n−й член можна обчислити, коли вiдомi попереднi члени, за допомогою
формули

un = α1un−1 + α2un−2 + . . .+ αkun−k, αk ̸= 0;ui, αi ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . . (3.8)

Взагалi, коли в послiдовностi кожен елемент може бути обчислений за певною
формулою, при вiдомих попереднiх (звичайно, починаючи з певного мiсця), тодi
таку послiдовнiсть називають рекурентною, а формулу, яка дозволяє провести
це обчислення — рекурентним спiввiдношенням. Спiввiдношення (3.8) називають
лiнiйним рекурентним спiввiдношенням — воно часто зустрiчається як в комбi-
наторицi, так i в iнших роздiлах математики (алгебра, математичний аналiз,
диференцiальнi рiвняння, тощо). Ми ще зустрiнемося з рекурентними послiдов-
ностями в курсi дискретної математики, коли нам будуть потрiбнi породжувачi
псевдовипадкових послiдовностей нулiв та одиничок.

Для довiльного члена послiдовностi (3.7), яка задовольняє лiнiйному рекурен-
тному спiввiдношенню (3.8), можна знайти формулу, яка дозволяє обчислити цей
член.

Для прикладу, послiдовнiсть 0,2,4,6, ... задовольняє лiнiйному рекурентному
спiввiдношенню un = un−1 + 2, n = 1, 2, . . .. Ми можемо вказати формулу для
загального члена цiєї послiдовностi: un = 2n, n = 0, 1, 2, . . ..

Вiзьмемо бiльш складний приклад. Нехай послiдовнiсть u0, u1, u2, . . . почина-
ється числами u0 = −1, u1 = 1, u2 = 5, а наступнi члени послiдовностi обчислю-
ються за рекурентним спiввiдношенням

ui = −3ui−1 − ui−2 + 5ui−3.
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Таким чином, маємо u3 = −21, u4 = 63, u5 = −143, u6 = 261, u7 = −325, u8 =
−1, . . . , u14 = −71547, . . . Формулою для загального члена цiєї послiдовностi буде

un =
2

5
+ (− 7

10
+

11

10
i)(−2 + i)n + (− 7

10
− 11

10
i)(−2− i)n.

Звернемо увагу, що елементами послiдовностi є дiйснi числа, а формула для за-
гального члена використовує комплекснi числа — просто ця формула для кожно-
го номера дає дiйсне значення. Теоретичнi мiркувння будемо супроводжувати
роботою з конкретними прикладом — послiдовнiстю (3.7).

Наше завдання — одержати формулу для загального члена рекурентної по-
слiдовностi, яка задовольняє лiнiйному рекурентному спiввiдношенню. Досягти
мети можна використовуючи кiльце формальних степеневих рядiв та поняття
породжуючої функцiї для послiдовностi (генератриси).

Знаходження формули для загального члена послiдовностi, яка задовольняє лiнiйному рекурен-

тному спiввiдношенню. Маємо послiдовнiсть (3.7) яка задовольняє спiввiдношенню
(3.8).

Для послiдовностi (3.7) створюємо породжуючу функцiю (генератрису)

f(x) =
∞∑
k=0

ukx
k.

При вивченнi послiдовностей (3.7), якi задовольняють спiввiдношенню (3.8),
виникають два многочлени g1, g2:

g1(x) = −αkx
k − αk−1x

k−1 − . . .− α1x+ 1; g2(x) = xk − α1x
k−1 − . . .− αk.

Многочлен
xk − α1x

k−1 − . . .− αk

називають характеристичним многочленом для рекурентного спiввiдношення (3.8)
або для послiдовностi (3.7). Щоб не плутати цей многочлен iз iншими, якi вини-
кають про розв’язуваннi задачi, характеристичний многочлен часто позначають
грецькою буквою χ.

В нашому прикладi

f(x) = −1 + x+ 5x2 − 21x3 + 63x4 − 143x5 + 261x6 − 325x7 − x8 + . . .

i
g1(x) = −5x3 + 3x2 − x− 1, g2 = x3 + x2 + 3x− 5.
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При цьому
f · g1 = f1 = −1− 2x+ 7x2.

Всi комплекснi коренi многочлена g2 позначаємо через {q1, q2, . . . qk}. Вважає-
мо, що серед них рiзними є тiльки {q1, q2, . . . qs}, s ≤ k, i кратнiсть кореня qi є ri.
Отже

g2(x) = (x− q1)(x− q2) . . . (x− qk) = (x− q1)
r1(x− q2)

r2 . . . (x− qs)
rs.

Видно, що коренями многочлена g1 будуть числа q−1
i , i = 1, 2, . . . k. Тому

g1(x) = (1− q1x)(1− q2x) . . . (1− qkx) = (1− q1x)
r1(1− q2x)

r2 . . . (1− qsx)
rs.

В нашому прикладi коренi многочлена g1(x) позначимо через x1, x2, x3, а коренi
многочлена g2(x) позначимо через y1, y2, y3. Обчислюємо потрiбнi коренi:

x1 = 1, x2 = −2

5
+

1

5
i, x3 = −2

5
− 1

5
i;

y1 = 1/x1 = 1, , y2 = 1/x2 = −2− i, y3 = 1/x3 = −2 + i.

За правилами множення

f · g1 = v0 + v1x+ v2x
2 + . . . , vn = un + α1un−1 − . . .− αkun−k. (3.9)

Теорема. Послiдовнiсть (3.7) задовольняє лiнiйному рекурентному спiввiдно-
шенню (3.8) тодi i тiльки тодi, коли при деяких Di

j ∈ C, i = 1, 2, . . . s; j =
0, . . . ri − 1 можна записати

un =
s∑

i=1

(Di
0 +Di

1n+ . . .+Di
ri−1n

i−1)qni . (3.10)

В нашому прикладi теорема каже, що

un = A1 +B1(−2 + i)n + C1(−2− i)n,

при деяких комплексних числах A1, B1, C1.

Доведення будемо cупроводжувати прикладом. При доведеннi дрiб f = f1
g1

розкладемо у суму найпростiших. А потiм кожен найпростiший дрiб розкладемо
в ряд. Сума рядiв дасть нам потрiбну вiдповiдь.

Оскiльки ми працюємо над полем комплексних чисел, то незвiдними много-
членми є тiльки многочлени першого степеня, i в знаменниках найпростiших
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дробiв буде стояти многочлен вигляду (ax+ b)α а в чисельнику буде стояти ста-
ла. Для розкладaння дробу у суму напростiших потрiбно знаменник розкласти
у добуток лiнiйних множникiв.

Знаючи коренi многочлена g1(x) можна розкласти многочлен g1(x) у добуток
незвiдних:

g1(x) = −5(x− x1)(x− x2)x− x3) = −5(x− 1)(x− (−2

5
+

1

5
i))(x− (−2

5
− 1

5
i)).

Знаючи розкладення знаменника у добуток незвiдних, ми можемо записати ту
суму найпростiших дробiв, яку потрiбно знайти;

f1
g1

=
−1− 2x+ 7x2

−5x3 + x2 + 3x+ 1
=

A

x− x1
+

B

x− x2
+

C

x− x3
.

Домноживши останню рiвнiсть на (x − x1) i потiм пiдставивши x1 замiсть x
одержуємо число A. Подiбним чином знаходимо числа B,C.

A = −2/5, B = −1

2
− 3

10
i, C = −1

2
+

3

10
i.

Дрiб 1
x−xi

менш зручно розкладати в ряд, нiж дрiб 1
1−yix

, тому робимо пере-
творення

1

x− xi
= − 1/xi

1− (1/xi)x
, i = 1, 2, 3.

i вказаний дрiб f = f1
g1

переписуємо у виглядi суми найпростiших дробiв iншим
чином

f =
f1
g1

=
(1/x1)A

1− (1/x1)x
+

(1/x2)B

1− (1/x2)x
+

(1/x3)C

1− (1/x3)x
=

y1A

1− y1x
+

y2B

1− y2x
+

y3C

1− y3x
,

де

y1 = 1/x1 = 1, , y2 = 1/x2 = −2− i, y3 = 1/x3 = −2 + i

є коренями многочлена g2(x). Пiдрахуємо

A1 = −y1A = −2

5
; B1 = −y2B = − 7

10
− 111

10
i, C1 = −y3C = − 7

10
+

111

10
.

Проведенi обчислення дозволяють записати розкладення в ряди потрiбних нам
найпростiших дробiв
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A1

1− y1x
= A1

( ∞∑
k=0

yk1x
k

)
=

∞∑
k=0

(
−2

5

)
xk,

B1

1− y2x
= B1

( ∞∑
k=0

yk2x
k

)
=

∞∑
k=0

(
− 7

10
+

11

10
i

)
(−2− i)kxk,

C1

1− y3x
= C1

( ∞∑
k=0

yk3x
k

)
=

∞∑
k=0

(
− 7

10
− 11

10
i

)
(−2 + i)kxk,

Якщо додати розкладення в ряд потрiбних трьох найпростiших дробiв i знайти
коефiцiєнт uk бiля xk, то одержимо

un =
2

5
+ (− 7

10
+

11

10
i)(−2 + i)n + (− 7

10
− 11

10
i)(−2− i)n.

Спочаку доводимо у загальному випадку, що для тiєї рекурентної послiдов-
ностi 3.7, для якої iснує лiнiйне рекурентне спiввiдношення 3.8 можна пiдiбрати
числа Dj

i , якi вимагаються теоремою для запису загального члена нашої послi-
довностi.

Для досягнення нашої мети в загальному випаку розкладаємо дрiб
f1
g1

у су-

му найпростiших. Нагадаємо, що дрiб p(x)
q(x) є найпростiшим, коли знаменник є

степенем незвiдного многочлена, а степiнь чисельника менше степеня цього не-
звiдного многочлена, тобто многочлен q(x) можна записати у виглядi q(x) =
r(x)α, deg p(x) < deg r(x). Ще раз нагадаємо, що ми працюємо в полi компле-
ксних чисел, де незвiдними многочленами є лише лiнiйнi. Тому

f1
g1

=
∑∑ Aij

(x− xi)j
.

Далi лишилося скористатися генератрисамми

1

1− qx
=

∞∑
n=0

qnxn;
1

(1− qx)r
=

∞∑
n=0

Cr−1
r−1+nq

nxn;

i рiвностями

Cr−1
r−1+n =

1

(r − 1)!
(C(r − 1, 0) + C(r − 1, 1)n+ . . .+ C(r − 1, r − 1)nr−1)

де C() — певнi натуральнi числа .
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Оскiльки розкладення на найпростiшi не дає точних значень для чисельникiв,
то теорема не вказує формулу для знаходження сталих.

Лишилося недоведеним, що будь-який вираз, що подається в формулюваннi
теореми, є формулою загального члена для якоїсь рекурентної послiдовностi.
Доведеня цього факут простiше проводити iз мiркувань вимiрностi.

Всi лiнiйнi рекурентнi послiдовностi утворюють простiр вимiрностi k, тому що
ми можемо вказати базис цього простору

e1 : 1, 0, 0, . . . , 0, u1,k, u1,k+1, . . .

e2 : 0, 1, 0, . . . , 0, u2,k, u2,k+1, . . .

e3 : 0, 0, 1, . . . , 0, u3,k, u3,k+1, . . .

...
ek : 0, 0, 0, . . . , 1, uk,k, uk,k+1, . . .

Формула (3.10) показує, що тi послiдовностi, якi задовольняють лiнiйному ре-
курентному спiввiдношенню є лiнiйними комбiнацiями k послiдовностей iз за-
гальним членом

qn1 , nq
n
1 , n

2qn1 , . . . , n
r1−1qn1 ;

qn2 , nq
n
2 , n

2qn2 , . . . , n
r2−1qn2 ;

...
qns , nq

n
s , n

2qns , . . . , n
rs−1qns ;

Вказанi послiдовностi лiнiйно незалежнi, задовольняють лiнiйному рекурен-
тному спiвiдношенню (3.8). Тому вони утворюють базис простору всiх послiдов-
ностей, що задовольняють (3.8), i тому кожна послiдовнiсть, яка задовольня.
(3.8), є лiнiйною комбiнацiєю виписаних. Доведення теореми закiнчене повнiстю.

3.3.2 Числа Фiбоначi

Найпростiшою рекурентною послiдовнiстю iз лiнiйним рекурентним спiввiдно-
шенням є гометрична послiдовнiсть:

a1, a2 = a1q, a3 = a2q = a1q
2, . . . , an+1 = ana = a1q

n, . . .

Геометричнi послiдовностi дуже часто зустрiчаються в дослiдженнях. Також про-
стою є ркеурентна послiдовнiсть F0, F1, F2, . . ., яка визначається умовами:

F0 = 0, F1 = 1, F2 = 1, . . . , Fn+2 = Fn+1 + Fn.
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Елементи цiєї послiдовностi називають числами Фибоначi. Важливiсть чисел Фi-
боначi пояснюється їх появою в багатьох рiзних задачах, на яких зараз зупиня-
тися не будемо.

Поставимо задачу — знайти формулу для Fn.
Характеристичний многочлен для чисел Фiбоначi має вигляд x2 − x − 1, i

коренями характеристичного смногочлена будуть числа

x1 =
−1 +

√
5

2
, x2 =

−1 +
√
5

2
.

Доведена теорема про вигляд загального члена рекурентної послiдовностi за-
безпечує iснування двох чисел c1, c2 таких, що

Fn = c1x
n
1 + c2x

n
2 = c1

(
−1 +

√
5

2

)n

+ c2

(
−1−

√
5

2

)n

.

Сталi c1 та c2 можна знайти за вiдомими F0 = 0 та F1 = 1: Розв’язком системи
рiвнянь {

c1 + c2 = 0,

c1

(
−1+

√
5

2

)
+ c2

(
−1−

√
5

2

)
= 1

є числа
c1 =

1√
5
, c2 = − 1√

5
.

Тепер ми можемо записати формулу для чисел Фiбоначi.

Fn =
1√
5

(
−1 +

√
5

2

)n

− 1√
5

(
−1−

√
5

2

)n

.

Подiл вiдрiзка так, що вiдношення одержаних частин дорiвнює −1+
√
5

2 називають
золотим перерiзом. Тому це число називають вiдношенням золотого перерiзу. Це
число вiдiграє помiтну роль в архiтектурi.

Прочитати про числа Фiбоначi можна в книзi Р. Грєхемаб Д .Кнута та О.Паташника
“Конкретна математика“ М.: Мир, 1998 сторiнки 322 - 333.
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