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1 Еквiвалентнiсть та факторизацiя

1.1 Означення еквiвалентностi

Бiнарне вiдношення ∼ на непорожнiй множинi A на-
зиваєтсья вiдношенням еквiвалентностi, якщо воно
задовольняє три умови

• x ∼ x для будь-якого x ∈ A (рефлексивнiсть);

• x ∼ y ⇒ y ∼ x (симетричнiсть);

• ((x ∼ y) ∧ (y ∼ z)) ⇒ x ∼ z (транзитивнiсть).

Еквiвалентнiстю є вiдношення паралельностi на множинi
прямих. Дiйсно, кожна пряма паралельна сама собi (рефле-
ксивнiсть виконується), якщо пряма a паралельна прямiй b,
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то пряма b паралельна прямiй a (симетричнiсть виконується),
i якщо пряма a паралельна прямiй b, а пряма b паралельна
прямiй c, то a паралельна c (транзитивнiсть).

Вiдношення еквiвалентностi вельми нагадує вiдношення рiв-
ностi — найважливiше вiдношення математики. Вiдношення
= є вiдношенням еквiвалентностi, оскiльки воно рефлексивне,
симетричне i транзитивне. Проте вiдношення = має додаткову
сувору та обтяжливу властивiсть:

• a = b в тому i тiльки тому випадку, коли кожну власти-
вiсть, яку має a, має також b, i навпаки, кожну власти-
вiсть, яку має b, має також a.

В такому розумiннi рiвностi два трикутники з вiдповiдно рiв-
ними сторонами можуть бути не рiвними (див. рис.1 )

a

c

b

L

a

c

b

Рис. 1: Два трикутники з вiдповiдно рiвними сторонами не рiвнi, оскiль-
ки один з них знаходиться злiва вiд прямої L, а другий справа.

Мовна практика дозволяє замiсть словосполуки “два еле-
мента еквiвалентнi вiдносно еквiвалентностi α“ казати “два
елементи рiвнi.“ Знову ж — коли це не призводить до непо-
розумiнь. Коли в мiркуваннях еквiвалентнi елементи не розрi-
зняють, то кажуть, що це мiркування проводять “з точнiстю
до еквiвалентностi α“.
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1.2 Розбиття

Нехай задана непорожня множина A i на нiй вiдношеня еквi-
валентностi ∼ . З кожним елементом a ∈ A пов’яжемо пiдмно-
жину

a = {b ∈ A|a ∼ b}.
Ця пiдмножина не порожня, оскiльки a ∈ a. Також∪

a∈A

a = A.

Знову, це випливає iз того, що a ∈ a.
Є ще й третя властивiсть пiдмножин a: Якщо a, b ∈ A, i

a ̸= b, то a ∩ a = ∅.
Перевiримо цю третю властивiсть множин a методом вiд

протилежного. Отже, нехай

a, b ∈ A, a ∩ b ̸= ∅, c ∈ a ∩ b, a ∼ c, b ∼ c.

За транзитивнiстю вiдношення ∼ маємо a ∼ b. Нам потрiбно
довести, що a = b.

Нагадаємо, що для доведення того, що двi множини рiвнi,
потрiбно довести, що кожний елемент першої множини лежить
в другiй i кожен елемент другої лежить в першiй. Отже нам
потрiбно довести двi речi a) x ∈ a ⇒ x ∈ b, i b) x ∈ b ⇒ x ∈ a.

Доводимо а). Нехай x ∈ a, тобто x ∼ a. Оскiльки a ∼ b, то
за транзитивнiстю ∼ iз x ∼ a, a ∼ b маємо x ∼ b i x ∈ b.

Симетричним чином доводимо b). Нехай x ∈ b, тобто x ∼ b.

Оскiльки a ∼ b, то за транзитивнiстю ∼ iз x ∼ b, a ∼ b маємо
x ∼ a i x ∈ a.

Цим закiнчене доведення рiвностi a = b, якщо a ∩ b ̸= ∅, i,
вiдповiдно, рiвностi a ∩ b = ∅, якщо a ̸= b.

Пiдмножини a для a ∈ A називають класами еквiвалентно-
стi. В цiй термiнологiї можна сказати, що при заданiй еквiва-
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лентностi ∼ на множинi A iснують пiдмножини (класи еквiва-
лентностi) Ki, i ∈ I, що задовольняють умови 1

Ki ̸= ∅, i ∈ I; (1)∪
i∈I

Ki = A; (2)

Ki ̸= Kj ⇒ Ki ∩Kj = ∅, i, j ∈ I. (3)

Представлення множини A у виглядi об’єднання пiдмножин
Ki, i ∈ I, що задовольняють умови (1), (2), (3), називають роз-
биттям множини A, а пiдмножини Ki, i ∈ I називають класа-
ми розбиття. Розбиття множини на чотири класи зображене
на рис. 2.

K1
K2

K3

K4

Рис. 2: Множина розбита на чотири класи — K1, K2, K3, K4..

Можна сказати, що кожна еквiвалентнiсть визначає розби-
ття — класами розбиття є класи еквiвалентностi.

Якщо є розбиття Ki, i ∈ I множини A, то можна ввести
еквiвалентнiсть ∼ на A вважаючи

x ∼ y ⇔ x, y ∈ Ki для деякого i ∈ I.

Таким чином виникає канонiчна бiєкцiя мiж еквiвалентностя-
ми на множинi та розбиттями цiєї множини.

1I — довiльна непорожня множина iндексiв.
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Для прикладу, розглянемо тривимiрний простiр в шкiль-
нiй аксiоматицi. Назвемо його евклiдовим. Виберемо у цьому
просторi точку i викинемо її. Одержимо евкiлiдiв простiр без
однiєї точки. Будемо вважати двi точки в цьому просторi без
вибраної точки еквiвалентними, якщо вони лежать на одно-
му променi, що виходить iз вибраної точки. В кожному класi
вiдповiдного розбиття лежить одна i тiльки одна точка на вiд-
станi 1 вiд початку променя. Тому є канонiчна бiєкцiя мiж
класами еквiвалентностi i точками одиничної сфери.

1.3 Класифiкацiї

Розбиття тих чи iнших понять називають також класифiкацi-
єю. Прикладом дуже вдалої класифiкацiї хiмiчних елементiв
дає таблиця Менделєєва. “Вдалiсть“ полягає в тому, що вона
допомогла перебачити певнi властивостi певних хiмiчних еле-
ментiв i навiть передбачити iснування хiмiчних елементiв.

Iнтенсивно використовується класифiкацiя рослин та тва-
рин. Та i полiтичнi устрої подiляються на невелику кiлькiсть
типiв (класiв).

Як приклад невдалої класифiкацiї можна взяти давньоки-
тайську класифiкацiю тварин: Тварини дiляться на

• тi, що належать iмператору;

• бальзамованих;

• приручених;

• молочних поросят;

• сирен;

• казкових;

• бродячих собак;

6



• що буянять, мов божевiльнi;

• незчисленних;

• що намальованi тонкою щiточкою на верблюжiй шерстi;

• решту;

• що недавно розбили горщик;

• що здалеку здаються мухами.

1.4 Поповнення площини нескiнченно вiддаленими
точками. Проективна площина

Розглянемо площину — в шкiльнiй аксiоматицi. Назвемо її ев-
клiдовою площиною.

Класи паралельних прямих назвемо нескiнченно вiддалени-
ми точками. Сукупнiсть усiх нескiнченно вiддалених точок на-
звемо нескiнченно вiддаленою прямою. Додамо до всiх точок
евклiдової площини нескiнченно вiддаленi, а до всiх прямих —
нескiнченно вiддалену пряму i одержимо так звану проектив-
ну площину. Вважається, що через двi нескiнченно вiддаленi
точки проходить нескiнченно вiддалена пряма, звичайна пря-
ма проходить через ту нескiнченно вiддалену точку, якiй во-
на належить — нагадаємо, що нескiнченно вiддалена точка це
клас паралельних приямих i кожна пряма належить якомусь
одному класу. В проективнiй площинi всi прямi перетинаю-
ться, паралельних прямих немає.

Розглянемо сферу. Дiаметрально протилежнi точки назве-
мо еквiвалентними. Класи еквiвалентностi утворюють прое-
ктивну площину. Прямими в цiй площинi є всi тi класи, еле-
менти яких лежать на одному великому колi сфери.
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1.5 Вiдношення рiвнообразностi

Будь-яке вiдображення f iз множини A в множину B задає на
множинi A вiдношення еквiваленостi, яке називають вiдноше-
нням рiвнообразностi:

x ∼ y ⇔ f(x) = f(y).

Класами еквiваленостi будуть непорожнi повнi прообрази то-
чок iз B.

1.6 Порiвняння за певним модулем. Класи лишкiв

Виберемо натуральне число n ∈ N, n ≥ 2 i будемо вважати,
що два цiлi числа еквiвалентнi, якщо їх рiзниця дiлиться на n.
Факт, що a, b ∈ Z еквiвалентнi, записується у виглядi

a ≡ b modn. (4)

Цю еквiвалентнiсть називають порiвнянням за модулем n. Чи-
сла a, b ∈ Z, для яких виконується (4), називають порiвнюва-
ними за модулем n. В кожному класi еквiваленостi є одне i
тiльки одне iз чисел 0, 1, 2, . . . , n− 1 — цi числа називають (в
такому мовному оточеннi) лишками за модулем n. Самi кла-
си еквiвалентностi називають класами лишкiв за модулем n.
Коли n = 2, маємо два класи лишкiв —

0 = {0,±2,±4, . . . ,±2k, . . .} , 1 = {±1,±3, . . . ,±(2k + 1), . . .} .

Якщо n = 3, маємо 3 класи лишкiв —

0 = {0,±3,±6, . . . ,±3k, . . .} , 1 = {1,−2, 4,−5, 7,−8, . . . ,±(3k + 1), . . .} ,

2 = {2,−1, 5,−4, 8,−7, . . . ,±(3k + 2), . . .} .
На класах лишкiв за модулем n вводять операцiї додавання

та множення наступними правилами

x+ y = x+ y, x · y = x · y. (5)
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За цим визначенням, для n = 13 буде

10 + 12 = 22 = 9, 10 · 12 = 120 = 3,

Теорема 1.1 Операцiї додавання та множення класiв лишкiв,
що визначенi правилами (5), визначенi коректно, тобто коли
x1 = x2, y1 = y2, то також x1 + y1 = x2 + y2, x1y1 = x2y2.

Доведення.Доведення. Рiвностi x1 = x2, y1 = y2 означа-
ють, що для деяких цiлих k1, k2 можна записати

x1 − x2 = k1n, y1 − y2 = k2n.

Тепер можна записати

(x1+y1)−(x2+y2) = (x1−x2)+(y1−y2) = k1n+k2n = (k1+k2)n,

що означає x1 + y1 = x2 + y2, а також

x1y1 − x2y2 = x1y1 − x2y2 − x2y1 + x2y1 = (x1 − x2)y1+

+(y1 − y2)x2 = k1ny1 + k2nx2 = n(k1y1 + k2y2),

що означає x1y1 = x2y2.

Множина класiв лишкiв за модулем n разом з вве-
деними операцiями додавання та множення називає-
ться кiльцем класiв лишкiв за модулем n i позначає-
ться Z/nZ або Zn.

1.7 Означення кiлькостi, потужностi, кардинального
числа за допомогою еквiвалентностей

Множини можна вважати еквiвалентними, якщо мiж ними мо-
жна встановити взаємно однозначну вiдповiднiсть. Множини в
одному класi мають одну i ту ж кiлькiсть елементiв (якщо во-
ни скiнченнi), або рiвнопотужнi (якщо вони нескiнченнi) Кла-
си еквiвалентностi називають кiлькостями, потужностями, кар-
динальними числами або кардиналами.
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1.8 Частково впорядкована множина еквiвалентно-
стей

На множинi можна ввести багато розбиттiв i, вiдповiдно, мо-
жна ввести багато вiдношень еквiвалентностi. Серед усiх еквi-
валентностей видiляють двi — класи однiєї одноелементнi, а
друга має один клас, вiн мiстить всi елементи множини. Цi двi
еквiвалентностi називають тривiальними.2

За визначенням, еквiвалентнiсть α менше або дорiвнює еквi-
валентностi β на множинi A тодi i тiльки тодi, коли

∀x, y ∈ A((x, y) ∈ α ⇒ (x, y) ∈ β).

Iншими словами, еквiвалентнiсть α менше або дорiвнює еквi-
валентностi β в тому i тiльки тому випадку, коли кожен клас
еквiвалентностi α повнiстю мiститься в деякому класi еквiва-
лентностi β. Для прикладу, нехай множина A складається iз
5 елементiв: A = {a, b, c, d, e}. На цiй множинi розглянемо 5
вiдношень еквiвалентностi, що заданi розбиттями:

α задана розбиттям {a}, {b}, {c}, {d}, {e};
β задана розбиттям {a, b}, {c}, {d}, {e};
γ задана розбиттям {a}, {b}, {c, d}, {e};
δ задана розбиттям {a, b, c, d}, {e};
ε задана розбиттям {a, b, c, d, e}.

Тут α та ε — тривiальнi вiдношення еквiвалентностi, α — най-
менша, а ε — найбiльша еквiвалентнiсть.

α ≤ β ≤ δ ≤ ε, α ≤ γ ≤ δ ≤ ε,

β i γ не порiвнюванi еквiвалентностi — тобто жодне iз спiввiд-
ношень β ≤ γ, γ ≤ β не є правильним.

2Латинське слово trivius утворене iз двох слiв tres i via. Перше означає три, а друге
— дорога. А саме слово trivius означає те, що лежить на перехрестi трьох дорiг. Слово
trivium означає саме перехрестя (тридорiжжя). Пiзнiше trivium означав навчальний
цикл iз трьох предметiв — граматики, дiалектики та риторики.
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Нагадаємо, що бiнарне вiдношення, а еквiвалентнiсть є бi-
нарним вiдношенням, це певна пiдмножина декартового ква-
драта множини. Тому теоретико-множинний перетин двох бi-
нарних вiдношень також є бiнарним вiдношенням.

Теорема 1.2 Теоретико-множинний перетин будь-якої су-
купностi еквiвалентностей є еквiвалентнiстю.

Доведення. Нехай на множинi M задана сукупнiсть еквi-
валентностей αi ⊆ M 2, i ∈ I. Розглянемо теоретико-множинний
перетин

α =
∩
i∈I

αi.

Потрiбно довести, що α є еквiвалентнiстю, тобто α є рефле-
ксивним, симетричним i транзитивним вiдношенням.

Вiзьмемо довiльний елемент a ∈ M. Оскiльки всi вiдноше-
ння αi є еквiвалентностями, то вони рефлексивнi i (a, a) ∈ αi.
Звiдси випливає, що

(a, a) ∈
∩
i∈I

αi = α.

Реффлексивнiсть вiдношення α доведена.
Доведемо симетричнiсть вiдношення α. Виберемо два еле-

менти a, b ∈ M такi, що (a, b) ∈ α.. Тодi для кожного i ∈ I
(a, b) ∈ αi. Оскiльки всi вiдношення αi є еквiвалентностями,
то вони симетричнi i (b, a) ∈ αi. Звiдси випливає, що

(b, a) ∈
∩
i∈I

αi = α.

Симетричнiсть вiдношення α доведена.
Подiбним чином дододимо транзитивнiсть вiдношення α :

(a, b), (b, c) ∈ α ⇒ ∀i ∈ I((a, b), (b, c) ∈ αi) ⇒ ∀i ∈ I((a, c) ∈ αi) ⇒ (a, c) ∈ α.
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Теорема 1.3 Всi еквiвалентностi на множинi утворюють
гратку, тобто кожнi двi еквiвалентностi мають точну верх-
ню i точну нижню межу в чвм усiх еквiвалентностей.

Доведення. Доведення теореми конструктивне — тобто ми
вкажемо точну нижню i точну верхню межу для буль-яких
двох еквiвалентностей.

Нехай M — множина i α, β — двi еквiвалентностi на цiй
множинi. Тодi

inf(α, β) = α ∩ β, sup(α, β) =
∩

γ⊃α,γ⊃β

γ.

Приклад 1 гратки L всiх еквiвалентностей на чотириеле-
ментнiй множинi {a, b, c, d}

Гратка L має дiаграму

0

a1 a2 a3 a4 a5 a6

b1 c1 b2 c2 b3 c3 b4

1

В цiй гратцi позначено: 0 — це найменша еквiвалентнiсть, в
якiй всi класи одноелементнi. Еквiвалентностi a1, a2, a3, a4, a5, a6
мають лише один неодноелементний клас — вiн двоелемен-
тний. Неоноелементним класом у a1 є {1, 2},у a2 є {1, 3},у a3
є {1, 4},у a5 є {2, 4} i у a6 неодноелементним класом є {3, 4}.

Еквiвалентнiсть 1 найбiльша, вона має єдиний клас {1, 2, 3, 4}.
Еквiвалентносi b1, b2, b3, b4, c1, c2, c3 мають такi класи
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b1 − {1, 2, 3}, {4}
b2 − {1, 2, 4}, {3}
b3 − {1, 3, 4}, {2}
b4 − {2, 3, 4}, {1}
c1 − {1, 2}, {3, 4}
c2 − {1, 3}, {2, 4}
c3 − {2, 3}, {1, 4}

1.9 Факторизацiя

Нехай задана множина A i на нiй вiдношення еквiвалентностi
∼, що має класи Ki, i ∈ I. Фактормножиною A/ ∼ називають
множину, елементами якої є класи еквiваленостi Ki, i ∈ I. Про-
цес переходу вiд множини до фактормножини називають фа-
кторизацiєю, факторизацiєю множини A за еквiвалентнiстю
∼ . Розглядають вiдображення π : A → A/ ∼, ке кожному
елементу множини A ставить у вiдповiднiсть той клас (еле-
мент фактормножини), якому вiн належить. Оскiльки класи
еквiвалентностi не порожнi, то це сюр’єктивне вiдображення.
Воно природне, всiм зрозумiле, тому його називають канонi-
чним, канонiчною сюр’кцiєю iз множини в фактормножину.

Нехай заданi двi множини A,B i вiдображення f iз A в B.
Тодi ми маємо вiдношення еквiваленостi ∼ — вiдношення рiв-
нообразностi, фактормножину A/ ∼, i канонiчне сюр’єктивне
вiдображення sur : A → A/ ∼ . Також ми маємо пiдмно-
жину f(A) ⊆ B i канонiчне вкладення (канонiчну iн’єкцiю)
inj : f(A) → B. Вiдображення f визначає бiєктивне вiдобра-
ження bij iз фактормножини A/ ∼ в f(A) — кожному класу
еквiвалентностi ставиться у вiдповiднiсть той елемент образу,
в який переходять всi елементи класу. Таким чином, будь-яке
вдображення f розкладається у добуток трьох вiдбражень —
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сюр’єктивного, бiєктивного та iн’єктивного:

f = inj · bij · sur.

Для прикладу вiзьмемо вiдображення iз 5-елементної мно-
жини A = {a, b, c, d, e} в себе, що задане образами кожного
елемента:

f(a) = c, f(b) = a, f(c) = e, f(d) = c, f(e) = a.

Тодi f(A) = {a, c, e}, A/ ∼= {{a, d}, {b, e}, {c}}, i ми можемо
виписати дiї вiдповiдних вiдображень:

sur(a) = {a, d}, sur(d) = {a, d}, sur(b) = {b, e}, sur(e) = {b, e}, sur(c) = {c};

bij({a, d}) = c, bij({b, e}) = a, bij({c}) = e;

inj(a) = a, inj(c) = c, inj(e) = e.

2 Використання еквiвалентностей в геометрiї

2.1 Афiнна еквiвалентнiсть

В геометрiї кривi та поверхнi часто задають рiвняннями. Якщо
двi кривi можна задати одним i тим же рiвнянням, тiльки в
рiзних декартових (не обов’язково прямокутних) системах ко-
ординат, то такi кривi називають афiнно еквiвалентними.

Наприклад, можна довести, що коло з рiвнянням

x2 + y2 = 1

i елiпс (див. рис. 3) афiнно еквiвалентнi, а коло i парабола
афiнно не еквiвалентнi.
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Рис. 3: Елiпс, що афiнно еквiвалентний колу15



2.2 Склеювання та вклеювання.

Беремо прямокутник A зi сторонами 2 та 4 на декартовiй пло-
щинi:

A = {(x, y)| − 1 ≤ x ≤ 1, −2 ≤ y ≤ 2}. (6)

Склеюємо в цьому прямокутному аркушi протилежнi сто-
рони, тобто вважаємо, що точки з координатами (−1, y) та
(1, y) це одна i та ж точка. Побутовi уявлення про склеювання
в математицi формалiзується за допомоюгою еквiвалентностi.
В нашому випадку вводимо еквiвалентнiсть

(x1, y1) ∼ (x2, y2) ⇔ або (x1 = x2, y1 = y2), або (y1 = y2, {x1, x2} = {−1, 1}).

Неодноелементними класами цiєї еквiвалентностi є класи {(−1, y), (1, y)∥,
коли −2 ≥ y ≥ 2. Пiсля склеювання прямокутник (один гео-
метричний об’єкт) перетворюється в цилiндр (iнший геометри-
чний об’єкт).

Шляхом ‘склеювання‘, тобто факторизацiї — кажучи фор-
малiзованою мовою, можна одержувати геометричнi об’єкти з
досить незвичними властивостями.

Можна профакторизувати прямукутник (6) за еквiвален-
тнiстю, неодноелементними класами якої є пари точок {(−1, y), (1,−y)}, −2 ≤
y ≤ 2. Пiсля факторизацiї за цiєю еквiвалентнсiтю одержимо
так званий лист Мьобiуса (див. рис. 4 справа).

Належним чином попарно “склеївши“ i бiчнi сторони пря-
мокутника (6) i верхню та нижню одержимо так звану пляшку
Клейна (див. рис. 4 злiва).

Вирiзавши площинами на сферi двi “шапочки“ i приклейв-
ши до них денця цилiндра ми одержимо “сферу з ручками“.
Дещо важче уявити, що буде, коли вирiзати в сферi площи-
ною “шапочку“ i вклеїти замiсть неї лист Мьобiуса.
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Рис. 4: Пляшка Клейна (злiва) та лист Мьобiуса (справа) є факторпро-
сторами, одержанi iз прямокутника склеюванням протилежних сторiн
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2.3 Риманова площина i дiйсна площина

Введемо на дiйснiй площинi з прямокутною декартовою си-
стемою координат полярну систему координат. Кожна точки
(x, y) що вiдрiзняється вiд початку координат, одержує двi по-
лярнi координати —модуль r,та аргумент φ, якi визачаються
умовами

r =
√
x2 + y2,

cosφ =
x

r
, sinφ = yr, 0 ≤ φ < 2π.

Для початку координат маємо модуль r = 0, а аргумент не
визначений.

Ми можемо розглядати множину полярних координат (r, φ)
без обмеження 0 ≤ φ < 2π, тобто при всiх −∞ < φ < ∞. В цiй
новiй множинi точка (r, φ) i точка (r, φ) + 2π це рiзнi точки.
Множина точок (r, φ) без обмеження на аргумент називається
римоновою площиною.

На римановiй площинi можна ввести еквiвалентнiсть — двi
точки еквiвалентнi, якщо модулi у них однаковi, а аргументи
вiдрiзняються на 2kπ, k — цiле число.

Профакторизувавши риманову площину за введеною еквi-
валентнiстю ми одержуємо звичайну дiйсну площину iз поляр-
ною системою координат.

3 Застосування еквiвалентностей а алгебрi —
конгруенцiї та факторизацiя за конгруен-
цiєю.

3.1 Конгруенцiї унiверсальних алгебр

Нанадаємо, що урiверсальна алгебра A = ⟨A,Ξ⟩ має носiй A,
множину, на якiй дiють операцiї, та сигнатуру Ξ, множину
операцiй на A.
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Конгруенцiєю унiверсальної алгебри A називають та-
ку еквiвалентнiсть ∼ на носiєвi A, яка “узгоджена“ з
усiма операцiями iз сигнатури, в тому розумiннi, що
для будь-якої n−мiсної операцiї f ∈ Ξ

a1 ∼ b1, a2 ∼ b, . . . , an ∼ bn ⇒ f(a1, a2, . . . , an) ∼ f(b1, b2, . . . , bn).

3.2 Факторизацiя груп

3.2.1 Означення, що стосуються груп.

Нагадаємо, що

Групою називають унiверсальну алгебру з непоро-
жнiм носiєм i сигнатурою, що складається iз трьох
операцiй:

• асоцiативної бiнарної операцiї, яку звичайно на-
зивають множенням або додаванням;

• унарної операцiї, яку звайно називають “знахо-
дження оберненого елемента“, або “знаходження
протилежного елемента“;

• нульарної, видiленого елемента, який називають
одиницею, або нулем.

Якщо в групi G бiнарна операцiя названа множенням, унар-
на операцiя названа “знаходження оберненого елемента“, а ви-
дiлений елемент названий одиницею, то групу називають муль-
типлiкативною. Аксiоми мультиплiкативної групи записуються
у виглядi:

• ∀a, b, c ∈ G (ab)c = a(bc);

• ∃1 ∈ G ∀a ∈ G 1a = a1 = a;
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• ∀a ∈ G ∃b ∈ G ab = ba = 1.

Якщо в групi G бiнарна операцiя названа додаванням, унар-
на операцiя названа “знаходження протилежного елемента“, а
видiлений елемент названий нулем, то групу називають ади-
тивною. Аксiоми адитивної групи записуються у виглядi:

• ∀a, b, c ∈ G (a+ b) + c = a+ (b+ c);

• ∃0 ∈ G ∀a ∈ G 0 + a = a+ 0 = a;

• ∀a ∈ G ∃b ∈ G a+ b = b+ a = 0.

Традицiя дозволяє для групи i для її носiя використовувати
одне i те ж познаення. Таким чином, коли є двi групи G1, G2,
то можна використовувати запис G1 ⊆ G2, в якому уже через
G1, G2 позначенi носiї груп. Також можна використовувати
запис

G =
⟨
G; ·, −1, e

⟩
,

в якому злiва вiд знака рiвностi через G позначена група, а
справа вiд знака рiвностi та ж буква використана для позна-
чення носiй групи.

Кажуть, що група G1 є пiдгрупою групи G2 коли

• G1 ⊆ G2, видiлений елемент (одиниця чи нуль)
групи G1 є видiленим елементом групи G2,

• застосування бiнарної чи унарної операцiй групи
G1 до елементiв iз G1 дасть той же результат,
що i застосування до цих елементiв вiдповiдних
операцiй групи G2

Двi групи G1, G2 вважаються iзоморфними, коли iснує
так званий iзоморфiзм iз однiєї групи в другу, тобто
iснує бiєкцiя

f : G1 → G2,
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яка переводить видiлений елемент у видiлений, i яка
узгоджена з бiнарною та унарною операцiєю — для
мультиплiкативної групи це означає

∀x, y ∈ G1f(xy) = f(x)f(y), f(x−1) = (f(x))−1 .

3.2.2 Сумiжнi класи групи по пiдгрупi та iнварiантнi пiдгрупи

Нехай є група G =
⟨
G; ·, −1, 1

⟩
i її пiдгрупи H =

⟨
H; ·, −1, 1

⟩
.

Для кожного елемента g ∈ G можна розглядати двi множини

g ·H = {g · h|h ∈ H} , (7)

i
H · g = {h · g|h ∈ H} . (8)

Для заданої групи G її елемента g ∈ G та пiдгрупи
H ⊆ G множина g · H називається лiвим сумiжним
класом, а множина H · g називається правим сумi-
жним класом елемента g ∈ G групи G по пiдгрупi
H.

Теорема 3.1 (Про класи сумiжностi групи) Лiвi класи су-
мiжностi групи по пiдгрупi мають наступнi властивостi

1. Об’єднання класiв сумiжностi є вся група;

2. Рiзнi класи сумiжностi мають порожнiй перетин;

3. Класи сумiжностi рiвнопотужнi (мають одну i ту ж
кiлькiсть елементiв, що i пiдгрупа).

Тi ж самi властивостi мають i правi класи сумiжностi гру-
пи по пiдгрупi.
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Доведення. Оскiльки 1 ∈ H i для кожного g ∈ G

g · 1 = g ∈ g ·H,

то кожний елемент всiєї групи знаходиться в певному лiвому
класi сумiжностi i об’єднанням класiв сумiжностi є вся група.
Перша властивiсть перевiрена.

Другу властивiсть переформулюємо у виглядi: “Якщо два
лiвi класи сумiжностi мають непорожнiй перетин„ то цi класи
збiгаються.“ Доведемо другу властивiсть саме в такому фор-
мулюваннi.

Нехай є два лiвi класи сумiжностi K1 = g1H i K2 = g2H.
Припустимо, що цi класи мають непоржнiй перетин: K1∩K2 ̸=
∅ i g ∈ K1 ∩K2, тобто для деяких h1, h2 ∈ H

g = g1h1 = g2h2. (9)

Потрiбно довести, що

∀x ∈ G (x ∈ K1 ⇔ x ∈ K2).

Припустимо, що x ∈ K1, i для деякого y1 ∈ H можна запи-
сати

x = g1y1.

Домножимо рiвностi (9) справа на h−1
1 . Одержимо

g1 = g2h2h
−1
1 .

Оскiльки H є пiдгрупою групи G, то h2h
−1
1 ∈ H, h2h

−1
1 y1 ∈ H.

Звiдси випливає, що

x = g1 · (h2h
−1
1 y1) ∈ K2.

Зворотна iмплiкацiя доводиться точно так же.
Друга властивiсть доведена.
Переходимо до третьої властивостi.
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За означенням, двi множини рiвнопотужнi (якщо вони не-
скiнченнi) або мають одну i ту ж кiлькiсть елементiв в тому i
тiльки тому випадку, коли iснує взаємно однозначна вiдповiд-
нiсть мiж елементами цих множин. Бiєкцiя мiж пiдгрупою H
i класом сумiжностi gH встановлюється правилом

h ∈ H → gh.

Так побудоване вiдображення є вiдображенням “на“, тобто сюр’-
єктивним, тому що за оозначенням класу сумiжностi всi еле-
менти лiвого класу сумiжностi можна записати у вигляд gh

для деякого h ∈ H.
Так побудоване вiдображення є вiдображенням “в“, тобто

iн’єктивним, тому що

gh1 = gh2 ⇒ g−1gh1 = g−1gh2 ⇒ h1 = h2.

Теорема доведена повнiстю.

Теорема 3.1 показує, що лiвi класи сумiжностi групи по пiд-
групi утворюють розбиття групи, правi класи сумiжностi утво-
рюють розбиття групи, а вiдношення “лежати в одному лiво-
му класi сумiжностi “ i вiдношення “лежати в одному правому
класi сумiжностi “ є вiдношенням еквiвалентностi.

Наслiдком теореми 3.1 є

Теорема 3.2 (Про подiльнiсть порядку групи на порядок пiдгрупи)
Якщо група має скiнченну кiлькiсть елементiв, то для будь-
якої пiдгрупи кiлькiсть елементiв групи дiлиться на кiль-
кiсть елементiв у цiй пiдгрупi.

Групи iз скiнченною кiлькiстю елементiв називають скiнчен-
ними, а кiлькiсть елементiв в скiнченнiй групi називають її
порядком. В цiй термiнологiї наведену теорему можна пере-
формулювати наступним чином “В скiнченнiй групi порядок
пiдгрупи завжди є дiльником порядку групи.“
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Доведення. Твердження теореми випливає iз 3-ої власти-
востi в теоремi 3.1 лiвих сумiжних класiв групи по пiдгрупi
Згiдно з цiєю властивiстю кiлькiсть елементiв в групi є добу-
тком кiлькостi класiв сумiжностi на кiлькiсть елементiв у пiд-
групi. Отже кiлькiсть елементiв групи дiлиться на кiлькiсть
елементiв пiдгрупи.

Iз теореми 3.2 випливає, що група порядку 5 має лише 2
пiдгрупи — одиничну, що складається лише iз одиницi, i пiд-
групи, що збiгається iз усiєю групою.

Розглянемо приклад. Вiзьмемо групу S3. Її елементами є
пiдстановки третього степеня, тобто бiєктивнi вiдображення
триелементної множини в себе:

e =

(
1 2 3
1 2 3

)
, a =

(
1 2 3
1 3 2

)
, b =

(
1 2 3
2 1 3

)
, c =

(
1 2 3
3 2 1

)

d1 =

(
1 2 3
2 3 1

)
, d2 =

(
1 2 3
3 1 2

)
.

Оскiльки a2 = e, a e є одиницею групи, то H = {e, a} є пiд-
групою групи S3. Працюючи з вiдображеннями потрiбно мати
на увазi, що за недомовленiстю, коли на елемент дiє компо-
зицiя двох вiдображень, то першим дiє те вiдображення, яке
стоїться справа, тобто дiє правило

(fg)(x) = f(g(x)).

Згiдно з цим правилом, оскiльки a(2) = 3, a b(3) = 3,, то
ba(2) = 3. Випишемо лiвi сумiжнi класи групи S3 по пiдгрупi
H:

aH = eH = H, bH = d1H = {b, d1}, cH = d2H = {c, d2}.

Випишемо правi сумiжнi класи групи S3 по пiдгрупi H:
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Ha = He = H, Hb = Hd2 = {b, d2}, Hc = Hd1 = {c, d1}.

Ми бачимо, що лiвий сумiжний клас елемента b ∈ S3 не збiгає-
ться з правим сумiжним класом цього елемента. При вивченнi
факторизацiї груп важливими є тi пiдгрупи, в яких лiвi су-
мiжнi класи збiгаються з вiдповiдними правими сумiжними
класами.

Теорема 3.3 (Про збiжнiсть лiвих та правих сумiжних класiв)
Лiвi сумiжнi класи групи G по пiдгрупi H збiгаються з пра-
вими сiмiжними класами тодi i тiльки тодi, коли для будь-
якого елемента g ∈ G виконується рiнiсть

g−1Hg =
{
g−1hg|h ∈ H

}
= H.

Доведення. Припустимо, що для g ∈ G виконується рiвнiсть
gH = Hg, тобто для кожного h1 ∈ H iснує елемент h2 ∈ H
такий, що gh2 = h1g . А це означає, що для кожного h1 ∈
H можна записати g−1hg ∈ H, g−1Hg ⊆ H. Для елементiв
h, ghg−1 ∈ H можна записати g−1(ghg−1)g = h. А це означає,
що g−1Hg ⊇ H. Таким чином ми до вели рiвнiсть g−1Hg = H.

Припустимо, що для g ∈ G виконується рiвнiсть g−1Hg =
H. Тодi для кожного h1 ∈ H iснує h2 ∈ H i для кожного h2 ∈ H

iснує h1 ∈ H такi, що g−1h1g = h2, gh2 = h1g. А це означає, що
gH = Hg. Рiвнiсть лiвих i правих сумiжних класiв доведена.

Теорема доведена.

Теорема 3.3 дозволяє ввести означення

Пiдгрупа H групи G називається iнварiантною пiд-
групою або нормальним дiльником, коли виконує-
ться одна iз умов
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• лiвi сумiжнi класи групи G по пiдгрупi H збiга-
ються з правим сумiжними класами;

• для кожного елемента g ∈ G виконується рiв-
нiсть

g−1Hg = H.

В згаданому вище прикладi групи S3 пiдгрупа H1 = {e, a}
не iнварiантна, а пiдгрупа H2 = {e, d1, d2} iнварiантна, або є
нормальним дiльникомю

В комутативних групах всi пiдгрупи є iнварiантнi, тому що
лiвi сумiжнi класи i правi сумiжнi класи в них є одне i те ж.

3.2.3 Зв’язок мiж конгруенцiями групи та iнварiантними пiд-
групами

За означенням конгруенцiї унiверсальної алгебри

Еквiвадентнiсть ∼ на мультиплiкативнiй групi G є
конгруенцiєю тодi i тiльки тодi, коли для будь-яких
x1, x2, y1, y2 ∈ G

• x1 ∼ x2, y1 ∼ y2 ⇒ x1 · y1 ∼ x2 · y2;
• x1 ∼ x2 ⇒ x−1

1 ∼ x−1
2 .

Теорема 3.4 (Про зв’язок мiж конгруенцiями та iнварiантними пiдгрупами)
Мiж конгруенцями на групi i iнварiантними пiдгрупами є ка-
нонiчна взаємно однозначна вiдповiднiсть: iнварiантнiй пiд-
групi вiдповiдає конгруенцiя, класами якої є класи сумiжно-
стi, а конгруенцiї вiдповiдає iнварiантна пдiгрупа, яка є кла-
сом одиницi.

Доведення. Нехай задана мультиплiкативна група G, на
нiй задана конгруенцiя ∼, i H — клас одиницi (множина всiх
елементiв групи, що конгруентнi одиницi). Покажемо, що H є
iнварiантною пiдгрупою.
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Виберемо два елементи x, y ∈ H. За означенням множи-
ни H x ∼ 1, y ∼ 1. За означенням конгруенцiї групи звiдси
випливає, що

x · y ∼ 1 · 1 = 1, x−1 ∼ 1−1 = 1.

Отже, H є пiдгрупою.
Виберемо два елементи g ∈ G i h ∈ H. Тодi g ∼ g, g−1 ∼

g−1, h ∼ 1 i

g−1h ∼ g−1 · 1 = g−1, g−1hg ∼ g−1g = 1, g−1hg ∈ H.

Отже пiдгрупа H iнварiантна.
Перевiримо, що класи сумiжностi є класами конгруенцiї.
Виберемо два елементи x, y iз одного класу сумiжностi gH, g ∈

G. Тодi x = gh1, y = gh2 для деяких h1, h2 ∈ H. Оскiльки
h1 ∼ h2, то gh1 ∼ gh2 i x ∼ y. Ми довели, що коли два еле-
менти лежать в одному класi сумiжностi, то в они лежать в
одному класi конгруенцiї.

Виберемо два елементи x, y ∈ G, x ∼ y. Оскiльки x−1 ∼
x−1, то

xx−1 ∼ yx−1, 1 ∼ yx−1, yx−1 = h ∈ H, y = hx, y ∈ Hx,

тобто x, y належать одному класу сумiжностi Hx.
Переходимо до другої половини теореми — доведемо, що

суиiжнi класи по iнварiантнiй пiдгрупi є класами конгруенцiї.
Отже маємо iнварiантну пiдгрупу H ⊆ G i класи сумiжностi
gH = Hg, g ∈ G. Покажемо, що вiдошення “x ∼ y ⇔ два еле-
менти x, y лежать в одному класi сумiжностi“ є вiдношенням
конгруентностi.

Те, що вiдношення x ∼ y є вiдношенням еквiвалентностi,
випливає iз теореми 3.1. Лишилося перевiрити двi iмплiкацiї

x1 ∼ x2, y1 ∼ y2 ⇒ x1y1 ∼ x2y2; (10)
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x ∼ y ⇒ x−1 ∼ y−1. (11)
Перевiримо iмплiкацiю 10. Для цього виберемо довiльнi x1, x2, y1, y2

такi, що x1 ∼ x2, y1 ∼ y2, тобто такi, що x,x2 лежать в одному
класi сумiжностi, i y1, y2 також лежать в одному класi сумi-
жностi. Нехай x1, x2 ∈ g1H, y1, y2 ∈ g2H для певних g1, g2 ∈ G
i, вiдповiдно, для деяких h1, h2, h3, h4 ∈ H можна записати

x1 = g1h1, x2 = g1h2, y1 = g2h3, y2 = g2h4.

Тепер

x1y1 = (g1h1)(g2h3) = g1(h1g2)h3, x2y2 = (g1h2)(g2h4) = g1(h2g2)h4.
(12)

Оскiльки пiдгрупа H iнварiантна, то лiвi сумiжнi класи по
нiй збiгаються з правими сумiжними класами (за означенням),
то

g2H = Hg2,

i для деяких h5, h6 ∈ H можна написати

h1g2 = g2h5 h2g2 = g2h6.

Останнi рiвностi дозволяють переписати (12) у виглядi

x1y1 = (g1g2)(h5h3), x2y2 = (g1g2)(h6h4). (13)
Тепер ми бачимо, що i x1y1 i x2y2 лежать в одному сумiжному
класi — в класi g1g2H, i, таким чином, еквiвалентнi. Iмплiкацiя
(10) доведена.

Якщо x, y ∈ G i x ∼ y, тобто x, y ∈ gH для деякого g ∈ G,
то для деяких h1, h2 ∈ H

x = gh1, x
−1 = (h1)

−1g−1, y = gh2, y
−1 = (h2)

−1g−1.

Виписанi рiвностi показують, що i x−1 i y−1 лежать в одному
класi сумiжностi класi елемента g−1. Iмплiкацiя (11) доведена.

I доведення теореми завершене.
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3.2.4 Приклад факторизацiї групи.

Розглянемо одиничне коло — воно складається iз точок, що
мають координати

x = cosα, y = sinα, (0 ≤ α < 2π).

Перетворимо коло в групу, ввiвши операцiю множення точок

(cosα, sinα) · (cos β, sin β) = (cos(α+ β), sin(α+ β).)

В цiй групi одиницею є точка (1, 0), а оберненим елементом до
точки (cosα, sinα) буде точка (cos(2π − α), sin(2π − α)).

Виберемо в цiй групi пiдгрупу H, що складається iз двох то-
чок — (-1,0), (1,0). Класами сумiжностi по цiй пiдгрупi будуть
пари вигляду

(cosα, sinα), (cos(2π − α), sin(2π − α)), 0 ≤ α ≤ π.

Факторгрупа G/H iзоморфна всiй групi G, iзоморфiзм вста-
новлюється правилом: класу, що мiстить точку (cosα, sinα), 0 ≤
α ≤ π, ставиться у вiдповiднiсть точка (cos 2α, sin 2α).

3.3 Факторизацiя кiлець

3.3.1 Означення, що стосуються кiлець.

Нагадаємо, що

Кiльцем називають унiверсальну алгебру з непоро-
жнiм носiєм i сигнатурою, що складається iз чоти-
рьох операцiй:

• бiнарної операцiї додаванням;

• бiнарної операцiї множення;

• унарної операцiї “знаходження протилежного еле-
мента“;
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• нульарної, видiленого елемента, який називають
нулем.

Аксiоми кiльця K = ⟨K; +,−, ·, 0⟩ мають вигляд

∀a, b, c ∈ K (ab)c = a(bc);

∀a, b, c ∈ K (a+ b) + c = a+ (b+ c);

∀a, b, c ∈ K (a+ b)c = ac+ bc, a(b+ c) = ab+ ac;

∀a ∈ K a+ 0 = 0 + a = a;

∀a ∈ K a+ (−a) = (−a) + a = 0;

∀a, b ∈ K a+ b = b+ a.

Звернемо увагу, що кiльце можна розглядати як адитивну
групу, якщо звузити сигнатуру — викинути з неї множеня.

3.3.2 Факторизацiя кiлець та iдеали.

З процесом факторизацiї кiлець тiсно пов’язанi так званi iде-
али.

Пiдкiльце I кiльця K називається iдеалом, коли для
будь-яких x ∈ I, y ∈ K буде xy ∈ I i yx ∈ I.

Теорема 3.5 (Про зв’язок мiж конгруенцiями та iдеалами кiльця)
Мiж iдеалами кiльцiя та конгруенцiями iснує канонiчна (при-
родна) взаємно однозначна вiдповiднiсть — кожнiй конгруен-
цiї ставиться у вiдповiднiсть клас нуля, а кожному iдеалу
ставиться у вiдповiднiсть конгруенцiя, класами якої є класи
сумiжностi адитивної групи кiльця по iдеалу (вiн є адитив-
ною пiдгрупою адитивної групи кiльця).

Доведення. Покажемо, що в кiльцi K для заданої конгру-
енцiї ∼ клас нуля

I = {x ∈ K|x ∼ 0}
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взавжди є iдеалом.
Дiйсно, для будь-яких x, y ∈ I

x ∼ 0, y ∼ o ⇒ xy ∼ 0, x+ y ∼ 0,−x ∼ 0,

тобто xy, x+ y,−x ∈ I i I є пiдкiльцем кiльця K.
А оскiльки для будь-яких x ∈ I, y ∈ K

x ∼ 0, y ∼ y ⇒ xy ∼ 0, yx ∼ 0,

то xy, yx ∈ I. Те, що I є iдеалом, доведено.
Покажемо, що кожному iдеалу вiдповiдає одна i тiльки одна

конгруенцiя, для якої клас нуля збiгається iз цим iдеалом —
класами еквiвалентностi цiєї конгруенцiї будуть класи сумi-
жностi:

x+ I = {x+ y|y ∈ I}. (14)

Нехай маємо iдеал I ⊆ K кiльця K. Класи (14) задають
еквiвалентнiсть, тобто

• якщо два класи мають непорожнiй перетин, то в они збi-
гаються

• кожен елемент кiльця знаходиться в певному класi.

тому що ми можемо розглядати кiльце як адитивну групу, а
iдеал, як пiдгрупу цiєї групи. А для груп ми перевiрили, що
класи сумiжностi утворюють розбиття i, вiдповiдно, задають
еквiвалентнiсть.

Лишилося перевiрити, що так визначена еквiвалентнiсть є
конгруенцiєю, тобто для будь-яких x1, x2, y1, y2 ∈ K

x1 ∼ x2, y1 ∼ y2 ⇒ x1 · y1 ∼ x2 · y2; (15)

x1 ∼ x2, y1 ∼ y2 ⇒ x1 + y1 ∼ x2 + y2; (16)

x1 ∼ x2 ⇒ −x1 ∼ −x2. (17)
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Будемо користуватися тим, що два елементи a, b ∈ K ле-
жать в одному класi сумiжностi по iдеалу I тодi i тiльки тодi,
коли a − b ∈ I. Справдi, коли a, b ∈ K i a − b = c ∈ I, тодi
a = b + c, b = b + 0 i a, b ∈ b + I — обидва елементи лежать в
одному класi сумiжностi. Якщо ж два елементи a, b ∈ K ле-
жать в одному класi сумiжностi c+ I, тодi для деяких x, y ∈ I
a = c+ x, b = c+ y i a− b = (c+ x)− (c+ y) = x− y ∈ I.

Нижче x1, x2, y1, y2 ∈ K будуть означати елементи кiльця
K такi, що, x1 ∼ x2, y1 ∼ y2 i, вiдповiдно, для деяких елементiв
a, b ∈ K

x1, x2 ∈ a+ I, y1, y2 ∈ b+ I.

А це означає, що для деяких елементiв u1, u2, v1, v2 ∈ I

x1 = a+ u1, x2 = a+ u2, y1 = b+ v1, y2 = b+ v2.

Введенi позначення дозволяють провести обчислення:

x1y1 = (a+ u1)(b+ v1) = ab+ (u1b+ av1 + u1v1),

x2y2 = (a+ u2)(b+ v2) = ab+ (u2b+ av2 + u2v2).

Оскiльки I є iдеалом, то

(u1b+ av1 + u1v1), (u2b+ av2 + u2v2) ∈ I,

i
x1y1, x2y2 ∈ ab+ I.

Перевiрку iмплiкацiї (15)завершено
Подiбним чином

x1+y1 = (a+u1)+(b+v1) = a+b+(u1+v1), x2+y2 = (a+u2)+(b+v2) = a+b+(u2+v2),

i
x1 + y1, x2 + y2 ∈ (a+ b) + I.

Перевiрку iмплiкацiї (16)завершено
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Для перевiрку iмплiкацiї (17) досить виписати елементи
−x1 = −a−u1,−x2 = −a−u2 i побачити, що −x1,−x2 ∈ −a+I.

Кiльце є адитивною групою. I конгруенкцiя кiльця є конгру-
енцiєю цiєї адитивної групи. Тому за теоремою 3.1 клас нуля
задає єдину конгруенцiю групи i, вiдповiдно, не бiльше однiєї
конгруенцiї кiльця.

Теорема доведена повнiстю.

3.3.3 Приклади iдеалiв та конгруенцiй кiльця

В кiльцi цiлих чисел iдалами є пiдкiльця вигляду

nZ = {0,±n,±2n, . . . ,±kn, . . .}, (n ∈ Z).

В роздiлi 1.6 ми окремо, з огляду на особливу важливiсть, роз-
глянули кiльце класiв лишкiв за модулем n ∈ N, n ≥ 2. Кiль-
це класiв лишкiв за натуральним модулем n є факторкiльцем
кiльця цiлих чисел по iдеалу nZ.

У множинi многочленiв два многочлени можна вважати
еквiвалентними, якщо їх рiзниця дiлиться на x2 + 1. Класи
цiєї еквiвалентностi називають комплексними числами.

Вказана еквiвалентнiсть є конгруенцiєю кiльця многочленiв
з дiйсними коефiцiєнтами. А поле комплексних чисел є фа-
кторкiльцем кiльця многочленiв по iдеалу тих многочленiв,
якi дiляться на x2 + 1.

Наведенi два приклади — кiльце класiв лишкiв та поле ком-
плексних чисел, стало використовуються всiма роздiлами ма-
тематики. До їх означення iсують i iншi пiдходи, в залежностi
вiд методичних мiркувань, вiд пiдготованостi слухачiв.
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4 Унари з малою кiлькiстю елементiв та гра-
тки їх конгруенцiй

В пропонованому роздiлi наведенi приклади унарiв з невели-
кою кiлькiстю елементiв та граток їх конгруенцiй. Цей матерi-
ал зручний для практикування в знаходженнi всiх конгруенцiй
унiверсальної алгебри.

Рис. 5: Унар 1 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 6: Унар 2 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 7: Унар 3 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 8: Унар 4 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 9: Унар 5 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 10: Унар 6 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 11: Унар 7 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 12: Унар 8 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 13: Унар 9 та його гратка конгруенцiй

42



Рис. 14: Унар 10 та його гратка конгруенцiй

43



Рис. 15: Унар 11 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 16: Унар 12 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 17: Унар 13 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 18: Унар 14 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 19: Унар 15 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 20: Унар 16 та його гратка конгруенцiй

49



Рис. 21: Унар 17 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 22: Унар 18 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 23: Унар 19 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 24: Унар 20 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 25: Унар 21 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 26: Унар 22 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 27: Унар 23 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 28: Унар 24 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 29: Унар 25 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 30: Унар 26 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 31: Унар 27 та його гратка конгруенцiй
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Рис. 32: Унар 28 та його гратка конгруенцiй
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