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1 Декартовий степiнь множини, вiдношення, вiдображен-
ня, функцiя.

1.1 Декартовий добуток. Декартовий квадрат.

Вважаємо зрозумiлим, що таке впорядкована пара i невпорядкована. Коли маємо
21 — десятковий запис числа двадцять один, i 12 — десятковий запис числа
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дванадцять, то порядок запису цифр в записах суттєвий, тому кажемо, що в
даному випадку пара цифр 12 пара цифр 21 впорядкованi, тобто порядок запису
елементiв (в даному разi цифр) суттєвий. Коли ж ми маємо яблуко i грушу, або
маємо ту ж грушу i те ж яблуко, то порядок їх перерахування несуттєвий. В
цьому розi кажемо про невпорядковану пару {яблуко, груша}.

Якщо A,B — двi множини, i a ∈ A, b ∈ B, то (a, b) — впорядкована пара,
(a, b) 6= (b, a) при a 6= b. А для невпорядкованої пари {a, b} завжди виконується
рiвнiсть {a, b} = {b, a}. Подiбним чином розглядаємо впорядкованi послiдовностi
(a1, a2, . . . , an), a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, . . . an ∈ An.

Впорядкованi послiдовностi називають також кортежами та векторами.

Для будь-яких множин A,B можна розглядати множину всiх впоряд-
кованих пар {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B}. Ця множина називається декартовим
або прямим добутком множин A i B i позначається A×B.

Для A = {1, 2}, B = {x, y, z}

A×B = {(1, x), (1, y), (1, z), (2, x), (2, y), (2, z)},

A× A = A2 = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}.
Декартовий добуток порожньої множини на будь-яку множину буде поро-

жньою множиною. Це твердження доводиться методом вiд протилежного. Дiй-
сно, нехай A = ∅, B — деяка множина, i C = A × B. Якщо C не порожня
множина, то в нiй iснує якийсь елемент — припустимо c ∈ C. За визначенням
прямого добутку для деяких a ∈ A, b ∈ B буде c = (a, b). Оскiльки ми вказали
елемент a ∈ A, то A — не порожня множина, що суперечить припущенню.

Декартовий добуток множини на себе називають декартовим квадра-
том множини.

Можна розглядати декартовий добуток порожньої множини множникiв, де-
картовий добуток одного множника, декартовий добуток дтрьої множникiв i т.п.
Подiбним чином, можна розглядати нульовий степiнь множини, перший стапiнь
множини, третiй степiнь множини i т. п. Цi конструкцiї розглядаються в насту-
пних лекцiях.

1.2 Вiдповiдностi та вiдношення

Пiдмножини декартового добутку двох множин називають вiдповiдно-
стями,

пiдмножини декартового квадрату називають бiнарними вiдношення-
ми.
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Рис. 1: Прямим добутком вiдрiзка [1, 2] на вiд-
рiзок [2, 5] є прямокутник
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Рис. 2: Прямим добутком вiдрiзка [1, 3] на вiд-
рiзок [2, 3] є прямокутник.
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Рис. 3: Прямим добутком вiдрiзка [1, 3] на
чотириелеметну множину {2, 3, 4, 5} є чотири
вiдрiзки
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Рис. 4: Прямим добутком двоелеметної мно-
жини {1, 3} на двоелеметну множину {2, 5} є
чотири точки.
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Якщо A = {4,�, ?,∇} а B = {1, 2, 3, 4, 5}, то

C = {(4, 2), (�, 5), (?, 1), (∇, 3) (1)

— вiдповiднiсть мiж A та B, яка задана перелiком своїх елементiв, а

D = {(4,4), (�,�), (?, ?), (∇,∇)} (2)

є вiдношенням на множинi A.
Нагадаємо, що предикат i його область iстинностi можна не розрiзняти, побi-

дно до того, як iнколи можна не розрiзняти функцiю та її графiк. Це нагадування
викликано тим, що вiдношення ми уже згадували, коли говорили про n−мiснi
предикати.

На рис. 1, 1,1,1 заданi 4 вiдношення на множинi дiйсних чисел. Їх, вiдповiдно,
можна задати iншим чином, наприклад

√
x− 1 ·

√
2− x ·

√
y − 2 ·

√
5− y =

√
(x− 1)(2− x)(y − 2)(5− y),

√
x− 1 ·

√
3− x ·

√
y − 2 ·

√
−y =

√
(x− 1)(3− x)(y − 2)(3− y),

√
x− 1 ·

√
3− x+ (y − 2) · (y − 3) · (y − 4) · (y − 5) =

√
(x− 1)(3− x),

((x− 1)2 + (y − 2)2) · ((x− 1)2 + (y − 5)2)·
· ((x− 3)2 + (y − 2)2) · ((x− 3)2 + (y − 5)2) = 0. (3)

2 Вiдображення та функцiї

2.1 Всюди визначенi та частковi вiдображення

Нехай A,B — двi множини i f ⊆ A × B — вiдповiднiсть. Якщо для
кожного елемента a ∈ A iснує i до того ж єдиний елемент b ∈ B такий,
що (a, b) ∈ f , тодi вiдповiднiсть f називають вiдображенням iз множини
A в множину B i пишуть f : A→ B.

Елемент b ∈ B такий, що (a, b) ∈ f позначають f(a), називають образом
елемента a i пишуть b = f(a) та a f7→ b. Множину B1 = {b ∈ B|(a, b) ∈
f для деякого a ∈ A} називають областю значень вiдображення f або
образом множини A при вiдображеннi f i позначають B1 = f(A).

Вiдповiднiсть C мiж множинами A = {4,�, ?,∇} та B = {1, 2, 3, 4, 5}, яка
задана перелiком (1) є вiдображенням. Вiдповiдно, можна писати

C : A→ B, 4 7→ 2,� 7→ 5, ? 7→ 1,∇ 7→ 3.
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Також можна писати
C(4) = 2, �

C7→ 5.

Образом елемента ? ∈ A є 1. Образом всiєї множини A є множина {1, 2, 3, 5}.
Iнколи виникає потреба розглядати випадки f ⊆ A × B, коли для кожного

елемента a ∈ A iснує не бiльше одного елемента b ∈ B такого, що (a, b) ∈ f , тодi
вiдповiднiсть f називають частковим вiдображенням iз множини A в множину
B, або не всюди визначеним вiдображенням iз множини A в множину B. В та-
кому випадку множину {a ∈ A|(a, b) ∈ fb ∈ B} називають областю визначення
вiдображеня f .

У вiдповiдностi до сказаного, tgx є вiдображенням iз множини {x ∈ R|x 6=
π
2 + kπ для деякого k ∈ Z} у множину R. В той же час tgx є частковим вiдобра-
женням iз множини R у множину R.

Вiдображення з рiзними областями визначення обов’язково рiзнi.
Коли виникає потреба пiдкреслити що для кожного елемента a ∈ A iснує

елемент b ∈ B такий, що (a, b) ∈ f , тодi вiдображення f називають всюди визна-
ченим.

Функцiя sinx всюди визначена на множинi дiйсних чисел, а функцiя
√
x є час-

тковою функцiєю на множинi дiйсних чисел, але є всюди визначеною на множинi
невiд’ємних дiйсних чисел. Функцiї

√
x та

√
|x| є рiзними функцiями.

Два вiдобрження збiгаються (це одне i те ж вiдображення, це рiвнi вiд-
ображення) в тому i тiльки тому випадку, коли цi два вiдображення
заданi на однiй i тiй же множинi, мають одну i ту ж область визначен-
ня i значення вiдображень на будь-якому елементi iз областi визначення
збiгаються.

2.2 Способи задання вiдображення

Мовна практика дозволяє не розрiзняти вiдображення та спосiб його задання
— алгоритмом, аналiтично (формулою), графiчно, таблично, чи в iнший спосiб.
Проте варто пам’ятати, що рiзнi формули, рiзнi таблицi, рiзнi алгоритми можуть
задавати одне i те ж вiдображення.

Для числових функцiй поширеним є аналiтичне задання — задання у вигля-
дi формул, якi використовують певний набiр вiдомих функцiй. Так аналiтично
заданими функцiями будуть
f1(x) = 5x3 − 7x+ 9 — многочлен, цiла функцiя;

f2(x) =
7x4 − 3x3 + 11

x− 2
— рацiональна функцiя;

f3 = sin 2x− 5 cosx — тригонометрична функцiя.
Для показу на екранi для великого загалу людей використовують графiчне

задання функцiй — графiки, тi чи iншi гiстограми (див. рис. 5,2.2)
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Рис. 5: Приклад стовпчикової гiстограми
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Рис. 6: Приклад кругової гiстограми.

Для задання вiдображення iз скiнченної множини A в скiнченну множину B
часто використовують табличне задання, задання двома рядками. У верхньому
рядку виписують всi елементи (для всюди визначеної функцiї) або частину еле-
ментiв (для часткової фукнцiї) множини A. нижньому рядку виписують образи
вiдповiдних образи вiдповiдних елементiв. Табличка береться в круглi дужки.
Так вiдображення (1) можна задати таблицею

C =

(
4 � ? ∇
2 5 1 3

)
.

Для вiдображення

f =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
7 5 1 3 9 2 4 8 6

)
. (4)

можна написати f(5) = 9, f(9) = 6. У верхньому рядку такого табличного задан-
ня функцiї (задання двома рядками) обов’язково всi елементи рiзнi. У нижньому
рядку елементи можуть бути однаковi.

2.3 Типи вiдображень

Якщо f(A) = B, то вiдображення f : A→ B називають сюр’єктивним.
Для сюр’єктивних вiдображень вживають також назву “вiдображення
на“ та “накладання“.

Вiдображення sinx iз множини дiйсних чисел у вiдрiзок [−1, 1] є сюр’єктив-
ним, тому що для будь-якого числа −1 ≤ y ≤ 1 iснує число x, а саме x = arcsin y,
образом якого пiд дiєю вiдображення синус буде y.
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Вiдображення sinx iз множини дiйсних чисел у множину дiйсних чисел не є
сюр’єктивним, тому що число 8 не є образом жодного числа.

Вiдображення C в прикладi (1) не є сюр’єктивним, тому що 4 не є образом
жодного елемента iз A.

Якщо ∀a1, a2 ∈ A(a1 6= a2 ⇒ f(a1) 6= f(a2), то вiдображення f : A→ B
називають iн’єктивним. Для iн’єктивних вiдображень вживають також
назву “вiдображення в“ та “вкладання“

Вiдображення C в прикладi (1) є iн’єктивним, тому що жоден iз елементiв
множини B не має двох прообразiв iз A.

Вiдображення y = x2 iз множини дiйсних чисел у множину дiйсних чисел не
є нi сюр’єктивним нi iн’єктивним. Не сюр’єктивним воно є тому, що число -1 не
має прообразу, а не iн’єктивним тому, що число 1 має два прообрази 1 та -1.

Якщо вiдображення i iн’ктивне i сюр’єктивне, то його називають бiє-
ктивним або взаємно однозначним. Взаємно однозначне вiдображення
iз скiнченної множини в себе називають пiдстановками.

Нехай маємо вiдображення f : A → B i f(a) = b для деяих елементiв a ∈
A, b ∈ B. Нагадаємо, що тодi b є образом елемента a, а елемент a є прообразом
елемента b.

Повний прообраз елемента b це множина всiх його прообразiв:

f−1(b) = {a ∈ A|f(a) = b}.

Повний прообраз пiдмножини C ⊂ B — це

f−1(C) =
⋃
x∈C

f−1(x).

Таким чином, коли розглядається функцiя sinx на множинi дiйсних чисел, то
повний прообраз елемента 1

2 це множина чисел, якi множна записати у виглядi

π

6
+ (−1)nnπ

для деякого цiлого числа n. А повний прообраз числа 2 порожнiй.
Для вiдображення x 7→ x2 повний прообраз нуля складається лише iз нуля,

повний прообраз числа 4 двоелементний — складається iз чисел 2 та -2, а повний
прообраз кожного вiд’ємного числа порожнiй.

Запропонована термiнологiя дозволяє сказати, що вiдображення f : A→ B є

• iн’ктивним, коли рiзнi елементи iз A мають рiзнi образи;
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• сюр’єктивним, коли кожен елемент iз B має прообраз.

• взаємно однозначним, коли кожен елемент iз B має єдиний прообраз.

Якщо B — пiдмножина множини A, то вiдображення f : B → A f(x) =
x є канонiчним iн’єктивним вiдображенням iз пiдмножини в множину.

Отже при канонiчному вкладаннi цiлих чисел в дiйснi числа образом числа 5
буде 5, образом числа -7 буде -7, прообраз числа π порожнiй.

Канонiчне вкладання f множини {2, 3, 5, 7} у множину {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} мо-
жна записати у виглядi (

2 3 5 7
2 3 5 7

)
.

Вiдображення iз множини в числову множину називають функцiєю.

Якщо B — пiдмножина множини A, то вiдображення f : A → {0, 1}
f(x) = 1, якщо x ∈ B i f(x) = 0, якщо x /∈ B називають характеристи-
чною функцiєю пiдмножини.

Отже синус, косинус, показникова функцiя, степенева функцiя — все це фун-
кцiї. Характеристична функцiя пiдмножини {−1, 1} множини дiйсних чисел має
вигляд

f(x) =


1, коли x = −1,
1, коли x = 1,
0, коли x /∈ {−1, 1}.

Особливою пiдмножиною декартового квадрата непорожньої множини A є
пiдмножина, що складається iз таких пар, де перший елемент пари збiгається iз
другим. Цю пiдножину називають дiагоналлю множини i позначають ∆A. Якщо
цю пiдмножину називають вiдношенням, то це вiдношення рiвностi =. Ця ж пiд-
множина може розглядатися як вiдображення, тодi це вiдображення називають
тотожним i позначають idA.

∆A = {(a, a)|a ∈ A}, ∀x ∈ A(id(x) = x).

2.4 n−й декартовий степiнь множини, n−мiснi функцiї, n−мiснi вiд-
ношення

n−ий декартовий степiнь множини A n ≥ 1 складається iз послiдовно-
стей довжини n ∈ N (a1, a2, . . . , an), елементи яких лежать в A. Такi
послiдовностi в деяких контекстах (мовних оточеннях) називають сло-
вами в алфавiтi A. Будь-який додатний декартовий степiнь порожньої
множини є порожньою множиною. Нульовий степiнь будь-якої можини
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(в тому числi i порожньої) — одноелементний, елементом цього степеня
є порожня множина. Перший степiнь будь-якої множини збiгається з
цiєю множиною.

Згiдно означення

(3, 2, 3, 7, 11) ∈ N5, (−3, 5,−7) ∈ Z3, (01110111000) ∈ {01}11,
√

3 ∈ R = R1.

n−й декартовий степiнь множини A (n ≥ 0) позначається An.
Якщо множина A числова, то вiдображення iз An в A називається n−мiсною

функцiєю, функцiєю вiд n змiнних. Отже

y = (x1, x2, x3, x4) = 5x1 − 3x2 + 7x4 + 11

це чотиримiсна функцiя, функцiя вiд 4 змiнних.
Якщо n = 0, то An = {∅} i вiдображення f : An → A може бути задане

єдиним своїм значенням f(∅) ∈ A. Тому кажуть, що функцiя вiд порожньої
множини змiнних це видiлене число. Звiдси випливає, що n-мiсних функцiй n = 0
на порожнiй множинi не iснує, а n-мiсна функцiя n ≥ 1 на порожнiй множинi
єдина — це порожня множина. Якщо вiдображення f : An → A обчислюється
вiд послiдовностi (a1, a2, . . . , an), то елемнти a1, a2, . . . , an називають аргументами
функцiї f .

В загальному випадку вiдображення iз An в A називається n−мiсною опера-
цiєю або n−арною операцiєю. Бiнарнi операцiї звичайно називають додаванням,
множенням, комозицiєю та суперпозицiєю. Iншi назви використовують у випад-
ках, коли операцiя введена в конкретнiй ситуацiї кимось давно i, вiдповiдно,
давно введена кимось своя назва.

2.5 Вiдображення i послiдовностi

Кожне вiдображення f iз множини {1, 2, . . . , n} у множину A можна задати
послiдовнiстю — пiдряд записаними значеннями вiдображення

(f(1).f(2), . . . , f(n)) = (a1, a2, . . . , an), f(i) = ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ n.

В зворотному напрямку — кожну послiдовнiсть (a1, a2, . . . , an) елементiв iз мно-
жини A можна розглядати як послiдовно записанi значення певного вiдображе-
ння f : {1, 2, . . . , n} → A. Таким чином, виникає природна взаємно однозначна
вiдповiднiсть мiж вiдображеннями f : {1, 2, . . . , n} → A i послiдовностями дов-
жини n лементiв iз A. Звiдси випливає, що коли мiркування ведуться з точнiстю
до канонiчної взаємно однозначної вiдповiдностi, то послiдовнiстю називають
функцiю f : {1, 2, . . . , n} → A.

Подiбним чином, нескiнченнi послiдовностi a1, a2, . . . елементiв iз множини A
це вiдображення iз N в A

9



3 Композицiя вiдображень та вiдношень.

3.1 Складна функцiя.

Нехай маємо три множини A,B,C i два вiдображення f : A → B, g : B → C.
Тодi можна побудувати вiдображення h : A → C наступним чином. Беремо
довiльний елемент a ∈ A Шукаємо елемент b ∈ B, для якого f(a) = b. Далi
шукаємо елмент c ∈ C такий, що g(b) = c. Далi за визначням, кажемо, що
h(a) = c (див рис. 7). Щоб пiдкреслити, що функцiя h одержана за допомогою
композицiї двох функцiй, кажуть, що h — складна функцiя

Звернемо увагу на некомутативнiсть композицiї — першою дiє та функцiя,
те вiдображення, яке в добутку стоїть справа. Це зумовлене домовленiстю про
запис аргумента справа вiд функцiї.

Всi вiдображення iз заданої множини A задану множину B творюють множи-
ну, яка позначається BA.

1fa
b = f(a)

qR
h

g

c = g(b) = h(a) = g(f(a))

Рис. 7: Дiя композицiї h = g · f на елемент a.

Подiбним чином визначається суперпозицiя функцiї f(x1, x2, . . . , xn i функцiй
gi(y1, y2, . . . , yk), i = 1, 2, . . . n. Суперпозицiєю буде нова функцiя h(y1, y2, . . . , yk),
значення якої обчислюються за правилом

h(y1, y2, . . . , yk) = f(g1(y1, y2, . . . , yk), g2(y1, y2, . . . , yk), . . . gn(y1, y2, . . . , yk))

.

3.2 Композицiя вiдношень.

Для бiнарних вiдношень P,Q на множинi A визначена композицiя R = P ·Q :

(a, b) ∈ R⇔ ∃c((a, c) ∈ P ∧ (c, b) ∈ Q). (5)

Також визначене обернене видношення P−1:

(a, b) ∈ P−1 ⇔ ((b, a) ∈ P ) ∧ (c, b) ∈ Q.

Розглянемо декiлька прикладiв.
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Приклад 1. Нехай задана множина {a, b, c} i на нiй два вiдношення R1 =
{(a, a), (a, b), (b, c)} та R2 = {(a, a), (a, b), (b, c), (b, b), (c, c)}. Позначимо P = R2

1 =
R1 ·R1, Q = R1 ·R2, S = R−11 . Знайдемо вiдношення P,Q, S.

Шукаємо вiдношення P . Беремо перший елемент вiдношення R1, тобто u1 =
(a, a). Перебираємо всi пари iз R1 якi починаються iз a — ними є (a, a), (a, b).
Правило (5) забезпечує включення

(a, a), (a, b) ∈ P.

Далi беремо другу пару у вiдношеннi R1, тобто u2 = (a, b). Ця пара разом iз (b, c)
забезпечує включення

(a, c) ∈ P.
Третя пара u3 = (b, c) не постачає в P жодного елемента, оскiльки в R1 немає
жодної пари, яка починалася б iз c. Ми перебрали всi пари iз R1, Отже всi пари
вiдношення P найденi

P = {(a, a), (a, b), (a, c)}.
Шукаємо вiдношення Q. Для цього перебираємо пари iз R1, i для кожної

пари (x, y) ∈ R1 шукаємо всi пари (y, z) ∈ R2, що у вiдповiдностi до правила
(5) дозволяють записати включення (x, z) ∈ Q. Таким чином, пара (a, a) ∈ R1

забезпечує (a, a), (a, b) ∈ Q; (a, b) ∈ R1 забезпечує (a, b), (a, c) ∈ Q; (b, c) ∈ R1

забезпечує (b, c) ∈ Q; Отже Q = {(a, a), (a, b), (a, c), (b, c))}.
Вiдношення S одержується iз вiдношення R1 змiною порядку в парах, що

входять до R1. Отже
S = {(a, a), (b, a), (c, b)}.

Вправа 2. На множинi дiйсних чисел розглянемо вiдношення R, яке складає-
ться iз тих пар (x, y), якi задовольняють рiвняння

x2 + y2 = 1.

Отже вiдношення R — це коло одиничного радiуса з центром у почату коорди-
нат. Пiднесемо це коло до квадрату, тобто знайдемо вiдношення Q = R2. Якщо
(x, y), (y, z) ∈ R то x2 + y2 = 1, x2 ≤ 1, y2 + z2 = 1 i x2 = z2. Таким чином,

(x, z) ∈ R2 ⇒ (|x| = |z| ≤ 1).

Якщщо |x| = |z| ≤ 1, то 1− x2 = 1− z2 ≥ 0, що дозволяє найти число y, для
якого виконуються рiвностi x2 + y2 = 1, y2 + z2 = 1. Звiдси випливає, що

(x, z) ∈ R2 ⇐ (|x| = |z| ≤ 1).

Тепер можна сформулювати вiдповiдь: Квадратом кола x2 +y2 = 1 є перехре-
стя |x| = |z| ≤ 1, (див. рис. 8).
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Рис. 8: Квадратом кола x2 + y2 = 1 є перехрестя |x| = |y|, |x| ≤ 1.

Вправа 3. Знайдемо добуток T = R · S вiдношення R, (x, y) ∈ R ⇔ (−2 <
x < 2) ∧ (−3 < y < 3) (прямокутника) на вiдношення S, (x, y) ∈ S ⇔ y = |x|
(ламана). Обидва вiдношення заданi на множинi дiйсних чисел.

За означенням добутку T (x, z) ∈ T в тому i тiльки тому випадку, коли для
деякого y буде (x, y) ∈ R, (y, z) ∈ S, тобто

|x| < 2, |y| < 3, z = |y|.

Останнiй запис дозволяє дати вiдповiдь

(x, z) ∈ T ⇔ (|x| < 2) ∧ (0 ≤ z < 3).

Якщо заданi два функцiональнi вiдношення, то їх добутком буде функцiо-
нальне вiдношення, тобто композицiєю вiдображень є вiдображення.

Перевiримо, що композицiєю сюр’кцiй є сюр’єкцiя, композицiєю iн’єкцiй є iн’-
єкцiя, i композицiєю бiєкцiй є бiєкцiя.

Нехай A,B,C — три множини i f : A→ B g : B → C. Якщо f, g сюр’єктивнi
вiдображення, то для будь-якого c ∈ C повний прообраз

(gf)−1(c) =
⋃

b∈g−1(c)

f−1(b)

не порожнiй, оскiльки є об’єднанням непорожньо множини непорожнiї множин.
Якщо ж f, g — iн’єктивнi вiдображення i x, y ∈ A, x 6= e, то

f(x) 6= f(y), g(f(x)) 6= g(f(y)), (gf)(x) 6= (gf)(y).

Звiдси випливає iн’єктивнiсть добутку gf. Оскiльки бiєктивне вiдображення це
i сюр’єктивне i iн’єктивне, то iз попереднього випливає, що добуток бiєктивних
вiдображень є бiєктивним вiдображенням.

3.3 Властивостi композицiї вiдображень

Зосередимо увагу на композицiї вiдображень iз множини A в себе — в цю ж
множину A. В такому випадку визначена композицiя будь-яких вiдображень
f, g ∈ AA. А композицiю вiдображень будемо називать бiльш звичним словом
множення, результат множення називається, як звичайно, добутком.
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1fa
b = f(a)

qR
g · f

g

c = g(b) = g(f(a))

1
q

h · g

h
d = h(c) = ((hg)f)(a) = (h(gf))(a)

Рис. 9: Об’єднувальний закон (асоцiативнiсть) для композицiї вiдображень

Теорема 3.1 Нехай є чотири множини A,B,C,D i три вiдображення f : A→
B, g : B → C. h : C → D. Тодi

(hg)f = h(gf). (6)

Властивiсть добутку (6) називають об’єднувальним або асоцiативним законом.
Отже належить довести асоцiативнiсть множення вiдображень.

Доведення.Два вiдобреження збiгаються тодi i тiльки тодi, коли вони образи
кожного елемента збiгаються. Отже ми повиннi взяти довiльний елемент a ∈ A
i довести, що ((hg)f)(a) = (h(gf))(a).

Позначаємо f(a) = b ∈ B, g(b) = c ∈ C, h(c) = d ∈ D.
Тодi за визначенням дiї добутку вiдображень на елемент маємо (див. рис. 9)

(g · f)(a) = g(f(a)) = g(b) = c, (h · (g · f))(a) = h(c) = d;

((h · g) · f)(a) = (h · g)(f(a)) = (h · g)(b) = h(g(b)) = h(c) = d.

Отже
((hg)f)(a) = (h(gf))(a) = d.

Теорема доведена.

Мiж дiйсними числами з точки зору множення є два особливi числа — 0 та 1,
якi мають визначальнi властивостi

0 · x = x · 0 = 0

i
1 · x = x · 1 = x.

Мiж вiдображеннями також є подiбнi особливi з точки зору множення вiдображе-
ня. Зосередимося на найбiльш важливому випадку, коли множина A не порожня,
i розглядаються всюди визначенi вiдображення f : A→ A.

Вiдображення zl називається лiвим нулем, якщо для будь-якого вiдображення
f виконуєтсья рiвнiсть

zl · f = zl. (7)
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Лiвими нулями є вiдображення, що переводять усi елементи множини в один i
той же. Так, коли A = {a, b, c, d}, то лiвими нулями будуть вiдображення

(
a b c d
a a a a

)
,

(
a b c d
a a a a

)
,

(
a b c d
a a a a

)
,

(
a b c d
a a a a

)
.

Вiдображення zr називається правим нулем, якщо для будь-якого вiдображе-
ння f виконуєтсья рiвнiсть

f · zr = zr. (8)

Якщо множина має бiльше одного елемента, то серед вiдображень немає пра-
вого нуля. Дiйсно, в такому випадку серед вiдображень було б два лiвi нулi, —
позначимо їх a, b, a 6= b. Якби iснував правий нуль c, то виконувались би рвностi

a = ac = c = bc = b,

що суперечить припущенню a 6= b.

Вiдображення el називається лiвою одиницею, якщо для будь-якого вiдобра-
ження f виконуєтсья рiвнiсть

el · f = f. (9)

Вiдображення zl називається правою одиницею, якщо для будь-якого вiдобра-
ження f виконуєтсья рiвнiсть

f · el = f. (10)

Одиниця, це вiдображення, яке є в один i той же час i лiвою i правою одиницею
— двостороння одниця.

Нуль, це вiдображення, яке є в один i той же час i лiвим i правим нулем —
двостороннiм нулем.

Лiва, права i двостороння одиниця одна — це вiдображення idA.

3.4 Вправа — знайти композицiю двох функцiй

Маємо двi функцiї

f(x) =

{
−5x+ 2, якщо x ≥ 1,
7x− 3, якщо x < 1,

g(x) =

{
−2x+ 17

3 , якщо x ≥ 1
3 ,

3x+ 3, якщо x < 1
3 ,

Знайдемо композицiю h = f · g. За визначенням,

h(x) = f(g(x)) =

{
−5g(x) + 2, якщо g(x) ≥ 1,
7g(x)− 3, якщо g(x) < 1,

(11)
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Рис. 10: Графiк функцiї g(x) та y = 1.
Кружечком позначена точка, що нена-
лежить графiковi

Бачимо, що для знаходження функцiї
h(x) потрiбно розв’язати нерiвнiсть g(x) ≥ 1.
Щоб розв’язати цю нерiвнiсть, будуємо гра-
фiк функцiї g(x), в площинi графiка будуємо
пряму y = 1 i виписуємо тi значення x, при
яких графiк функцiї знаходиться вище цiєї
прямої y = 1.

Графiк функцiї g(x) показує, що для
розв’язання нерiвностi потрiбно знайти то-
чку A = A(x1, 1) та точку B = B(x2, 1) — то-
чки перетинiв графiка функцiї g(x) та y = 1.
I потiм потрiбно записати вiдповiдь

g(x) ≥ 1⇔ x1 ≤ x ≤ x2, (12)

Шукаємо точку А:

3x1 + 3 = 1, x1 = −2

3
.

Далi шукаємо точку В

−2x2 +
17

3
= 1, x2 =

7

3
.

За допомогою спiввiдношення (12) переписуємо формулу (11)

h(x) = f(g(x)) =


−5g(x) + 2, якщо − 2

3 ≤ x ≤ 7
3 ,

7g(x)− 3, якщо x < −2
3 ,

7g(x)− 3, якщо x > 7
3

(13)

Функцiя g(x) має рiзнi задання на (−∞, 13) та на [13 ,∞). Тому перед записом
вiдповiдi потрiбно розбити вiдрiзок −2

3 ≤ x ≤ 7
3 на 2 частини точкою x = 1

3 :

h(x) = f(g(x)) =


−5g(x) + 2, якщо − 2

3 ≤ x < 1
3 ,

−5g(x) + 2, якщо 1
3 ≤ x ≤ 7

3 ,
7g(x)− 3, якщо x < −2

3 ,
7g(x)− 3, якщо x > 7

3

(14)

Тепер у формулу (14) можна пiдставити аналiтичнi задання функцiї g(x) i
одержати вiдповiдь:

h(x) = f(g(x)) =


−5(3x+ 3) + 2, якщо − 2

3 ≤ x < 1
3 ,

−5(−2x+ 17
3 ) + 2, якщо 1

3 ≤ x ≤ 7
3 ,

7(3x+ 3)− 3, якщо x < −2
3 ,

7(−2x+ 17
3 )− 3, якщо x > 7

3

=
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=


−15x− 13, якщо − 2

3 ≤ x < 1
3 ,

10x− 79
3 , якщо 1

3 ≤ x ≤ 7
3 ,

21x+ 18, якщо x < −2
3 ,

−14x+ 110
3 , якщо x > 7

3

В проведених мiркуваннях та обчисленнях може мiститися помилка — чи логi-
чна, чи арифметична. Щоб суттєво зменшити ймовiрнiсть цього, можна провести
додатковi обчислення в окремих точках — у нас пряма розбита на 4 частини, от
в кожнiй iз цих частин можна взяти по числу, i провести прямi обчислення в цих
точках.

Нехай

a = −2, a < −2

3
, b = 0,−2

3
≤ b <

1

3
, c = 2,

1

3
≤ c ≤ 7

3
, d = 3, d >

7

3
.

g(a) = −3, f(−3) = −24,−24 = 21·(−2)+18, g(b) = 3, f(3) = −13,−13 = −15·0−13;

g(c) =
5

3
, f(

5

3
) = −19

3
,−19

3
= 10·2−79

3
, g(d) = −1

3
, f(−1

3
) = −16

3
,−16

3
= −14·3+

110

3
.

Вибiркова перевiрка закiнчна. Вправа виконана.

3.5 Оберненi вiдображення

Розглядаємо випадок, коли множини A,B не порожнi, i розглядаються всюди
визначенi вiдображення f : A→ B.

Вiдображення g : B → A називається лiвим оберненим до f , коли
g · f = idA.

Приклад. Нехай A = {a, b, c, d}, B = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, i

f : A→ B f =

(
a b c d
1 4 2 6

)
.

Тодi функцiї g1, g2, g3 : B → A

g1 =

(
1 2 3 4 5 6
a c a b a d

)
, g2 =

(
1 2 3 4 5 6
a c b b c d

)
, g1 =

(
1 2 3 4 5 6
a c d b d d

)
,

будуть лiвими оберненими до функцiї f .
Лiва обернена ставить у вiдповiднiсть кожному образу його прообраз (у iн’є-

ктивного вiдображення прообраз єдиний), а елементи, якi не є образами, пере-
водить куди завгодного.

Вiдображення g : B → A називається правим оберненим до f , коли
f · g = idB.
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Приклад. Нехай B = {a, b, c, d}, A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, i

f : A→ B f =

(
1 2 3 4 5 6
d a a b c d

)
.

Тодi функцiї g1, g2, g3 : B → A

g1 =

(
a b c d
3 4 5 6

)
, g1 =

(
a b c d
2 4 5 6

)
, g1 =

(
a b c d
2 4 5 1

)
,

будуть правими оберненими до функцiї f .
Права обернена функцiя ставить у вiдповiднiсть кожному образу один (довiль-

но вибраний) прообраз (у сюр’єктивного вiдображення кожен елемент є образом).

Вiдображення g : B → A називається оберненим до f , коли g · f = idA
i f · g = idB

Приклад. Нехай A = {a, b, c, d, e, f}, B = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, i

f : A→ B f =

(
a b c d e f

1 4 2 6 5 3

)
.

Тодi функцiz g : B → A

g =

(
1 2 3 4 5 6
a c f b e d

)
є оберненою до функцiї f .

Вiдображення називається оборотним, коли воно має обернене.

Теорема 3.2 Вiдображення f : A→ B має праве обернене тодi i тiльки тодi,
коли воно сюр’єктивне.

Вiдображення f : A → B має лiве обернене тодi i тiльки тодi, коли воно
iн’єктивне.

Вiдображення f : A → B має обернене тодi i тiльки тодi, коли воно бiє-
ктивне.

Доведення.Припустимо, що f ·g = idA. Тодi x = f(g(x)). Отже вiдображення
f cюр’єктивне. Якщо ж вiдображення f сюр’єктивне, то для кожного y ∈ B

повний проообраз f−1(y) не порожнiй, можна вибрати один елемент в цьому
прообразi i g(y) ∈ f−1(y) — довiльно вибраний елемент. Тодi fg(y) = y для
будь-якого y ∈ B.

Припустимо, що g · f = idA. Тодi

x 6= y ⇒ gf(x) 6= gf(y)⇒ f(x) 6= f(y),
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Рис. 11: Функцiї x2 i
√
x взаємно оберненi Рис. 12: Функцiї x3 i 3

√
x взаємно оберненi

Рис. 13: Функцiї sinx i arcsinx взаємно обер-
ненi

Рис. 14: Функцiї cosx i arccosx взаємно обер-
ненi

Рис. 15: Функцiї tgx i arctgx взаємно оберненi Рис. 16: Функцiї 2x i log2 x взаємно оберненi

i вiдображення f iн’єктивне.
Припустимо, що вiдображення f iн’єктивне. Виберемо в множинi A один еле-

мент a ∈ A. Визначимо вiдображення g : B → A нступним чином. g(x) = a,
якщо повний прообраз f−1(x) порожнiй. I g(x) = f−1(x), якщо повний прообраз
складається iз одного елемента. Тодi g(f(x)) = x для будь-якого x ∈ A i вiдобра-
ження g є лiвим оберненим для f .

Iз сказаного випливає, що вiдображення f має обернене тодi i тiльки тодi,
коли воно бiєктивне.

Бiєктивнi вiдображення скiнченної множини в себе називають пiдстановками.

Оберненим до добутку fg оборотних вiдображень буде добуток g−1f−1. Дiйсно

(fg) · (g−1f−1) = f(g · g−1)f−1 = f · f−1 = id.

4 Основнi числовi функцiї.

Зупинимося на основних числових функцiях:

ax, 1/x, ax, loga x, xa, sinx, arcsinx, cosx, arccosx, tgx, arctgx.

Лiнiйна функцiя (пряма пропорцiональнiсть) f : R→ R, f(x) = ax при a 6= 0
є бiєктивною, оберненою до неї буде функцiя g(x) = 1

ax.
Функцiя f : R \ {0} → R \ {0}, f(x) = 1

x (обернена пропорцiональнiсть) є
бiєктивню i ця функцiя сама до себе обернена.

Функцiя f : R → R, f(x) = x2 не iн’єктивна — f(−1) = f(1) = 1, i не
сюр’єктивна — f(x) 6= −1. Тому ця функцiя не має однстороннiх обернених.
Вона матиме обернену функцiя у випадку, коли ми звузимо область визначення
до {x ∈ R|x ≥ 0 i область значень також до {x ∈ R|x ≥ 0. Саме це мають на
увазi, коли кажуть, що функцiї x2 i

√
x взаємно оберненi (див. рис. 11.)
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Подiбним чином поступають з функцiєю xa, a ∈ R, a 6= 0 — i область визна-
чення i область значень цих функцiй складаєься iз невiд’ємних дiйсних чисел.
Окремо розглядають функцiї xn для непарних натуральних чисел. Цi функцiї iз
множини дiйсних чисел у множину дiйсних чисел є бiєктивними i, вiдповiдно,
вони мають оберненi. Графiки взаємно обернених функцiй x3 i 3

√
x зображено на

рис. 12.
Функцiї sinx та cosx iз множини дiйсних чисел у множину дiйсних чисел

також не iн’ктивнi i не сюр’єктивнi. Тому для них немає обернених. Однак коли
ми звужуємо область значень до вiдрiзка [−1, 1] функцiї стають сюр’єктивними,
отже мають багато правих обернених — правими оберненими до функцiї

f(x) = sinx, f : R→ [−1, 1]

будуть функцiї

g(x) = arcsin x+ 2kπ, k ∈ Z, g : [−1, 1]⇒ R,

тому що для x ∈ [−1, 1]
sin(arcsinx+ 2kπ) = x.

Щоб права обернена функцiя стала єдиною, потрiбно звузити область визна-
чення. Для синуса область визначення звужують до

[
−π

2 ,
π
2

]
, а для косинуса

область визначення звужують до [0, π] .
Отже sin(arcsinx) = x тодi i тiльки тодi, коли −1 ≤ x ≤ 1. А arcsin(sinx) = x

тодi i тiльки тодi, коли −π
2 ≤ x ≤ π

2 . Грфiки функцiй sinx при −π
2 ≤ x ≤ π

2 i
arcsinx коли −1 ≤ x ≤ 1, зображено на рис. 13

Рiвнiсть cos(arccosx) = x тодi i тiльки тодi, коли−1 ≤ x ≤ 1.А arccos(cosx) =
x тодi i тiльки тодi, коли 0 ≤ x ≤ π. Графiки функцiй cosx при 0 ≤ x ≤ pi i
arccosx коли −1 ≤ x ≤ 1, зображено на рис. 14

Функцiя tg x має областю визначення дiйснi числа, що не дорiвнють π
2 + kπ

для деякого цiлого k. Областю значень є всi дiйснi числа. Отже ця функцiя
є сюр’єктивною, але не iн’єктивною. Тому вона має багато правих обернених.
Правими оберненими до тангенса будуть функцiї

arctggk : R→ {x ∈ R|x 6= π

2
+ kπ для деякого k ∈ Z

gk(x) = arctg(x) + kπ, (k ∈ Z).

А лiвих обернених не має.
Якщо звузити область визначення до вiдкритого iнтервала

(
−π

2 ,
π
2

)
, то фун-

кцiя стає бiєктивною. Обернену до цiєї функцiї називають арктангенсом. Графiки
функцiй тангнс i арктангенс зображенi на рис. 15.
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Показникова функцiя ax iз R в R при додатнiй основi a є iн’єктивною, але
не сюр’єктивною. Отже вона має багато лiвих обернених, але не має правих
обернених.

Лiвими оберненими до функцiї

f(x) = ax, a 6= 1, a > 0, f : R→ [−1, 1]

будуть функцiї gk : R→ R

gk(x) =

{
loga x якщо x > 0,
k якщо x ≤ 0.

,

тому що для x ∈ R
loga(a

x) = x.

Звузивши область призначеня (множину, куди здiйснюється вiдображення)
до додатнiх дiйсних чисел, ми перетворюємо цю функцiю в бiєктивну. Обернену
до цiєї функцiї називають логарифмом. Графiки функцiй 2x та log2 x зображено
на рис. 16.

В математицi часто зустрiчаються (тому що вони зручнi в роботi) показниковi
функцiї з основою e. e — це число Непера, яке з точнiстю до 9 знакiв пiсля коми
дорiвнює 2,718281828. Позникова функцiя з натуральною основою e називається
експонентою i крiм позначення ex має також позначення exp(x). Логарифм за
натуральною основою (тобто основою якого є число Непера) позначають lnx i
називають натуральним логарифмом.
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