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Анотацiя

Розглянуто транспорт електронiв в одновимiрнiй невпорядкованiй ґратцi.

Дослiджувалась межа низької густини електронiв, де кiлькiсть електро-

нiв набагато менша за кiлькiсть вузлiв решiтки. У цьому випадку можна

знехтувати всiма ефектами, пов’язаними з електрон-електронними взаємо-

дiями (тобто кулонiвськi взаємодiї, спiн-спiновi взаємодiї). Гамiльтонiан цiєї

моделi має вигляд:

Ĥ = −
∑
n

(
tnĉ

+
n ĉn+1 + t∗nĉ

+
n+1ĉn

)
+
∑
n

Unĉ
+
n ĉn.

тут n перераховує вузли решiтки; c+n i cn — оператори народження/знищення

електрона на вузлi n; tn константи iнтегралу перекриття i Un константи вза-

ємодiї електрона з граткою. Параметри tn i Un вважаються випадковими.

Їх випадковiсть зумовлена невпорядкованiстю положень вузлiв решiтки.

Добре вiдомо, що в одновимiрних системах випадковiсть Un (або tn) при-

зводить до локалiзацiї електрона. Отже, транспорт електронiв неможливий

навiть у разi довiльного слабкого безладу.

Розглянуто модель, де i Un, i tn є випадковими, але не незалежни-

ми. Показано, що кореляцiї мiж випадковими Un i tn можуть призводити

до делокалiзацiї станiв електрона. У результатi стає можливим транспорт

електронiв. Залежно вiд типу кореляцiї мiж Un i tn виявлено кiлька ре-

жимiв транспортування: субдифузiйний, дифузiйний i супердифузiйний.

Встановлено областi iснування цих режимiв.

Key words: Correlated disorder, tight-binding model, delocalization of

states, transport classification
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1 Аналiтичний огляд лiтератури

У своїй роботi Андерсон [1] показав, що для достатньо малих кон-

цетрацiй атомiв або, iнакше кажучи, для достатньо малих потенцiальних

енергiй взаємодiї мiж атомами - такими, що зникають швидше за
1

r3
при

великих r та якi не перевищують певне критичне значення Vc - транспорт

мобiльних сутностей, таких як електрон або спiн у сенсi спiнових хвиль,

стає неможливим i хвильовi функцiї, залишаючись кiнцевими на вузлi по-

чатковї локалiзацiї, залишаються обмеженими досить малим радiусом ло-

калiзацiї. При енергiях взаємодiх мiж вузлами Vc такими, що пропорцiйнi
1

r3
, показано, що трансорт може бути значно повiльнiшим, нiж передбача-

лось в попереднiх роботах.

У першiй частинi статтi [2] Голштейн описує модель руху поляронiв.

Розглядається одновимiрна молекулярно-кристалiчна структура, у якiй є

один зайвий електрон (чи дiрка). Кожен вузол структури має один ступiнь

свободи для коливань, який представлений вiдхиленням iнтернуклеарної

вiдстанi вiд рiвноважного стану. Основна увага придiляється руху еле-

ктрона, що розглядається за допомогою методу щiльного зв’язку. Хвильо-

ва функцiя задається як суперпозицiя локальних молекулярних функцiй.

Електронно-граткова взаємодiя виникає через лiнiйну залежнiсть енергiї

електрона вiд змiщення молекули на даному вузлi, що призводить до мо-

жливостi захоплення електрона. У другiй частинi розглядається випадок,

коли енергiя перекриття для електронiв є малою величиною. У нульово-

му порядку електрон локалiзовано на певному сайтi, а вiбрацiйний стан

системи визначається набором квантових чисел. За наявностi ненульової

енергiї, що перекривається, виникають переходи електрона на сусiднi ву-

зли, якi можуть бути або "дiагональними"(без змiни квантових чисел), або

"недiагональними"(зi змiною квантових чисел).

Cтатья Фюрстенберга [3] присвячена дослiдженню статистичних i ма-
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тематических аспектов случайных процессов, зокрема, добутку випадкових

матриць. Основну увагу придiлено теоремам, пов’язаним з умовами схожо-

стi та розподiлу таких добуткiв. У статтi представленi додатки цiєї теореми

до вивчення марковських ланцюгiв i стацiонарних розподiлiв, а також ана-

лiз стiйкостi динамiчних систем з використанням випадкових матриць.

Робота [4] визначає феноменологiчний пiдхiд до суперiонних провiд-

никiв. Госар дослiджує механiзм та умови, за яких iони у твердому тiлi мо-

жуть демонструвати високу рухливiсть, аналогiчну рiдинам. Стаття фоку-

сується на теоретичних аспектах суперiонної провiдностi, таких як фазовi

переходи та динамiка iонiв, та пропонує моделi для пояснення поведiнки

суперiонних матерiалiв. Цей аналiз важливий для розробки та розумiння

матерiалiв з високими iонними провiдними властивостями, якi використо-

вуються в електрохiмiчних пристроях та батареях.

Ця стаття [5] представляє теоретичний аналiз спектру збудження дов-

голанцюгових полiєнiв, особливо зосереджуючись на полiацетиленi. Вна-

слiдок подвiйної виродженостi основного стану димеризованого ланцюга

дослiдження показує, що елементарним збудженням вiдповiдають тополо-

гiчнi солiтони, якi можуть iснувати в трьох зарядових станах (нейтраль-

ному, позитивному та негативному). Нейтральний солiтон має спiн в по-

ловину, а зарядженi солiтони мають нульовий спiн. У статтi розраховано

рiзнi властивостi цих солiтонiв, включаючи їх енергiю утворення, довжи-

ну, масу, енергiю активацiї руху та електроннi властивостi, i порiвняно цi

результати з експериментальними даними. Дослiдження пiдкреслює роль

солiтонiв як фундаментальних збуджень у полiацетиленi та обговорює їх

вплив на електричнi та магнiтнi властивостi матерiалу.

В книзi [6] зроблений значний вклад у розумiння структурних i дина-

мiчних властивостей неупорядкованих систем, запропонованi новi методи

їх аналiзу та вiдкритi шляхи для подальших дослiджень у цiй галузi, в ча-

стностi, встановлення умов, при яких вiдбувається локалiзацiя хвильових
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функцiй в неупорядкованих системах i описання залежностi спектральних

властивостей вiд параметрiв системи.

У цiй статтi [8] розглядаються транспортнi властивостi систем, якi

описуються випадковим гамiльтонiаном у моделi близького зв’язку, i до-

слiджується локалiзацiя та динамiчна поведiнка хвильових пакетiв у та-

ких середовищах. Зроблен акцент на появi критичних енергiй у спектрi, де

показник Ляпунова звертається в нуль, що призводить до динамiчної де-

локалiзацiї. У статтi представленi чисельнi результати для моделей iз ви-

падковими та квазiперiодичними потенцiалами, що показують вплив даль-

нього порядку та кореляцiї на транспортнi властивостi. Особлива увага

придiляється моделям випадкового палiндрому з властивостями обмеже-

ного промiжку в однiй буквi, що iлюструє, як такi структури впливають

на явища транспорту. У дослiдженнi використовується чисельне моделюва-

ння, щоб продемонструвати зростання другого моменту хвильових пакетiв

i дає уявлення про основну фiзику невпорядкованих систем.

Стаття де Олiвейри i Прадо [10] дослiджує спектральнi та локалiза-

цiйнi властивостi одновимiрного дискретного оператора Дiрака з потенцi-

алами Бернуллi. У роботi розглядається модель, в якiй оператор Дiрака

використовує випадковi потенцiали, якi приймають два значення без ко-

реляцiй. Автори показали, що нерелятивiстський лiмiт вiдповiдає однови-

мiрнiй дискретнiй моделi Шредiнгера. Для випадкових потенцiалiв спектр

оператора Бернуллi є чисто точним для всiх значень маси, в той час як у

випадку нульової маси спостерiгається динамiчна дiлокалiзацiя для певних

значень енергiї. Масивнi випадки демонструють динамiчну локалiзацiю (за

рахунок деяких додаткових значень енергiї). У статтi також порiвнюються

динамiчнi моменти для рiзних мас, особливо випадкiв з нульовою i нену-

льовою масою в моделях Бернуллi.

У цiй статтi [11] дослiджуються спектральнi властивостi майже опе-

ратора Матьє, який є фундаментальною моделлю у вивченнi квазiкристалiв
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i переходiв метал-iзолятор. Житомирська дослiджує перехiд мiж метале-

вою (провiдною) та iзоляцiйною (непровiдною) фазами як функцiю пара-

метрiв моделi. Робота ґрунтується на попереднiх математичних дослiджен-

нях i використовує передовi методи для характеристики природи спектра,

особливо зосереджуючись на виникненнi критичних енергiй, де показник

Ляпунова дорiвнює нулю. Така поведiнка пов’язана з динамiчною делока-

лiзацiєю, яка є ключовим аспектом переходу метал-iзолятор. Дослiдження

мiстить точнi аналiтичнi докази та детальний аналiз умов, за яких вiдбу-

ваються цi переходи. Стаття [9] дослiджує спектральнi властивостi однови-

мiрних квазiперiодичних операторiв Шредiнгера. Житомирська розглядає

моделi, що використовують потенцiали, що виникають у квазiкристалах

та iнших системах iз квазiперiодичним порядком. Основна увага придiляє-

ться аналiзу локалiзацiї та неперервним спектрам; автор розвиває теорiю,

що пов’язує квазiперiодичнiсть iз критичною поведiнкою спектру. Викори-

стовуються методи спектрального аналiзу для вивчення квазiперiодичних

систем, що має важливе значення для розумiння електронних властивостей

квазiкристалiв.

У статтi [12] обговорюється транспортна поведiнка в одновимiрнiй

дискретнiй моделi Дiрака з безладом. В.В. Славiн i Ю.В. Савiн аналiзують

режими супердифузiї, що виникає при рiзних комбiнацiях масах частинок

та амплiтуд потенцiалу. Особлива увага придiляється випадку випадкових

мас, де встановлено вiдсутнiсть локалiзацiї. Показано, що за певних умов

параметри системи забезпечують супердифузний транспорт.
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2 Вступ

Вiдомо, що в одновимiрних (1D) системах з випадковим потенцiалом

U(r) (де r – координата) або з випадковими iнтегралами перекриття t(r)

локалiзацiя квантових станiв має мiсце [1, 7, 6] для досить широкого кла-

су U i t. Це означає, що всi одночастиннi хвильовi функцiї локалiзованi

на деякiй дiлянцi скiнченного розмiру, що називається радiусом локалiза-

цiї R, а отже, транспортування в таких системах неможливе. На прикладi

транспорту електронiв це означає, що передача енергiї, спiнова хвиля, пе-

редача iнформацiї неможливi через одновимiрнi дроти з невпорядкованим

розподiлом iонiв, що утворюють гратку даного твердого тiла. Якщо розгля-

дадати ланцюг атомiв кiнцевої двожини N, i якщо R ≳ N , то ефекти, що

пов’язанi з локалiзацiєю, можуть бути не виявленi при вимiрюваннях. Як

приклад можна навести хвилеводи, якi з високою точнiстю вiдображають

одновимiрнi системи з неiдеальною, невпорядкованою, поверхнею.

Точнi критерiї для U(r) i t(r), що гарантують локалiзацiю квантових

станiв, наступнi. Нехай U(r) i t(r) випадковi з функцiями розподiлу f i g:

1. Просторовi кореляцiїї повиннi бути вiдсутнiми: Cov[V (r), V (r′)] =

Cov[t(r), t(r′)] = δ(r, r′),

Cov[V (r), t(r′)] = 0, де Cov[x, y] =< x, y > − < x >< y >

2. Розподiли повиннi бути неперервними: f(z), g(z) > 0 ∀z ∈ (−∞,∞)

3. Розподiли повиннi бути iдентичними: f(U(r)) = f(U(r′)), g(t(r)) =

g(t(r′))

Доведення теорем (1)-(3) є простим суттєво у випадку дискретних

(граткових) моделей, де позицiя частинки пов’язана з позицiєю вузла гра-

тки rn, n = 1, 2, ... Тому основна частина дослiджень, що стосуються одно-

частинкової локалiзацiї, здiйснюється в рамках дискретних моделей.
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Порушення будь-якої з цих умов робить транспорт можливим, але не

гарантує його iснування. У кожному випадку необхiдно вирiшувати вiдпо-

вiдну задачу.

Наприклад, у статтях [7, 9, 11] в рамках дискретного рiвняння Шре-

дiнгера розглядвся випадок наявнiстi кореляцiї мiж U i t, тобто порушення

вимоги {1}. В результатi для певної комбiнацiї U i t локалiзацiя була вiд-

сутня i вiдбувався транспорт елетронiв.

У [10, 8, 12] розглядалася 2-зонна модель (дискретне рiвняння Дi-

рака) з димерними кореляцiями потенцiалу U та дискретним розподiлом

Бернуллi f(U), тобто випадок порушення вимоги {2}. Як i у випадку ви-

ще, для певної комбiнацiї параметрiв U локалiзацiя вiдсутня i вiдбувається

транспорт електронiв.

Моделi з порушенням умови {3} складно реалiзовувати на практицi

i тому вони рiдко вивчаються.

3 Гамiльтонiан моделi

У нашому дослiдженнi одночастинний одномiрний дискретний га-

мiльтонiан був обраний у виглядi:

Ĥ = −
∑
n

(
tnĉ

+
n ĉn+1 + t∗nĉ

+
n+1ĉn

)
+
∑
n

Unĉ
+
n ĉn. (3.1)

Тут iндекс n перераховує вузли решiтки; ĉ+n i ĉn — оператори створе-

ння/знищення безспiнових фермiонiв на вузлi n, tn — константи стрибкiв,

а Un — потенцiал у вузлi n.

Розлад у Un i tn викликаний невпорядкованiстю упозицiях вузлiв ре-

шiтки:

rn = na0 + xn, n = 0, 1, 2, . . . . (3.2)

Тут a0 — вiдстань мiж найближчими вузлами iдеальної (незбуреної) ре-
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шiтки, а xn є випадковими величинами, так що: −ca0 ≤ xn ≤ ca0. У всiх

розрахунках a0 = 1. Константу 0 ≤ c ≤ 1/2 можна розглядати як параметр

невпорядкованостi. Такий вибiр c дозволяє нам уникнути перекривання по-

зицiй rn вузла решiтки.

Такий безлад може бути викликаний наявнiстю дефектiв, домiшок

або фононiв. Оскiльки типовi частоти фононiв ωph набагато меншi за ча-

стоти стрибкiв електронiв ωel, можна вважати деформацiї решiтки xn як

статичнi випадковi величини. Якщо так, то Un описує електрон-фононну

взаємодiю на вузлi, i в рамках моделi Голштейна [2] це можна записати

так:

Un ∼
(
â+n + ân

)
= U0 +G (xn+1 − xn−1) , G, U0 ∈ R, G, U0 ≥ 0, (3.3)

де â+n , ân — оператори створення/знищення фононiв на мiсцi n (див., на-

приклад, [4, 5, 7]), U0 i G — деякi константи.

Тунельнi iнтеграли були обранi в досить загальному виглядi:

tn = t(|rn+1 − rn|) = Ae−b|rn+1−rn|,

де A i b — деякi константи. У межах слабкого безладу (c ≪ 1) можна

розкласти tn i в лiнiйному наближеннi отримаємо:

tn = V − Γ(xn+1 − xn).

де константи V,Γ ∈ C. Тут i далi ми будемо дотримуватися позначення з

[7]. Отже, тунельнi iнтеграли tn можна записати так:

tn =
√
|V |2 + |Γ|2(xn+1 − xn)2 − 2|V ||Γ||(xn+1 − xn)| cos(θ)eiϕn, (3.4)
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tg(ϕn) = Im tn/Re tn. (3.5)

Доведемо, що комплекснi фази ϕn не впливають на нашi результати

i їх можна опустити.

Тридiагональна ермiтова матриця Ĥ (3.1) може бути приведена до

симетричної (дiйсної) форми Ĥ ′ за допомогою унiтарного перетворення:

ˆ̃H = Û−1ĤÛ , (3.6)

де унiтарна матриця Û є дiагональною:

U11 = 1, Unn = e
−i

n−1∑
k=1

αk

, n = 2, 3, . . . .

Тут αk — комплекснi фази недiагональних елементiв (3.4), (3.5).

Нехай |Ψ(xn, t)⟩ є розв’язком залежного вiд часу рiвняння Шредiнге-

ра з гамiльтонiвським Ĥ (3.1) i |Ψ̃(xn, t)⟩ — вiдповiдний розв’язок рiвняння

Шредiнгера з гамiльтонiаном Ĥ ′ (3.7), (3.6).

Покажемо, що унiтарне перетворення не впливає на моменти m(k)(t)

(4.3), тобто:

m(k)(t) = ⟨Ψ|(x̂)k|Ψ⟩ = ⟨Ψ̃|(x̂)k|Ψ̃⟩,
(
(x̂)k

)
α,β

= αkδα,β

i, отже, не впливають на D(t) (4.2).

Вiдповiдно до визначення

m(k)(t) =
∑
n

(xn)
k|Ψ(xn, t)|2

Вiдношення мiж |Ψ⟩ i |Ψ̃⟩ таке:
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Ψj =
N∑

α=1

Uj,αΨ̃α.

Отже,

m(k) =
N∑
j=1

(xk)j,jΨjΨ
∗
j =

N∑
j=1

N∑
α=1

N∑
β=1

(xk)j,jUj,αU
∗
j,βΨ̃α(Ψ̃β)

∗

Оскiльки Û є унiтарним, U ∗
j,β = U−1

β,j . Таким чином,

m(k) =
N∑
j=1

N∑
α=1

N∑
β=1

(xk)j,jUj,αU
−1
β,jΨ

′
α(Ψ

′
β)

∗ =

=
N∑
j=1

N∑
α=1

N∑
β=1

U−1
β,j (x

k)j,jUj,αΨ
′
α(Ψ

′
β)

∗ =

=
N∑
j=1

N∑
α=1

N∑
β=1

(x̃k)β,αΨ
′
α(Ψ

′
β)

∗,

де (
ˆ̃xk
)
β,α

=
N∑
j=1

U−1
β,j (x

k)j,jUj,α

— матричнi елементи оператора x̂k у новому базисi. Оскiльки x̂k i Û дiаго-

нальнi:

(
ˆ̃xk
)
β,α

=
N∑
j=1

U−1
β,j (x

k)j,jUj,α =
N∑
j=1

U−1
β,jδβ,j(x

k)j,jUj,αδα,j =
(
xk
)
β,α

.

Нарештi ми маємо

m(k) = ⟨Ψ|(x̂)k|Ψ⟩ =
N∑

α=1

N∑
β=1

(x̃k)α,βΨ̃α(Ψ̃β)
∗ = ⟨Ψ̃|x̂k|Ψ̃⟩

Отже, замiсть (3.1) ми будемо вивчати властивостi дiйснозначного
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гамiльтонiана Ĥ ′, який є тридiагональним з такими ненульовими елемен-

тами:
ˆ̃Hn,n = Un,

ˆ̃Hn,n−1 = −|tn−1|, ˆ̃Hn,n+1 = −|tn| (3.7)

Запропонована модель з гамiльтонiаном (3.7) подiбна до описаних у

[7], але виглядає бiльш реалiстичною. Ми визначаємо безлад у термiнах

випадкових зсувiв вузлiв ґратки вiдносно “iдеальних” положень na0 (див.

(3.2)). Модель, описана в [7], визначає безлад у термiнi випадкових вiд-

станей мiж сусiднiми вузлами решiтки хоста ∆n,n+1. Окрiм вiдмiнностей у

функцiях розподiлу (розподiл ∆n,n+1 є розподiлом xn+1−xn), наша модель

дозволяє нам послiдовно вивчати перехiд вiд слабкого до сильного безла-

ду. Насправдi збiльшення Γ означає збiльшення флуктуацiї вузлiв гратки

вiдносно “iдеальних” позицiй.

Водночас у запропонованiй у [7] моделi Γ = 0 дiйсно вiдповiдає впо-

рядкованому ланцюгу, але будь-яким малим, але ненульовим значенням Γ

вiдповiдають малим середнiм вiдстаням мiж сусiднiми вузлами. Це, у свою

чергу, вiдповiдає сильному розладу. Крiм того, оскiльки ∆n,n+1 ≥ 0 ∀n це

призводить або до збiльшення, або до зменшення всiх iнтегралiв тунелю-

вання tn, залежно вiд значення параметра ϕ−θ (див., наприклад, (2.1) [7]).

У нашiй моделi tn може бути бiльшим або меншим за незбурене значення

tn = |Γ| залежно вiд знака (xn+1 − xn) (див. (3.4)).

У нашiй моделi дiагональнi члени Un ∼ (xn+1 − xn−1) можуть бути як

позитивними, так i негативними: залежно вiд стиснення або розрiдження

ланцюга решiтки поблизу n-го вузлу цей доданок описує або прирiст, або

втрату енергiї [2]. У моделi, запропонованiй у [7] Un або всi негативнi, або

всi позитивнi.
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4 Результати та обговорення

Ми дослiджували залежне вiд часу рiшення рiвняння Шредiнгера з

гамiльтонiаном (3.7):

ˆ̃H|Ψ̃(xn, t)⟩ = i
∂|Ψ̃(xn, t)⟩

∂t
(4.1)

з такою початковою умовою:

|Ψ′(xn, t = 0)⟩ = δ(xn, x0).

Ця умова вiдповiдає локалiзацiї електрона на вузлi з iндексом n = 0 в

момент часу t = 0.

Рух електрона означає “розтiкання” |Ψ̃(xn, t)⟩ як функцiї часу t. Най-

бiльш iнформативнi характеристики, що описують транспорт електронiв в

термiнах |Ψ̃(xn, t)⟩ є залежнiсть вiд часу дисперсiї D(t) (див., наприклад,

[7, 12]):

D(t) = ⟨x(t)2⟩ − ⟨x(t)⟩2 = m(2)(t)−
(
m(1)(t)

)2
. (4.2)

Тут m(1)(t) i m(2)(t) — вiдповiднi моменти:

m(k)(t) = ⟨Ψ̃|(x̂)k|Ψ̃⟩ . (4.3)

Апроксимацiя D(t) степеневою залежнiстю

D(t) ∼ tα, t≫ 1 (4.4)

дозволяє нам встановити наявнiсть (або вiдсутнiсть) транспорту та, якщо

транспорт iснує, характер транспорту. Наприклад, α = 0 вiдповiдає вiд-

сутностi транспорту, 0 < α < 1 — так званий субдифузiйний транспорт,

α = 1 — дифузiйний рух, 1 < α < 2 — супер- дифузiйний транспорт i
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Рисунок 1: Часовi залежностi дисперсiї D(t) (4.2) у подвiйному логарифмiчному масштабi. У всiх цих
розрахунках |V | = 1, G = |Γ| i кiлькiсть вузлiв решiтки N = 10000. Крива 1 (чорна лiнiя) вiдповiдає
впорядкованому ланцюгу i (G = 00), показник α = 2 (див. (4.4)); це випадок балiстичного транспорту.
Крива 2 (червона лiнiя) вiдповiдає G = 0, 25 i θ = 900, показник α = 1, 6; це випадок наддифузiйного
транспорту. Крива 3 (зелена лiнiя) вiдповiдає G = 0, 2 i θ = 00, показник α = 1; це випадок дифузiйного
транспорту. Крива 4 (синя лiнiя) вiдповiдає G = 0, 5 i θ = 00, експонента α = 0, 35; це випадок
субдифузiйного транспорту. Крива 5 (блакитна лiнiя) вiдповiдає G = 0, 75 i θ = 00, експонента α = 0, 01;
це випадок вiдсутностi транспорту.

α = 2 вiдповiдає балiстичному (вiльному) транспорту.

Ми дослiджували розв’язок (4.1) чисельно за допомогою методу Рунге-

Кутта 8-го порядку. Щоб уникнути впливу крайових ефектiв, програма

перевiряла ймовiрнiсть знайти електрон на останньому (N -тому) вузлi на-

шого одновимiрного невпорядкованого ланцюга. У всiх наших розрахун-

ках |Ψ̃(xN , t)|2 < ε = 10−10 для всiх t у розглянутому дiапазонi часу

0 ≤ t ≤ N/2.

Для перевiрки отриманого результату ми провели додатковi обчисле-

ння (4.2) з використанням спектральних даних оператора ˆ̃H (див. (3.7)):

власнi значення {λk}Nk=1 i власнi вектори: {ψk(xn)}Nk,n=1. Цi значення також

були отриманi чисельно. Такий пiдхiд застосовний для досить “маленьких”

систем довжиною N ≈ 1000−3000, оскiльки час обчислення спектральних

даних збiльшується як N 3. З точки зору спектральних даних, хвильову
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функцiю (4.1) можна записати так:

|Ψ̃(xn, t)⟩ =
N∑
k=1

ψk(xn)ψk(x0)e
iλkt. (4.5)

Вектори ψk(xn) є дiйсними, а комплексний зв’язок у (4.5) опущений. Ре-

зультати, отриманi за допомогою (4.1) i (4.5), повнiстю збiгаються.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
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2.0
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 G=0.75
 G=1.0 

G=| |

Рисунок 2: Залежностi показника α (див. (4.4)) вiд параметра θ при рiзних значеннях G = Γ. У всiх
цих розрахунках V = 1, а кiлькiсть вузлiв решiтки хоста N = 20000.

Типовi залежностi D(t) для N = 10000 i певнi комбiнацiї параметрiв

G, Γ i θ представленi в подвiйному логарифмiчному масштабi на рис. 1. У

всiх цих розрахунках V = 1. Як видно, в рамках запропонованої моделi

можуть бути реалiзованi всi можливi транспортнi режими: вiд локалiзацiї

станiв до балiстичного транспорту.

Апроксимацiя D(t) виразом (4.4) при t≫ 1 дозволяє отримати зале-

жностi показника α вiд тунелювання (V , G, θ) i параметра "стрибкiв"(Γ).

Цi залежностi показано на рис. 2. Видно, що в досить широкому дiапазонi

0 < G = |Γ| ≤ 1 i 200 ≲ θ ≲ 1600 реалiзується наддифузiйний транс-
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портний режим. Для 0 < θ ≲ 200 i 1600 ≲ θ < 1800 транспортний режим

залежить вiд G, |Γ|: якщо 0 < G = |Γ| < 0, 22 транспорт наддифузний;

якщо G = |Γ| > 0, 22 транспорт субдифузний. Якщо θ = 00 або θ = 1800 i

G = |Γ| > 0, 5 транспорт електронiв вiдсутнiй.

Слiд зазначити, що запропонована модель була сформульована в рам-

ках лiнiйного розкладу внутрiшнього потенцiалу Un (3.3) та iнтегралiв ту-

нелювання tn (3.4) вiдносно випадкових деформацiй решiтки xn (3.2), тобто

в межах G ∼ |Γ| ≪ |V |. Тим не менш, ми розширили область G i |Γ| до

G, |Γ| ≤ 1. Це, звичайно, гамiльтонiан (3.7) i розглядається лише як модель.

Як було показано в [7], випадок G = |Γ| представляє особливий iнте-

рес через зникнення розсiювання. Отже, цей випадок є найбiльш перспе-

ктивним для транспорту електронiв. Вплив G i Γ на D(t) представлено на

рис. 3.

Особливий iнтерес представляє вiдсутнiсть транспорту при θ = 00, 1800

i G = |Γ| > 0, 5 (див. Рис .4). Щоб зрозумiти причину такої особливостi

ми провели додатковi дослiдження з використанням показника Ляпунова

[6, 12]. Застосовуючи теорему Фюрстенберга [3] можна записати показник

Ляпунова γ так:

γ(λ) = lim
n→∞

1

n
ln

(∥∥∥∥∥
1∏

k=n

T̂k(λ)

∥∥∥∥∥
)

(4.6)

Тут трансфер-матрицi T̂k мають вигляд [6, 3, 12]:

T̂k(λ) =

 Uk−λ
|tn| − |tn−1|

|tn|

1 0

 ,

Що стосується типових значень показника Ляпунова γ ∼ R−1 ∼ D−1/2(t→

∞), де R — радiус локалiзацiї, нулi γ вказують на можливу делокалiзацiю

станiв (точнiше, умова γ = 0 є необхiдною, але недостатньою для делока-

лiзацiї станiв, див. напр. [6, 12]).
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Рисунок 3: Часовi залежностi дисперсiї D(t) (4.2) у подвiйному логарифмiчному масштабi. У всiх
цих розрахунках |V | = 1, θ = 900 i кiлькiсть вузлiв решiтки хоста N = 10000. Крива 1 (чорна лiнiя)
вiдповiдає G = |Γ| = 0, 5, експонента α = 1, 5 (див. (4.4)). Крива 2 (червона лiнiя) вiдповiдає G = 0, 5 i
|Γ| = 0, показник α = 0. Крива 3 (зелена лiнiя) вiдповiдає G = 0 i |Γ| = 0, 5, показник α = 0. Крива 4
(синя лiнiя) вiдповiдає G = 0, 5 i |Γ| = 1, показник α = 0; Крива 5 (блакитна лiнiя) вiдповiдає G = 1 i
|Γ| = 0, 5, показник α = 0;

Результати наших розрахункiв представленi на рис. 5. Ми бачимо, що

при θ = 900 поведiнка показника Ляпунова γ в околицi кореня γ(0) = 0 є

γ(λ) ∼ λβ, де β > 1. У той же час при θ = 00 i θ = 1800 показник поведiнки

Ляпунова γ в околi коренiв γ(±2) = 0 дорiвнює γ(λ) ∼ (±(2− λ))β, де

β < 1. У [6, 12] було показано, що такi коренеподiбнi сингулярностi можуть

не призводити до делокалiзацiї станiв.
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Рисунок 4: “Фазова дiаграма” на основi аналiзу залежностi показника α (4.4) вiд параметрiв G = |Γ|
i θ. Широкi вертикальнi суцiльнi лiнiї на θ = 00 i θ = 1800 вiдповiдають областi локалiзацiї (α = 0).

Рисунок 5: Часовi залежностi показника Ляпунова γ вiд енергiї λ. |V | = 1, G = |Γ| = 0, 5 i кiлькiсть
вузлiв решiтки хоста N = 10000. Чорна лiнiя вiдповiдає θ = 900. Червона лiнiя вiдповiдає θ = 00, а
зелена лiнiя вiдповiдає θ = 1800.
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5 Показник Ляпунова

Для того, щоб краще зрозумiти сенс показника Ляпунова, коротко

розглянемо димерну модель з розподiлом Бернулi. Припускається, що V (xn)

може приймати два значення ±V0 з ймовiрностями p i 1− p, т.е.

P (x = V0) = p, P (x = −V0) = 1− p.

V (xn) = V0 з ймовiрнiстю p i V (xn) = −V0 з ймовiрнiстю 1− p. При цьому

на V (xn) накладаються жорсткi кореляцiйнi умови

V (x2n) = V (x2n+1). (5.1)

Рiвняння Дiрака для такої системи має наступний вигляд:

iℏ
∂

∂t
Φ(x, t) = HΦ(x, t) =

(
cσxpx +mc2σz + V (x)I2

)
Φ(x, t) (5.2)

Тут σx, σz — матрицi Паулi, px = −iℏ ∂
∂x , I2 — одинична 2×2 матриця

,m — маса, c — швидкiсть свiтла, а Φ(x, t) — спiнорна хвильова функцiя:

Φ(x, t) =

 ϕ(1)(x, t)

ϕ(2)(x, t)

У дискретному випадку, перейшовши до безрозмiрних одиниць (ℏ = c = 1),

отримуємо систему рiвнянь:


−i
[
ϕ(2)(n, t)− ϕ(2)(n− 1, t)

]
+ (V (n) +m)ϕ(1)(n, t) = iℏ

∂ϕ(1)(n, t)

∂t

−i
[
ϕ(1)(n+ 1, t)− ϕ(1)(n, t)

]
+ (V (n)−m)ϕ(2)(n, t) = iℏ

∂ϕ(2)(n, t)

∂t
(5.3)

Тут V (n) = V (xn), ϕ(1,2)(n, t) = ϕ(1,2)(xn, t), n = 0, 1, . . . N − 1, де N —

загальна кiлькiсть вузлiв решiтки.
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Окремо розглянемо димерну модель з випадковими масами, а саме

одномiрний невпорядкований сплав, де маси можуть набувати два значення

±V0, причому m2n = m2n+1. Рiвняння (5.2) у такому разi ефективно може

бути записане у виглядi:


−i
[
ϕ(2)(n, t)− ϕ(2)(n− 1, t)

]
+ V (n)ϕ(1)(n, t) = iℏ

∂ϕ(1)(n, t)

∂t

−i
[
ϕ(1)(n+ 1, t)− ϕ(1)(n, t)

]
− V (n)ϕ(2)(n, t) = iℏ

∂ϕ(2)(n, t)

∂t

(5.4)

Вираз для α-го моменту має вигляд:

< xα±(t) >≡ x±(α, t) =
N−1∑
n=0

nα|Φ±(n, t)|2 =
N−1∑
n=0

nα
(
|ϕ(1)± (n, t)|2 + |ϕ(2)± (n, t)|2

)
.

Тут iндекс ”+” означає вирiшення завдання Кошi для (5.3), (5.4) з початко-

вими умовами ϕ(1)(n, 0) = δ(n, n0), ϕ(2)(n, 0) = 0, тобто. частка зi спином

“вгору” у початковий момент часу t = 0 локалiзована на вузлi n0, а ”−”

вiдповiдає випадку, коли ϕ(1)(n, 0) = 0, ϕ(2)(n, 0) = δ(n, n0), тобто. частка

зi спином "вниз"при t = 0 локалiзована на вузлi n0. Тодi:

D(t) =

〈∑
σ=±

[
xσ(2, t)− (xσ(1, t))

2
]〉

{ξ}

.

Тут ⟨. . .⟩{ξ} означає усереднення по реалiзацiї V (x).

D(t) також може бути обчислена в рамках стацiонарного рiвняння

Дiрака: (
cσxpx +mc2σz + V (x)I2

)
Φ(x, λ) = λΦ(x, λ)

Тут λ — власнi значення, а

Φ(x, λ) =

 ϕ(1)(x, λ)

ϕ(2)(x, λ)
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- власнi функцiї оператора H (див. (5.2)). У дискретному випадку для

моделi з випадковим потенцiалом отримуємо: −i
[
ϕ(2)(n, λ)− ϕ(2)(n− 1, λ)

]
+ (V (n) +m− λ)ϕ(1)(n, λ) = 0

−i
[
ϕ(1)(n+ 1, λ)− ϕ(1)(n, λ)

]
+ (V (n)−m− λ)ϕ(2)(n, λ) = 0,

(5.5)

а для моделi з випадковими масами: −i
[
ϕ(2)(n, λ)− ϕ(2)(n− 1, λ)

]
+ (V (n)− λ) phi(1)(n, λ) = 0

−i
[
ϕ(1)(n+ 1, λ)− ϕ(1)(n, λ)

]
+ (−V (n)− λ)ϕ(2)(n, λ) = 0.

(5.6)

Вираз для x±(α, t) у цьому випадку має вигляд:

x±(α, t) = (Φ0
±, e

−iHtxαeiHtΦ0
±) (5.7)

Аналогiчно (5.3) i (5.4) тут Φ0
± позначають хвильовi функцiї зi спином “вго-

ру” i “вниз”, локалiзованi на вузлi n0 :

Φ0
+ =

 δ(n, n0)

0
, Φ0

− =

 0

δ(n, n0)
.

Тодi (5.7) може бути записано у виглядi:

x±(α, t) =
N−1∑
n=0

nα

 1∑
µ=0

∣∣∣∣∣∑
λ

Φ∗(n0, λ)β
µΦ±(n, λ)e

iλt

∣∣∣∣∣
2
 .

Тут β0 = I2, β1 = σx, а

Φ+(n0, λ) =

 ϕ(1)(n0, λ)

0
, Φ−(n0, λ) =

 0

ϕ(2)(n0, λ).

Зауважимо, що вираз Φ∗(n0, λ)β
µΦ±(n, λ) (µ = 0, 1) являє собою двi першi

компоненти матрицi щiльностi заряду-струму j(λ). Тому x±(α, t) формаль-
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но можна записати у виглядi:

x±(α, t) =
N−1∑
n=0

nα |jµ(n0, n, t)|2 ,

де

jµ(n0, n, t) =
∑
λ

jµ(n0, n, λ)e
iλt.

Введемо трансфер-матрицi для рiвнянь (5.5) та (5.6), вiдповiдно:

Tk(E) =

 1 +m2 − (E − V (k))2 i(E − V (k) +m)

i(E − V (k)−m) 1



Tk(E) =

 1 + V (k)2 − E2 i(E + V (k))

i(E − V (k)) 1

 ,

де E - енергiя. Для даних трансфер-матриць має мiсце спiввiдношення:

Tk(E)

 ϕ(1)(k)

ϕ(2)(k − 1)

 =

 ϕ(1)(k + 1)

ϕ(2)(k)


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Рисунок 6: a) Залежнiсть показника Ляпунова (4.6) вiд E при рiзних значеннях амплiтуди потенцiалу
V0. 1 V0 = 0 (упорядкований випадок); 2 V0 = 1; 3 V0 =

√
2; 4 V0 = 1.8. б) Вгорi: залежнiсть мiнiмального

значення показника Ляпунова вiд амплiтуди потенцiалу V0. Внизу: залежнiсть показника α (4.4) вiд
V0. Всi результати стосується моделi з m = 0.
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Оскiльки радiус локалiзацiї ∼ 1/γ, то необхiдною умовою справакалi-

зацiї станiв є звернення gamma в нуль. Поведiнка γ(E) при n→ ∞ визна-

чається величиною модуля трейсу трансфер-матриць: |Tr(Tk(E))|. Розрi-

зняють три випадки 1) |Tr(Tk(E))| < 2 (елiптичнi матрицi) 2) |Tr(Tk(E))| =

2 (параболiчнi матрицi) та 3) |Tr(Tk(E))| > 2 (гiперболiчнi матрицi).

Розглянемо спершу модель з випадковим потенцiалом (5.5) i випадок,

коли m = 0. При E = V0 трансфер-матрицi мають вигляд:

Tk(V0) = T =

 1− (2V0)
2 2iV0

2iV0 1

 ,

якщо V (n) = V0 i Tk(V0) = I2, якщо V (n) = −V0 Оскiльки матрицi кому-

тують, то

γ(E) = lim
n→∞

1

n
log || (T)np || = p lim

n→∞
log (|| (T)np ||)1/np

Нагадаємо, що p - ймовiрнiсть того, що V (n) = V0. Власнi значення

T рiвнi:

λ1,2 = 1− 2V 2
0 ± 2V0

√
V 2
0 − 1

Як видно, |λ1,2| = 1 при V0 ≤ 1. Отже,

lim
n→∞

(
||
(
T+
)np ||)1/np = 1.

аналогiчно розглядається випадок, коли E = −V0. В результатi:

γ(E = ±V0) = p log 1 = 0.

Таким чином в iнтервалi 0 ≤ V0 ≤ 1 показник Ляпунова перетворюється

на нуль при E = ±V0.

Розглянемо тепер випадок m > 0. Введемо позначення: E − V0 = d,
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E + V0 = e та

T(E, d) =

 1 +m2 − d2 i(d+m)

i(d−m) 1

 , T(E, e) =

 1 +m2 − e2 i(e+m)

i(e−m) 1

 .

З умови |Tr(T(E, d))| < 2 (аналогiчно T(E, e)) випливає, що T(E, d)

i T(E, e) – елiптичнi при |d|, |e| ∈ (m,
√
4 +m2) i, отже , у цьому iнтервалi

γ(E) > 0. Виняток становить одна точка. Зауважимо, що через (5.1) V (n)

вузлах 2n i 2n+1 приймає однаковi значення. Отже, (4.6) входять квадрати

T(E, d), T(E, d).

Тодi

∣∣Tr (T(E, d)2
)∣∣ = |2 + d4 + 4m2 +m4 − 2d2(2 +m2)|.

Аналогiчно,

∣∣Tr (T(E, e)2
)∣∣ = |2 + e4 + 4m2 +m4 − 2e2(2 +m2)|.

З умов
∣∣Tr (T(E, d)2

)∣∣ = ∣∣Tr (T(E, e)2
)∣∣ = 2 (тобто квадрати обох

трансфер-матриць параболiчнi) слiд, що d, e = ±
√
2 +m2. Це означає, що

показник Ляпунова перетворюється на нуль при E = 0, якщо V0 =
√
2 +m2

. При m > 0 i V0 > 0 це єдина точка, в якiй γ(E) = 0

Для перевiрки отриманих результатiв залежностi γ(E) при рiзних

значеннях V0 були вивченi допомоги чисельного моделювання. Результати

представленi на Рис. 6.a, Рис. 7.a та Рис. 8.a.

У верхнiй частинi Рис. 6.б, представленi залежностi мiнiмального зна-

чення показника Ляпунова як функцiя V0:

γmin = min
E
γ(E)

Цi залежностi також були отриманi чисельно. Рис. 6.б вiдповiдає випадку,
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Рисунок 7: a) Залежнiсть показника Ляпунова (4.6) вiд енергiї E за рiзних значень амплiтуди по-
тенцiалу V0. 1 V0 = 0 (упорядкований випадок); 2 V0 = 1/

√
2; 3 V0 =

√
2 +m2. б) Вгорi: залежнiсть

мiнiмального значення показника Ляпунова вiд амплiтуди потенцiалу V0. Внизу: залежнiсть показника
α (4.4) вiд V0. Всi результати стосується моделi з m = 1.

коли m = 0. Як видно γmin → 0 при V0 ≲ 1.75.

Приm = 1 (Мал. 7.б) iснують двi областi, де γmin → 0: околицi V0 = 0

та околицi V0 =
√
2 +m2. Iнших областей, де γ(E) → 0, немає.

Розглянемо тепер модель "випадкових мас". При E = V0 трансфер-

матрицi мають вигляд:

T+ =

 1 2iV0

0 1

 ,

якщо V (k) = V0 i

T− =

 1 0

2iV0 1

 ,

якщо V (k) = −V0. |Tr (T+)| = |Tr (T−)| = 2, незалежно вiд V0. Отже, за

будь-яких значень амплiтуди потенцiалу трансфер-матрицi є параболiчни-

ми. Аналогiчний результат виходить за E = −V0.

Залежнiсть мiнiмального значення показника Ляпунова як функцiя

V0 для моделi випадкових мас представлена на Рис. 8.б. Як видно, γmin

осциллює у широкому дiапазонi V0, залишаючись при цьому ≪ 1.
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Рисунок 8: a) Залежнiсть показника Ляпунова (4.6) вiд енергiї. 1 V0 = 0 (упорядкований випадок); 2
V0 = 1; 3 V0 = 3. б) Вгорi: залежнiсть мiнiмального значення показника Ляпунова вiд амплiтуди потен-
цiалу V0. Внизу: залежнiсть показника α (4.4) вiд V0. Усi результати вiдноситься до моделi випадкових
мас.

Для того, щоб точки (або iнтервали) спектру, де γ(Ẽ) = 0 проявили

себе в динамiцi системи, що вивчається, необхiдно, щоб щiльнiсть станiв

при вiдповiдних значеннях енергiї Ẽ була вiдмiнна вiд нуля: ρ(Ẽ) ̸= 0.

Нами були отриманi чисельнi залежностi ρ(E) при рiзних значеннях ам-

плiтуди потенцiалу V0. На Рис. 9.a представлена залежнiсть ρ(E) при V0 =
√
2 +m2. В силу симетрiї системи, що вивчається ρ(E) = ρ(−E). Тому

для наочностi на графiку показана залежнiсть ρ(E) при E > 0. Ка видно,

ρ(E) > 0 при E = 0.
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Рис. 9.б представлена аналогiчна залежнiсть при V0 = 1/
√
2. Стрiлки

позначенi значення енергiй, отриманi в роботах [8, 10]. З точнiстю прове-

деного чисельного моделювання можна стверджувати, що в цих точках

ρ(Ẽ) = 0. Це ще раз пiдтверджує, що при m > 0 iснує єдине вiдмiнне вiд

нуля значення амплiтуди потенцiалу V0 =
√
2 +m2, при якому можлива

делокалiзацiя станiв.
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Рисунок 9: Щiльнiсть станiв за рiзних значень амплiтуди потенцiалу V0. a) V0 =

√
2 +m2. б) V0 =

1/
√
2. Червоними стрiлками позначенi точки, де γ(E) може звертатися в нуль. В обох випадках маса

m = 1.

Аналiз залежностi дисперсiї D вiд часу t при t≫ 1 дозволяє зробити

висновок про характер транспорту в системi, що вивчається. Розрiзняють

п’ять рiзних режимiв:

• D(t) → const, тобто. α = 0. Тут має мiсце локалiзацiя станiв.

• D(t) ∼ tα, де 0 < α < 1 — субдифузiйний режим.

• D(t) ∼ t — дифузiйний режим.

• D(t) ∼ tα, де 1 < α < 2 — суперфузiйний режим.

• D(t) ∼ t2 — балiстичний режим, що вiдповiдає вiльному руху.
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Рисунок 10: Приклади отриманих залежностей D(t). Крива 1 вiдповiдає випадку, коли локалiзацiя
станiв вiдсутня, а крива 2— локалiзацiї станiв. Для наочностi цi кривi наведено одному графiку, але у
рiзних масштабах.

Приклади чисельно отриманих залежностейD(t) представленi Рис. 10.

Крива 1 вiдповiдає випадку, коли локалiзацiя станiв вiдсутня, а крива 2—

локалiзацiї станiв. Зауважимо, що з наочностi цi кривi наведено на одному

графiку, але у рiзних масштабах. Отриманi данi апроксимувалися функцi-

єю:

D(t) = c0t
α. (5.8)

Залежнiсть показника ступеня α вiд амплiтуди потенцiалу V0 при

m = 0 наведена внизу Рис. 6.б. Як видно, при m = 0 параметр α ≳ 3/2 в

iнтервалi 0 ≤ V0 ≲ 1.7. Отже, у цьому дiапазонi реалiзується суперфузiй-

ний режим. За V0 > 1.7 вiдбувається локалiзацiя станiв.

Внизу на Рис. 7.б представлена аналогiчна залежнiсть при m = 1.

Iснують двi областi, де стани справакалiзованi V0 ≲ 0.4 i 1.4 ≲ V0 ≲ 2. Ва-

жливо, що залежностi α вiд V0 добре корелюють з поведiнкою γmin (див.

верхнi графiки на Рис. 6.б, Рис. 7. б). Областi дiлалiзацiї станiв вiдповiда-

ють iнтервалам, де γmin → 0.

Окремий iнтерес представляє модель "випадкових мас". Як зазнача-
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лося вище, α ≳ 3/2 у широкому дiапазонi V0 (див. нижню частину Рис. 8.б.

Параметр c0 (5.8) експоненцiйно швидко зменшується зi зростанням V0

(див. рис. 11). Фiзично c0 має значення квадрата швидкостi. Тому можна

сказати, що зi зростанням амплiтуди V0 експоненцiйно швидко починає зро-

стати ефективна маса, сповiльнюючи рух частинок. В результатi часи, на

яких може настати локалiзацiя станiв, стають бiльшими.

Вивчено динамiку руху частинок в одномiрнiй моделi Дiрака з ви-

падковим димерним потенцiалом. Показано, що за певного поєднання па-

раметрiв реалiзується суперфузiйний режим транспорту з досить великим

значенням показника ступеня (α ≈ 1.7). На пiдставi цього можна зроби-

ти висновок про те, що випадковий димерний потенцiал слабо впливає на

транспортнi характеристики системи, що вивчається.

Є пiдстави вважати, що така незвичайна поведiнка транспорту мо-

же виявитися i в iнших властивостях цiєї моделi. Наприклад, у провiдних

властивостях.
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Рисунок 11: Залежнiсть параметра c0 (див. (5.8)) вiд V0 до моделi “випадкових мас”.
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6 Висновки

Дослiджено транспортнi властивостi електронiв у одновимiрному не-

впорядкованому ланцюзi в рамках одночастинкового рiвняння Шредiнге-

ра. У представленiй моделi безлад викликаний впливом дефектiв, домiшок

або фононiв на позицiї iонiв, що утворюють ланцюг решiтки. Ми показали,

що такий безлад впливає як на значення локального потенцiалу U , так i

на тунельнi iнтеграли t. Саме завдяки кореляцiї мiж випадковими U i t

транспорт електронiв стає можливим. Дослiджено вплив параметрiв моде-

лi на цей транспорт. Встановлено областi локалiзацiї, супердифузiйного та

субдифузiйного транспорту. Показано, що для певних комбiнацiй параме-

трiв моделi (|V | = 1, G = |Γ| > 0, 5 i для θ = 00, 1800) транспорт електронiв

неможливий, незважаючи на те, що показник Ляпунова дорiвнює нулю в

розглянутiй областi енергiї.
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