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1 Унiтарний та ортогональний оператори.

Означення 1.1 Лiнiйний оператор f : L → L в евклiдовому
(вiдповiдно, унiтарному) просторi називаєтся ортогональ-
ним, ящо вiн має обернений i обернений збiгається iз спря-
женим.

Теорема 1.1 Лiнiйний оператор f в eвклiдовому (вiдповiдно,
унiтарному) просторi L є ортогональним (вiдповiдно, унi-
тарним) тодi i тiльки тодi, коли для будь-яких векторiв
x, y ∈ L виконується рiвнiсть

(f(x), f(y)) = (x, y). (1)

Доведення. За визначенням спряженого оператора, для
любого оператора f i для будь-яких векторiв x, y виконується
рiвнiсть

(f(x), f(y)) = (x, (f ∗ · f)(y)). (2)

Отже, коли оператор є ортогональним (вiдповiдно, унiтарним),
тобто має обернений i f ∗ = f−1, тодi iз (2) випливає (1).

Якщо для будь-яких векторiв виконується рiвнiсть (1), тодi
для будь-яких векторiв виконується рiвнiсть (x, y) = (x, (f ∗ ·
f)(y) i, вiдповiдно, рiвнiсть (x, y − (f ∗ · f)(y) = 0. Остання
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рiвнiсть повiнна виконуватися i для вектора x = y−(f ∗ ·f)(y).
Таким чином,

(y−(f ∗·f)(y), y−(f ∗·f)(y)) = 0, y−(f ∗·f)(y) = 0, y = (f ∗·f)(y).

З останньої рiвностi випливає, що оператор f має обернений i
цей обернений збiгається iз спряженим.

Наслiдок 1.1 (iз теореми (1.1)) Обмеження ортогонально-
го (вiдповiдно, унiтарного) оператора на iнварiантний пiд-
простiр також є ортогональним (вiдповiдно, унiтарним) опе-
ратором.

Доведення. Дiйсно, якщо рiвнiсть (1) виконується для всiх
векторiв x, y лiнiйного простору, то вона виконується i для всiх
векторiв пiдпростору.

Теорема 1.2 (про властивiсть власних чисел ортогонального i унiтарного операторiв)
Модуль власного числа ортогонального (вiдповiдно, унiтарно-
го) оператора дорiвнює 1.

Доведення. Беремо ненульовий власний вектор a ортого-
нального чи унiтарного оператора f i пiдраховуємо (a, a):

(a, a) = (f(a), f(a)) = (λa, λa) = |λ|2(a, a).

Оскiльки (a, a) > 0, то рiвнiсть (a, a) = |λ|2(a, a) можна ско-
ротити на (a, a) i одержати |λ|2 = 1.

Теорема 1.3 Ортогональне доповнення до iнварiантного пiд-
простору ортогонального (вiдповiдно, унiтарного) оператора
є iнварiантним пiдпростором.
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Доведення. Нехай f ортогоналний чи унiтарний оператор,
U — його iнварiантний пiдпростiр i V = U⊥ ортогональне до-
повнення до U . Потрiбно довести, що для будь-якого y ∈ V
буде f(y) ∈ V , тобто для будь-якого x ∈ U буде виконуватися
рiвнiсть (f(y), x) = 0.

Дiйсно, нехай x ∈ U, y ∈ V . Тодi за наслiдком 1.1 iз тео-
рeми 1.1 буде f−1(x) ∈ U i

(f(y), x) = (y, f−1(x)) = 0.

Теорема 1.4 (про властивiсть власних векторiв ортогонального i унiтарного операторiв)
Власнi вектори, що вiдповiдають рiзним власним значенням
ортогонального (вiдповiдно, унiтарного) оператора взаємно
ортогональнi.

Доведення. Нехай f ортогональний чи унiтарний опера-
тор, λ1, λ2 — два його рiзнi власнi числа i e1, e2 — два власнi
вектори, що вiдповiдають цим власним числам, тобто

f(e1) = λ1e1, f(e2) = λ2e2, λ1 ̸= λ2.

Тодi

(e1, e2) = (f(e1), f(e2)) = (λ1e1, λ2e2) = λ1λ2(e1, e2).

Припущення (e1, e2) ̸= 0 дозволяє записати

λ1λ2 = 1.

Звiдси, враховуючи, що λ2λ2 = 1, одержуємо суперечнiсть:
λ1 = λ2.

Теорема 1.5 (спектральна теорема для унiтарних операторiв)
Для унiтарного оператора iснує ортонормований базис, що
складається iз власних векторiв.
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Доведення. Спочатку доводимо, що сума власних пiдпро-
сторiв є увесь простiр. Дiйсно, якби це було не так, то сума
власних пiдпросторiв як iнварiантний пiдпростiр мав би нену-
льове ортогональне доповнення, яке саме (згiдно теореми 1.3)
є iнварiантним пiдпростором в якому є ненульовий власний ве-
ктор, що суперечить тому, що всi власнi вектори знаходяться
у сумi всiх власних пiдпросторiв.

Далi вибираємо в кожному власному пiдпросторi ортонор-
мований базис. Об’єднуємо цi базиси одержуємо базис всього
простору. Вектори iз одного власного пiдпростору ортогональ-
нi за вибором. А вектори iз рiзних власних пiдпросторiв орто-
гоналнi за теоремою про властивiсть власних векторiв унiтар-
ного оператора.

Таким чином, ми побудували ортонормований базис всьо-
го простору, що складається iз власних векторiв унiтарного
оператора.

Теорема 1.6 (спектральна теорема для ортогональних операторiв)
Якщо f ортогональний оператор на евклiдовому лiнiйному
просторi L, то L можна представити у вигляд ортогональ-
ної суми одновимiрних i двовимiрних iнварiантних пiдпро-
сторiв.

Доведення.
Доведення проводимо методом вiд протилежого. Припусти-

мо, що L не розкладається у ортогональну суму одновимiрних
i двовимiрних iнварiантних пiдпросторiв. Тодi вiдiлимо в L ма-
ксимальну суму U одновимiрних i двовимiрних iнварiантних
пiдпросторiв (жоден бiльший пiдпростiр уже не розкладається
в таку суму). Сума iнварiантних пiдпросторiв знову є iнварiан-
тним пiдпростором. Тому за теоремою 1.3 також ортогональ-
не доповнення U⊥ до U є iнварiантним пiдпростором. Якщо
U⊥ має одновимiрний чи двовимiрний iнварiантний пiдпростiр

4



V ⊆ U⊥, тодi U + V ⊃ U є ортогональною сумою одновимiр-
них i двовимiрних iнварiантних пiдпросторiв, що суперечить
допущенню про максимальнiсть U . Отже U⊥ не має нi одно-
вимiрних нi двовимiрних iнварiантних пiдпросторiв.

Теорема буде доведена, коли ми переконаємося, що таке є
неможливим, тобто

Лема 1.1 Для кожного ортогонального оператора f на не-
нульовому проосторi L в L iснує одновимiрний або двовимiр-
ний iнварiантний пiдпростiр.

Доведення. При доведеннi лема використовується так зва-
ний “процес комплексифiкацiї“.

В процесi коплексифiкацiї за евклiдовим лiнiйним просторм
L i ортогональним оператором f : L → L будуються унiтар-
ний простiр L1 i унiтарний оператор f1 : L1 → L1 наступним
чином: L1 = L+ iL = {z = x+ iy|x ∈ L, y ∈ L},

z = x+ iy ∈ L1 ⇒ f1(z) = f1(x+ iy) = f(x) + if(y).

Операцiї в L1 вводяться природним чином, перевiрка лiнiй-
ностi простору L1 лiнiйного оператора f1 не повиннi викликати
труднощiв. Перевiрими унiтарнiсть f1.

Для x1, x2, y1, y2 ∈ L

(x1 + iy1, x2 + iy2) = (x1x2)− i(x1y2) + i(x2y1) + (x2y2) =

(f(x1), f(x2))−i(f(x1), f(y2))+i(f(x2)f(y1))+(f(x2), f(y2)) = (f1(x1+iy1), f1(x2+iy2)).

Перевiрка унiтарностi закiнчена.
Унiтарний оператор f1 має власне число λ i власний вектор

c = a+ ib ̸= 0 i f1(c) = f(a) + if(b) = λ(a+ ib).
У випадку, коли λ — дiйсне число, буде f(a) = λa, f(b) =

λb, тобто f має власний вектор i, вiдповiдно, одновимiрний
iнварiантний пiдпростiр.
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Розглянемо випадко, коли вектори a, b лiнiйно залежнi (для
визначеностi, нехай a = αb, α ∈ R.) Тодi вектор

c = a+ ib = αb+ ib = (α+ i)b

є власним для f1. Звiдси випливає, що вектор b є власним для
f1, а звiдси випливає, що вектор b є власним для f . Отже i в
цьому випадку лiнiйний оператор f має ненульовий власний
вектор i, вiдповiдно, одновимiрний iнварiантний пiдпростiр.

Лишилося розглянути випадок, коли λ не є дiйсним числом
— λ = α + iβ, β ̸= 0, а вектори a, b лiнiйно незалежнi. В
цьому випадку

f1(c) = (a+ ib)(α + iβ) = (aα− bβ) + i(aβ + bα).

Тому
f(a) = aα− bβ, f(b) = aβ + bα. (3)

Рiвностi 3 доводять, що лiнiйна оболонка векторiв a, b є дво-
вимiрним iнварiантним пiдпростором оператора f в лiнiйном
упросторi L.

Лема доведена, а з нею закiнчене доведення i всiєї теореми.

2 Унiтарнi та ортогональнi матрицi.

Якщо A — матриця, то позначимо через AT транспоновану до
A матрицю а через A — матрицю, що комплексно спряжена
до A.

Означення 2.1 Комплексна матриця A називається унiтар-
ною, якщо виконується рiвнiсть

A · AT
= E, A

T
= A−1. (4)
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Означення 2.2 Дiйсна матриця A називається ортогональ-
ною, якщо виконується рiвнiсть

A · AT = E, AT = A−1. (5)

Теорема 2.1 Кожна ортогональна матриця є матрицею де-
якого ортогонального оператора в ортонормованому базисi.
Матриця кожного ортогонального оператора в ортонормо-
ваному базисi ортогональна. Кожна унiратна матриця є ма-
трицею деякого унiтарного оператора. Матриця кожного унi-
тарного оператора в ортормованому базисi унiтарна.

Доведення. Оскiльки i ортогональний i унiтарний опера-
тори зберiгають скалярний добуток, то вони переводять векто-
ри ортонормованого базису в вектори ортоноромованого бази-
су.

Якщо Af — матриця оператора f в деякому ортонормовано-
му базисi e1, e2, . . . , en, то в дiйсному просторi на перетинi i−го
рядка i j−го стовпчика матрицi Af · AT

f стоїсть (f(ei), f(ej)).
А в комплесному просторi на перетинi i−го рядка i j−го стов-
пчика матрицi Af · Af

T стоїть (f(ei), f(ej)).
З цих фактiв i випливає твердження теореми.

Теорема 2.2 Дiйсна (вiдповiдно, комплексна) матриця C є
ортогональною (вiдповiдно, унiтарною) тодi i тiльки тодi,
коли вана є матрицею переходу вiд ортонормованого базису
до ортонормованого.

Доведення. Твердження випливає з того, що кожну невиро-
джену матрицю C можна розглядати як матрицю переходу
вiд деякого ортонормованого базису e1, e2, ldots, en до iншого
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базису u1, u2, . . . , un. А в такому випадку матриця

D =


(u1, u1) (u1, u2) . . . (u1, un)
(u2, u1) (u2, u2) . . . (u2, un)
. . .

(un, u1) (un, u2) . . . (un, un)


є добутком D = CTC в дiйсному просторi i D = CTC в ком-
плексному просторi.

Iз спектральних теорем для унiтарного i для ортогонально-
го операторiв випливають вiдповiднi теореми для ортогональ-
них та унiтарних матриць.

Теорема 2.3 Для кожної унiтарної матрицi A iснує унi-
тарна матриця C така, що матриця c−1AC = B дiагональ-
на i по дiагоналi стоять комплекснi числа, модуль яких до-
рiвнє 1.

Доведення. За матрицю C можна взяти матрицю переходу
до ортоормованого базису iз власних векторiв матрицi A.

Теорема 2.4 Для кожної ортогональної матрицi A iснує ор-
тогональна матриця C така, що матриця C−1AC = B бло-
чно дiагональна 

A 0 . . . 0
0 B . . . 0
. . .
0 0 . . . C

 ,

причому по диагоналi стоять або +1, або −1, або матрицi
вигляду (

cos t sin t
− sin t cos t

)
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Доведення. Для доведення вважаємо ортогональну матри-
цю A матрицею ортогонального оператора f . Розкладаємо лi-
нiйний простiр в ортогональну суму одновимiрних та двови-
мiрних iнварiантних пiдпросторiв. Будуємо новий базис, що
утворюється об’єднанням ортонормованих базисiв побудова-
них пiдпросторiв. Тодi за матрицю C можна взяти матрицю
переходу до цього нового ортонормованого базису.

3 Приклади.

Приклад 3.1 Привести ортогональну матрицю

A =
1√
13

(
2 −3
3 2

)
до канонiчного вигляду.

Задана матриця вже знаходиться в канонiчному виглядi:

A =
1√
13

(
2 −3
3 2

)
=

(
cosφ sinφ
− sinφ cosφ

)
, cosφ =

1√
13

, sinφ =
−3√
13

.

Приклад 3.2 Привести ортогональну матрицю

A =
1√
13

(
2 −3
−3 −2

)
до канонiчного вигляду.

Шукаємо характеристичний многочлен матрицi A:

χ(λ) = det(A− λE) = det

(
2√
13
− λ −3√

13
−3√
13

−2√
13

− λ

)
= λ2 − 1.

Далi шукаємо ртонормований базис iз власних векторiв ма-
трицi A.
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Коренями характеристичного многочлена є +1 та –1. Шу-
каємо власний вектор, (x, y), який вiдповiдає власному чилу
+1. Для цього розв’язуємо систему рiвнянь(

2√
13

− 1 −3√
13

−3√
13

−2√
13
− 1

)
·
(

x
y

)
= 0 ⇔

(
2−

√
13 −3

−3 −2−
√
13

)
·
(

x
y

)
= 0 ⇔

⇔ (2−
√
13)x− 3y = 0.

Базис простору розв’язкiв останнього рiвняння — (3, 2 −√
13). Нормуємо одержаний вектор i записуємо перший вектор

iз ортонормованого базису, що складається iз власний веторiв
матрицi A:

e1 =

(
3√

26− 4
√
13

,
2−

√
13√

26− 4
√
13

)
.

Другий базисний ветор повинен бути ортогональним до пер-
шого. Тому його можна записати без обчислень:

e2 =

(
−2 +

√
13√

26− 4
√
13

,
3√

26− 4
√
13

)
.

Записуємо координати одержаних векторiв по стовпчиках

C =

 3√
26−4

√
13

−2+
√
13√

26−4
√
13

2−
√
13√

26−4
√
13

3√
26−4

√
13

 .

Канонiчним виглядом матрицi A буде матриця

B = C−1AC = CTAC =

(
1 0
0 −1

)
.

Приклад 3.3 Привести ортогональну матрицю

A =

(
cosφ sinφ
sinφ −cosφ

)
до канонiчного вигляду.
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Шукаємо характеристичний многочлен матрицi A:

χ(λ) = det(A−λE) = det

(
cosφ− λ sinφ
sinφ − cosφ− λ

)
= λ2−1.

Шукаємо власний вектор, (x, y), який вiдповiдає власному чи-
лу +1. Для цього розв’язуємо систему рiвнянь

(A− λE) =

(
cosφ− 1 sinφ
sinφ − cosφ− 1

)(
x
y

)
= 0. (6)

При розв’язуваннi рiвняння (6) будемо користуватися насту-
пними тригонометричними формулами

1+cosφ = 2 cos2
φ

2
, 1−cosφ = 2 sin2

φ

2
, sinφ = 2 cos

φ

2
sin

φ

2
.

Виписанi тригонометричнi формули дозволяють переписати
рiвняня (6) наступним чином

(A− λE) =

(
−2 sin2 φ

2 2 cos φ
2 sin

φ
2

2 cos φ
2 sin

φ
2 −2 cos2 φ

2

)(
x
y

)
= 0. (7)

З останньої однорiдної системи двох рiвнянь з двома невiдоми-
ми (що записана у матричному виглядi) (7) одержуємо перший
власний вектор

e1 =
(
cos

φ

2
, sin

φ

2

)
Другий власний вектор можна одержати як перпендикуляр-
ний до першого

e2 =
(
− sin

φ

2
, cos

φ

2

)
Оскiльки вектори e1, e2 уже нормованi, то їх нормувати не по-
трiбно i можна зразу писати матрицю переходу до ортонормо-
ваного базису iз власних векторiв:

C =

(
cos φ

2 − sin φ
2

sin φ
2 cos φ

2

)
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Канонiчним виглядом матрицi A буде матриця

B = C−1AC = CTAC =

(
1 0
0 −1

)
.
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