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Вступ

Збiрник мiстить елементарнi базовi задачi курсу рiманової геометрiї з насту-
пних тем: 1) рiманова метрика i перетворення координат, 2) довжина кривої,
кут мiж кривими i площа/об’єм областей на рiмановому многовидi, 3) рiманова
метрика, що iндукована зануренням, 4) геодезичнi лiнiї та паралельне перенесе-
ння на многовидах з афiнною зв’язнiстю, 5) зв’язнiсть Левi-Чивiти, геодезичнi
лiнiї та паралельне перенесення на рiманових многовидах, 6) кривини рiмано-
вих многовидiв, 7) поля Якобi уздовж геодезичних на рiманових многовидах.
За кожною з вказаних тем представлено потрiбний теоретичний матерiал, на-
ведено приклад розв’язання конкретної задачi та сформульовано перелiк задач
для подальшого самостiйного опрацювання.

Розв’язання запропонованих задач дозволить оволодiти основними метода-
ми безпосереднього обчислення фундаментальних геометричних конструкцiй
на рiманових многовидах, проiлюструвати та закрiпити теоретичний матерi-
ал, конкретизувати змiст основоположних iдей, означень i тверджень рiманової
геометрiї.

Задачi можуть включатися в лекцiйнi курси з рiманової геометрiї та, в яко-
стi додаткового матерiалу, в курси з дифереренцiальної геометрiї. Також вони
можуть бути використанi в контрольних та iндивiдуальних завданнях або для
самостiйної роботи студентiв.

Розв’язання бiльшостi задач i проведення вiдповiдних обчислень може бути
виконане за допомогою стандартних комп’ютерних програм символьних ма-
тематичних обчислень, що робить доцiльним їх використання для вивчення i
демонстрацiї розширених можливостей вiдповiдних комп’ютерних програм в
спецiальних курсах з прикладної геометрiї.

Посiбник мiстить перелiк лiтератури, що може бути рекомендована до озна-
йомлення при розв’язаннi наведених задач.

Назагал, збiрник задач може бути корисним студентам, що слухають кур-
си з диференцiальної та/або рiманової геометрiї на математичних факультетах
унiверситетiв, а також усiм студентам природничих спецiальностей, що цiкав-
ляться рiмановою геометрiєю.
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1 Рiманова метрика – означення

Нехай g – бiлiнiйна диференцiальна форма на многовидi Mm. В локальних
координатах (u1, ..., um) на многовидi Mm форма g задається у виглядi1

g = gijdu
iduj

i представляється матрицею коефiцiєнтiв (матрицею Грама)

G =

 g11 . . . g1m
... ...
gm1 . . . gmm

 .

Бiлiнiйна диференцiальна форма на многовидi Mm є псевдорiмановою ме-
трикою, якщо вона є невиродженою i симетричною:

1) detG ̸= 0, тобто

det

 g11 . . . g1m
... ...
gm1 . . . gmm

 ̸= 0,

2) Gt = G, тобто g11 . . . gm1
... ...
g1m . . . gmm

 =

 g11 . . . g1m
... ...
gm1 . . . gmm


або, що те ж саме gij = gji для будь-яких i та j вiд 1 до m. Бiлiнiйна ди-

ференцiальна форма g на многовидi Mm є рiмановою метрикою, якщо вона є
додатно визначеною i симетричною:

1) матриця G – додатно визначена, тобто, наприклад, виконуються умови
(критерiй Сильвестра)

g11 > 0, det

(
g11 g12
g21 g22

)
> 0, . . . , det

 g11 . . . g1m
... ...
gm1 . . . gmm

 > 0,

або усi власнi значення матрицi G (що дiйснi в силу симетричностi цiєї матрицi)
є додатними;

2) Gt = G, тобто g11 . . . gm1
... ...
g1m . . . gmm

 =

 g11 . . . g1m
... ...
gm1 . . . gmm

 .

1Тут i далi використовується правило Ейнштейна: якщо в тензорному запису якийсь iндекс зустрiчається
двiчi, один раз вгорi та один раз внизу, то за цим iндексом мається на увазi сума. Наприклад, запис gijdu

iduj

означає
m∑

i,j=1

gijdu
iduj .
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Задача-приклад. Розглянемо на площинi R2 наступнi бiлiнiйнi диференцi-
альнi форми:

1) g = (du1)2 + (du2)2

2) g = du1du2 + du2du1

3) g = (du1)2 + 3du1du2 − u1du2du1 + (du2)2

4) g = (du1)2 + (u1)2(du2)2

Проаналiзувати, якi з цих бiлiнiйних диференцiальних форм є псевдорiма-
новими метриками або рiмановими метриками на площинi R2.

Розв’язання.
1) Запишемо матрицю коефiцiентiв заданої диференцiальної форми:

G =

(
1 0
0 1

)
Ця матриця є симетричною i додатно визначеною. Тому задана бiлiнiйна

диференцiальна форма g представляє собою рiманову метрику на площинi R2.
2) Запишемо матрицю коефiцiентiв заданої диференцiальної форми:

G =

(
0 1
1 0

)
Ця матриця є симетричною i невиродженою. Тому задана бiлiнiйна диферен-

цiальна форма представляє собою псевдорiманову метрику на площинi R2.
В той же час, матриця G не є додатно визначеною, тому задана бiлiнiйна

диференцiальна форма g не є рiмановою метрикою на площинi R2.
3) Запишемо матрицю коефiцiентiв заданої диференцiальної форми:

G =

(
1 3
−1 1

)
Ця матриця не є симетричною. Тому задана бiлiнiйна диференцiальна форма

g не може представляти собою нi рiманову метрику, анi псевдорiманову метрику
на площинi R2.

4) Запишемо матрицю коефiцiентiв заданої диференцiальної форми:

G =

(
1 0
0 (u1)2

)
Ця матриця є симетричною. Але вона не є невиродженою, оскiльки detG = 0

при u1 = 0. Тому задана бiлiнiйна диференцiальна форма g не представляє
собою нi рiманову метрику, анi псевдорiманову метрику на площинi R2.

Якщо ж замiсть площини R2 обмежитись якоюсь областю Ω ⊂ R2, що не
мiстить точок з u1 = 0, то тодi матриця G буде додатно визначеною, i тому
задана бiлiнiйна диференцiальна форма g буде представляти собою рiманову
метрику на областi Ω.
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Задача 1.1. Обґрунтувати те, що наступнi бiлiнiйнi диференцiальнi форми,
кожна з яких задана у вiдповiднiй областi Ω ⊂ Rm, є рiмановими метриками:

1) Евклiдовий простiр Em, декартовi координати

g = (du1)2 + . . .+ (dum)2, Ω = Rm

2) Евклiдова площина E2, полярнi координати

g = (du1)2 + (u1)2(du2)2, Ω =
{
(u1, u2) ∈ R2 | u1 > 0

}
3.1) Двовимiрна сфера S2, “географiчнi” координати (тут i далi постiйний

параметр r > 0, якщо не вказане iнше)

g = r2(du1)2 + r2 cos2 u1(du2)2,

Ω =
{
(u1, u2) ∈ R2 | −π

2 < u1 < π
2 , 0 < u2 < 2π

}
3.2) Тривимiрна сфера S3, “географiчнi” координати

g = r2(du1)2 + r2 cos2 u1(du2)2 + r2 cos2 u1 cos2 u2(du3)2,

Ω =
{
(u1, u2, u3) ∈ R3 | −π

2 < u1, u2 < π
2 , 0 < u3 < 2π

}
4.1) Площина Лобачевського (або гiперболiчна площина) H2, модель Пуан-

каре у напiвплощинi

g =
r2

(u2)2
(du1)2 +

r2

(u2)2
(du2)2, Ω = R2

+ =
{
(u1, u2) ∈ R2 | u2 > 0

}
4.2) Простiр Лобачевського (або гiперболiчний простiр) Hm, модель Пуан-

каре у напiвпросторi

g =
r2

(um)2
(du1)2 + . . .+

r2

(um)2
(dum)2,

Ω = Rm
+ =

{
(u1, . . . , um) ∈ Rm | um > 0

}
5) Площина Лобачевського H2, орiциклiчнi кординати

g = (du1)2 + e−2u1

(du2)2, Ω = R2

6.1) Добуток двовимiрної сфери та евклiдової прямої S2 × E1

g = (du1)2 + cos2 u1(du2)2 + (du3)2,

Ω =
{
(u1, u2, u3) ∈ R3 | −π

2 < u1 < π
2 , 0 < u2 < 2π

}
6.2) Добуток площини Лобачевського i евклiдової прямої H2 × E1

g = (du1)2 + e−2u1

(du2)2 + (du3)2, Ω = R3
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7.1) Спецiальна “терстонiвська” геометрiя Nil

g = (du1)2 + (1 + (u1)2)(du2)2 − 2u1du2du3 + (du3)2, Ω = R3

7.2) Спецiальна “терстонiвська” геометрiя Sol

g = e2u
3

(du1)2 + e−2u3

(du2)2 + (du3)2, Ω = R3

7.3) Спецiальна “терстонiвська” геометрiя S̃L2R

g =
2

(u2)2
(du1)2 +

2

(u2)
du1du3 +

1

(u2)2
(du2)2 + (du3)2,

Ω = R3
+ =

{
(u1, u2, u3) ∈ R3 | u2 > 0

}
Задача 1.2. Обґрунтувати те, що наступнi бiлiнiйнi диференцiальнi фор-

ми, кожна з яких задана у вiдповiднiй областi Ω ⊂ Rm, є псевдорiмановими
метриками, але не є рiмановими метриками:

1) Псевдоевклiдовий простiр Em1,m2, декартовi координати

g = (du1)2 + . . .+ (dum1)2 − (dum1+1)2 − . . .− (dum1+m2)2, Ω = Rm1+m2

2) Простiр-час Лоренца – Мiнковського E1,3

g = (du1)2 − (du2)2 − (du3)2 − (du4)2, Ω = R4

3.1) Площина де Сiттера dS2

g = −r2(du1)2 + r2 ch2 u1(du2)2, Ω = R2

3.2) Простiр де Сiттера dS3

g = −r2(du1)2 + r2 ch2 u1(du2)2 + r2 ch2 u1 cos2 u2(du3)2,

Ω =
{
(u1, u2, u3) ∈ R3 | −π

2 < u2 < π
2

}
4.1) Площина антi де Сiттера AdS2

g = r2(du1)2 − r2 ch2 u1(du2)2, Ω = R2

4.2) Простiр антi де Сiттера AdS3

g = r2(du1)2 − r2 ch2 u1(du2)2 − r2 ch2 u1 cos2 u2(du3)2,

Ω =
{
(u1, u2, u3) ∈ R3 | −π

2 < u2 < π
2

}
5) Простiр-час Шварцшильда (де r0 > 0)

g =
(
1− r0

u2

)
(du1)2 −

(
1− r0

u2

)−1

(du2)2 − (u2)2(du3)2 − (u2)2 sin2 u3(du4)2,

Ω =
{
(u1, . . . , u4) ∈ R4 | u2 > r0, 0 < u3 < π

}
8



2 Рiманова метрика, що iндукована зануренням

Нехай задане занурення F : Mm → Nn многовида Mm у рiмановий многовид
(Nn, g), яке в локальних координатах (u1, . . . , um) на Mm i (v1, . . . , vn) на Nn

представлене гладкими класу C1 функцiями
v1 = v1(u1, . . . , um)
...
vn = vn(u1, . . . , um)

, Rank

 ∂v1

∂u1 . . . ∂v1

∂um

... ...
∂vn

∂u1 . . . ∂vn

∂um

 ≡ m,

де умова на ранг матрицi Якобi випливає з означення занурення. Рiманова
метрика h = hijdu

iduj на многовидi Mm, що iндукована зануренням F з рi-
манової метрики g = gkldv

kdvl на многовидi Nn (або перша фундаментальна
форма цього занурення), визначається наступним спiввiдношенням: h11 . . . h1m

... ...
hm1 . . . hmm

 =

 ∂v1

∂u1 . . . ∂vn

∂u1

... ...
∂v1

∂um . . . ∂vn

∂um

 ·

 g11 . . . g1n
... ...
gn1 . . . gnn

 ·

 ∂v1

∂u1 . . . ∂v1

∂um

... ...
∂vn

∂u1 . . . ∂vn

∂um


Якщо (Nn, g) є псевдорiмановим многовидом, то бiлiнiйна диференцiальна

форма h на многовидi Mm, що визначена за цiєю формулою, є симетричною,
але може не мати властивостей додатної визначеностi або невиродженостi.

Задача-приклад. Розглянемо вiдображення F областi Ω =
{
(u1, u2) ∈ R2

∣∣
−π

2 < u1 < π
2 , 0 < u2 < 2π

}
в тривимiрний евклiдовий простiр E3 =

(
R3, g

)
, що

в декартових координатах (v1, v2, v3) на E3, для яких g = (dv1)2+(dv2)2+(dv3)2,
задається у виглядi 

v1 = r cosu1 cosu2

v2 = r cosu1 sinu2

v3 = r sinu1
, (u1, u2) ∈ Ω.

Перевiрити, що вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (Ω) ⊂ E3. Обчислити рiманову метрику h на областi Ω, що iндукована
зануренням F з рiманової метрики g евклiдового простору E3.

Розв’язання. Для заданого вiдображення маємо (m = 2, n = 3):

Rank

 ∂v1

∂u1
∂v1

∂u2

∂v2

∂u1
∂v2

∂u2

∂v3

∂u1
∂v3

∂u2

 = Rank

 −r sinu1 cosu2 −r cosu1 sinu2

−r sinu1 sinu2 r cosu1 cosu2

r cosu1 0

 ≡ 2

в заданiй областi Ω. Тому вiдображення F є зануренням.
Образ F (Ω) представляє собою множину точок сфери S2 ⊂ E3 радiуса r,

що задана рiвнянням (v1)2 + (v2)2 + (v3)2 = r2, з видаленим меридiаном, який
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задається умовами v1 ⩾ 0, v2 = 0 (або −π
2 ⩽ u1 ⩽ π

2 , u
2 = 0). Координати (u1,

u2) iнтерпретуються як географiчнi координати “широта” i “довгота” на сферi.
Обчислимо iндуковану рiманову метрику h. Пiдставивши ∂v1

∂u1
∂v1

∂u2

∂v2

∂u1
∂v2

∂u2

∂v3

∂u1
∂v3

∂u2

 =

 −r sinu1 cosu2 −r cosu1 sinu2

−r sinu1 sinu2 r cosu1 cosu2

r cosu1 0

 ,

 g11 g12 g13
g21 g22 g23
g31 g32 g33

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

в загальну формулу

(
h11 h12

h21 h22

)
=

(
∂v1

∂u1
∂v2

∂u1
∂v3

∂u1

∂v1

∂u2
∂v2

∂u2
∂v3

∂u2

)
·

 g11 g12 g13
g21 g22 g23
g31 g32 g33

 ·

 ∂v1

∂u1
∂v1

∂u2

∂v2

∂u1
∂v2

∂u2

∂v3

∂u1
∂v3

∂u2

 ,

отримаємо (
h11 h12

h21 h22

)
=

(
r2 0
0 r2 cos2 u1

)
.

Отже, рiманова метрика h, що iндукована заданим зануренням F областi Ω
в евклiдовий простiр E3, має вигляд h = r2(du1)2 + r2 cos2 u1(du2)2.

Задача-приклад. Тепер розглянемо вiдображення F з проколотої площини
R2 \ {0} у тривимiрний псевдоевклiдовий простiр E2,1 =

(
R3, g

)
, яке в декарто-

вих координатах (v1, v2, v3) на E2,1, коли g = (dv1)2 + (dv2)2 − (dv3)2, задається
у виглядi 

v1 = u1

v2 = u2

v3 = a
√
(u1)2 + (u2)2, a > 0

, (u1, u2) ∈ R2 \ {0}.

Перевiрити, чи вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (R2) ⊂ E2,1.

Обчислити бiлiнiйну диференцiальну форму h на R2 \ {0}, що iндукована
зануренням F з псевдорiманової метрики g псевдоевклiдового простору E2,1.
Проаналiзувати, чи є ця диференцiальна форма h рiмановою або псевдорiма-
новою метрикою.

Розв’язання. Для заданого вiдображення маємо (m = 2, n = 3):

Rank

 ∂v1

∂u1
∂v1

∂u2

∂v2

∂u1
∂v2

∂u2

∂v3

∂u1
∂v3

∂u2

 = Rank

 1 0
0 1

a u1√
(u1)2+(u2)2

a u2√
(u1)2+(u2)2

 ≡ 2.
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Тому вiдображення F є зануренням.
Образ F (Ω) представляє собою верхню половину конуса K2 ⊂ E2,1, що зада-

ний рiвнянням (v3)2 = a2((v1)2 + (v2)2), v3 > 0.
Обчислимо iндуковану рiманову метрику h. Пiдставивши ∂v1

∂u1
∂v1

∂u2

∂v2

∂u1
∂v2

∂u2

∂v3

∂u1
∂v3

∂u2

 =

 1 0
0 1

a u1√
(u1)2+(u2)2

a u2√
(u1)2+(u2)2

 ,

 g11 g12 g13
g21 g22 g23
g31 g32 g33

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 ,

в загальну формулу

(
h11 h12

h21 h22

)
=

(
∂v1

∂u1
∂v2

∂u1
∂v3

∂u1

∂v1

∂u2
∂v2

∂u2
∂v3

∂u2

)
·

 g11 g12 g13
g21 g22 g23
g31 g32 g33

 ·

 ∂v1

∂u1
∂v1

∂u2

∂v2

∂u1
∂v2

∂u2

∂v3

∂u1
∂v3

∂u2

 ,

отримаємо

(
h11 h12

h21 h22

)
=


(1− a2)(u1)2 + (u2)2

(u1)2 + (u2)2
− a2u1u2

(u1)2 + (u2)2

− a2u1u2

(u1)2 + (u2)2
(1− a2)(u2)2 + (u1)2

(u1)2 + (u2)2

 .

Отже, бiлiнiйна диференцiальна форма h, що iндукована заданим занурен-
ням F проколотої площини R2\{0} у псевдоевклiдовий простiр E1,2, має вигляд

h =
(1− a2)(u1)2 + (u2)2

(u1)2 + (u2)2
(du1)2 − a2u1u2

(u1)2 + (u2)2
du1du2−

− a2u1u2

(u1)2 + (u2)2
du2du1 +

(1− a2)(u2)2 + (u1)2

(u1)2 + (u2)2
(du2)2.

Власнi значення обчисленої матрицi дорiвнюють 1 i 1− a2. Якщо |a| < 1, то
h є додатно визначеною i представляє собою рiманову метрику; якщо |a| > 1,
то h є невиродженою, але не є додатно визначеною, тобто h представляє собою
псевдорiманову метрику, але не є рiмановою метрикою; якщо ж |a| = 1, то h
є виродженою i не представляє собою анi псевдорiманової метрики, анi, тим
бiльше, рiманової метрики.
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Задача 2.1. Розглянемо вiдображення F площини R2 в тривимiрний евклi-
довий простiр E3 =

(
R3, g

)
, яке в декартових координатах (v1, v2, v3) на E3,

коли g = (dv1)2 + (dv2)2 + (dv3)2, задається у виглядi
v1 = a1u1 + b1u2 + c1

v2 = a2u1 + b2u2 + c2

v3 = a3u1 + b3u2 + c3
, (u1, u2) ∈ R2,

де ai, bi, ci – константи такi, що

Rank

 a1 b1

a2 b2

a3 b3

 = 2 .

Перевiрити, що вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (R2) ⊂ E3 i який сенс мають константи ai, bi, ci.

Обчислити рiманову метрику h на R2, що iндукована зануренням F з рiма-
нової метрики g евклiдового простору E3.

* Узагальнити задачу за вимiрнiстю.

Задача 2.2. Розглянемо вiдображення F площини R2 в чотиривимiрний
евклiдовий простiр E4 =

(
R4, g

)
, що в декартових координатах (v1, v2, v3, v4) на

E4, для яких g = (dv1)2 + (dv2)2 + (dv3)2 + (dv4)2, задається у виглядi

v1 = a sin
u1

a

v2 = a cos
u1

a

v3 = b sin
u2

b

v4 = b cos
u2

b

, (u1, u2) ∈ R2.

Перевiрити, що вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (R2) ⊂ E4.

Обчислити рiманову метрику h на R2, що iндукована зануренням F з рiма-
нової метрики g евклiдового простору E4.

* Узагальнити задачу за вимiрнiстю.

Задача 2.3. Розглянемо вiдображення F диска

D2 =
{
(u1, u2) ∈ R2 | (u1)2 + (u2)2 < r2

}
у тривимiрний евклiдовий простiр E3 =

(
R3, g

)
, яке в декартових координатах

(v1, v2, v3) на E3, коли g = (dv1)2 + (dv2)2 + (dv3)2, задається у виглядi
v1 = ru1

v2 = ru2

v3 = r
√
1− (u1)2 − (u2)2

, (u1, u2) ∈ D2.
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Перевiрити, що вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (D2) ⊂ E3.

Обчислити рiманову метрику h на D2, що iндукована зануренням F з рiма-
нової метрики g евклiдового простору E3.

* Узагальнити задачу за вимiрнiстю.

Задача 2.4. Розглянемо вiдображення F площини R2 в тривимiрний евклi-
довий простiр E3 =

(
R3, g

)
, що в декартових координатах (v1, v2, v3) на E3, для

яких g = (dv1)2 + (dv2)2 + (dv3)2, задається у виглядi

v1 =
ru1√

1 + (u1)2 + (u2)2

v2 =
ru2√

1 + (u1)2 + (u2)2

v3 =
r√

1 + (u1)2 + (u2)2

, (u1, u2) ∈ R2.

Перевiрити, що вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (R2) ⊂ E3.

Обчислити рiманову метрику h на R2, що iндукована зануренням F з рiма-
нової метрики g евклiдового простору E3.

* Узагальнити задачу за вимiрнiстю.

Задача 2.5. Розглянемо вiдображення F площини R2 у тривимiрний евклi-
довий простiр E3 =

(
R3, g

)
, яке в декартових координатах (v1, v2, v3) на E3,

коли g = (dv1)2 + (dv2)2 + (dv3)2, задається у виглядi

v1 =
2ru1

(u1)2 + (u2)2 + 1

v2 =
2ru2

(u1)2 + (u2)2 + 1

v3 = r
(u1)2 + (u2)2 − 1

(u1)2 + (u2)2 + 1

, (u1, u2) ∈ R2.

Перевiрити, що вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (R2) ⊂ E3.

Обчислити рiманову метрику h на R2, що iндукована зануренням F з рiма-
нової метрики g евклiдового простору E3.

* Узагальнити задачу за вимiрнiстю.

Задача 2.6. Розглянемо вiдображення F областi

Ω =
{
(u1, u2) ∈ R2 | 0 < u1 < π, 0 < u2 < 2π

}
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у тривимiрний евклiдовий простiр E3 =
(
R3, g

)
, що в декартових координатах

(v1, v2, v3) на E3, для яких g = (dv1)2 + (dv2)2 + (dv3)2, задається у виглядi
v1 = r sinu1 sinu2

v2 = r sinu1 cosu2

v3 = r cosu1
, (u1, u2) ∈ Ω.

Перевiрити, що вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (Ω) ⊂ E3.

Обчислити рiманову метрику h на Ω, що iндукована зануренням F з рiма-
нової метрики g евклiдового простору E3.

Задача 2.7. Розглянемо вiдображення F областi

Ω =
{
(u1, u2, u3) ∈ R3 | 0 < u1 < π, 0 < u2 < π, 0 < u3 < 2π

}
у чотиривимiрний евклiдовий простiр E4 =

(
R4, g

)
, яке в декартових координа-

тах (v1, v2, v3, v4) на E4, коли g = (dv1)2 + (dv2)2 + (dv3)2 + (dv4)2, задається у
виглядi 

v1 = r sinu1 sinu2 sinu3 + c1

v2 = r sinu1 sinu2 cosu3 + c2

v3 = r sinu1 cosu2 + c3

v4 = r cosu1 + c4

, (u1, u2) ∈ Ω.

Перевiрити, що вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (Ω) ⊂ E4.

Обчислити рiманову метрику h на Ω, що iндукована зануренням F з рiма-
нової метрики g евклiдового простору E4.

* Узагальнити задачу за вимiрнiстю.

Задача 2.8. Розглянемо вiдображення F площини R2 в тривимiрний псев-
доевклiдовий простiр E2,1 =

(
R3, g

)
, що в декартових координатах (v1, v2, v3)

на E2,1, для яких g = (dv1)2 + (dv2)2 − (dv3)2, задається у виглядi
v1 = ru1

v2 = ru2

v3 = r
√
1 + (u1)2 + (u2)2

, (u1, u2) ∈ R2.

Перевiрити, чи вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (R2) ⊂ E2,1.

Обчислити бiлiнiйну диференцiальну форму h на R2, що iндукована занурен-
ням F з псевдорiманової метрики g псевдоевклiдового простору E2,1. Показати,
що ця диференцiальна форма h є рiмановою метрикою.

* Узагальнити задачу за вимiрнiстю.
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Задача 2.9. Розглянемо вiдображення F диска

D2 =
{
(u1, u2) ∈ R2 | (u1)2 + (u2)2 < 1

}
у тривимiрний псевдоевклiдовий простiр E2,1 =

(
R3, g

)
, яке в декартових коор-

динатах (v1, v2, v3) на E2,1, коли g = (dv1)2+(dv2)2− (dv3)2, задається у виглядi

v1 =
ru1√

1− (u1)2 − (u2)2

v2 =
ru2√

1− (u1)2 − (u2)2

v3 =
r√

1− (u1)2 − (u2)2

, (u1, u2) ∈ D2.

Перевiрити, чи вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (D2) ⊂ E2,1.

Обчислити бiлiнiйну диференцiальну форму h на D2, що iндукована занурен-
ням F з псевдорiманової метрики g псевдоевклiдового простору E2,1. Показати,
що ця диференцiальна форма h є рiмановою метрикою.

* Узагальнити задачу за вимiрнiстю.

Задача 2.10. Розглянемо вiдображення F диска

D2 =
{
(u1, u2) ∈ R2 | (u1)2 + (u2)2 < 1

}
у тривимiрний псевдоевклiдовий простiр E2,1 =

(
R3, g

)
, що в декартових коор-

динатах (v1, v2, v3) на E2,1, для яких g = (dv1)2 + (dv2)2 − (dv3)2, задається у
виглядi 

v1 =
2ru1

1− (u1)2 − (u2)2

v2 =
2ru2

1− (u1)2 − (u2)2

v3 = r
1 + (u1)2 + (u2)2

1− (u1)2 − (u2)2

, (u1, u2) ∈ D2.

Перевiрити, чи вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (D2) ⊂ E2,1.

Обчислити бiлiнiйну диференцiальну форму h на D2, що iндукована занурен-
ням F з псевдорiманової метрики g псевдоевклiдового простору E2,1. Показати,
що ця диференцiальна форма h є рiмановою метрикою.

* Узагальнити задачу за вимiрнiстю.
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Задача 2.11. Розглянемо вiдображення F областi

Ω =
{
(u1, u2) ∈ R2 | u1 > 0, 0 < u2 < 2π

}
у тривимiрний псевдоевклiдовий простiр E2,1 =

(
R3, g

)
, що в декартових коор-

динатах (v1, v2, v3) на E2,1, для яких g = (dv1)2 + (dv2)2 − (dv3)2, задається у
виглядi 

v1 = r shu1 sinu2

v2 = r shu1 cosu2

v3 = r chu1
, (u1, u2) ∈ Ω.

Перевiрити, чи вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (Ω) ⊂ E2,1.

Обчислити бiлiнiйну диференцiальну форму h на Ω, що iндукована занурен-
ням F з псевдорiманової метрики g псевдоевклiдового простору E2,1. Показати,
що ця диференцiальна форма h є рiмановою метрикою.

* Узагальнити задачу за вимiрнiстю.

Задача 2.12. Розглянемо вiдображення F областi

Ω =
{
(u1, u2) ∈ R2 | 0 < u2 < 2π

}
у тривимiрний псевдоевклiдовий простiр E2,1 =

(
R3, g

)
, яке в декартових коор-

динатах (v1, v2, v3) на E2,1, коли g = (dv1)2+(dv2)2− (dv3)2, задається у виглядi
v1 = r chu1 sinu2

v2 = r chu1 cosu2

v3 = r shu1
, (u1, u2) ∈ Ω.

Перевiрити, чи вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (Ω) ⊂ E2,1.

Обчислити бiлiнiйну диференцiальну форму h на Ω, що iндукована занурен-
ням F з псевдорiманової метрики g псевдоевклiдового простору E2,1. Показати,
що ця диференцiальна форма h є псевдорiмановою метрикою, але не є рiмано-
вою метрикою.

* Узагальнити задачу за вимiрнiстю.

Задача 2.13. Розглянемо вiдображення F областi

Ω =
{
(u1, u2) ∈ R2 | 0 < u2 < 2π

}
у тривимiрний псевдоевклiдовий простiр E1,2 =

(
R3, g

)
, що в декартових коор-

динатах (v1, v2, v3) на E2,1, для яких g = −(dv1)2 − (dv2)2 + (dv3)2, задається у
виглядi 

v1 = r chu1 sinu2

v2 = r chu1 cosu2

v3 = r shu1
, (u1, u2) ∈ Ω.
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Перевiрити, чи вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (Ω) ⊂ E1,2.

Обчислити бiлiнiйну диференцiальну форму h на Ω, що iндукована занурен-
ням F з псевдорiманової метрики g псевдоевклiдового простору E1,2. Показати,
що ця диференцiальна форма h є псевдорiмановою метрикою, але не є рiмано-
вою метрикою.

* Узагальнити задачу за вимiрнiстю.

Задача 2.14. Розглянемо тривимiрний простiр Лобачевського H3 в iнтер-
претацiї Пуанкаре у верхньому напiвпросторi R3

+ =
{
(v1, v2, v3) ∈ R3 | v3 > 0

}
з рiмановою метрикою g =

r2

(v3)2
(dv1)2 +

r2

(v3)2
(dv2)2 +

r2

(v3)2
(dv3)2. Розглянемо

вiдображення F площини R2 в простiр Лобачевського H3, що задане у виглядi
v1 =

c

r
u1

v2 =
c

r
u2

v3 = c

, (u1, u2) ∈ R2.

Перевiрити, що вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (R2) ⊂ H3.

Обчислити рiманову метрику h на R2, що iндукована зануренням F з рiма-
нової метрики g простору Лобачевського H3.

* Узагальнити задачу за вимiрнiстю.

Задача 2.15. Розглянемо тривимiрний простiр Лобачевського H3 в iнтер-
претацiї Пуанкаре у верхньому напiвпросторi R3

+ =
{
(v1, v2, v3) ∈ R3 | v3 > 0

}
з рiмановою метрикою g =

r2

(v3)2
(dv1)2 +

r2

(v3)2
(dv2)2 +

r2

(v3)2
(dv3)2. Розглянемо

вiдображення F областi Ω =
{
(u1, u2) ∈ R2 | 0 < u1 <

π

2
, 0 < u2 < 2π

}
в про-

стiр Лобачевського H3, що задане у виглядi
v1 = a sinu1 sinu2 + c1

v2 = a sinu1 cosu2 + c2

v3 = a cosu1
, (u1, u2) ∈ Ω.

Перевiрити, що вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (Ω) ⊂ H3.

Обчислити рiманову метрику h на Ω, що iндукована зануренням F з рiма-
нової метрики g простору Лобачевського H3.

* Узагальнити задачу за вимiрнiстю.
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Задача 2.16. Розглянемо тривимiрний простiр Лобачевського H3 в iнтер-
претацiї Пуанкаре у верхньому напiвпросторi R3

+ =
{
(v1, v2, v3) ∈ R3 | v3 > 0

}
з рiмановою метрикою g =

r2

(v3)2
(dv1)2 +

r2

(v3)2
(dv2)2 +

r2

(v3)2
(dv3)2. Розглянемо

вiдображення F областi Ω =
{
(u1, u2) ∈ R2 | 0 < u1 < π, 0 < u2 < 2π

}
в простiр

Лобачевського H3, що задане у виглядi
v1 = a sinu1 sinu2 + c1

v2 = a sinu1 cosu2 + c2

v3 = a cosu1 + a
, (u1, u2) ∈ Ω.

Перевiрити, що вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (Ω) ⊂ H3.

Обчислити рiманову метрику h на Ω, що iндукована зануренням F з рiма-
нової метрики g простору Лобачевського H3.

* Узагальнити задачу за вимiрнiстю.

Задача 2.17. Розглянемо тривимiрний простiр Лобачевського H3 в iнтер-
претацiї Пуанкаре у верхньому напiвпросторi R3

+ =
{
(v1, v2, v3) ∈ R3 | v3 > 0

}
з рiмановою метрикою g =

r2

(v3)2
(dv1)2 +

r2

(v3)2
(dv2)2 +

r2

(v3)2
(dv3)2. Розглянемо

вiдображення F областi Ω =
{
(u1, u2) ∈ R2 | u2 > 0

}
в простiр Лобачевського

H3, що задане у виглядi
v1 = a sin

u1

a
+ c1

v2 = a cos
u1

a
+ c2

v3 = u2

, (u1, u2) ∈ Ω.

Перевiрити, що вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (Ω) ⊂ H3.

Обчислити рiманову метрику h на Ω, що iндукована зануренням F з рiма-
нової метрики g простору Лобачевського H3.

Задача 2.18. Розглянемо тривимiрний псевдоевклiдовий простiр E2,1 з псев-
дорiмановою метрикою g = (dv1)2 + (dv2)2 − (dv3)2. Розглянемо вiдображення
F площини R2 в простiр E2,1, що задане у виглядi

v1 = r chu1 cosu2 + c1

v2 = r chu1 sinu2 + c2

v3 = r shu1 + c3
, (u1, u2) ∈ R2.

Перевiрити, що вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (R2) ⊂ E2,1.
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Обчислити симетричну бiлiнiйну диференцiальну форму h на площинi R2,
що iндукована зануренням F з псевдорiманової метрики g псевдоевклiдового
простору E2,1. Проаналiзувати, чи представляє собою ця диференцiальна форма
рiманову або псевдорiманову метрику.

Задача 2.19. Розглянемо чотиривимiрний псевдоевклiдовий простiр E3,1 з
псевдорiмановою метрикою g = (dv1)2 + (dv2)2 + (dv3)2 − (dv4)2. Розглянемо
вiдображення F простору R3 в простiр E2,1, що задане у виглядi

v1 = r chu1 cosu2 cosu3 + c1

v2 = r chu1 cosu2 sinu3 + c2

v3 = r chu1 sinu2 + c3

v4 = r shu1 + c4

, (u1, u2, u3) ∈ R3.

Перевiрити, що вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (R3) ⊂ E3,1.

Обчислити симетричну бiлiнiйну диференцiальну форму h на просторi R3,
що iндукована зануренням F з псевдорiманової метрики g псевдоевклiдового
простору E3,1. Проаналiзувати, чи представляє собою ця диференцiальна форма
рiманову або псевдорiманову метрику.

Задача 2.20. Розглянемо тривимiрний псевдоевклiдовий простiр E1,2 з псев-
дорiмановою метрикою g = −(dv1)2− (dv2)2+(dv3)2. Розглянемо вiдображення
F площини R2 в простiр E1,2, що задане у виглядi

v1 = r chu1 cosu2 + c1

v2 = r chu1 sinu2 + c2

v3 = r shu1 + c3
, (u1, u2) ∈ R2.

Перевiрити, що вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (R2) ⊂ E1,2.

Обчислити симетричну бiлiнiйну диференцiальну форму h на площинi R2,
що iндукована зануренням F з псевдорiманової метрики g псевдоевклiдового
простору E1,2. Проаналiзувати, чи представляє собою ця диференцiальна форма
рiманову або псевдорiманову метрику.

Задача 2.21. Розглянемо чотиривимiрний псевдоевклiдовий простiр E1,3 з
псевдорiмановою метрикою g = −(dv1)2 − (dv2)2 − (dv3)2 + (dv4)2. Розглянемо
вiдображення F простору R3 в простiр E1,3, що задане у виглядi

v1 = r chu1 cosu2 cosu3 + c1

v2 = r chu1 cosu2 sinu3 + c2

v3 = r chu1 sinu2 + c3

v4 = r shu1 + c4

, (u1, u2, u3) ∈ R3.
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Перевiрити, що вiдображення F є зануренням. Проаналiзувати, як виглядає
образ F (R3) ⊂ E1,3.

Обчислити симетричну бiлiнiйну диференцiальну форму h на просторi R3,
що iндукована зануренням F з псевдорiманової метрики g псевдоевклiдового
простору E1,3. Проаналiзувати, чи представляє собою ця диференцiальна форма
рiманову або псевдорiманову метрику.
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3 Рiманова метрика i замiна координат

Якщо на рiмановому многовидi зробити замiну локальних координат
u1 = u1(ũ1, . . . , ũm)
...
um = um(ũ1, . . . , ũm)

,

∣∣∣∣∣∣∣
∂u1

∂ũ1 . . . ∂u1

∂ũm

... ...
∂um

∂ũ1 . . . ∂um

∂ũm

∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0,

то коефiцiєнти рiманової метрики

g = gijdu
iduj = g̃kldũ

kdũl,

у старiй i новiй системах координат будуть пов’язанi спiввiдношенням g̃11 . . . g̃1m
... ...
g̃m1 . . . g̃mm

 =

 ∂u1

∂ũ1 . . . ∂um

∂ũ1

... ...
∂u1

∂ũm . . . ∂um

∂ũm

 ·

 g11 . . . g1m
... ...
gm1 . . . gmm

 ·

 ∂u1

∂ũ1 . . . ∂u1

∂ũm

... ...
∂um

∂ũ1 . . . ∂um

∂ũm


Задача-приклад. Розглянемо евклiдову площину E2 – площину R2 з рiма-

новою метрикою g = (du1)2 + (du2)2. Розглянемо на E2 наступну лiнiйну замiну
координат: {

u1 = Aũ1 +Bũ2

u2 = Cũ1 +Dũ2
, (ũ1, ũ2) ∈ R2,

де A, B, C, D – константи такi, що AD −BC ̸= 0.
Обчислити, як буде виглядати рiманова метрика евклiдової площини в нових

координатах (ũ1, ũ2).

Розв’язання. Застосуємо наведений вище загальний тензорний закон змiни
координат рiманової метрики при замiнi локальних координат на многовидi:(

g̃11 g̃11
g̃21 g̃22

)
=

(
∂u1

∂ũ1
∂u2

∂ũ1

∂u1

∂ũ2
∂u2

∂ũ2

)
·
(

g11 g12
g21 g22

)
·

(
∂u1

∂ũ1
∂u1

∂ũ2

∂u2

∂ũ1
∂u2

∂ũ2

)
Маємо: (

g11 g12
g21 g22

)
=

(
1 0
0 1

)
,

(
∂u1

∂ũ1
∂u1

∂ũ2

∂u2

∂ũ1
∂u2

∂ũ2

)
=

(
A B
C D

)
.

Перевiряємо регулярнiсть замiни координат:∣∣∣∣∣ ∂u1

∂ũ1
∂u1

∂ũ2

∂u2

∂ũ1
∂u2

∂ũ2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ A B
C D

∣∣∣∣ = AD −BC ̸= 0 .

Пiдставляючи в загальний тензорний закон змiни координат рiманової ме-
трики, отримуємо:(

g̃11 g̃11
g̃21 g̃22

)
=

(
A C
B D

)
·
(

1 0
0 1

)
·
(

A B
C D

)
=

(
A2 + C2 AB + CD
AB + CD B2 +D2

)
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Таким чином, в новiй системi координат рiманова метрика евклiдової пло-
щини E2 записується у виглядi

g = (A2+C2)(dũ1)2+(AB+CD)du1du2+(AB+CD)du2du1+(B2+D2)(dũ2)2 .

Задача-приклад. Розглянемо площину Лобачевського H2 в моделi Пуанка-
ре у виглядi верхньої напiвплощинi R2

+ =
{
(u1, u2) ∈ R2

}
з рiмановою метрикою

g =
1

(u2)2
(du1)2 +

1

(u2)2
(du2)2. Розглянемо на H2 наступну замiну координат:{

u1 = ũ2

u2 = eũ
1 , (ũ1, ũ2) ∈ R2.

Обчислити, як буде виглядати рiманова метрика площини Лобачевського в но-
вих координатах (ũ1, ũ2).

Розв’язання. Застосуємо загальний тензорний закон змiни координат рiма-
нової метрики при замiнi локальних координат на многовидi:(

g̃11 g̃11
g̃21 g̃22

)
=

(
∂u1

∂ũ1
∂u2

∂ũ1

∂u1

∂ũ2
∂u2

∂ũ2

)
·
(

g11 g12
g21 g22

)
·

(
∂u1

∂ũ1
∂u1

∂ũ2

∂u2

∂ũ1
∂u2

∂ũ2

)
Маємо: (

g11 g12
g21 g22

)
=


1

(u2)2
0

0
1

(u2)2

 =

 1

e2ũ1 0

0
1

e2ũ1

 ,

(
∂u1

∂ũ1
∂u1

∂ũ2

∂u2

∂ũ1
∂u2

∂ũ2

)
=

(
0 1

eũ
1

0

)
.

Перевiряємо регулярнiсть замiни координат:∣∣∣∣∣ ∂u1

∂ũ1
∂u1

∂ũ2

∂u2

∂ũ1
∂u2

∂ũ2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 0 1

eũ
1

0

∣∣∣∣ = −eũ
1 ̸= 0 .

Пiдставляючи в загальний тензорний закон змiни координат рiманової ме-
трики, отримуємо:

(
g̃11 g̃11
g̃21 g̃22

)
=

(
0 eũ

1

1 0

)
·

 1

e2ũ1 0

0
1

e2ũ1

 ·
(

0 1

eũ
1

0

)
=

(
1 0

0
1

e2ũ1

)

Таким чином, в новiй системi координат рiманова метрика площини Лоба-
чевського H2 записується у виглядi

g = (dũ1)2 + e−2ũ1

(dũ2)2, (ũ1, ũ2) ∈ R2.
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Задача 3.1. Розглянемо евклiдову площину E2 – площину R2 з рiмановою
метрикою g = (du1)2 + (du2)2. Зробимо в E2 наступну замiну координат:{

u1 = ũ1 cos ũ2

u2 = ũ1 sinu2
, ũ1 > 0, 0 < ũ2 < 2π.

Обчислити, як буде виглядати рiманова метрика евклiдової площини E2 в
нових координатах (ũ1, ũ2).

Задача 3.2. Розглянемо евклiдовий простiр E3 – простiр R3 з рiмановою
метрикою g = (du1)2 + (du2)2 + (du3)2. Зробимо в E3 наступну замiну коорди-
нат: 

u1 = ũ1 sin ũ2 sin ũ3

u2 = ũ1 sin ũ2 cos ũ3

u3 = ũ1 cos ũ2
, ũ1 > 0, 0 < ũ2 < π, 0 < ũ3 < 2π.

Обчислити, як буде виглядати рiманова метрика евклiдового простору E3 в
нових координатах (ũ1, ũ2, ũ3).

Задача 3.3. Розглянемо евклiдовий простiр E3 – простiр R3 з рiмановою
метрикою g = (du1)2 + (du2)2 + (du3)2. Зробимо в E3 наступну замiну коорди-
нат: 

u1 = ũ1 cos ũ2

u2 = ũ1 sin ũ2

u3 = ũ3
, ũ1 > 0, 0 < ũ2 < 2π.

Обчислити, як буде виглядати рiманова метрика евклiдового простору E3 в
нових координатах (ũ1, ũ2, ũ3).

Задача 3.4. Нехай на площинi R2 задано рiманову метрику

g = a(du1)2 + bdu1du2 + bdu2du1 + c(du2)2

зi сталими коефiцiєнтами a, b, c. Доведiть, що iснує замiна координат{
u1 = Aũ1 +Bũ2

u2 = Cũ1 +Dũ2
, (ũ1, ũ2) ∈ R2,

де A, B, C, D – константи, пiсля виконання якої рiманова метрика g матиме
вигляд g = (dũ1)2 + (dũ2)2.

Задача 3.5. Розглянемо на сферi S2 “стереографiчнi” координати (u1, u2) ∈
R2, коли рiманова метрика має вигляд

g =
4r2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2
(du1)2 +

4r2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2
(du2)2.
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Зробимо наступну замiну координат:
u1 =

sin ũ1

1− cos ũ1
sin ũ2

u2 =
sin ũ1

1− cos ũ1
cos ũ2

0 < ũ1 < π, 0 < ũ2 < 2π.

Обчислити, як буде виглядати рiманова метрика сфери S2 в нових коорди-
натах (ũ1, ũ2).

Задача 3.6. Розглянемо на сферi S2 “географiчнi” координати (u1, u2), коли
рiманова метрика має вигляд g = r2(du1)2 + r2 sin2 u1(du2)2. На верхнiй напiв-
сферi S2+, що вiдповiдає областi Ω =

{
(u1, u2) ∈ R2 | 0 < u1 < π

2 , 0 < u2 < 2π
}
,

зробимо наступну замiну координат:{
ũ1 = tg u1 cosu2

ũ2 = tg u1 sinu2
.

Проаналiзувати область значень координат (ũ1, ũ2), що вiдповiдає областi Ω,
де визначена рiманова метрика g.

Обчислити, як буде виглядати рiманова метрика сфери S2 в нових коорди-
натах (ũ1, ũ2).2

Задача 3.7. Розглянемо площину Лобачевського H2 в iнтерпретацiї Пуанка-
ре у верхнiй напiвплощинi R2

+ =
{
(u1, u2) ∈ R2 | u2 > 0

}
з рiмановою метрикою

g =
r2

(u2)2
(du1)2 +

r2

(u2)2
(du2)2. Зробимо наступну замiну координат:

u1 =
2ũ1

(ũ1)2 + (ũ2 − 1)2

u2 =
1− (ũ1)2 − (ũ2)2

(ũ1)2 + (ũ2 − 1)2

,

що визначена в одиничному диску D2 =
{
(ũ1, ũ2) ∈ R2 | (u1)2 + (u2)2 < 1

}
.

Обчислити, як буде виглядати рiманова метрика площини Лобачевського H2

в нових координатах (ũ1, ũ2)

Задача 3.8. Розглянемо площину Лобачевського H2 в iнтерпретацiї Пуан-
каре у одиничному диску D2 =

{
(u1, u2) ∈ R2 | (u1)2 + (u2)2 < 1

}
з рiмановою

метрикою g =
4r2

(1− (u1)2 − (u2)2)2
(du1)2 +

4r2

(1− (u1)2 − (u2)2)2
(du2)2.

2Пiдказка. Застосувати спiввiдношення(
∂u1

∂ũ1
∂u1

∂ũ2

∂u2

∂ũ1
∂u2

∂ũ2

)
=

(
∂ũ1

∂u1
∂ũ1

∂u2

∂ũ2

∂u1
∂ũ2

∂u2

)−1

.
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Зробимо наступну замiну координат:
u1 =

sh ũ1

1 + ch ũ1
cos ũ2

u2 =
sh ũ1

1 + ch ũ1
sin ũ2

, ũ1 > 0, 0 < ũ2 < 2π.

Обчислити, як буде виглядати рiманова метрика площини Лобачевського H2

в нових координатах (ũ1, ũ2).

Задача 3.9. Розглянемо на площинi Лобачевського H2 “полярнi” координати
(u1, u2) ∈ Ω =

{
(u1, u2) ∈ R2 | u1 > 0, 0 < u2 < 2π

}
, коли рiманова метрика має

вигляд g = r2(du1)2 + r2 sh2 u2(du2)2. Зробимо наступну замiну координат:{
ũ1 = thu1 cosu2

ũ2 = thu1 sinu2
.

Проаналiзувати область значень координат (ũ1, ũ2), що вiдповiдає областi Ω,
де визначена рiманова метрика g.

Обчислити, як буде виглядати рiманова метрика площини Лобачевського H2

в нових координатах (ũ1, ũ2).

Задача 3.10. Розглянемо на областi

Ω =
{
(u1, u2) ∈ R2 | 0 < u1 <

π

2
, 0 < u2 < 2π

}
рiманову метрику g =

r2

cos2 u1
(du1)2 + r2 tg2 u1(du2)2.

Знайти замiну координат {
u1 = f(ũ1)
u2 = ũ2

,

пiсля виконання якої рiманова метрика g буде мати вигляд

g = r2(dũ1)2 + r2 sh2 ũ1(dũ2)2,

тобто є метрикою площини Лобачевського H2 в “полярних” координатах.

Задача 3.11. Розглянемо на областi Ω =
{
(u1, u2) ∈ R2 | 0 < u1 < π, 0 < u2 < 2π

}
рiманову метрику g = r2

1

(1 + cosu1)2
(du1)2 + r2

1− cosu1

1 + cosu1
(du2)2.

Знайти замiну координат {
u1 = f(ũ1)
u2 = ũ2

,

пiсля виконання якої рiманова метрика g буде мати вигляд g = (dũ1)2+(ũ1)(dũ2)2,
тобто є метрикою евклiдової площини E2 в полярних координатах.
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4 Довжина кривої, кут мiж кривими, об’єм областi

4.1 Довжина кривої

Довжина кусково C1−гладкої кривої γ : [a, b] → Mm у рiмановому многовидi
(Mm, g) обчислюється за допомогою наступної формули:

L(γ) =

b∫
a

|γ̇|dt

при цьому довжина вектора швидкостi γ̇ кривої γ обчислюється з урахуванням
рiманової метрики:

|γ̇| =
√

g(γ̇, γ̇)

Якщо крива γ задана в локальних координатах (u1, . . . , um) на Mm у виглядi
u1 = f 1(t)

...
um = fm(t)

,

то

|γ̇|2 = gij
df i

dt

df j

dt
=

(
df 1

dt
, . . . ,

dfm

dt

)
·

 g11 . . . g1m
... ...
gm1 . . . gmm

 ·


df 1

dt...
dfm

dt

 ,

при цьому коефiцiєнти рiманової метрики обчислюються в точках кривої γ,
тобто gij = gij

(
f 1(t), . . . , fm(t)

)
.

Алгоритм обчислення довжини кривої:
1) обчислити вектор швидкостi γ̇ кривої γ;
2) обчислити довжину |γ̇| вектора швидкостi γ̇;

3) обчислити iнтеграл
b∫
a

|γ̇|dt.

Зокрема, якщо параметр на кривiй є натуральним, тобто |γ̇| = 1, то довжина
дорiвнюватиме b− a.

Задача-приклад. Розглянемо евклiдову площину E2, що параметризована
полярними координатами (u1, u2), коли матриця коефiцiєнтiв рiманової метри-
ки має вигляд

G =

(
1 0
0 (u1)2

)
, (u1, u2) ∈ R2

+ =
{
(u1, u2) ∈ R2 | u1 > 0

}
.
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Зобразити на координатнiй напiвплощинi R2
+ наступну криву та обчислити

її довжину:

γ :

{
u1 = C
u2 = t

, t ∈ [a, b] ⊂ R.

Розв’язання. Намалюємо задану криву γ, див. рис. 1.

Рис. 1: Крива γ

Обчислюємо вектор швидкостi кривої γ:

γ̇ =

 df 1

dt
df 2

dt

 =

(
0
1

)
.

Записуємо матрицю коефiцiєнтiв рiманової метрики
в точках кривої γ:

G =

(
1 0
0 (u1)2

)
=

(
1 0
0 C2

)
.

Обчислюємо довжину вектора швидкостi γ̇ кривої
γ:

|γ̇|2 =

(
df 1

dt
,
df 2

dt

)
·
(

g11 g12
g21 g22

)
·

 df 1

dt
df 2

dt

 = (0, 1) ·
(

1 0
0 C2

)
·
(

0
1

)
= C2,

|γ̇| = C.

Обчислюємо довжину кривої γ:

L(γ) =

b∫
a

|γ̇|dt =

b∫
a

Cdt = C(b− a).

У площинi полярних координат задана крива γ зображається вiдрiзком ко-
ординатної осi u1 = C. При переходi до декартових координат ця крива буде
зображатися дугою кола радiуса C.

Вiдповiдь : L(γ) = C(b− a).
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Задача 4.1.1. Розглянемо напiвсферу S2+ радiуса r, що параметризована
“проєктивними” координатами (u1, u2) ∈ R2 так, що матриця коефiцiєнтiв рi-
манової метрики має вигляд

G = r2


1 + (u2)2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2
− u1u2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2

− u1u2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2
1 + (u1)2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2

 .

Зобразити у координатнiй площинi R2 наступнi кривi та обчислити їх дов-
жину.

1)

γ :

{
u1 = t
u2 = C

, t ∈ [a, b] ⊂ R.

Проаналiзувати граничну поведiнку довжини кривої γ при a → −∞, b → +∞.
2)

γ :

{
u1 = αt

u2 = βt
, t ∈ [a, b] ⊂ R.

Проаналiзувати граничну поведiнку довжини кривої γ при a → −∞, b → +∞.
3)

γ :

{
u1 = ρ cos t
u2 = ρ sin t

, t ∈ [0, 2π].

Проаналiзувати граничну поведiнку довжини кривої γ при ρ → +∞.

Задача 4.1.2. Розглянемо сферу S2 радiуса r, що параметризована “стерео-
графiчними” координатами (u1, u2) ∈ R2 так, що матриця коефiцiєнтiв рiмано-
вої метрики має вигляд

G = r2


4

(1 + (u1)2 + (u2)2)2
0

0
4

(1 + (u1)2 + (u2)2)2

 .

Зобразити у координатнiй площинi R2 наступнi кривi та обчислити їх дов-
жину.

1)

γ :

{
u1 = αt
u2 = βt

, t ∈ [a, b] ⊂ R.

Проаналiзувати граничну поведiнку довжини кривої γ при a → −∞, b → +∞.
2)

γ :

{
u1 = t
u2 = β

, t ∈ [a, b] ⊂ R.
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Проаналiзувати граничну поведiнку довжини кривої γ при a → −∞, b → +∞.
3)

γ :

{
u1 = ρ cos t
u2 = ρ sin t

, t ∈ [0, 2π].

Проаналiзувати граничну поведiнку довжини кривої γ при ρ → +∞.

Задача 4.1.3 Розглянемо площину Лобачевського H2 в iнтерпретацiї Ке-
лi – Клейна в одиничному диску D2 =

{
(u1, u2) ∈ R2 | (u1)2 + (u2)2 < 1

}
, коли

матриця коефiцiєнтiв рiманової метрики має вигляд

G = r2


1− (u2)2

(1− (u1)2 − (u2)2)2
u1u2

(1− (u1)2 − (u2)2)2

u1u2

(1− (u1)2 − (u2)2)2
1− (u1)2

(1− (u1)2 − (u2)2)2

 .

Зобразити наступнi кривi у координатнiй областi D2 ⊂ R2 та обчислити їх
довжину.

1)

γ :

{
u1 = t
u2 = β

, t ∈ [a, b] ⊂ (−
√
1− β2,

√
1− β2).

Проаналiзувати граничну поведiнку довжини кривої γ при a → −
√

1− β2,
b →

√
1− β2.

2)

γ :

{
u1 = αt

u2 = βt
, t ∈ [a, b] ⊂ (− 1√

α2 + β2
,

1√
α2 + β2

).

Проаналiзувати граничну поведiнку довжини кривої γ при a → − 1√
α2 + β2

,

b → 1√
α2 + β2

.

3)

γ :

{
u1 = ρ cos t
u2 = ρ sin t

, t ∈ [0, 2π].

Проаналiзувати граничну поведiнку довжини кривої γ при ρ → 1.

Задача 4.1.4. Розглянемо площину Лобачевського H2 в iнтерпретацiї Пуан-
каре в одиничному диску D2 =

{
(u1, u2) ∈ R2 | (u1)2 + (u2)2 < 1

}
, коли матриця

коефiцiєнтiв рiманової метрики має вигляд

G = r2


4

(1− (u1)2 − (u2)2)2
0

0
4

(1− (u1)2 − (u2)2)2

 .
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Зобразити наступнi кривi у координатнiй областi D2 ⊂ R2 та обчислити їх
довжину.

1)

γ :

{
u1 = t
u2 = β

, t ∈ [a, b] ⊂ (−
√
1− β2,

√
1− β2).

Проаналiзувати граничну поведiнку довжини кривої γ при a → −
√

1− β2,
b →

√
1− β2.

2)

γ :

{
u1 = αt
u2 = βt

, t ∈ [a, b] ⊂ (− 1√
α2 + β2

,
1√

α2 + β2
).

Проаналiзувати граничну поведiнку довжини кривої γ при a → − 1√
α2 + β2

,

b → 1√
α2 + β2

.

3)

γ :

{
u1 = ρ cos t
u2 = ρ sin t

, t ∈ [0, 2π].

Проаналiзувати граничну поведiнку довжини кривої γ при ρ → 1.
4)

γ :

{
u1 = ρ cos t+

√
1 + ρ2

u2 = ρ sin t
, t ∈ [a, b] ⊂ (π − arccotρ, π + arccotρ).

Проаналiзувати граничну поведiнку довжини кривої γ при a → π − arccotρ,
b → pi+ arccotρ.

5)

γ :

{
u1 = ρ cos t+ 1− ρ

u2 = ρ sin t
, t ∈ [0, 2π].

Проаналiзувати граничну поведiнку довжини кривої γ при ρ → 1.

Задача 4.1.5. Розглянемо площину Лобачевського H2 в iнтерпретацiї Пуан-
каре в напiвплощинi R2

+ =
{
(u1, u2) ∈ R2 | u2 > 0

}
, коли матриця коефiцiєнтiв

рiманової метрики має вигляд

G = r2


1

(u2)2
0

0
1

(u2)2

 .

Зобразити наступнi кривi у координатнiй областi R2
+ ⊂ R2 та обчислити їх

довжину.
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1)

γ :

{
u1 = α
u2 = t

, t ∈ [a, b] ⊂ (0,+∞).

Проаналiзувати граничну поведiнку довжини кривої γ при a → 0.
2)

γ :

{
u1 = t
u2 = β

, t ∈ [a, b].

3)

γ :

{
u1 = αt+ α0

u2 = βt+ β0
, t ∈ [a, b] ⊂ (−β0

β
,+∞).

Проаналiзувати граничну поведiнку довжини кривої γ при a → −β0
β

.

4)

γ :

{
u1 = ρ cos t+ c
u2 = ρ sin t

, t ∈ [a, b] ⊂ (0, π).

Проаналiзувати граничну поведiнку довжини кривої γ при a → 0, b → π.
5)

γ :

{
u1 = ρ cos t+ c

u2 = ρ sin t+ ρ
, t ∈ [a, b] ⊂ (0, 2π).

Проаналiзувати граничну поведiнку довжини кривої γ при a → 0, b → 2π.
6)

γ :

{
u1 = ρ cos t
u2 = ρ sin t+ h

, h > ρ, t ∈ [0, 2π].

7)

γ :

{
u1 = ρ cos t
u2 = ρ sin t+ h

, 0 < h < ρ, t ∈ [a, b] ⊂ (− arcsin
h

ρ
, π + arcsin

h

ρ
).

Проаналiзувати граничну поведiнку довжини кривої γ при a → − arcsin
h

ρ
,

b → π + arcsin
h

ρ
.
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4.2 Кут мiж кривими

Якщо γ : [a, b] → Mm i γ̃ : [ã, b̃] → Mm – двi кривi у рiмановому многовидi
(Mm, g), що перетинаються в деякiй точцi P ∈ Mm i є у нiй регулярними, тобто
мають ненульовi дотичнi вектори (вектори швидкостi) γ̇ i ˙̃γ, то кут мiж криви-
ми γ i γ̃ в точцi перетину P визначається як кут мiж γ̇ i ˙̃γ у P i обчислюється
за допомогою наступної формули:

cosφ =
⟨γ̇, ˙̃γ⟩
|γ̇| | ˙̃γ|

,

при цьому скалярний добуток ⟨γ̇, ˙̃γ⟩ i довжини |γ̇|, | ˙̃γ| векторiв швидкостi кри-
вих обчислюються в точцi перетину P з урахуванням рiманової метрики g.

Якщо кривi заданi в локальних координатах (u1, . . . , um) на Mm у виглядi

γ :


u1 = f 1(t)

...
um = fm(t)

, γ̃ :


u1 = f̃ 1(t̃)

...
um = f̃m(t̃)

,

то алгоритм обчислення кута мiж кривими є наступним:
1) знайти точку перетину P кривих γ i γ̃, розв’язавши рiвняння

f 1(t) = f̃ 1(t̃)
...

fm(t) = f̃m(t̃)

,

i записати координату t0 точки P на кривiй γ, координату t̃0 точки P на кри-
вiй γ̃, координати u10 = f 1(t0) = f̃ 1(t̃0), . . . , u

m
0 = fm(t0) = f̃m(t̃0) точки P у

многовидi Mm;
2) обчислити вектори швидкостi γ̇(t0) i ˙̃γ(t̃0) кривих γ i γ̃ в точцi P :

γ̇(t0) =


df 1

dt
(t0)
...

dfm

dt
(t0)

 , ˙̃γ(t̃0) =


df̃ 1

dt̃
(t̃0)
...

df̃m

dt̃
(t̃0)

 ;

3) обчислити матрицю коефiцiєнтiв рiманової метрики g в точцi P , g11 . . . g1m
... ...
gm1 . . . gmm


P

=

 g11(u
1
0, . . . , u

m
0 ) . . . g1m(u

1
0, . . . , u

m
0 )

... ...
gm1(u

1
0, . . . , u

m
0 ) . . . gmm(u

1
0, . . . , u

m
0 )

 ;

4) обчислити скалярнi добутки з урахуванням матрицi коефiцiєнтiв рiманової
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метрики g в точцi P :

⟨γ̇(t0), ˙̃γ(t̃0)⟩ =

(
df 1

dt
(t0), . . . ,

dfm

dt
(t0)

)
·

 g11 . . . g1m
... ...
gm1 . . . gmm


P

·


df̃ 1

dt̃
(t̃0)

...
df̃m

dt̃
(t̃0)

 ,

|γ̇(t0)|2 =

(
df 1

dt
(t0), . . . ,

dfm

dt
(t0)

)
·

 g11 . . . g1m
... ...
gm1 . . . gmm


P

·


df 1

dt
(t0)
...

dfm

dt
(t0)

 ,

| ˙̃γ(t̃0)|2 =

(
df̃ 1

dt̃
(t̃0), . . . ,

df̃m

dt̃
(t̃0)

)
·

 g11 . . . g1m
... ...
gm1 . . . gmm


P

·


df̃ 1

dt̃
(t̃0)
...

df̃m

dt̃
(t̃0)

 ;

5) обчислити косинус шуканого кута

cosφ =
⟨γ̇(t0), ˙̃γ(t̃0)⟩
|γ̇(t0)| | ˙̃γ(t̃0)|

.

Задача-приклад. Розглянемо евклiдову площину E2, що параметризована
полярними координатами (u1, u2), коли матриця коефiцiєнтiв рiманової метри-
ки має вигляд

G =

(
1 0
0 (u1)2

)
, (u1, u2) ∈ R2

+ =
{
(u1, u2) ∈ R2 | u1 > 0

}
.

Розглянемо наступнi кривi в E2:

γ1 :

{
u1 = cost

u2 = sin t
, t ∈ (−π

2
,
π

2
); γ2 :

{
u1 = cos σ +

√
2

u2 = sin σ
, σ ∈ (0, π).

Знайти їх точку перетину та обчислити кут мiж кривими в цiй точцi.

Розв’язання. Зобразимо заданi кривi та їх точку перетину, див. рис. 2.

Рис. 2: Кривi γ1 i γ2

Знаходимо точку перетину P кривих γ1 i γ2:{
cos t = cosσ +

√
2

sin t = sinσ
.

Розв’язком буде t0 =
π

4
, σ0 =

3π

4
. Як наслiдок,

на координатнiй площинi R2
+ точка перетину P

матиме координати u10 =
1√
2
, u20 =

1√
2
.
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Обчислюємо вектор швидкостi кривої γ1:

γ̇1 =

(
− sin t
cos t

)
.

В точцi P маємо

γ̇1(t0) =

 − sin
π

4
cos

π

4

 =

 − 1√
2

1√
2


Обчислюємо вектор швидкостi кривої γ2:

γ̇2 =

(
− sinσ
cosσ

)
.

В точцi P маємо

γ̇2(σ0) =

 − sin
3π

4

cos
3π

4

 =

 − 1√
2

− 1√
2


Обчислюємо матрицю коефiцiєнтiв рiманової метрики g в точцi P :(

g11 g12
g21 g22

)
P

=

(
1 0
0 (u10)

2

)
=

(
1 0

0
1

2

)
.

Обчислюємо скалярнi добутки:

⟨γ̇1(t0), γ̇2(σ0)⟩ =

(
− 1√

2
,
1√
2

)
·

(
1 0

0
1

2

)
·

 − 1√
2

− 1√
2

 =
1

4
,

|γ̇1(t0)|2 =

(
− 1√

2
,
1√
2

)
·

(
1 0

0
1

2

)
·

 − 1√
2

1√
2

 =
3

4
,

|γ̇2(σ0)|2 =

(
− 1√

2
,− 1√

2

)
·

(
1 0

0
1

2

)
·

 − 1√
2

− 1√
2

 =
3

4
.

Обчислюємо косинус шуканого кута: cosφ =

1

4√
3

4

√
3

4

= 1
3 .

Вiдповiдь: cosφ =
1

3
.
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Задача 4.2.1. Розглянемо напiвсферу S2+ радiуса r, що параметризована
“проєктивними” координатами (u1, u2) ∈ R2 так, що матриця коефiцiєнтiв рiма-
нової метрики має вигляд

G = r2


1 + (u2)2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2
− u1u2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2

− u1u2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2
1 + (u1)2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2

 .

Зобразити у координатнiй площинi R2 наступнi кривi, знайти їх точку пере-
тину та обчислити кут мiж кривими.

1)

γ1 :

{
u1 = t
u2 = a

, t ∈ R; γ2 :

{
u1 = b
u2 = σ

, σ ∈ R.

2)

γ1 :

{
u1 = t
u2 = 1

2

, t ∈ R; γ2 :

{
u1 = cos σ
u2 = sin σ

, σ ∈ R.

Задача 4.2.2. Розглянемо сферу S2 радiуса r, що параметризована “стерео-
графiчними” координатами (u1, u2) ∈ R2 так, що матриця коефiцiєнтiв рiмано-
вої метрики має вигляд

G = r2


4

(1 + (u1)2 + (u2)2)2
0

0
4

(1 + (u1)2 + (u2)2)2

 .

Зобразити у координатнiй площинi R2 наступнi кривi, знайти їх точку пере-
тину та обчислити кут мiж кривими.

1)

γ1 :

{
u1 = t

u2 = a
, t ∈ R; γ2 :

{
u1 = b

u2 = σ
, σ ∈ R.

2)

γ1 :

{
u1 = t
u2 = 1√

2

, t ∈ R; γ2 :

{
u1 = cos σ
u2 = sin σ

, σ ∈ R.

Задача 4.2.3. Розглянемо площину Лобачевського H2 в iнтерпретацiї Ке-
лi – Клейна в одиничному диску D2 =

{
(u1, u2) ∈ R2 | (u1)2 + (u2)2 < 1

}
, коли

матриця коефiцiєнтiв рiманової метрики має вигляд

G = r2


1− (u2)2

(1− (u1)2 − (u2)2)2
u1u2

(1− (u1)2 − (u2)2)2

u1u2

(1− (u1)2 − (u2)2)2
1− (u1)2

(1− (u1)2 − (u2)2)2

 .
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Зобразити у координатнiй площинi R2 наступнi кривi, знайти їх точку пере-
тину та обчислити кут мiж кривими.

1)

γ1 :

{
u1 = t
u2 = a

, t ∈ (−
√

1− a2,
√
1− a2);

γ2 :

{
u1 = b
u2 = σ

, σ ∈ (−
√

1− b2,
√
1− b2).

2)

γ1 :


u1 =

1

2
t

u2 =

√
3

4

, t ∈ (−1

2
,
1

2
); γ2 :


u1 =

1

2
cosσ

u2 =
1

2
sinσ

, σ ∈ R.

Задача 4.2.4. Розглянемо площину Лобачевського H2 в iнтерпретацiї Пуан-
каре в одиничному диску D2 =

{
(u1, u2) ∈ R2 | (u1)2 + (u2)2 < 1

}
, коли матриця

коефiцiєнтiв рiманової метрики має вигляд

G = r2


4

(1− (u1)2 − (u2)2)2
0

0
4

(1− (u1)2 − (u2)2)2

 .

Зобразити у координатнiй площинi R2 наступнi кривi, знайти їх точку пере-
тину та обчислити кут мiж кривими.

1)

γ1 :

{
u1 = 3t
u2 = 3t

, t ∈ (−1, 1); γ2 :

{
u1 = ρ cosσ
u2 = ρ sinσ

, σ ∈ R.

2)

γ1 :


u1 =

1

2
cos 3t+

1√
2

u2 =
1

2
sin 3t

, t ∈ R; γ2 :


u1 =

1

2
cosσ

u2 =
1

2
sinσ

, σ ∈ R.

Задача 4.2.5. Розглянемо площину Лобачевського H2 в iнтерпретацiї Пуан-
каре в напiвплощинi R2

+ =
{
(u1, u2) ∈ R2 | u2 > 0

}
, коли матриця коефiцiєнтiв

рiманової метрики має вигляд

G = r2


1

(u2)2
0

0
1

(u2)2

 .
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Зобразити у координатнiй площинi R2 наступнi кривi, знайти їх точку пере-
тину та обчислити кут мiж кривими.

1)

γ1 :

{
u1 = t
u2 = t

, t ∈ (0,+∞); γ2 :

{
u1 = ρ cosσ
u2 = ρ sinσ

, σ ∈ (0, π).

2)

γ1 :


u1 =

1

2
cos 2t+

1√
2

u2 =
1

2
sin 2t

, t ∈ (0,
π

2
); γ2 :


u1 =

1

2
cos 5σ

u2 =
1

2
sin 5σ

, σ ∈ (0,
π

5
).
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4.3 Об’єм / площа областi

Припустимо, що на рiмановому многовидi (Mm, g) в картi, що вiдповiдає ло-
кальним координатам (u1, ..., um), задано область Λ. Об’єм (у двовимiрному
випадку – площа) областi Ω обчислюється за наступною формулою:

V ol(Λ) =

∫
Λ

√
detGdu1 . . . dum ,

де G – матриця коефiцiєнтiв рiманової метрики g в локальних координатах
(u1, ..., um) на многовидi Mm.

Задача-приклад. Розглянемо сферу S2 радiуса r, що параметризована “гео-
графiчними” координатами (u1, u2) так, що матриця коефiцiєнтiв рiманової ме-
трики має вигляд

G = r2
(

1 0
0 sin2 u1

)
, (u1, u2) ∈ Ω =

{
(u1, u2) ∈ R2 | 0 < u1 < π, 0 < u2 < 2π

}
.

Знайти площу областi Λ =
{
(u1, u2) ∈ Ω | a < u1 < b, c < u2 < d

}
. Проана-

лiзувати граничну поведiнку площi областi Λ при a → 0, b → π, c → 0, d → 2π.

Розв’язання. Намалюємо задану область, див. рис. 3.

Рис. 3: Область Λ

Маємо
detG = r4 sin2 u1.

Пiдставляючи в загальну формулу для площi (двови-
мiрний випадок )

V ol(Λ) =

∫
Λ

√
detGdu1 du2 ,

отримуємо:

V ol(Λ) =

∫
Λ

r2 sinu1 du1du2 =

d∫
c

b∫
a

r2 sinu1 du1du2 = r2(d− c)(cos a− cos b) .

При a → 0, b → π, c → 0, d → 2π площа областi Λ прямує до 4πr2. Дiйсно,
область Λ перетворюється на область Ω, а область Ω як координатна карта
покриває усю сферу S2 за винятком “гринвiцького” меридiана, що задається
умовами 0 ⩽ u1 ⩽ π, u2 = 0. Тому граничним значенням площi областi Λ якраз
i є площа усiєї сфери S2, що дорiвнює 4πr2.

Аналогiчним чином, якщо лише c → 0, d → 2π, то область Λ як частина
координатної карти Ω на сферi S2 буде покривати кiльце у S2, що розташоване
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мiж двома паралелями u1 = a i u1 = b та з розрiзом уздовж дуги “гринвiцького”
меридiана. Площа такого кiльця дорiвнює 2πr2(cos a− cos b).

Так само, якщо лише a → 0, b → π, то область Λ як частина координатної
карти Ω на сферi S2 буде покривати сектор на сферi S2, що розташований мiж
двома меридiанами u2 = c i u2 = d. Площа такого сферичного сектора дорiвнює
2r2(d− c).

Вiдповiдь: Площа областi Λ дорiвнює r2(d− c)(cos a− cos b).
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Задача 4.3.1. Розглянемо напiвсферу S2+ радiуса r, що параметризована
“проєктивними” координатами (u1, u2) ∈ R2 так, що матриця коефiцiєнтiв рiма-
нової метрики має вигляд

G = r2


1 + (u2)2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2
− u1u2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2

− u1u2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2
1 + (u1)2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2

 .

Зобразити у координатнiй площинi R2 наступнi областi та знайти їх площу.
1) Λ =

{
(u1, u2) ∈ R | (u1)2 + (u2) ⩽ ρ2

}
. Проаналiзувати граничну пове-

дiнку площi областi Λ при ρ → +∞.
2) Λ =

{
(u1, u2) ∈ R | |u1| < a, |u2| < b

}
. Проаналiзувати граничну поведiн-

ку площi областi Λ при a → +∞, b → +∞.

Задача 4.3.2. Розглянемо площину Лобачевського H2 в iнтерпретацiї Ке-
лi – Клейна в одиничному диску D2 =

{
(u1, u2) ∈ R2 | (u1)2 + (u2)2 < 1

}
, коли

матриця коефiцiєнтiв рiманової метрики має вигляд

G = r2


1− (u2)2

(1− (u1)2 − (u2)2)2
u1u2

(1− (u1)2 − (u2)2)2

u1u2

(1− (u1)2 − (u2)2)2
1− (u1)2

(1− (u1)2 − (u2)2)2

 .

Зобразити у координатнiй площинi R2 область

Λ =
{
(u1, u2) ∈ D2 | (u1)2 + (u2)2 ⩽ ρ2 < 1

}
та обчислити її площу.

Задача 4.3.3. Розглянемо площину Лобачевського H2 в iнтерпретацiї Пуан-
каре в одиничному диску D2 =

{
(u1, u2) ∈ R2 | (u1)2 + (u2)2 < 1

}
, коли матриця

коефiцiєнтiв рiманової метрики має вигляд

G = r2


4

(1− (u1)2 − (u2)2)2
0

0
4

(1− (u1)2 − (u2)2)2

 .

Зобразити у координатнiй площинi R2 наступнi областi й обчислити їх площу.
1) Λ =

{
(u1, u2) ∈ D2 | (u1)2 + (u2)2 ⩽ ρ2 < 1

}
2) Λ =

{
(u1, u2) ∈ D2 | (u1 − 1 + ρ)2 + (u2)2 ⩽ ρ2 < 1

}
3) Λ =

{
(u1, u2) ∈ D2 | (u1 ±

√
2)2 + (u2)2 ⩽ 1, (u1)2 + (u2 ±

√
2)2 ⩽ 1

}
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Задача 4.3.4. Розглянемо площину Лобачевського H2 в iнтерпретацiї Пуан-
каре в напiвплощинi R2

+ =
{
(u1, u2) ∈ R2 | u2 > 0

}
, коли матриця коефiцiєнтiв

рiманової метрики має вигляд

G = r2


1

(u2)2
0

0
1

(u2)2

 .

Зобразити у координатнiй площинi R2 наступнi областi й обчислити їх площу.
1) Λ =

{
(u1, u2) ∈ R2

+ | a1 ⩽ u1 ⩽ b1, a2 ⩽ u2 ⩽ b2
}

2) Λ =
{
(u1, u2) ∈ R2

+ | u1 + u2 ⩾ 0, u1 − u2 ⩽ 0, 0 < a ⩽ u2 ⩽ b
}

3) Λ =
{
(u1, u2) ∈ R2

+ | (u1 ± 1)2 + (u2)2 ⩾ 1, (u1)2 + (u2)2 ⩽ 4
}

4) Λ =
{
(u1, u2) ∈ R2

+ | a ⩽ u1 ≤ b, u2 ⩾ c > 0
}

5) Λ =
{
(u1, u2) ∈ R2

+ | u2 ± u1 ⩾ 0, 0 < a2 ⩽ (u1)2 + (u2)2 ⩽ b2
}

6) Λ =
{
(u1, u2) ∈ R2

+ | |u1| ⩽ c < |a|, 0 < a2 ⩽ (u1)2 + (u2)2 ⩽ b2
}

Задача 4.3.5. Розглянемо сферу S3 радiуса r, що параметризована “геогра-
фiчними” координатами (u1, u2, u3) на областi

Ω =
{
(u1, u2, u3) ∈ R3 | 0 < u1 < π, 0 < u2 < π, 0 < u3 < 2π

}
так, що матриця коефiцiєнтiв рiманової метрики має вигляд

G = r2

 1 0 0
0 sin2 u1 0
0 0 sin2 u1 sin2 u2

 .

Знайти об’єм областi Ω.
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4.4 Периметр, сума внутрiшнiх кутiв i площа

Задача 4.4.1. Розглянемо напiвсферу S2+ радiуса r, що параметризована “про-
єктивними” координатами (u1, u2) ∈ R2 так, що матриця коефiцiєнтiв рiманової
метрики має вигляд

G = r2


1 + (u2)2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2
− u1u2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2

− u1u2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2
1 + (u1)2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2

 .

Зобразити у координатнiй площинi R2 область

Λ =
{
(u1, u2) ∈ R | |u1| ⩽ a, |u2| ⩽ a

}
та обчислити її периметр (тобто довжину межi), суму внутрiшнiх кутiв та
площу.

Задача 4.4.2. Розглянемо сферу S2 радiуса r, що параметризована “стерео-
графiчними” координатами (u1, u2) ∈ R2 так, що матриця коефiцiєнтiв рiмано-
вої метрики має вигляд

G = r2


4

(1 + (u1)2 + (u2)2)2
0

0
4

(1 + (u1)2 + (u2)2)2

 .

Зобразити у координатнiй площинi R2 область

Λ =
{
(u1, u2) ∈ R | u1 ⩾ 0, u2 ⩾ 0, (u1)2 + (u2)2 ⩽ ρ2

}
та обчислити її периметр, суму внутрiшнiх кутiв та площу.

Задача 4.4.3. Розглянемо площину Лобачевського H2 в iнтерпретацiї Ке-
лi – Клейна в одиничному диску D2 =

{
(u1, u2) ∈ R2 | (u1)2 + (u2)2 < 1

}
, коли

матриця коефiцiєнтiв рiманової метрики має вигляд

G = r2


1− (u2)2

(1− (u1)2 − (u2)2)2
u1u2

(1− (u1)2 − (u2)2)2

u1u2

(1− (u1)2 − (u2)2)2
1− (u1)2

(1− (u1)2 − (u2)2)2

 .

Зобразити у координатнiй площинi R2 область

Λ =
{
(u1, u2) ∈ D2 | |u1| ⩽ a, |u2| ⩽ a

}
та обчислити її периметр, суму внутрiшнiх кутiв та площу.
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Задача 4.4.4. Розглянемо площину Лобачевського H2 в iнтерпретацiї Пуан-
каре в одиничному диску D2 =

{
(u1, u2) ∈ R2 | (u1)2 + (u2)2 < 1

}
, коли матриця

коефiцiєнтiв рiманової метрики має вигляд

G = r2


4

(1− (u1)2 − (u2)2)2
0

0
4

(1− (u1)2 − (u2)2)2

 .

Зобразити у координатнiй площинi R2 область

Λ =
{
(u1, u2) ∈ D2 | u1 + u2 ⩾ 0, u1 − u2 ⩾ 0, (u1 − c)2 + (u2)2 ⩽ c2 − 1

}
при довiльному c >

√
2 та обчислити її суму внутрiшнiх кутiв та площу.

Задача 4.4.5. Розглянемо площину Лобачевського H2 в iнтерпретацiї Пуан-
каре в напiвплощинi R2

+ =
{
(u1, u2) ∈ R2 | u2 > 0

}
, коли матриця коефiцiєнтiв

рiманової метрики має вигляд

G = r2


1

(u2)2
0

0
1

(u2)2

 .

Зобразити у координатнiй площинi R2 область

Λ =
{
(u1, u2) ∈ D2 | −1 ⩽ u1 ⩽ 1, 2 ⩽ (u1)2 + (u2)2 ⩽ 4

}
та обчислити її периметр, суму внутрiшнiх кутiв та площу.
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5 Кривина та кручення афiнного многовида

Тензори кручення (або скруту) T та кривини R многовида з афiнною зв’язнiстю
(Mm,∇) (тобто з певним правилом ∇ диференцiювання одних векторних полiв
у напрямку iнших) визначаються наступними формулами:

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ] ,

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

для довiльних векторних полiв X, Y , Z на многовидi Mm.
Якщо на многовидi Mm задано локальнi координати (u1, ..., um) i афiнна

зв’язнiсть ∇ задана набором символiв Крiстофеля
{
Γk
ij(u

1, ..., um)
}
1⩽i,j,k⩽m

, тоб-
то ∇ ∂

∂ui

∂
∂uj = Γk

ij
∂

∂uk для будь-яких i та j вiд 1 до m, то для векторних полiв
X = X i ∂

∂ui , Y = Y j ∂
∂uj , Z = Zk ∂

∂uk маємо

T (X, Y ) = T k X i Y j ∂

∂uk
,

R(X, Y )Z = Rl
ijk X

i Y j Zk ,

де координати T k
ij тензора кручення T i координати Rl

ijk тензора кривини R

обчислюються за формулами

T k
ij = Γk

ij − Γk
ji, 1 ⩽ i, j, k ⩽ m ,

Rl
ijk =

∂Γl
jk

∂ui
− ∂Γl

ik

∂uj
+ Γn

jkΓ
l
in − Γn

ikΓ
l
jn , 1 ⩽ i, j, k, l ⩽ m .

У багатьох джерелах розставляють iндекси у компонентiв тензора кривини в
iншому порядку: R(X, Y )Z = Rl

ijk X
j Y k Z i, тому попередня формула там вiд-

повiдним чином змiнюється.
Зауважимо, що тензор кручення T завжди є кососиметричним: T k

ij = −T k
ji,

зокрема T k
jj = 0, для будь-яких i, j, k вiд 1 до m. Тому при знаходженнi цього

тензора достатньо обчислити лише коефiцiєнти T k
ij з i < j, а iншi коефiцiєнти

виписуються без обчислень, лише з урахуванням кососиметричностi.
Аналогiчно, тензор кривини R завжди є кососиметричним за першою па-

рою iндексiв: Rl
ijk = −Rl

jik, зокрема Rl
jjk = 0, для будь-яких i, j, k, l вiд 1 до

m. Тому при знаходженнi цього тензора достатньо обчислити лише коефiцiєн-
ти Rl

ijk з i < j, а iншi коефiцiєнти виписуються без обчислень за допомогою
кососиметричностi.

Якщо тензор кручення дорiвнює нулю, то афiнна зв’язнiсть є симетричною
(або зв’язнiстю без кручення). Якщо тензор кривини дорiвнює нулю, то афiнна
зв’язнiсть є пласкою.
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Задача-приклад. Розглянемо на двовимiрнiй площинi R2 з координатами
(u1, u2) афiнну зв’язнiсть ∇, що представлена символами Крiстофеля

Γ1
11 = 0,Γ1

12 = u1,Γ1
21 = 0,Γ1

22 = 0, Γ2
11 = 0,Γ2

12 = sinu1,Γ2
21 = 0,Γ2

22 = u2.

1) Обчислити тензор кручення заданої афiнної зв’язностi ∇ i визначити, чи
є вона симетричною.

2) Обчислити тензор кривини заданої афiнної зв’язностi ∇ i визначити, чи є
вона пласкою.

Розв’язання.
1) Обчислимо коефiцiєнти тензора кручення:

T 1
12 = Γ1

12 − Γ1
21 = u1, T 2

12 = Γ2
12 − Γ2

21 = sinu1,

T 1
21 = −T 1

12 = −u1, T 2
21 = −T 2

12 = − sinu1,

T 1
11 = 0, T 2

11 = 0, T 1
22 = 0, T 2

22 = 0.

Отже, тензор кручення T не є нульовим, отже задана афiнна зв’язнiсть ∇
не є симетричною.

2) Обчислимо коефiцiєнти тензора кривини:

R1
121 =

∂Γ1
21

∂u1
− ∂Γ1

11

∂u2
+ Γn

21Γ
1
1n − Γn

11Γ
1
2n = 0,

R1
122 =

∂Γ1
22

∂u1
− ∂Γ1

12

∂u2
+ Γn

22Γ
1
1n − Γn

12Γ
1
2n = u1u2,

R2
121 =

∂Γ2
21

∂u1
− ∂Γ2

11

∂u2
+ Γn

21Γ
2
1n − Γn

11Γ
2
2n = 0,

R2
122 =

∂Γ2
22

∂u1
− ∂Γ2

12

∂u2
+ Γn

22Γ
2
1n − Γn

12Γ
2
2n = 0,

R1
211 = −R1

121 = 0, R1
212 = −R1

122 = −u1u2,

R2
211 = −R2

121 = 0, R2
212 = −R2

122 = 0,

R1
111 = 0, R1

112 = 0, R2
111 = 0, R2

112 = 0,

R1
221 = 0, R1

222 = 0, R2
221 = 0, R2

222 = 0.

Вiдповiдь: 1) Коефiцiєнти тензора кручення T 1
12 = u1, T 1

21 = −u1, T 2
12 =

sinu1, T 2
21 = − sinu1, решта коефiцiєнтiв дорiвнює нулю. Афiнна зв’язнiсть не

є симетричною.
2) Коефiцiєнти тензора кривини R1

122 = u1u2, R1
212 = −u1u2, iншi коефiцiєнти

дорiвнюють нулю. Афiнна зв’язнiсть не є пласкою.
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Задача 5.1. Розглянемо на областi Ω = {(u1, u2) ∈ R2 | u1 > 0} афiнну
зв’язнiсть ∇, що представлена символами Крiстофеля Γ1

22 = −u1, Γ2
12 = Γ2

21 =
1

u1
, iншi символи Крiстофеля дорiвнюють нулю.
1) Обчислити тензор кручення заданої афiнної зв’язностi ∇ i визначити, чи

є вона симетричною.
2) Обчислити тензор кривини заданої афiнної зв’язностi ∇ i визначити, чи є

вона пласкою.

Задача 5.2. Розглянемо на областi Ω = {(u1, u2) ∈ R2 | −π
2 < u1 < π

2} афiн-
ну зв’язнiсть ∇, що представлена символами Крiстофеля Γ1

22 = − sinu1 cosu1,
Γ2
12 = Γ2

21 = ctg u1, iншi символи Крiстофеля дорiвнюють нулю.
1) Обчислити тензор кручення заданої афiнної зв’язностi ∇ i визначити, чи

є вона симетричною.
2) Обчислити тензор кривини заданої афiнної зв’язностi ∇ i визначити, чи є

вона пласкою.

Задача 5.3. Розглянемо на областi Ω = {(u1, u2) ∈ R2 | u2 > 0} афiнну

зв’язнiсть ∇, що представлена символами Крiстофеля Γ1
12 = Γ1

21 = − 1

u2
, Γ2

11 =

1

u2
, Γ2

22 = − 1

u2
, iншi символи Крiстофеля дорiвнюють нулю.

1) Обчислити тензор кручення заданої афiнної зв’язностi ∇ i визначити, чи
є вона симетричною.

2) Обчислити тензор кривини заданої афiнної зв’язностi ∇ i визначити, чи є
вона пласкою.
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6 Паралельне перенесення на афiнному многовидi

Гладке (гладкостi C1) векторне поле X уздовж C1-гладкої кривої γ : (a, b) →
Mm у многовидi з афiнною зв’язнiстю (Mm,∇) є паралельним (або переноси-
ться паралельно), якщо в кожнiй точцi на кривiй γ коварiантна похiдна ве-
кторного поля X у напрямку вектора швидкостi γ̇ дорiвнює нулю:

∇γ̇X ≡ 0.

Якщо на Mm задано локальнi координати (u1, ..., um), афiнна зв’язнiсть ∇
представлена набором символiв Крiстофеля

{
Γk
ij(u

1, ..., um)
}
1⩽i,j,k⩽m

, крива γ
задається у виглядi 

u1 = f 1(t)
...

um = fm(t)

,

a векторне поле записується у виглядi

X = Xj(t)
∂

∂uj
,

то умова паралельностi векторного поля X уздовж кривої γ має вигляд
dX1

dt
+ Γ1

ij

df i

dt
Xj ≡ 0

...
dXm

dt
+ Γ1

ij

df i

dt
Xm ≡ 0

,

де символи Крiстофеля Γk
ij = Γk

ij(f
1(t), ..., fm(t)) обчисленi у точках кривої γ.

Якщо на кривiй γ в точцi P = γ(t0) у дотичному просторi TPM
m задано ве-

ктор X0 = Xj
0

∂
∂uj =

(
X1

0 , . . . , X
m
0

)
i його потрiбно перенести паралельно уздовж

кривої γ з точки P = γ(t0) в точку Q = γ(t1), то для цього потрiбно виписану
вище систему диференцiальних рiвнянь для X1(t), . . . , Xm(t) доповнити поча-
тковими умовами 

X1(t0) = X1
0

...
Xm(t0) = Xm

0

,

знайти розв’язок X = Xj(t)
∂

∂uj
=
(
X1(t), . . . , Xm(t)

)
вiдповiдної задачi Кошi,

а потiм обчислити значення X1 = Xj(t1)
∂

∂uj
=
(
X1(t1), . . . , X

m(t1)
)

– це й буде
шуканий вектор у дотичному просторi TQM

m.

Задача-приклад. Розглянемо на двовимiрнiй площинi R2 з координатами
(u1, u2) афiнну зв’язнiсть ∇, що представлена символами Крiстофеля

Γ1
11 = 0,Γ1

12 = u1,Γ1
21 = 0,Γ1

22 = 0, Γ2
11 = 0,Γ2

12 = u1,Γ2
21 = 0,Γ2

22 = u2.
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1) Розглянемо криву γ в R2, що задана параметрично як u1 = cos t, u2 = sin t.
Побудувати векторне поле X, що переноситься паралельно уздовж кривої γ i в
точцi P (t =

π

2
) на кривiй γ приймає значення X0 = (2, 3).

2) Перенести вектор X0 = (1, 4) ∈ TPR2 з точки P (3,
√
2) в точку Q(3,−1)

уздовж кривої γ : u1 = 3.

Розв’язання.
1) Пiдставивши задану криву γ з u1 = cos t, u2 = sin t в заданi символи

Крiстофеля, отримуємо Γ1
12 = cos t, Γ2

12 = cos t, Γ2
22 = sin t, решта символи

Крiстофеля дорiвнює нулю уздовж кривої γ.
Далi пiдставимо координатнi функцiї f 1(t) = cos t, f 2(t) = sin t кривої γ i

виписанi вище символи Крiстофеля в рiвняння паралельного перенесення,
dX1

dt
+ Γ1

11

df 1

dt
X1 + Γ1

12

df 1

dt
X2 + Γ1

21

df 2

dt
X1 + Γ1

22

df 2

dt
X2 ≡ 0

dX2

dt
+ Γ2

11

df 1

dt
X1 + Γ2

12

df 1

dt
X2 + Γ2

21

df 2

dt
X1 + Γ2

22

df 2

dt
X2 ≡ 0

.

Отримаємо наступну систему двох лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого
порядку: 

dX1

dt
− cos t sin tX2 ≡ 0

dX2

dt
≡ 0

для двох невiдомих функцiй X1(t), X2(t).
Розв’язуючи систему методами теорiї диференцiальних рiвнянь, отримуємо

розв’язок: X1(t) = C1 +
C2

2
sin2 t, X2(t) = C2, де C1, C2 – довiльнi константи

iнтегрування.
Отже, довiльне векторне поле, що паралельно переноситься уздовж заданої

кривої γ, має вигляд

X =

(
C1 +

C2

2
sin2 t

C2

)
= C1

(
1
0

)
+ C2

( 1

2
sin2 t

1

)

За умовою, при t =
π

2
знайдене паралельне векторне поле X приймає значе-

ння X0 = (2, 3), тобто (
C1 +

C2

2
sin2

π

2
C2

)
=

(
2
3

)
,

звiдки знаходимо значення констант iнтегрування: C1 =
1

2
, C2 = 3.
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Таким чином, шукане векторне поле, що паралельно переноситься уздовж
заданої кривої γ i приймає задане значення в заданiй точцi P на кривiй γ, має
вигляд

X =

( 1

2
+

3

2
sin2 t

3

)
.

2) Запишемо задану криву γ в параметричному виглядi: u1 = 3, u2 = t.
Пiдставимо в заданi символи Крiстофеля, отримуємо Γ1

12 = 3, Γ2
12 = 3, Γ2

22 = t,
iншi символи Крiстофеля дорiвнюють нулю уздовж кривої γ.

Далi, пiдставимо координатнi функцiї f 1(t) = 3, f 2(t) = t кривої γ i виписанi
вище символи Крiстофеля в рiвняння паралельного перенесення,

dX1

dt
+ Γ1

11

df 1

dt
X1 + Γ1

12

df 1

dt
X2 + Γ1

21

df 2

dt
X1 + Γ1

22

df 2

dt
X2 ≡ 0

dX2

dt
+ Γ2

11

df 1

dt
X1 + Γ2

12

df 1

dt
X2 + Γ2

21

df 2

dt
X1 + Γ2

22

df 2

dt
X2 ≡ 0

.

Отримаємо наступну систему двох лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого
порядку: 

dX1

dt
≡ 0

dX2

dt
+ tX2 ≡ 0

для двох невiдомих функцiй X1(t), X2(t).
Розв’язуючи систему методами теорiї диференцiальних рiвнянь, отримуємо

розв’язок: X1(t) = C1, X2(t) = C2e
− t2

2 , де C1, C2 – константи iнтегрування.
Отже, довiльне векторне поле, що паралельно переноситься уздовж заданої

кривої γ, має вигляд

X =

(
C1

C2e
− t2

2

)
= C1

(
1
0

)
+ C2

(
0

e−
t2

2

)
.

Точцi P на кривiй γ вiдповiдає t =
√
2, а точцi Q вiдповiдає t = −1. За

умовою, в точцi P , тобто при t =
√
2, знайдене паралельне векторне поле X

приймає значення X0 = (1, 4):(
C1

C2e
− (

√
2)2

2

)
=

(
1
4

)
,

звiдки знаходимо значення констант iнтегрування: C1 = 1, C2 = 4e.
Пiдставляючи знайденi константи iнтегрування, записуємо вiдповiдне ве-

кторне поле, що паралельно переноситься уздовж заданої кривої γ i приймає
задане значення X0 в заданiй точцi P на кривiй γ:

X =

(
1

4e · e− t2

2

)
=

(
1

4e1−
t2

2

)
.
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В точцi Q(3,−1), тобто при t = −1, це векторне поле приймає значення

XQ =

(
1

4e1−
(−1)2

2

)
=

(
1

4e
1
2

)
.

Таким чином, якщо в заданiй точцi P взяти вектор X0 = (1, 4) в TPR2 i пере-
нести його паралельно уздовж заданої кривої γ в задану точку Q, то отримаємо
вектор XQ = (1, 4e

1
2 ) в TQR2.

Вiдповiдь: 1) X =

( 1

2
+

3

2
sin2 t

3

)
; 2) XQ = (1, 4e

1
2 ).
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Задача 6.1. Розглянемо на областi Ω = {(u1, u2) ∈ R2 | u1 > 0} афiнну
зв’язнiсть ∇, що представлена символами Крiстофеля Γ1

22 = −u1, Γ2
12 = Γ2

21 =
1

u1
, iншi символи Крiстофеля дорiвнюють нулю.
1) Побудувати векторнi поля X, Y , Z, що переносяться паралельно уздовж

кривої γ : u1 = α, u2 = t i в точцi P (t = 0) на кривiй γ приймають значення
X0 = (1, 4), Y0 = (1, 0), Z0 = (0, 2).

2) Побудувати векторнi поля X, Y , Z, що переносяться паралельно уздовж
кривої γ : u1 = t, u2 = β i в точцi P (t = 5) на кривiй γ приймають значення
X0 = (2, 0), Y0 = (2, 2), Z0 = (0, 1).

3) Побудувати векторнi поля X, Y , Z, що переносяться паралельно уздовж
кривої γ : u1 − u2 = 0 i в точцi P (π, π) на кривiй γ приймають значення X0 =
(2, 0), Y0 = (0, 4), Z0 = (−2, 8).

4) Перенести вектори X0 = (2, 3), Y0 = (4, 6) ∈ TPR2 з точки P (α, 0) в точку
Q(α, 2π) уздовж кривої γ : u1 = α.

5) Перенести вектори X0 = (3, 1), Y0 = (6, 2) ∈ TPR2 з точки P (1, β) в точку
Q(4, β) уздовж кривої γ : u2 = β.

6) Перенести вектори X0 = (−2, 1), Y0 = (−4, 2) ∈ TPR2 з точки P (
π

4
,
π

4
) в

точку Q(
π

2
,
π

2
) уздовж кривої γ : u1 − u2 = 0.

7*) Перенести довiльний вектор X0 = (X1
0 , X

2
0) ∈ TPR2 з точки P (1, 0) в

ту саму точку P уздовж замкненої кривої (криволiнiйного чотирикутника), що
утворена з вiдрiзкiв лiнiй γ1 : u

2 = 0, γ2 : u1 = 4, γ3 : u2 =
π

2
, γ1 : u2 = 1 (тобто

послiдовно зробити паралельнi перенесення уздовж кожної з чотирьох кривих
з однiєї точки їх перетину в iншу).

Задача 6.2. Розглянемо на областi Ω = {(u1, u2) ∈ R2 | 0 < u1 < π} афiн-
ну зв’язнiсть ∇, що представлена символами Крiстофеля Γ1

22 = − sinu1 cosu1,
Γ2
12 = Γ2

21 = ctg u1, iншi символи Крiстофеля дорiвнюють нулю.
1) Побудувати векторнi поля X, Y , Z, що переносяться паралельно уздовж

кривої γ : u1 = α, u2 = t i в точцi P (t = 0) на кривiй γ приймають значення
X0 = (1, 4), Y0 = (1, 0), Z0 = (0, 2).

2) Побудувати векторнi поля X, Y , Z, що переносяться паралельно уздовж
кривої γ : u1 = t, u2 = β i в точцi P (t =

π

2
) на кривiй γ приймають значення

X0 = (2, 0), Y0 = (2, 2), Z0 = (0, 1).
3) Побудувати векторнi поля X, Y , Z, що переносяться паралельно уздовж

кривої γ : u1 = u2 i в точцi P (
π

2
,
π

2
) на кривiй γ приймають значення X0 = (2, 0),

Y0 = (0, 4), Z0 = (−2, 8).
4) Перенести вектори X0 = (2, 3), Y0 = (4, 6) ∈ TPR2 з точки P (α, 2) в точку

Q(α, 3) уздовж кривої γ : u1 = α.
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5) Перенести вектори X0 = (3, 1), Y0 = (6, 2) ∈ TPR2 з точки P (
π

2
, β) в точку

Q(
π

4
, β) уздовж кривої γ : u2 = β.

6) Перенести вектори X0 = (−2, 1), Y0 = (−4, 2) ∈ TPR2 з точки P (
π

4
,
π

4
) в

точку Q(
π

2
,
π

2
) уздовж кривої γ : u1 − u2 = 0.

7*) Перенести довiльний вектор X0 = (X1
0 , X

2
0) ∈ TPR2 з точки P (

π

2
, 0) в

ту саму точку P уздовж замкненої кривої (криволiнiйного чотирикутника), що
утворена з вiдрiзкiв лiнiй γ1 : u

1 =
π

2
, γ2 : u

2 =
π

2
, γ3 : u

1 = α, γ4 : u
2 = 0.

Задача 6.3. Розглянемо на областi Ω = {(u1, u2) ∈ R2 | u2 > 0} афiнну

зв’язнiсть ∇, що представлена символами Крiстофеля Γ1
12 = Γ1

21 = − 1

u2
, Γ2

11 =

1

u2
, Γ2

22 = − 1

u2
, iншi символи Крiстофеля дорiвнюють нулю.

1) Побудувати векторнi поля X, Y , Z, що переносяться паралельно уздовж
кривої γ : u1 = α, u2 = t i в точцi P (t = 1) на кривiй γ приймають значення
X0 = (1, 4), Y0 = (1, 0), Z0 = (0, 2).

2) Побудувати векторнi поля X, Y , Z, що переносяться паралельно уздовж
кривої γ : u1 = t, u2 = β i в точцi P (t = 0) на кривiй γ приймають значення
X0 = (2, 0), Y0 = (2, 2), Z0 = (0, 1).

3) Побудувати векторнi поля X, Y , Z, що переносяться паралельно уздовж
кривої γ : u1 = au2 + b i в точцi P (a + b, 1) на кривiй γ приймають значення
X0 = (2, 0), Y0 = (0, 4), Z0 = (−2, 8).

4) Перенести вектори X0 = (2, 3), Y0 = (4, 6) ∈ TPR2 з точки P (α, 2) в точку
Q(α, 4) уздовж кривої γ : u1 = α.

5) Перенести вектори X0 = (3, 1), Y0 = (6, 2) ∈ TPR2 з точки P (0, β) в точку
Q(3, β) уздовж кривої γ : u2 = β.

6) Перенести вектори X0 = (−2, 1), Y0 = (−4, 2) ∈ TPR2 з точки P (a+ b, 1) в
точку Q(2a+ b, 2) уздовж кривої γ : u1 = au2 + b .

7*) Перенести довiльний вектор X0 = (X1
0 , X

2
0) ∈ TPR2 з точки P (0, h) в

ту саму точку P уздовж замкненої кривої (криволiнiйного чотирикутника), що
утворена з вiдрiзкiв лiнiй γ1 : u

1 = 0, γ2 : u
2 = H, γ3 : u

1 = b, γ4 : u
2 = h.
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7 Геодезичнi лiнiї афiнного многовида

Гладка (гладкостi C2) крива γ : (a, b) → Mm у многовидi з афiнною зв’язнiстю
(Mm,∇) є геодезичною лiнiєю, якщо її вектор швидкостi γ̇ переноситься пара-
лельно уздовж самої кривої γ, тобто

∇γ̇γ̇ ≡ 0.

Якщо на Mm задано локальнi координати (u1, ..., um), афiнна зв’язнiсть ∇
представлена набором символiв Крiстофеля

{
Γk
ij(u

1, ..., um)
}
1⩽i,j,k⩽m

, а крива γ
задається у виглядi 

u1 = f 1(t)
...

um = fm(t)

,

то умова геодезичностi кривої γ має вигляд
d2f 1

dt2
+ Γ1

ij

df i

dt

df j

dt
≡ 0

...
d2fm

dt2
+ Γm

ij

df i

dt

df j

dt
≡ 0

,

де символи Крiстофеля Γk
ij = Γk

ij(f
1(t), ..., fm(t)) обчисленi в точках кривої γ.

Якщо на многовидi Mm задано точку P з координатами
(
u10, . . . , u

m
0

)
i ве-

ктор A = Aj ∂
∂uj =

(
A1, . . . , Am

)
в дотичному просторi TPM

m, то, щоб знайти
геодезичну криву у многовидi Mm, що виходить з заданої точки P в напрямку
заданого вектора A, потрiбно виписану вище систему диференцiальних рiвнянь
для f 1(t), . . . , fm(t) доповнити початковими умовами

f 1(0) = u10,
df 1

dt
(0) = A1

...

fm(0) = um0 ,
dfm

dt
(0) = Am

i розв’язати вiдповiдну задачу Кошi.

Задача-приклад. Розглянемо на двовимiрнiй площинi R2 з координатами
(u1, u2) афiнну зв’язнiсть ∇, що представлена символами Крiстофеля

Γ1
11 = 0,Γ1

12 = u2,Γ1
21 = 0,Γ1

22 = 0, Γ2
11 = 0,Γ2

12 = u1,Γ2
21 = 0,Γ2

22 = 1.

1) Знайти геодезичну лiнiю, що виходить з точки P (2, 1) у напрямку вектора
X0 = (0, 3).

2) Перевiрити, чи є геодезичною крива γ : u2 − u1 = C.
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Розв’язання.
1) Запишемо рiвняння геодезичних лiнiй (двовимiрний випадок m = 2)

d2f 1

dt2
+ Γ1

11

df 1

dt

df 1

dt
+ Γ1

12

df 1

dt

df 2

dt
+ Γ1

21

df 2

dt

df 1

dt
+ Γ1

22

df 2

dt

df 2

dt
≡ 0

d2f 2

dt2
+ Γ2

11

df 1

dt

df 1

dt
+ Γ2

12

df 1

dt

df 2

dt
+ Γ2

21

df 2

dt

df 1

dt
+ Γ2

22

df 2

dt

df 2

dt
≡ 0

,

пiдставивши заданi символи Крiстофеля, записанi уздовж шуканої кривої

γ :

{
u1 = f 1(t)
u2 = f 2(t)

.

Отримаємо: 
d2f 1

dt2
+ f 2df

1

dt

df 2

dt
≡ 0

d2f 2

dt2
+ f 1df

1

dt

df 2

dt
+

df 2

dt

df 2

dt
≡ 0

.

Також маємо початковi умови:
f 1(0) = 2,

df 1

dt
(0) = 0

f 2(0) = 1,
df 2

dt
(0) = 3

.

Ця система диференцiальних рiвнянь разом з початковими даними утворю-
ють задачу Кошi, яку розв’язуюють методами теорiї диференцiальних рiвнянь.

Зокрема, в даному випадку можна проiнтегрувати один раз перше рiвнян-

ня системи
d2f 1

dt2
+ f 2df

1

dt

df 2

dt
≡ 0 i отримати

df 1

dt
= C1e

− (f2)2

2 , де C1 – довiльна

константа iнтегрування. Застосувавши початкову умову
df 1

dt
(0) = 0, знаходимо

константу iнтегрування C1 = 0. Отже,
df 1

dt
≡ 0. Тому f 1(t) ≡ C2 = const. З

початкової умови f 1(0) = 2 знаходимо константу iнтегрування C2 = 2. Отже,
f 1(t) ≡ 2.

Далi розглянемо друге рiвняння системи, пiдставивши в нього f 1(t) ≡ 2.

Отримаємо
d2f 2

dt2
+

df 2

dt

df 2

dt
≡ 0. Розв’язок f 2(t) = ln |C3t + C4|, де C3, C4 –

довiльнi константи iнтегрування. Застосувавши початковi умови f 2(0) = 1,
df 2

dt
(0) = 3, знаходимо значення констант iнтегрування C3 = 3e, C4 = e i за-

писуємо розв’язок f 2(t) = 1 + ln(3t+ 1).
Як результат, записуємо параметричне задання шуканої геодезичної кривої

γ :

{
u1 = 2

u2 = 1 + ln(3t+ 1)
, t ∈ (−1

3
,+∞).
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2) Запишемо задану криву γ : u2 − u1 = C в параметричному виглядi:

γ :

{
u1 = φ(t)

u2 = C + φ(t)

та пiдставимо в рiвняння геодезичних лiнiй (при заданих символах Крiстофеля,
див. пункт 1) 

d2f 1

dt2
+ f 2df

1

dt

df 2

dt
≡ 0

d2f 2

dt2
+ f 1df

1

dt

df 2

dt
+

df 2

dt

df 2

dt
≡ 0

.

Отримаємо 
d2φ

dt2
+ (φ+ C)

dφ

dt

dφ

dt
≡ 0

d2φ

dt2
+ (φ+ 1)

dφ

dt

dφ

dt
≡ 0

.

Якщо C ̸= 1, то з виписаних рiвнянь отримуємо
dφ

dt
≡ 0, це суперечить

регулярностi параметризацiї кривої γ. Тому при C ̸= 1 задана лiнiя γ : u2−u1 =
C не є геодезичною.

Якщо ж C = 1, то система з двох рiвнянь зводиться до одного рiвняння

d2φ

dt2
+ (φ+ 1)

dφ

dt

dφ

dt
≡ 0.

Один раз проiнтегрувавши, отримаємо
dφ

dt
= C1e

−φ2

2 −φ ̸= 0, де C1 – довiльна
ненульова (для забезпечення регулярностi кривої γ) константа iнтегрування.
Проiнтегрувавши ще раз, знайдемо розв’язок φ(t), який i визначатиме параме-
тричне задання кривої γ як геодезичної лiнiї.

Вiдповiдь: 1) γ : u1 = 2, u2 = 1+ ln(3t+1); 2) лiнiя γ : u2 − u1 = C є геодези-
чною тодi й тiльки тодi, коли C = 1.
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Задача 7.1. Розглянемо на областi Ω = {(u1, u2) ∈ R2 | u1 > 0} афiнну
зв’язнiсть ∇, що представлена символами Крiстофеля Γ1

22 = −u1, Γ2
12 = Γ2

21 =
1

u1
, iншi символи Крiстофеля дорiвнюють нулю.
1) Побудувати геодезичну лiнiю, що виходить з точки P (2, π) в напрямку

вектора X0 = (3, 0).
2) Перевiрити, чи є геодезичною лiнiя γ : u1 + Cu2 = 0.
3) Перевiрити, чи є геодезичною лiнiя γ : u1 cosu2 = C, C ̸= 0.

Задача 7.2. Розглянемо на областi Ω = {(u1, u2) ∈ R2 | 0 < u1 < π} афiн-
ну зв’язнiсть ∇, що представлена символами Крiстофеля Γ1

22 = − sinu1 cosu1,
Γ2
12 = Γ2

21 = ctg u1, iншi символи Крiстофеля дорiвнюють нулю.
1) Побудувати геодезичну лiнiю, що виходить з точки P (

π

2
, π) в напрямку

вектора X0 = (−2, 0).
2) Побудувати геодезичну лiнiю, що виходить з точки P (

π

2
, π) в напрямку

вектора X0 = (0, 4).
3) Перевiрити, чи є геодезичною лiнiя γ : u1 = C.
4) Перевiрити, чи є геодезичною лiнiя γ : u2 = C.
5) Перевiрити, чи є геодезичною лiнiя γ : u1 − u2 = C.

Задача 7.3. Розглянемо на областi Ω = {(u1, u2) ∈ R2 | u2 > 0} афiнну

зв’язнiсть ∇, що представлена символами Крiстофеля Γ1
12 = Γ1

21 = − 1

u2
, Γ2

11 =

1

u2
, Γ2

22 = − 1

u2
, iншi символи Крiстофеля дорiвнюють нулю.

1) Побудувати геодезичну лiнiю, що виходить з точки P (4, 1) в напрямку
вектора X0 = (0,−1).

2) Побудувати геодезичну лiнiю, що виходить з точки P (1, 4) в напрямку
вектора X0 = (2, 0).

3) Перевiрити, чи є геодезичною лiнiя γ : u1 = C.
4) Перевiрити, чи є геодезичною лiнiя γ : u2 = C.
5) Перевiрити, чи є геодезичною лiнiя γ : Au1 +Bu2 = C, A2 +B2 ̸= 0.
6) Перевiрити, чи є геодезичною лiнiя γ : (u1 −A)2 + (u2 −B)2 = C2, C ̸= 0.
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8 Зв’язнiсть Левi-Чивiти, паралельне перенесення
i геодезичнi лiнiї рiманового многовида

Для будь-якого рiманового многовида (Mm, g) однозначно визначена зв’язнiсть
Левi-Чивiти (або рiманова зв’язнiсть) ∇. Це афiнна зв’язнiсть, яка є симетри-
чною i узгодженою з рiмановою метрикою g. Узгодженiсть тут означає, що

Z(g(X, Y )) = g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY )

для довiльних векторних полiв X, Y , Z на многовидi Mm, де злiва стоїть похi-
дна функцiї g(X, Y ) на Mm у напрямку поля Z.

Якщо на многовидi Mm задано локальнi координати (u1, . . . , um), а рiмано-
ва метрика записується у виглядi g = gijdu

iduj, то для символiв Крiстофеля{
Γk
ij(u

1, ..., um)
}
1⩽i,j,k⩽m

зв’язностi Левi-Чивiти умова узгодженостi з метрикою
має вигляд

∂gij
∂uk

= Γl
ki glj + Γl

kj gil

для будь-яких 1 ⩽ i, j, k ⩽ m. Звiдси та з симетричностi можна вивести, що
самi цi символи Крiстофеля обчислюються за формулою

Γk
ij =

1

2

(
∂gil
∂uj

+
∂glj
∂ui

− ∂gij
∂ul

)
glk , 1 ⩽ i, j, k ⩽ m ,

де glk – елементи матрицi, що обернена до матрицi коефiцiентiв рiманової ме-
трики g, тобто gil g

lk = δki для усiх 1 ⩽ i, k ⩽ m (тут δki – символи Кронекера,
якi дорiвнюють 1 при i = k та 0 при i ̸= k).

За замовчуванням, рiмановий многовид (Mm, g) завжди надiляється саме
зв’язнiстю Левi-Чивiти, а паралельне перенесення i геодезичнi лiнiї на ньому
визначаються саме вiдносно цiєї зв’язностi. Завдяки узгодженостi зв’язностi
Левi-Чивiти з рiмановою метрикою, при паралельному перенесеннi векторiв
зберiгається їх скалярний добуток. Натуральний параметр на геодезичнiй є то-
дi афiнним, тобто параметр t будь-якої геодезичної γ зв’язностi Левi-Чивiти
пов’язаний з будь-яким її натуральним параметром s перетворенням t = as+ b,
де a ̸= 0. Зокрема, це означає, що довжина |γ̇| постiйна (хоча й не обов’язково
дорiвнює 1). I навпаки, якщо параметризацiя γ має такий вигляд (зокрема на-
туральна), то ця крива у локальних координатах задовольняє рiвняння геодези-
чних для символiв Крiстофеля зв’язностi Левi-Чивiти тодi й тiльки тодi, коли це
геодезична. У iншiй параметризацiї цi рiвняння можуть не виконуватися навiть
для геодезичної.

Задача-приклад. Розглянемо на областi Ω = {(u1, u2) ∈ R2 | u1 > 0 рiма-
нову метрику g = (du1)2 + (u1)2(du2)2.

1) Обчислити символи Крiстофеля зв’язностi Левi-Чивiти метрики g.
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2) Побудувати векторне поле X, що переноситься паралельно уздовж кривої
γ : u1 = α, u2 = t на рiмановому многовидi (Ω, g).

3) Перевiрити, що лiнiя γ : u2 = β є геодезичною лiнiєю рiманового много-
вида (Ω, g).

4) Описати усi векторнi поля X, що переносяться паралельно уздовж геоде-
зичної кривої γ : u1 = t, u2 = β на рiмановому многовидi (Ω, g).

Розв’язання.
1) Запишемо матрицю коефiцiєнтiв рiманової метрики та обернену до неї

матрицю:(
g11 g12
g21 g22

)
=

(
1 0
0 (u1)2

)
,

(
g11 g12

g21 g22

)
=

 1 0

0
1

(u1)2

 .

Пiдставляючи вказанi коефiцiєнти, обчислюємо символи Крiстофеля

Γk
ij =

1

2

(
∂gi1
∂uj

+
∂g1j
∂ui

− ∂gij
∂u1

)
g1k +

1

2

(
∂gi2
∂uj

+
∂g2j
∂ui

− ∂gij
∂u2

)
g2k,

при будь-яких можливих значеннях iндексiв 1 ⩽ i, j, k ⩽ 2. Отримуємо:

Γ1
11 = 0, Γ1

12 = Γ1
21 = 0, Γ1

22 = −u1, Γ2
11 = 0, Γ2

12 = Γ2
21 =

1

u1
, Γ2

22 = 0.

Знайденi символи Крiстофеля й визначають зв’язнiсть Левi-Чивiти заданого
рiманового многовида.

2) Пiдставимо обчисленi вище символи Крiстофеля в загальнi рiвняння для
знаходження паралельного векторного поля X = (X1, X2) уздовж довiльної
кривої u1 = f 1(t), u2 = f 2(t):

dX1

dt
+ Γ1

11

df 1

dt
X1 + Γ1

12

df 1

dt
X2 + Γ1

21

df 2

dt
X1 + Γ1

22

df 2

dt
X2 = 0

dX2

dt
+ Γ2

11

df 1

dt
X1 + Γ2

12

df 1

dt
X2 + Γ2

21

df 2

dt
X1 + Γ2

22

df 2

dt
X2 = 0

,

Отримаємо: 
dX1

dt
− f 1df

2

dt
X2 ≡ 0

dX2

dt
+

1

f 1

df 1

dt
X2 +

1

f 1

df 2

dt
X1 ≡ 0

.

Для заданої кривої γ : u1 = α, u2 = t рiвняння приймають вигляд
dX1

dt
− αX2 = 0

dX2

dt
+

1

α
X1 = 0

.
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Розв’язок цiєї лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь першого порядку X1 =
−αC1 cos t + αC2 sin t, X2 = C1 sin t + C2 cos t визначає шукане паралельне ве-
кторне поле:

X =

(
−C1α cos t+ C2α sin t

C1 sin t+ C2 cos t

)
= C1

(
−α cos t
sin t

)
+ C2

(
α sin t
cos t

)
.

3) Пiдставимо обчисленi вище символи Крiстофеля в загальнi рiвняння для
знаходження геодезичної кривої u1 = f 1(t), u2 = f 2(t):

d2f 1

dt2
+ Γ1

11

df 1

dt

df 1

dt
+ Γ1

12

df 1

dt

df 2

dt
+ Γ1

21

df 2

dt

df 1

dt
+ Γ1

22

df 2

dt

df 2

dt
= 0

d2f 2

dt2
+ Γ2

11

df 1

dt

df 1

dt
+ Γ2

12

df 1

dt

df 2

dt
+ Γ2

21

df 2

dt

df 1

dt
+ Γ2

22

df 2

dt

df 2

dt
= 0

.

Отримаємо: 
d2f 1

dt2
− f 1df

2

dt

df 2

dt
= 0

d2f 2

dt2
+ 2

1

f 1

df 1

dt

df 2

dt
= 0

.

Для перевiрки геодезичностi лiнiї u2 = β запишемо її в параметричному виглядi
u1 = φ(t), u2 = β i пiдставимо у виписану систему рiвнянь: d2φ

dt2
= 0

0 = 0

Система має розв’язок φ(t) = C1t + C2. Отже, при C1 ̸= 0 ми отримуємо регу-
лярну параметризацiю u1 = C1t+ C2, u2 = β заданої кривої γ, що задовольняє
рiвнянням геодезичних лiнiй. Таким чином, крива γ є геодезичною лiнiєю рiма-
нового многовида (Ω, g).

Зауважимо, що для розглянутої кривої γ: u1 = C1t+ C2, u2 = β маємо:

|γ̇|2 =

(
df 1

dt
,
df 2

dt

)(
g11 g12
g21 g22

) df 1

dt
df 2

dt

 =

= (C1, 0) ·
(

1 0
0 (C1t+ C2)

2

)
·
(

C1

0

)
= C2

1 .

Отже, афiнний параметр t на геодезичнiй γ пов’язаний з натуральним параме-
тром s спiввiдношенням

ds

dt
= |γ̇| = |C1|,

тобто s = |C1|t+ s0, як i повинно бути: натуральний параметр s на геодезичнiй
γ є афiнним.

59



При розв’язаннi задачi можна було не шукати розв’язок згаданої системи
диференцiальних рiвнянь (або доводити його iснування), а спочатку параме-
тризувати криву натуральним параметром, а потiм просто перевiрити, чи ви-
конується при такiй параметризацiї система рiвнянь геодезичних лiнiй.

4) Крива γ : u2 = β є геодезичною. Запишемо її в параметричному виглядi
u1 = t, u2 = β. За означенням, одиничне дотичне векторне поле уздовж кривої
γ є паралельним уздовж самої кривої. Записуємо дотичне векторне поле:

γ̇ =

 df 1

dt
df 2

dt

 =

(
1
0

)
.

Обчислюємо довжину γ̇:

|γ̇|2 =

(
df 1

dt
,
df 2

dt

)(
g11 g12
g21 g22

) df 1

dt
df 2

dt

 = (1, 0) ·
(

1 0
0 t2

)
·
(

C1

0

)
= 1

Знаходимо одиничне дотичне векторне поле уздовж γ, позначимо його X1:

X1 =
1

|γ̇|
γ̇ =

(
1
0

)
.

Далi знайдемо ортогональне до X1 одиничне векторне поле уздовж кривої
γ, позначимо його X2 = (X1

2 , X
2
2). Записуємо умову ортогональностi X1 та X2:

0 = ⟨X1, X2⟩ =
(
X1

1 , X
2
1

)( g11 g12
g21 g22

)(
X1

2

X2
2

)
=

= (1, 0) ·
(

1 0
0 t2

)
·
(

X1
2

X2
2

)
= X1

2 ,

тобто X1
2 = 0. Записуємо умову того, що довжина X2 дорiвнює 1:

1 = |X2|2 =
(
X1

2 , X
2
2

)( g11 g12
g21 g22

)(
X1

2

X2
2

)
=

=
(
0, X2

2

)
·
(

1 0
0 t2

)
·
(

0
X2

2

)
= t2(X2

2)
2,

тобто X2
2 = ±1

t . Отже, в якостi X2 можемо взяти

X2 =

(
0
1

t

)
.

З теореми iснування i єдиностi паралельних векторних полiв випливає, що
знайдене векторне поле X2 уздовж кривої γ є паралельним. Разом з виписаним
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ранiше векторним полем X1, що теж є паралельним уздовж кривої γ, вони
утворюють в кожнiй точцi P на кривiй γ ортонормований базис в дотичнiй
площинi заданого рiманового многовида.

Будь-яке iнше паралельне векторне поле уздовж кривої γ є лiнiйною комбi-
нацiєю зi сталими коефiцiєнтами отриманих вище векторних полiв X1 i X2:

X = C1X1 + C2X2 = C1

(
1
0

)
+ C2

(
0
1

t

)
=

(
C1

C2

t

)
.

Зауважимо, що даний метод побудови паралельних векторних полiв уздовж
кривої на рiмановому многовидi може бути застосований лише у випадку, ко-
ли многовид є двовимiрним, а крива – геодезичною. В загальному ж випад-
ку слiд використовувати метод побудови паралельних векторних полiв шля-
хом розв’язання вiдповiдної системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь першо-
го порядку, в якiй використовуються символи Крiстофеля, що вiдповiдають
зв’язностi Левi-Чивiти заданого рiманового многовида, як робилося у попере-
дньому роздiлi.

Вiдповiдь: 1) Γ1
22 = −u1, Γ2

12 = Γ2
21 =

1

u1
, iншi символи Крiстофеля дорiв-

нюють нулю; 2) X = (−C1α cos t+ C2α sin t, C1 sin t+ C2 cos t); 3) крива γ є

геодезичною лiнiєю, 4) X =

(
C1,

C2

t

)
.
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Задача 8.1. Розглянемо двовимiрну сферу S2 радiуса r з рiмановою метри-
кою g = r2(du1)2 + r2 sin2 u1(du2)2, що визначена в областi Ω =

{
(u1, u2) ∈ R2 |

0 < u1 < π, 0 < u2 < 2π
}
.

1) Обчислити символи Крiстофеля зв’язностi Левi-Чивiти сфери S2.
2) Перевiрити, чи є геодезичною лiнiєю крива γ: u1 = α на сферi S2.
3) Побудувати геодезичну лiнiю на сферi S2, що виходить з точки P (

π

2
, π) в

напрямку вектора X0 = (0, 1).
4) Описати усi векторнi поля, що переносяться паралельно уздовж кривої γ:

u1 = α, u2 = t, 0 < t < 2π. Проаналiзувати граничнi значення побудованих
полiв при t → 0 i при t → 2π.

Задача 8.2. Розглянемо площину Лобачевського H2 в iнтерпретацiї Пу-
анкаре в напiвплощинi R2

+ =
{
(u1, u2) ∈ R2 | u2 > 0

}
з рiмановою метрикою

g =
r2

(u2)2
(du1)2 +

r2

(u2)2
(du2)2.

1) Обчислити символи Крiстофеля зв’язностi Левi-Чивiти площини Лобачев-
ського H2.

2) Перевiрити, чи є геодезичною лiнiєю крива γ: u1 cosα + u2 sinα = C.
3) Перевiрити, чи є геодезичною лiнiєю крива γ: (u1 − a)2 + (u2 − b)2 = c2.
4) Побудувати геодезичну лiнiю в H2, що виходить з точки P (0, 1) в напрямку

вектора X0 = (0, 1).
5) Побудувати геодезичну лiнiю в H2, що виходить з точки P (0, 1) в напрямку

вектора X0 = (1, 0).
6) Описати усi векторнi поля, що переносяться паралельно уздовж геодези-

чної кривої γ: u1 = C, u2 = et.
7) Описати усi векторнi поля, що переносяться паралельно уздовж геодези-

чної кривої γ: u1 = c th t+ a, u2 =
c

ch t
.

8*) Розлянемо замкнену ламану γ, що утворена вiдрiзками геодезичних лiнiй

γ1: u1 =
√
3

2
, γ2: (u1)2+(u2)2 = 3, γ3: u1 = −

√
3

2
, γ4: (u1)2+(u2)2 = 1. Зафiксуємо

вершину ламаної – точку P (

√
3

2
,

√
1

2
). Проаналiзувати, яке лiнiйне вiдображе-

ння TPH2 → TPH2 породжується процесом паралельного перенесення уздовж
замкненої ламаної γ з точки P в точку P .

9*) Для фiксованої точки P (0, h) розглянемо сiмейство геодезичних лiнiй
{γα}α∈[0,2π], кожна з яких виходить з точки P (0, h) у напрямку вiдповiдного

вектора Xα = (
1

h
cosα,

1

h
sinα) в TPH2. На кожнiй з геодезичних γα вiдкла-

демо дугу PPα фiксованої довжини ρ. Сiмейство точок {Pα}α∈[0,2π] утворює
спецiальну криву γ̃ – геодезичне коло радiуса ρ з центром в точцi P . Записати
параметричне задання кривої γ̃, обчислити її довжину.

62



10*) Для фiксованої геодезичної γ в площинi Лобачевського H2 через кожну
точку P кривої γ проведемо геодезичну лiнiю ортогонально до γ i вiдкладе-
мо на нiй вiдрiзки PQ1 i PQ2 фiксованої довжини ρ. Множини таким чином
побудованих точок Q1 i Q2 утворюють пару кривих γ1 i γ2, що називаються
еквiдистантами геодезичної γ на вiдстанi ρ в площинi Лобачевського. Записа-
ти задання кривих γ1 i γ2.

Задача 8.3. Розглянемо тривимiрну сферу S3 радiуса r з рiмановою ме-
трикою g = r2(du1)2 + r2 sin2 u1(du2)2 + r2 sin2 u1 sin2 u2(du3)2, що визначена в
областi Ω =

{
(u1, u2, u3) ∈ R3 | 0 < u1 < π, 0 < u2 < π, 0 < u3 < 2π

}
.

1) Обчислити символи Крiстофеля зв’язностi Левi-Чивiти сфери S3.
2) Перевiрити, чи є геодезичною лiнiєю крива γ: u1 = C1, u2 = C2.
3) Перевiрити, що крива γ: u2 = C2, u3 = C3 є геодезичною лiнiєю.
4) Побудувати геодезичну лiнiю, що виходить з точки P (

π

3
,
π

4
, 0) в напрямку

вектора X0 = (1, 0, 0).
5) Описати усi векторнi поля, що переносяться паралельно уздовж геодези-

чної кривої γ: u1 =
π

2
, u2 =

π

2
, u3 = t.

6) Описати усi векторнi поля, що переносяться паралельно уздовж геодези-
чної кривої γ: u2 =

π

2
, u3 = 0.

Задача 8.4. Розглянемо тривимiрний простiр Лобачевського H3 в iнтерпре-
тацiї Пуанкаре у пiвппросторi R3

+ =
{
(u1, u2, u3) ∈ R3 | u3 > 0

}
з рiмановою

метрикою g =
r2

(u3)2
(du1)2 +

r2

(u3)2
(du2)2 +

r2

(u3)2
(du3)2.

1) Обчислити символи Крiстофеля зв’язностi Левi-Чивiти простору Лобачев-
ського H3.

2) Перевiрити, що крива γ: u1 = C1, u2 = C2 є геодезичною.
3) Перевiрити, що крива γ: cosαu1 + sinαu2 = 0, (u1)2 + (u2)2 + (u3)2 = r2 є

геодезичною.

4) Перевiрити, чи є геодезичною лiнiєю крива γ:
u1 − C1

a1
=

u2 − C2

a2
=

u3

a3
.

5) Побудувати геодезичну лiнiю, що виходить з точки P (−1,−2, 2) в напрям-
ку вектора X0 = (0, 0,−4).

6) Описати усi векторнi поля, що переносяться паралельно уздовж геодези-
чної кривої γ: u1 = 0, u2 = 0, u3 = et.

7) Описати усi векторнi поля, що переносяться паралельно уздовж геодези-
чної кривої γ: u1 = a+ r th t, u2 = 0, u3 =

r

ch t
.

8*) Знайти усi геодезичнi кривi простору Лобачевського H3.

Задача 8.5. Розглянемо рiмановий многовид – добуток S2×R1 з рiмановою
метрикою g = r2(du1)2 + r2 sin2 u1(du2)2 + (du3)2, що визначена в областi Ω =
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{
(u1, u2, u3) ∈ R3 | 0 < u1 < π, 0 < u2 < 2π

}
.

1) Обчислити символи Крiстофеля зв’язностi Левi-Чивiти рiманового много-
вида S2 × R1.

2) Перевiрити, чи є геодезичною лiнiєю крива γ: u1 = C1, u3 = C3.
3) Побудувати геодезичну лiнiю, що виходить з точки P (

π

2
, 0, 1) в напрямку

вектора X0 = (1, 0, 1).
4) Описати усi векторнi поля, що переносяться паралельно уздовж геодези-

чної кривої γ: u1 =
π

2
, u2 = t, u3 = 0.

5) Описати усi векторнi поля, що переносяться паралельно уздовж геодези-
чної кривої γ: u1 =

π

2
, u2 = t, u3 = t.

6*) Знайти усi геодезичнi кривi рiманового многовида S2 × R1, використо-
вуючи геодезичнi кривi сфери S2 i структуру рiманового добутку многовида
S2 × R1.

Задача 8.6. Розглянемо рiмановий многовид – добуток H2×R1 з рiмановою

метрикою g =
r2

(u2)2
(du1)2 +

r2

(u2)2
(du2)2 + (du3)2, що визначена в областi R3

+ ={
(u1, u2, u3) ∈ R2 | u2 > 0

}
.

1) Обчислити символи Крiстофеля зв’язностi Левi-Чивiти рiманового много-
вида H2 × R1.

2) Перевiрити, чи є геодезичною лiнiєю крива γ: u1 = C1, u3 = C3.

3) Перевiрити, чи є геодезичною лiнiєю крива γ: u1 = a+ thu3, u2 =
1

chu3
.

4) Перевiрити, чи є геодезичною лiнiєю крива γ: u1 = a, u2 = e2u
3.

5) Побудувати геодезичну лiнiю, що виходить з точки P (3, 2, 4) в напрямку
вектора X0 = (0, 1, 2).

6) Описати усi векторнi поля, що переносяться паралельно уздовж геодези-
чної кривої γ: u1 = a, u2 = et, u3 = t.

7*) Знайти усi геодезичнi кривi рiманового многовида H2×R1, використовую-
чи геодезичнi кривi площини Лобачевського H2 i структуру рiманового добутку
многовида H2 × R1.

Задача 8.7. Розглянемо рiмановий многовид Nil з рiмановою метрикою
g = (du1)2 + (1 + (u1)2)(du2)2 − 2u1du2du3 + (du3)2, що визначена в R3.

1) Обчислити символи Крiстофеля зв’язностi Левi-Чивiти рiманового много-
вида Nil.

2) Перевiрити, чи є геодезичною лiнiєю крива γ:
u1 − C1

a1
=

u2 − C2

a2
=

u3 − C3

a3
.

3) Знайти геодезичну лiнiю, що виходить з точки P (0, 0, 0) в напрямку ве-
ктора X0 = (1, 0, 1).

4) Описати усi векторнi поля, що переносяться паралельно уздовж геодези-
чної кривої γ: u1 = p, u2 = q, u3 = at+ b.
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5*) Знайти усi геодезичнi кривi рiманового многовида Nil. Пiдказка: довести,

що уздовж довiльної геодезичної функцiя
(
du1

dt

)2

+

(
du2

dt

)2

постiйна.

Задача 8.8. Розглянемо рiмановий многовид Sol з рiмановою метрикою
g = e2u

3

(du1)2 + e−2u3

(du2)2 + (du3)2, що визначена в R3.
1) Обчислити символи Крiстофеля зв’язностi Левi-Чивiти рiманового много-

вида Sol.

2) Перевiрити, чи є геодезичною лiнiєю крива γ:
u1 − C1

a1
=

u2 − C2

a2
=

u3 − C3

a3
.

3) Знайти геодезичну лiнiю, що виходить з точки P (1,−1, 3) в напрямку
вектора X0 = (0, 0, 2).

4) Описати усi векторнi поля, що переносяться паралельно уздовж геодези-
чної кривої γ: u1 = p, u2 = q, u3 = at+ b.

5*) Знайти усi геодезичнi кривi рiманового многовида Sol.

Задача 8.9. Розглянемо рiмановий многовид S̃L2R з рiмановою метрикою

g =
2

(u2)2
(du1)2+

2

(u2)
du1du3+

1

(u2)2
(du2)2+(du3)2, що визначена в напiвпросторi

R3
+ =

{
(u1, u2, u3) ∈ R3 | u2 > 0

}
.

1) Обчислити символи Крiстофеля зв’язностi Левi-Чивiти рiманового много-
вида S̃L2R.

2) Перевiрити, що крива γ: u1 = C1, u3 = C2 є геодезичною лiнiєю.
3) Перевiрити, що крива γ: u1 = C1 + r th t, u2 =

r

ch t
, u3 = −2 arctg et + C2

є геодезичною лiнiєю.
4) Перевiрити, що крива γ: u1 = C1, u2 = C2 є геодезичною лiнiєю.
5) Описати усi векторнi поля, що переносяться паралельно уздовж геодези-

чної кривої γ: u1 = p, u2 = q, u3 = at+ b.
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9 Кривини рiманового многовида

Тензор Рiмана (або тензор рiманової кривини) рiманового многовида (Mm, g)
є 4-лiнiйною диференцiальною формою на Mm, що визначається формулою

R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ),

де R(X, Y )Z – тензор кривини зв’язностi Левi-Чивiти, a X, Y , Z, W – довiльнi
вектори в дотичному просторi TPM

m у довiльнiй точцi P ∈ Mm.
Якщо на многовидi Mm задано локальнi координати (u1, . . . , um), а рiманова

метрика записується у виглядi g = gijdu
iduj, то значення тензора Рiмана для

векторiв X = X i ∂

∂ui
, Y = Y j ∂

∂uj
, Z = Zk ∂

∂uk
, W = W l ∂

∂ul
обчислюються за

формулою
R(X, Y, Z,W ) = RijklX

iY jZkW l,

де координати тензора Рiмана Rijkl обчислюються за формулами

Rijkl = Rs
ijkgsl =

(
∂Γs

jk

∂ui
− ∂Γs

ik

∂uj
+ Γn

jkΓ
s
in − Γn

ikΓ
s
jn

)
gsl , 1 ⩽ i, j, k, l ⩽ m .

Знову ж, у лiтературi часто розставляють iндекси у компонентiв цього тен-
зора в iншому порядку: R(X, Y, Z,W ) = RijklX

kY lZjW i, тому формули змi-
нюються вiдповiдним чином.

Компоненти тензора Рiмана мають наступнi властивостi симетрiї та антиси-
метрiї:

Rijkl = −Rjikl = −Rijlk = Rklij, Rijkl+Rjkil+Rkijl = 0, 1 ⩽ i, j, k, l ⩽ m .

Секцiйна кривина K рiманового многовида Mm у точцi P в напрямку дво-
вимiрної площини Π ⊂ TPM

m визначається формулою

K(Π) =
R(X, Y, Y,X)

g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2
,

де X, Y – довiльна пара векторiв, що утворює базис площини Π в TPM
m, тобто

така, що цi вектори лiнiйно незалежнi (K(Π) не залежить вiд їх вибору).
В локальних координатах (u1, . . . , um) на многовидi Mm ця секцiйна кривина

обчислюється за формулою

K(Π) =
RijklX

iY jY kX l

(gilgjk − gijgkl)X iY jY kX l
,

Тензор Рiччi Ric рiманового многовида (Mm, g) є симетричною бiлiнiйною
диференцiальною формою – згорткою тензора Рiмана (Mm, g). Це означає, що
у локальних координатах (u1, . . . , um) на многовидi Mm значення тензора Рiччi
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на парi векторiв X = X i ∂

∂ui
, Y = Y j ∂

∂uj
з дотичного простору TPM

m у точцi
P ∈ Mm записується у виглядi

Ric(X, Y ) = RicijX
iY j ,

де компоненти Ricij тензора Рiччi обчислюються за формулою

Ricjk = Rijklg
il = Ri

ijk , 1 ⩽ j, k ⩽ m ,

а його симетричнiсть означає, що Ricjk = Rickj для будь-яких j, k.
Кривина Рiччi ρ рiманового многовида Mm в точцi P в напрямку вектора

X ̸= 0 з дотичного простору TPM
m визначається формулою

ρ(X) =
Ric(X,X)

g(X,X)
.

Вона дiйсно залежить лише вiд напрямку X, тобто буде такою ж у напрямку
вектора λX для будь-якого λ ̸= 0. У локальних координатах (u1, . . . , um) на
многовидi Mm кривина Рiччi обчислюється за формулою

ρ(X) =
RicjkX

jXk

gjkXjXk
.

Скалярна кривина s рiманового многовида Mm є функцiєю, що отримана
згорткою тензора Рiччi. Це означає, що у локальних координатах (u1, . . . , um)
на многовидi Mm скалярна кривина обчислюється за формулою

s = Ricjkg
jk .

Задача-приклад. Розглянемо на областi Ω =
{
(u1, u2) ∈ R2 | u1

}
> 0 рiма-

нову метрику g = (du1)2 + (u1)2(du2)2.
1) Обчислити координати тензора Рiмана Rijkl.
2) Обчислити координати тензора Рiччi Ricij.
3) Обчислити секцiйну кривину K уздовж координатних площин.
4) Обчислити кривину Рiччi ρ уздовж координатних напрямкiв.
5) Обчислити скалярну кривину s.

Розв’язання.
Запишемо матрицю коефiцiєнтiв заданої рiманової метрики i обернену до неї

матрицю:(
g11 g12
g21 g22

)
=

(
1 0
0 (u1)2

)
,

(
g11 g12

g21 g22

)
=

 1 0

0
1

(u1)2


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Обчислюємо символи Крiстофеля:

Γ1
11 = 0, Γ1

12 = Γ1
21 = 0, Γ1

22 = −u1, Γ2
11 = 0, Γ2

12 = Γ2
21 =

1

u1
, Γ2

22 = 0.

Знайденi символи Крiстофеля визначають зв’язнiсть Левi-Чивiти заданого рi-
манового многовида.

1) Обчислимо координати тензора Рiмана Rijkl, 1 ⩽ i, j, k, l ⩽ 2. Врахову-
ючи властивостi симетрiї та антисиметрiї тензора Рiмана, в двовимiрному ви-
падку потрiбно обчислити лише компоненту R1212, оскiльки R2121 = −R1221 =
−R2112 = R1212, а решта компонент дорiвнює нулю. Маємо:

R1212 =

(
∂Γs

21

∂u1
− ∂Γs

11

∂u2
+ Γn

21Γ
s
1n − Γn

11Γ
s
2n

)
gs2 =

=

(
∂Γ2

21

∂u1
− ∂Γ2

11

∂u2
+ Γn

21Γ
2
1n − Γn

11Γ
2
2n

)
g22 =

=

(
∂Γ2

21

∂u1
− ∂Γ2

11

∂u2
+ Γ1

21Γ
2
11 + Γ2

21Γ
2
12 − Γ1

11Γ
2
21 − Γ2

11Γ
2
22

)
g22 =

=

(
− 1

(u1)2
− 0 + 0 +

1

(u1)2
− 0− 0

)
(u1)2 = 0.

Таким чином, усi координати тензора Рiмана дорiвнюють 0.
2) Обчислюємо координати Ricij, 1 ⩽ i, j ⩽ 2 тензора Рiччi:

Ric11 = Ri11lg
il = R1111g

11 +R1112g
12 +R2111g

21 +R2112g
22 =

= 0 · 1 + 0 · 0 + 0 · 0 + 0 · 1

(u1)2
= 0,

Ric12 = Ri12lg
il = R1121g

11 +R1122g
12 +R2121g

21 +R2122g
22 =

= 0 · 1 + 0 · 0 + 0 · 0 + 0 · 1

(u1)2
= 0,

Ric21 = Ric12 = 0,

Ric22 = Ri22lg
il = R1221g

11 +R1222g
12 +R2221g

21 +R2222g
22 =

= 0 · 1 + 0 · 0 + 0 · 0 + 0 · 1

(u1)2
= 0,

Отож, усi координати тензора Рiччi дорiвнюють нулю.
3) У двовимiрному випадку маємо одну координатну площину Π12, що натя-

гнута на вектори e1 = (1, 0) i e2 = (0, 1). Секцiйна кривина в напрямку площини
Π12 дорiвнює таким чином

K(Π12) =
Rijkle

i
1e

j
2e

k
2e

l
1

(gilgjk − gijgkl)ei1e
j
2e

k
2e

l
1

=
R1221

g11g22 − g12g21
=

0

(u1)2
= 0.
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4) Обчислимо кривину Рiччi в напрямку координатного вектора e1 = (1, 0):

ρ(e1) =
Ricjke

j
1e

k
1

gjke
j
1e

k
1

=
Ric11
g11

=
0

1
= 0 .

Обчислимо кривину Рiччi в напрямку координатного вектора e2 = (0, 1):

ρ(e2) =
Ricjke

j
2e

k
2

gjke
j
2e

k
2

=
Ric22
g22

=
0

(u1)2
= 0 .

5) Обчислимо скалярну кривину:

s = Ricjkg
jk = Ric11g

11 +Ric12g
12 +Ric21g

21 +Ric22g
22 =

= 0 · 1 + 0 · 0 + 0 · 0 + 0 · 1

(u1)2
= 0 .

Вiдповiдь: 1) Координати тензора кривиниRijkl = 0, 1 ⩽ i, j, k, l ⩽ 2, 2)
координати тензора Рiччi Ricij = 0, 1 ⩽ i, j ⩽ 2, 3) секцiйна кривина K(Π12) =
0, 4) кривина Рiччi ρ(e1) = 0, ρ(e2) = 0, 5) скалярна кривина s = 0.
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Задача 9. Розглянемо наступнi рiмановi многовиди.
1) Евклiдовий простiр Em, декартовi координати:

g = (du1)2 + . . .+ (dum)2, Ω = Rm

2.1) Двовимiрна сфера S2, “географiчнi” координати:

g = r2(du1)2 + r2 sin2 u1(du2)2,

Ω =
{
(u1, u2) ∈ R2 | 0 < u1 < π, 0 < u2 < 2π

}
2.2) Тривимiрна сфера S3, “географiчнi” координати:

g = r2(du1)2 + r2 sin2 u1(du2)2 + r2 sin2 u1 sin2 u2(du3)2,

Ω =
{
(u1, u2, u3) ∈ R3 | 0 < u1, u2 < π, 0 < u3 < 2π

}
3.1) Площина Лобачевського H2, модель Пуанкаре у напiвплощинi:

g =
r2

(u2)2
(du1)2 +

r2

(u2)2
(du2)2, Ω = R2

+ =
{
(u1, u2) ∈ R2 | u2 > 0

}
3.2) Площина Лобачевського H2, орiциклiчнi кординати:

g = r2(du1)2 + r2e−2u1

(du2)2, Ω = R2

3.3) Простiр Лобачевського H3, модель Пуанкаре у напiвпросторi:

g =
r2

(u3)2
(du1)2 +

r2

(u3)2
(du2)2 +

r2

(u3)2
(du3)2,

Ω = Rm
+ =

{
(u1, u2, u3) ∈ R3 | u3 > 0

}
4.1) Добуток двовимiрної сфери i евклiдової прямої S2 × E1:

g = r2(du1)2 + r2 sin2 u1(du2)2 + (du3)2,

Ω =
{
(u1, u2, u3) ∈ R3 | 0 < u1 < π, 0 < u2 < 2π

}
4.2) Добуток площини Лобачевського i евклiдової прямої H2 × E1:

g =
r2

(u2)2
(du1)2 +

r2

(u2)2
(du2)2 + (du3)2,

Ω = R3
+ =

{
(u1, u2, u3) ∈ R3 | u2 > 0

}
5.1) Спецiальна “терстонiвська” геометрiя Nil:

g = (du1)2 + (1 + (u1)2)(du2)2 − 2u1du2du3 + (du3)2, Ω = R3
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5.2) Спецiальна “терстонiвська” геометрiя Sol:

e2u
3

(du1)2 + e−2u3

(du2)2 + (du3)2, Ω = R3

5.3) Спецiальна “терстонiвська” геометрiя S̃L2R:

g =
2

(u2)2
(du1)2 +

2

(u2)
du1du3 +

1

(u2)2
(du2)2 + (du3)2,

Ω = R3
+ =

{
(u1, u2, u3) ∈ R3 | u2 > 0

}
Для вказаних рiманових многовидiв виконати наступне.
1) Обчислити координати тензора Рiмана Rijkl.
2) Обчислити координати тензора Рiччi Ricij.
3) Обчислити секцiйну кривину K уздовж координатних площин.
4) Обчислити кривину Рiччi ρ уздовж координатних напрямкiв.
5) Обчислити скалярну кривину s.
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10 Поля Якобi уздовж геодезичних

Поле Якобi J уздовж заданої геодезичної γ, що параметризована натуральним
параметром, на рiмановому многовидi (Mm, g) є розв’язком рiвняння Якобi

∇γ̇∇γ̇J +R(J, γ̇)γ̇ = 0,

де R – тензор Рiмана многовида (Mm, g).
Поля Якобi уздовж γ утворюють 2n-вимiрний векторний простiр. Кожне

конкретне поле Якобi J однозначним чином визначається значеннями J(t0) i
∇γ̇(t0) у довiльнiй точцi P (t = t0) на геодезичнiй γ.

Якщо побудувати уздовж γ ортонормованi паралельнi векторнi поля e1, ...,
em i записати шукане поле Якобi J у виглядi

J = J iei ,

то рiвняння Якобi записується як система лiнiйних диференцiальних рiвнянь
другого порядку 

d2J1

dt2
+ J iR(ei, γ̇, γ̇, e1) = 0,

...
d2Jm

dt2
+ J iR(ei, γ̇, γ̇, em) = 0

для знаходження коефiцiєнтiв J1(t), ..., Jm(t), що визначають поле Якобi.
Зокрема, дотичне векторне поле Якобi уздовж геодезичної γ має вигляд

J = (at+ b)γ̇,

де a, b – довiльнi константи, тому зацiкавлення викликає пошук не дотичних, а
нормальних векторних полей Якобi уздовж кривої γ, тобто таких, що у кожнiй
точцi ортогональнi до γ̇.

Пара точок на геодезичнiй γ називаються спряженими, якщо iснує ненульо-
ве поле Якобi J уздовж γ, що обертається в нуль у цiй парi точок.

Задача-приклад. Розглянемо на областi Ω = {(u1, u2) ∈ R2 | u1 > 0}
рiманову метрику g = (du1)2 + (u1)2(du2)2. Знайти усi поля Якобi уздовж гео-
дезичної лiнiї γ: u1 = t, u2 = β. Проаналiзувати наявнiсть спряжених точок на
геодезичнiй лiнiї γ.

Розв’язання.
Задана лiнiя γ: u1 = t, u2 = β дiйсно є геодезичною кривою, що параметри-

зована натуральним параметром (див. задачу-приклад роздiлу 8).
Як було встановлено у задачi-прикладi роздiлу 8, довiльне паралельне ве-

кторне поле уздовж геодезичної γ має вигляд:

X =

(
C1

C2

t

)
= C1

(
1
0

)
+ C2

(
0
1

t

)
.

72



Позначимо базиснi паралельнi векторнi поля уздовж геодезичної γ:

e1 =

(
1
0

)
, e2 =

(
0
1

t

)
.

Перевiримо ортонормованiсть вказаних базисних векторних полiв:

g(e1, e1) = (1, 0)

(
1 0
0 t2

)(
1
0

)
= 1,

g(e1, e2) = (1, 0)

(
1 0
0 t2

)( 0
1

t

)
= 0,

g(e2, e2) =

(
0,

1

t

)(
1 0
0 t2

)( 0
1

t

)
= 0.

Зауважимо, що γ̇ = e1.
Пiдставимо обранi вище базиснi паралельнi векторнi поля

e1 =
∂

∂u1
, e2 =

1

t

∂

∂u2

i γ̇ =
∂

∂u1
у загальнi рiвняння (при m = 2)

d2J1

dt2
+ J iR(ei, γ̇, γ̇, e1) = 0,

d2J2

dt2
+ J iR(ei, γ̇, γ̇, e2) = 0

для знаходження коефiцiєнтiв J1(t), J2(t) розкладання шуканого поля Якобi
по обраному базису J = J1e1 + J2e2. Отримаємо, крок за кроком:

d2J1

dt2
+ J1R(e1, γ̇, γ̇, e1) + J2R(e2, γ̇, γ̇, e1) = 0,

d2J2

dt2
+ J1R(e1, γ̇, γ̇, e2) + J2R(e2, γ̇, γ̇, e2) = 0

d2J1

dt2
+ J1R

(
∂

∂u1
,
∂

∂u1
,
∂

∂u1
,
∂

∂u1

)
+ J2R

(
1

t

∂

∂u2
,
∂

∂u1
,
∂

∂u1
,
∂

∂u1

)
= 0,

d2J2

dt2
+ J1R

(
∂

∂u1
,
∂

∂u1
,
∂

∂u1
,
1

t

∂

∂u2

)
+ J2R

(
1

t

∂

∂u2
,
∂

∂u1
,
∂

∂u1
,
1

t

∂

∂u2

)
= 0

d2J1

dt2
+ J1R1111 + J21

t
R2111 = 0,

d2J2

dt2
+ J11

t
R1112 + J2 1

t2
R2112 = 0
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Згадаємо (див. задачу-приклад роздiлу 9), що для заданого рiманового мно-
говида координати тензора Рiмана

Rijkl = 0, 1 ⩽ i, j, k, l ⩽ 2,

в усiх точках многовида, зокрема в точках заданої геодезичної лiнiї γ.
Пiдставивши координати тензора Рiмана у виписану вище систему диферен-

цiальних рiвнянь, отримаємо 
d2J1

dt2
= 0,

d2J2

dt2
= 0

Розв’язком буде {
J1 = C1t+ C2,
J2 = C3t+ C4,

де C1, C2, C3, C4 – довiльнi константи.
Записуємо шукане поле Якобi:

J = J1e1 + J2e2 = (C1t+ C2)e1 + (C3t+ C4)e2 =

= (C1t+ C2)
∂

∂u1
+ (C3t+ C4)

1

t

∂

∂u2
= (C1t+ C2)

∂

∂u1
+ (C3 +

C4

t
)
∂

∂u2
,

тобто

J =

(
C1t+ C2

C3 +
C4

t

)
Проаналiзуємо наявнiсть спряжених точок на заданiй геодезичнiй лiнiї γ.

Нехай якесь поле Якобi (при якихось значеннях констант C1, C2, C3, C4 ) уздовж
геодезичної γ обертається в нуль в якiйсь точцi P (t = t1) кривої γ. Тодi в цьому

випадку матимо C1t1 + C2 = 0 i C3 +
C4

t1
= 0, звiдки отримуємо C2 = −C1t1 та

C3 = −C4

t1
, i тому

J =

 C1(t− t1)

C4(
1

t
− 1

t1
)

 .

Якщо б вказане поле Якобi обернулось в нуль ще в якiйсь точцi Q(t = t2), що
вiдмiнна вiд P (t = t1), то тодi б ми мали C1 = 0, C4 = 0, тобто J ≡ 0.

Таким чином, уздовж заданої геодезичної лiнiї γ не iснує ненульового поля
Якобi, яке б оберталось в нуль у двох рiзних точках на кривiй γ. Це означає,
що на геодезичнiй лiнiї γ не iснує спряжених точок.

Вiдповiдь: Загальне поле Якобi уздовж заданої геодезичної лiнiї γ має вигляд

J =

(
C1t+ C2, C3 +

C4

t

)
. На геодезичнiй лiнiї γ немає спряжених точок.
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Задача 10. Знайти поля Якобi уздовж заданої геодезичної лiнiї γ на зада-
ному рiмановому многовидi (Mm, g).

1.1) Двовимiрна евклiдова площина E2, декартовi координати:

g = (du1)2 + (du2)2, (u1, u2) ∈ R2,

геодезична лiнiя γ : u1 = t cosα + b1, u2 = t sinα + b2

1.2) Тривимiрний евклiдовий простiр E3, декартовi координати:

g = (du1)2 + (du2)2 + (du3)2, (u1, u2, u3) ∈ R3,

геодезична лiнiя γ : u1 = a1t+ b1, u2 = a2t+ b2, u3 = a3t+ b3

2.1) Двовимiрна сфера S2, “географiчнi” координати:

g = r2(du1)2 + r2 sin2 u1(du2)2,

(u1, u2) ∈ Ω =
{
(u1, u2) ∈ R2 | 0 < u1 < π, 0 < u2 < 2π

}
,

геодезична лiнiя γ : u1 =
π

2
, u2 =

t

r
.

2.2) Тривимiрна сфера S3, “географiчнi” координати:

g = r2(du1)2 + r2 sin2 u1(du2)2 + r2 sin2 u1 sin2 u2(du3)2,

(u1, u2, u3) ∈ Ω =
{
(u1, u2, u3) ∈ R3 | 0 < u1, u2 < π, 0 < u3 < 2π

}
,

геодезична лiнiя γ : u1 =
π

2
, u2 =

π

2
, u3 =

t

r
.

3.1) Площина Лобачевського H2, модель Пуанкаре у напiвплощинi:

g =
r2

(u2)2
(du1)2 +

r2

(u2)2
(du2)2, (u1, u2) ∈ R2

+ =
{
(u1, u2) ∈ R2 | u2 > 0

}
,

геодезична лiнiя γ : u1 = a, u2 = e
t
r .

3.2) Простiр Лобачевського H3, модель Пуанкаре у напiвпросторi:

g =
r2

(u3)2
(du1)2 +

r2

(u3)2
(du2)2 +

r2

(u3)2
(du3)2,

(u1, u2, u3) ∈ R3
+ =

{
(u1, u2, u3) ∈ R3 | u3 > 0

}
,

геодезична лiнiя γ : u1 = a, u2 = b, u3 = e
t
r .

4.1) Добуток двовимiрної сфери i евклiдової прямої S2 × E1:

g = r2(du1)2 + r2 sin2 u1(du2)2 + (du3)2,

(u1, u2, u3) ∈ Ω =
{
(u1, u2, u3) ∈ R3 | 0 < u1 < π, 0 < u2 < 2π

}
,

геодезична лiнiя γ : u1 =
π

2
, u2 =

t√
r2 + 1

, u3 =
t√

r2 + 1
.
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4.2) Добуток площини Лобачевського i евклiдової прямої H2 × E1:

g =
r2

(u2)2
(du1)2 +

r2

(u2)2
(du2)2 + (du3)2,

(u1, u2, u3) ∈ R3
+ =

{
(u1, u2, u3) ∈ R3 | u2 > 0

}
,

геодезична лiнiя γ : u1 = a, u2 = e
t√

r2+1 , u3 =
t√

r2 + 1
.

5.1) Спецiальна “терстонiвська” геометрiя Nil:

g = (du1)2 + (1 + (u1)2)(du2)2 − 2u1du2du3 + (du3)2, (u1, u2, u3) ∈ R3,

геодезична лiнiя γ : u1 = p, u2 = q, u3 = t.

5.2) Спецiальна “терстонiвська” геометрiя Sol:

e2u
3

(du1)2 + e−2u3

(du2)2 + (du3)2, (u1, u2, u3) ∈ R3,

геодезична лiнiя γ : u1 = p, u2 = q, u3 = t.

5.3) Спецiальна “терстонiвська” геометрiя S̃L2R:

g =
2

(u2)2
(du1)2 +

2

(u2)
du1du3 +

1

(u2)2
(du2)2 + (du3)2,

(u1, u2, u3) ∈ R3
+ =

{
(u1, u2, u3) ∈ R3 | u2 > 0

}
,

геодезична лiнiя γ : u1 = p, u2 = q, u3 = t.
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Вiдповiдi

Вiдповiдь 2.1: Афiнна площина в E3. Iндукована рiманова метрика

h = A(du1)2 +Bdu1du2 +Bdu2du1 + C(du2)2,

де A = (a1)2 + (a2)2 + (a3)2, B = a1b1 + a2b2 + a3b3, C = (b1)2 + (b2)2 + (b3)2.

Вiдповiдь 2.2: Тор Клiфорда S1(a)× S1(b) в E4, тобто прямий добуток двох
кiл радiусiв a i b вiдповiдно з центрами в 0 у площинах R2. Iндукована рiманова
метрика h = (du1)2 + (du2)2 є метрикою евклiдової площини.

Вiдповiдь 2.3: Явно задана напiвсфера S2+ радiуса r в E3. Iндукована рiманова
метрика

h = r2
1− (u2)2

1− (u1)2 − (u2)2
(du1)2 + r2

u1u2

1− (u1)2 − (u2)2
du1du2+

+r2
u1u2

1− (u1)2 − (u2)2
du2du1 + r2

1− (u1)2

1− (u1)2 − (u2)2
(du2)2.

Вiдповiдь 2.4: Напiвсфера S2+ радiуса r в E3, що параметризована “проєктив-
ними” координатами. Iндукована рiманова метрика

h = r2
1 + (u2)2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2
(du1)2 − r2

u1u2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2
du1du2−

−r2
u1u2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2
du2du1 + r2

1 + (u1)2

(1 + (u1)2 + (u2)2)2
(du2)2.

Вiдповiдь 2.5: Сфера S2 радiуса r в E3, що параметризована конформно де-
картовими (“стереографiчними”) координатами. Iндукована рiманова метрика

h =
4r2

((u1)2 + (u2)2 + 1)2
(du1)2 +

4r2

((u1)2 + (u2)2 + 1)2
(du2)2.

Вiдповiдь 2.6: Двовимiрна сфера S2 радiуса r в E3, що параметризована “гео-
графiчними” координатами. Iндукована рiманова метрика

h = r2(du1)2 + r2 sin2 u1(du2)2.

Вiдповiдь 2.7: Тривимiрна сфера S3 радiуса r в E4, що параметризована “гео-
графiчними” координатами. Iндукована рiманова метрика

h = r2(du1)2 + r2 sin2 u1(du2)2 + r2 sin2 u1 sin2 u2(du3)2.
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Вiдповiдь 2.8: Площина Лобачевського H2, що занурена в E2,1 у виглядi яв-
но заданої верхньої половини (тобто зв’язної компоненти, що обмежує одну з
порожнин) двохпорожнинного гiперболоїда. Iндукована рiманова метрика

h = r2
1 + (u2)2

1 + (u1)2 + (u2)2
(du1)2 − r2

u1u2

1 + (u1)2 + (u2)2
du1du2−

−r2
u1u2

1 + (u1)2 + (u2)2
du2du1 + r2

1 + (u1)2

1 + (u1)2 + (u2)2
(du2)2.

Вiдповiдь 2.9: Площина Лобачевського H2, що занурена в E2,1 у виглядi верх-
ньої половини двохпорожнинного гiперболоїда та параметризована “проєктив-
ними” координатами. Iндукована рiманова метрика

h = r2
1− (u2)2

(1− (u1)2 − (u2)2)2
(du1)2 + r2

u1u2

(1− (u1)2 − (u2)2)2
du1du2+

+r2
u1u2

(1− (u1)2 − (u2)2)2
du2du1 + r2

1− (u1)2

(1− (u1)2 − (u2)2)2
(du2)2.

Диск D2 ⊂ R2 з виписаною рiмановою метрикою h представляють модель (iн-
терпретацiю) для площини Лобачевського, що називається моделлю (iнтерпре-
тацiєю) Келi – Клейна.

Вiдповiдь 2.10: Площина Лобачевського H2, що занурена в E2,1 у виглядi
верхньої половини двохпорожнинного гiперболоїда та параметризована кон-
формно декартовими (“стереографiчними”) координатами. Iндукована рiмано-
ва метрика

h =
4r2

(1− (u1)2 − (u2)2)2
(du1)2 +

4r2

(1− (u1)2 − (u2)2)2
(du2)2.

Диск D2 ⊂ R2 з виписаною рiмановою метрикою h представляють модель (iн-
терпретацiю) для площини Лобачевського, що називається моделлю (iнтерпре-
тацiєю) Пуанкаре в крузi (диску).

Вiдповiдь 2.11: Площина Лобачевського H2, що занурена в E2,1 у виглядi
верхньої половини двохпорожнинного гiперболоїда та параметризована “геогра-
фiчними” координатами. Iндукована рiманова метрика

h = r2(du1)2 + r2 sh2 u1(du2)2.

Вiдповiдь 2.12: Площина де Сiттера dS2, що реалiзована як однопорожнин-
ний гiперболоїд в E2,1, який параметризований “географiчними” координатами.
Iндукована псевдорiманова метрика h = −r2(du1)2 + r2 ch2 u1(du2)2.
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Вiдповiдь 2.13: Площина антi де Сiттера AdS2, що реалiзована як однопо-
рожнинний гiперболоїд в E1,2, який параметризований “географiчними” коор-
динатами. Iндукована псевдорiманова метрика h = r2(du1)2 − r2 ch2 u1(du2)2.

Вiдповiдь 2.14: Евклiдова площина E2, що реалiзована в моделi Пуанкаре
простору Лобачевського H3 як горизонтальна координатна площина (орiсфера).
Iндукована рiманова метрика h = (du1)2 + (du2)2.

Вiдповiдь 2.15: Площина Лобачевського H2, що реалiзована в моделi Пуан-
каре простору Лобачевського H3 як напiвсфера з центром на абсолютi – гори-
зонтальнiй координатнiй площинi v3 = 0 (гiперболiчна площина). Iндукована
рiманова метрика

g =
r2

cos2 u1
(du1)2 + r2 tg2 u1(du2)2.

Вiдповiдь 2.16: Евклiдова площина E2, що реалiзована в моделi Пуанкаре
простору Лобачевського H3 як сфера (орiсфера), що дотична до абсолюта (го-
ризонтальної координатної площини v3 = 0). Iндукована рiманова метрика

g = r2
1

(1 + cosu1)2
(du1)2 + r2

1− cosu1

1 + cosu1
(du2)2.

Вiдповiдь 2.17: Площина Лобачевського H2, що реалiзована в моделi Пуанка-
ре простору Лобачевського H3 як накриття вертикального кругового цилiндра.

Iндукована рiманова метрика g =
r2

(u2)2
(du1)2 +

r2

(u2)2
(du2)2.

Вiдповiдь 2.18: Площина де Сiттера dS2, що реалiзована як “сфера” (точнiше,
однопорожнинний гiперболоїд) у псевдоевклiдовому просторi E2,1. Iндукована
псевдорiманова метрика

g = −r2(du1)2 + r2 ch2 u1(du2)2.

Вiдповiдь 2.19: Простiр де Сiттера dS3, що реалiзований як “сфера” у псев-
доевклiдовому просторi E3,1. Iндукована псевдорiманова метрика

g = −r2(du1)2 + r2 ch2 u1(du2)2 + r2 ch2 u1 cos2 u2(du3)2.

Вiдповiдь 2.20: Площина антi де Сiттера AdS2, що реалiзована як “сфера”
(однопорожнинний гiперболоїд) у псевдоевклiдовому просторi E1,2. Iндукована
псевдорiманова метрика

g = r2(du1)2 − r2 ch2 u1(du2)2.
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Вiдповiдь 2.21: Простiр антi де Сiттера AdS3, що реалiзований як “сфера” у
псевдоевклiдовому просторi E1,3. Iндукована псевдорiманова метрика

g = r2(du1)2 − r2 ch2 u1(du2)2 − r2 ch2 u1 cos2 u2(du3)2.

Вiдповiдь 3.1: Мова йде про полярнi координати на E2, рiманова метрика
має вигляд g = (dũ1)2 + ũ2(dũ2)2

Вiдповiдь 3.2: Мова йде про сферичнi координати на E3, рiманова метрика
має вигляд g = (dũ1)2 + (ũ1)2(dũ2)2 + (ũ1)2 sin2 ũ2(dũ3)2

Вiдповiдь 3.3: Мова йде про цилiндричнi координати на E3, рiманова метрика
має вигляд g = (dũ1)2 + (ũ1)2(dũ2)2 + (dũ3)2

Вiдповiдь 3.5: Мова йде про перехiд вiд “стереографiчних” координат (u1, u2)
до “географiчних” координат (ũ1, ũ2) на сферi S2, рiманова метрика має вигляд
g = r2(dũ1)2 + r2 sin2 ũ1(dũ2)2.

Вiдповiдь 3.6: Мова йде про перехiд вiд “географiчних” координат (u1, u2)
до “проєктивних” координат (ũ1, ũ2) на напiвсферi S2+, рiманова метрика має
вигляд

g = r2
1 + (ũ2)2

(1 + (ũ1)2 + (ũ2)2)2
(dũ1)2 − r2

ũ1ũ2

(1 + (ũ1)2 + (ũ2)2)2
dũ1dũ2−

−r2
ũ1ũ2

(1 + (ũ1)2 + (ũ2)2)2
dũ2dũ1 + r2

1 + (ũ1)2

(1 + (ũ1)2 + (ũ2)2)2
(du2)2, (ũ1, ũ2) ∈ R2.

Вiдповiдь 3.7: Мова йде про перехiд вiд iнтерпретацiї Пуанкаре у верхнiй на-
пiвплощинi R2

+ до iнтерпретацiї Пуанкаре в одиничному диску D2 для площини
Лобачевського H2, рiманова метрика має вигляд

g =
4r2

(1− (ũ1)2 − (ũ2)2)2
(dũ1)2 +

4r2

(1− (ũ1)2 − (ũ2)2)2
(dũ2)2.

Вiдповiдь 3.8: Мова йде про перехiд вiд iнтерпретацiї Пуанкаре в одиничному
колi до “полярних” координат (ũ1, ũ2) на площинi Лобачевського H2, рiманова
метрика має вигляд

g = r2(dũ1)2 + r2 sh2 ũ2(dũ2)2.

Вiдповiдь 3.9: Мова йде про перехiд вiд “полярних” координат в H2 до iн-
терпретацiї Келi – Клейна для площини Лобачевського H2 в одиничному диску
D2 =

{
(ũ1, ũ2) ∈ R2 | (ũ1)2 + (ũ2)2 < 1

}
, коли рiманова метрика має вигляд

g = r2
1− (ũ2)2

(1− (ũ1)2 − (ũ2)2)2
(dũ1)2 + r2

ũ1ũ2

(1− (ũ1)2 − (ũ2)2)2
dũ1dũ2+
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+r2
ũ1ũ2

(1− (ũ1)2 − (ũ2)2)2
dũ2dũ1 + r2

1− (ũ1)2

(1− (ũ1)2 − (ũ2)2)2
(dũ2)2.

Вiдповiдь 3.10: Шукана замiна координат має вигляд u1 = 2arctg
eũ

1 − 1

eũ1 + 1
u2 = ũ2

.

Вiдповiдь 3.11: Шукана замiна координат має вигляд{
u1 = 2arctg ũ1

r

u2 = ũ2
.

Вiдповiдь 4.1.1: 1) L = r

(
arctg

b

C
− arctg

a

C

)
,

2) L = r
(
arctg(

√
α2 + β2b)− arctg(

√
α2 + β2a)

)
, 3) L = 2πr

ρ√
1 + ρ2

.

Вiдповiдь 4.1.2: 1) L = 2r
(
arctg(

√
α2 + β2b)− arctg(

√
α2 + β2a)

)
,

2) L =
2r√
β2 + 1

(
arctg

b

β2 + 1
− arctg

a

β2 + 1

)
, 3) L = 4πr

ρ

1 + ρ2
.

Вiдповiдь 4.1.3: 1) L = r(arcth
b√

1− β2
− arcth

a√
1− β2

),

2) L = r
(
arcth (

√
α2 + β2b)− arcth (

√
α2 + β2a)

)
, 3) L = 2πr

ρ√
1− ρ2

.

Вiдповiдь 4.1.4: 1) L =
2r√
1− β2

(arcth
b√

1− β2
− arcth

a√
1− β2

),

2) L = 2r
(
arcth (

√
α2 + β2b)− arcth (

√
α2 + β2a)

)
, 3) L = 4πr

ρ

1− ρ2
,

4) L = 2r(arcth
sin a(

√
1− ρ2 − ρ)

cos(a) + 1
− arcth

sin b(
√
1− ρ2 − ρ)

cos(b) + 1
),

5) L =
4πr

1− ρ
(ctg

b

2
− ctg

a

2
).

Вiдповiдь 4.1.5: 1) L =
r

β
(b− a), 2) L = r(ln b− ln a),

3) L =
r
√
α2 + β2

β
(ln(βb+ β0)− ln(βa+ β0)), 4) L = r(ln tg

b

2
− tg

a

2
),

5) L = 2r
tg b

2 − tg a
2

(1 + tg b
2)(1 + tg a

2)
, 6) L =

2πrρ√
h2 − ρ2

,

7) L =
2rρ√
ρ2 − h2

(arcth
ρ+ h tg a

2√
ρ2 − h2

− arcth
ρ+ h tg b

2√
ρ2 − h2

).
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Вiдповiдь 4.2.1: 1) cosφ = − ab√
1 + a2

√
1 + b2

, 2) cosφ = −
√
2√
5
.

Вiдповiдь 4.2.2: 1) cosφ = 0, 2) cosφ =
1√
2
.

Вiдповiдь 4.2.3: 1) cosφ =
ab√

1− a2
√
1− b2

, 2) cosφ = − 3√
13

.

Вiдповiдь 4.2.4: 1) cosφ = 0, 2) cosφ = 0.

Вiдповiдь 4.2.5: 1) cosφ = 0, 2) cosφ = 0.

Вiдповiдь 4.3.1: 1) V ol(Λ) = 2πr2
√
1 + ρ2 − 1√
1 + ρ2

,

2) V ol(Λ) = 4r2 arctg
ab√

1 + a2 + b2
.

Вiдповiдь 4.3.2: V ol(Λ) = 2πr2
1−

√
1− ρ2√

1− ρ2
.

Вiдповiдь 4.3.3: 1) V ol(Λ) = 4πr2
ρ2

1− ρ2
, 2) V ol(Λ) = ∞, 3) V ol(Λ) = 2πr2.

Вiдповiдь 4.3.4: 1) V ol(Λ) = r2(b1−a1)(
1

a2
− 1

b2
), 2) V ol(Λ) = 2r2(ln b−ln a),

3) V ol(Λ) = πr2, 4) V ol(Λ) = r2
b− a

c
, 5) V ol(Λ) = 2r2(ln b− ln a),

6) V ol(Λ) = 2r2(arctg
c√

a2 − c2
− arctg

c√
b2 − c2

).

Вiдповiдь 4.3.5: V ol(Ω) = V ol(S3) = 2π2r3.

Вiдповiдь 4.4.1: Периметр P = 8r arctg
a√

1 + a2
,

сума кутiв Σ = 4(π − arccos
a2√
1 + a2

), площа A = 4r2 arctg
a2√

1 + 2a2
.

Вiдповiдь 4.4.2: Периметр P = r(
πρ

1 + ρ2
+ 4arctg ρ), сума кутiв Σ =

3π

2
,

площа A = πr2
ρ2

1 + ρ2
.

Вiдповiдь 4.4.3: Периметр P = 8r arcth
a√

1− a2
,

сума кутiв Σ = 4 arccos
a2

1− a2
, площа A = 2πr2 − 4r2 arccos

a2

1− a2
.

Вiдповiдь 4.4.4: Cума кутiв Σ = 2t0−π, площа A = 2r2(π−t0), де t0 ∈ (
3π

4
, π)

визначається з умови cos t0 = −1

2

c+
√
c2 − 2√

c2 − 1
.
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Вiдповiдь 4.4.5: Периметр P = r
(
2 ln 3 + 2 ln(

√
(2) + 1)

)
, сума кутiв Σ =

11π

6
, площа A =

π

6
r2.

Вiдповiдь 5.1: 1) Tензор кручення T = 0, зв’язнiсть симетрична, 2) тензор
кривини R = 0, зв’язнiсть пласка

Вiдповiдь 5.2: 1) Тензор кручення T = 0, зв’язнiсть є симетричною, 2) кое-
фiцiєнти тензора кривини R1

122 = − sin2 u1, R1
212 = sin2 u1, R2

121 = 1, R2
211 = −1,

усi iншi коефiцiєнти дорiвнюють нулю, зв’язнiсть не є пласкою.

Вiдповiдь 5.3: 1) Тензор кручення T = 0, зв’язнiсть є симетричною, 2) ко-

ефiцiєнти тензора кривини R1
122 =

1

u2
, R1

212 = − 1

u2
, R2

121 = − 1

u2
, R2

211 =
1

u2
, усi

iншi коефiцiєнти дорiвнюють нулю, зв’язнiсть не є пласкою.

Вiдповiдь 6.1: 1) Паралельне векторне поле(
C1 cos t+ C2 sin t,

C2

α
cos t− C1

α
sin t

)
,

2) паралельне векторне поле
(
C1,

C2

t

)
,

3) паралельне векторне поле
(
C1 cos t+ C2 sin t,

C2

t
cos t− C1

t
sin t

)
.

Вiдповiдь 6.2: 1,4) Паралельне векторне поле(
C1 cos(t cosα) + C2 sin(t cosα),

C2

sinα
cos(t cosα)− C1

sinα
sin(t cosα)

)
,

2,5) паралельне векторне поле
(
C1,

C1

sin t

)
,

3,6) паралельне векторне поле(
C1 cos(sin t) + C2 sin(sin t),

C2

sin t
cos(sin t)− C1

sin t
sin(sin t)

)
.

Вiдповiдь 6.3: 1,4) Паралельне векторне поле (C1t, C2t), 2,5) паралельне

векторне поле
(
C1 cos

t

β
+ C2 sin

t

β
, C2 cos

t

β
− C1 sin

t

β

)
, 3,6) паралельне ве-

кторне поле
(
C1t cos(

a

b
ln t) + C2t sin(

a

b
ln t), C2t cos(

a

b
ln t)− C1t sin(

a

b
ln t)

)
.

Вiдповiдь 7.1: 1) Геодезична лiнiя γ: u1 = 3t + 2, u2 = π, 2) лiнiя є гео-
дезичною лише при C = 0, 3) при будь-якому C задана лiнiя є геодезичною,
вiдповiдна параметризацiя u1 = C

√
(C1t+ C2)2 + 1, u2 = arctg(C1t+ C2).
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Вiдповiдь 7.2: 1) Геодезична лiнiя γ: u1 = −2t + π
2 , u

2 = π, 2) геодезична
лiнiя γ: u1 = π

2 , u
2 = 4t+π, 3) лiнiя є геодезичною лише при C = π

2 , вiдповiдна
параметризацiя u1 = π

2 , u
2 = C1t + C2, 4) при будь-якому C задана лiнiя є

геодезичною, вiдповiдна параметризацiя u1 = C1t + C2, u2 = C, 5) яке б не
було C, задана лiнiя не є геодезичною.

Вiдповiдь 7.3: 1) Геодезична лiнiя γ: u1 = 4, u2 = e−t, 2) геодезична лiнiя

γ: u1 = 1 + 4
et − 1

et + 1
, u2 = 8

e
1
2 t

et + 1
, 3) при будь-якому C задана лiнiя є геоде-

зичною, вiдповiдна параметризацiя u1 = C, u2 = eC1t+C2, C1 ̸= 0 , 4) яке б
не було C, задана лiнiя не є геодезичною, 5) лiнiя є геодезичною лише при
B = 0, вiдповiдна параметризацiя u1 = C

A , u2 = eC1t+C2, C1 ̸= 0, 6) лiнiя є гео-

дезичною лише при B = 0, вiдповiдна параметризацiя u1 = A+ C · e
tC1+C2 − 1

etC1+C2 + 1
,

u2 = 2C · e
1
2 (tC1+C2)

etC1+C2 + 1
.

Вiдповiдь 8.1: 1) Γ1
22 = − sinu1 cosu1, Γ2

12 = Γ2
21 = ctg u1, iншi символи Крi-

стофеля дорiвнюють нулю, 2) лiнiя γ: u1 = α на сферi S2 буде геодезичною тодi
й тiльки тодi, коли α =

π

2
, 3) геодезична лiнiя u1 = t+

π

2
, u2 = π, 4) паралельне

векторне поле

X =

(
C1 cos(t cosα) + C2 sin(t cosα),

C2

sinα
cos(t cosα)− C1

sinα
sin(t cosα)

)
,

граничнi значення
(
C1,

C2

sinα

)
при t → 0 та(

C1 cos(2π cosα) + C2 sin(2π cosα),
C2

sinα
cos(2π cosα)− C1

sinα
sin(2π cosα)

)
при t → 2π. Якщо ототожнити граничнi точки кривої γ, отримавши замкнену
криву – паралель сфери, то в точцi склейки P процес паралельного перенесення
уздовж замкненої кривої γ породжує лiнiйне iзометричне перетворення(

C1
C2

sinα

)
→
(

C1 cos(2π cosα) + C2 sin(2π cosα)
C2

sinα cos(2π cosα)− C1

sinα sin(2π cosα))

)
в дотичнiй площинi TPS2, що описується матрицею(

cos(2π cosα) sinα sin(2π cosα)
− 1

sinα sin(2π cosα) cos(2π cosα)

)
.

Вiдповiдь 8.2: 1) Γ1
12 = Γ1

21 = − 1

u1
, Γ2

11 =
1

u1
, Γ2

22 = − 1

u1
, iншi символи

Крiстофеля дорiвнюють нулю, 2) лiнiя γ: u1 cosα + u2 sinα = C в площинi
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Лобачевського H2 буде геодезичною тодi й тiльки тодi, коли sinα = 0, 3) лiнiя
γ: (u1 − a)2 + (u2 − b)2 = c2 в площинi Лобачевського H2 буде геодезичною тодi
й тiльки тодi, коли b = 0, 4) геодезична лiнiя u1 = 0, u2 = et, 5) геодезична

лiнiя u1 = th t, u2 =
1

ch t
, 6) паралельне векторне поле X = (C1e

t, C2e
t), 7)

паралельне векторне поле X =

(
C1

ch2 t
+

C2 sh t

ch2 t
,−C1 sh t

ch2 t
+

C2

ch2 t

)
, 8*) вектор

(X1, X2) в TPH2 пiсля паралельного перенесення уздовж замкненої ламаної γ

перейде у вектор (X1, X2)

(
1
2 −

√
3
2√

3
2

1
2

)
в TPH2, 9*) (u1)2 + (u2 − h ch ρ)2 =

h2 sh2 r, 10*) якщо геодезична γ задається як u1 = 0, то еквiдистанти γ1 i γ2
задаються у виглядi u1 ± u2 shh = 0.

Вiдповiдь 8.3: 1) Γ1
22 = − sinu1 cosu1, Γ1

33 = − sinu1 cosu1 sin2 u2, Γ2
12 = Γ2

21 =
ctg u1, Γ2

33 = − sinu2 cosu2, Γ3
13 = Γ3

31 = ctg u1, Γ3
23 = Γ3

32 = ctg u2, iншi символи
Крiстофеля дорiвнюють нулю, 2) задана лiнiя буде геодезичною лише при C1 =

C2 =
π

2
, 4) геодезична лiнiя u1 = t+

π

3
, u2 =

π

4
, u3 = 0, 5) паралельне векторне

поле X = (C1, C2, C3), 6) паралельне векторне поле X =

(
C1,

C2

sin t
,
C3

sin t

)
.

Вiдповiдь 8.4: 1) Γ1
13 = Γ1

31 = − 1
u3 , Γ2

23 = Γ2
32 = − 1

u3 , Γ3
11 = 1

u3 , Γ3
22 = 1

u3 ,
Γ3
33 = − 1

u3 , iншi символи Крiстофеля дорiвнюють нулю, 4) задана крива є
геодезичною лише при a1 = a2 = 0, 5) геодезична лiнiя u1 = −1, u2 = −2,
u3 = 2e−2t, 6) паралельне векторне поле X = (C1e

t, C2e
t, C3e

t), 7) паралельне

векторне поле X =

(
C1

th t

ch t
+ C3

1

ch2 t
, C2

1

ch t
,−C3

th t

ch t
+ C1

1

ch2 t

)
.

Вiдповiдь 8.5: 1) Γ1
22 = − sinu1 cosu1, Γ2

12 = Γ2
21 = ctg u1, iншi символи Крi-

стофеля дорiвнюють нулю, 2) лiнiя γ: u1 = C1, u3 = C3 буде геодезичною
тодi й тiльки тодi, коли C1 = π

2 , 3) геодезична лiнiя γ: u1 = t + π
2 , u

2 = 0,
u3 = t + 1, 4, 5) паралельне векторне поле X = (C1, C2, C3), 6*) геодезична
лiнiя представляється або у виглядi u1 = C1, u2 = C2, u3 = C3t + C4, або у
виглядi u1 = f 1(t), u2 = f 2(t), u3 = C1t+ C2, де u1 = f 1(t), u2 = f 2(t) задають
геодезичну лiнiю, що параметризована афiнним параметром t, на сферi S2.

Вiдповiдь 8.6: 1) Γ1
12 = Γ1

21 = − 1

u1
, Γ2

11 =
1

u1
, Γ2

22 = − 1

u1
, iншi символи

Крiстофеля дорiвнюють нулю, 2) лiнiя u1 = C1, u3 = C3 є геодезичною при

будь-яких значеннях констант C1, C3, 3) лiнiя γ: u1 = a + thu3, u2 =
1

chu3
є

геодезичною при будь-якому значеннi константи a, 4) лiнiя γ: u1 = a, u2 = e2u
3

є геодезичною при будь-якому значеннi константи a, 5) геодезична лiнiя u1 = 3,
u2 = 2e

t
2 , u3 = 2t + 4, 6) паралельне векторне поле X = (C1e

t, C2e
t, C3), 7*)

геодезична лiнiя представляється або у виглядi u1 = C1, u2 = C2, u3 = C3t+C4,
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або у виглядi u1 = f 1(t), u2 = f 2(t), u3 = C1t+ C2, де u1 = f 1(t), u2 = f 2(t) за-
дають геодезичну лiнiю, що параметризована афiнним параметром t, у площинi
Лобачевського H2.

Вiдповiдь 8.7: 1) Γ1
22 = −u1, Γ1

23 = Γ1
32 =

1

2
, Γ2

12 = Γ2
21 =

u1

2
, Γ2

13 = Γ2
31 =

−1

2
, Γ3

12 = Γ3
21 =

u1

2
((u1)2 − 1), Γ3

13 = Γ3
31 = −1

2
u1, iншi символи Крiстофеля

дорiвнюють нулю, 2) лiнiя γ:
u1 − C1

a1
=

u2 − C2

a2
=

u3 − C3

a3
є геодезичною тодi

й тiльки тодi, коли a1 = 0, a2 = 0, 3) геодезична лiнiя γ: u1 = sin t, u2 = 1−cos t,

u3 =
3

2
t− 1

2
cos t sin t, 4) паралельне векторне поле

X =

(
C2 sin

at

2
+ C3 cos

at

2
,−C2 cos

at

2
+ C3 sin

at

2
,−pC2 cos

at

2
+ pC3 sin

at

2
+ C1

)
,

5*) геодезична лiнiя представляється або у виглядi u1 = C1 sin t + C2, u2 =

−C1 cos t + C3, u3 = −1

2
C2

1 cos t sin t +
1

2
C2

1 t− C1C2 cos t+ t + C4, або у виглядi

u1 = C1t cosC2 + C3, u2 = C1t sinC2 + C4, u3 = C1 sinC2

(
1

2
C1t

2 cosC2 + C3t

)
,

або у виглядi u1 = C1, u2 = C2, u3 = C3t+ C4.

Вiдповiдь 8.8: 1) Γ1
13 = Γ1

31 = 1, Γ2
23 = Γ2

32 = −1, Γ3
11 = −e2u

3, Γ3
22 = e−2u3,

iншi символи Крiстофеля дорiвнюють нулю, 2) лiнiя γ є геодезичною тодi й
тiльки тодi, коли a1 = 0, a2 = 0, 3) геодезична лiнiя γ: u1 = 1, u2 = −1, u3 =
2t + 3, 4) паралельне векторне поле X = (C1e

−at, C2e
at, C3), 5*) геодезична

лiнiя представляється у виглядi u1 = C1

∫
e−2φdt + C2, u2 = C3

∫
e2φdt + C4,

u3 = φ, де φ – розв’язок рiвняння
d2φ

dt2
− C2

1e
−2φ + C2

3e
2φ = 0.

Вiдповiдь 8.9: 1) Γ1
12 = Γ1

21 =
−3

2u2
, Γ1

23 = Γ1
32 = −1

2
, Γ2

11 =
2

u2
, Γ2

13 = Γ2
31 =

1

2
,

Γ2
22 = − 1

u2
, Γ3

12 = Γ3
21 =

1

(u2)2
, Γ3

23 = Γ3
32 =

1

2u2
, iншi символи Крiстофеля

дорiвнюють нулю, 5) паралельне векторне поле

X =

(
−C2 cos

at

2
+ C3 sin

at

2
, C2 sin

at

2
+ C3 cos

at

2
,
C2

q
cos

at

2
− C3

q
sin

at

2
+ C1

)
.

Вiдповiдь 9.1: 1) Координати тензора Рiмана Rijkl = 0, 2) координати тен-
зора Рiччi Ricij = 0, 3) секцiйна кривина K(Π12) = 0, 4) кривина Рiччi

ρ(
∂

∂u1
) = 0, ρ(

∂

∂u2
) = 0, 5) скалярна кривина s = 0.

Вiдповiдь 9.2.1: 1) Координати тензора Рiмана R1221 = R2112 = −R1212 =
−R2121 = r2 sin2 u1, усi iншi дорiвнюють нулю, 2) координати тензора Рiччi
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Ricij =
1

r2
gij, 3) секцiйна кривина K(Π12) =

1

r2
, 4) кривина Рiччi ρ(

∂

∂u1
) =

1

r2
, ρ(

∂

∂u2
) =

1

r2
, 5) скалярна кривина s =

2

r2
.

Вiдповiдь 9.2.2: 1) Координати тензора Рiмана R1221 = R2112 = −R1212 =
−R2121 = r2 sin2 u1, R1331 = R3113 = −R1313 = −R3131 = r2 sin2 u1 sin2 u2, R2332 =
R3223 = −R2323 = −R3232 = r2 sin4 u1 sin2 u2, усi iншi дорiвнюють нулю, 2)

координати тензора Рiччi Ricij =
2

r2
gij, 3) секцiйна кривина K(Π12) =

1

r2
,

K(Π13) =
1

r2
, K(Π23) =

1

r2
, 4) кривина Рiччi ρ(

∂

∂u1
) =

2

r2
, ρ(

∂

∂u2
) =

2

r2
,

ρ(
∂

∂u3
) =

2

r2
, 5) скалярна кривина s =

6

r2
.

Вiдповiдь 9.3.1: 1) Координати тензора Рiмана R1221 = R2112 = −R1212 =

−R2121 = − r2

(u2)4
, усi iншi дорiвнюють нулю, 2) координати тензора Рiччi

Ricij = − 1

r2
gij, 3) секцiйна кривина K(Π12) = − 1

r2
, 4) кривина Рiччi ρ(

∂

∂u1
) =

− 1

r2
, ρ(

∂

∂u2
) = − 1

r2
, 5) скалярна кривина s = − 2

r2
.

Вiдповiдь 9.3.2: 1) Координати тензора Рiмана R1221 = R2112 = −R1212 =
−R2121 = −r2e−2u1, усi iншi дорiвнюють нулю, 2) координати тензора Рiч-

чi Ricij = − 1

r2
gij, 3) секцiйна кривина K(Π12) = − 1

r2
, 4) кривина Рiччi

ρ(
∂

∂u1
) = − 1

r2
, ρ(

∂

∂u2
) = − 1

r2
, 5) скалярна кривина s = − 2

r2
.

Вiдповiдь 9.3.3: 1) Координати тензора Рiмана R1221 = R2112 = −R1212 =

−R2121 = − r2

(u2)4
, R1331 = R3113 = −R1313 = −R3131 = − r2

(u2)4
, R2332 = R3223 =

−R2323 = −R3232 = − r2

(u2)4
, усi iншi дорiвнюють нулю, 2) координати тензора

Рiччi Ricij = − 2

r2
gij, 3) секцiйна кривина K(Π12) = − 1

r2
, K(Π13) = − 1

r2
,

K(Π23) = − 1

r2
, 4) кривина Рiччi ρ(

∂

∂u1
) = − 2

r2
, ρ(

∂

∂u2
) = − 2

r2
, ρ(

∂

∂u3
) = − 2

r2
,

5) скалярна кривина s = − 6

r2

Вiдповiдь 9.4.1: 1) Координати тензора Рiмана R1221 = R2112 = −R1212 =
−R2121 = r2 sin2 u1, усi iншi дорiвнюють нулю, 2) координати тензора Рiччi
Ric11 = 1, Ric22 = sin2 u1, усi iншi дорiвнюють нулю, 3) секцiйна кривина

K(Π12) =
1

r2
, K(Π13) = 0, K(Π23) = 0, 4) кривина Рiччi ρ(

∂

∂u1
) =

1

r2
, ρ(

∂

∂u2
) =

1

r2
, ρ(

∂

∂u3
) = 0, 5) скалярна кривина s =

2

r2
.
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Вiдповiдь 9.4.2: 1) Координати тензора Рiмана R1221 = R2112 = −R1212 =

−R2121 = − r2

(u2)4
, усi iншi дорiвнюють нулю, 2) координати тензора Рiччi

Ric11 = − 1

(u2)2
, Ric22 = − 1

(u2)2
, усi iншi дорiвнюють нулю, 3) секцiйна кри-

вина K(Π12) = − 1

r2
, K(Π13) = 0, K(Π23) = 0, 4) кривина Рiччi ρ(

∂

∂u1
) = − 1

r2
,

ρ(
∂

∂u2
) = − 1

r2
, ρ(

∂

∂u3
) = 0, 5) скалярна кривина s = − 2

r2
.

Вiдповiдь 9.5.1: 1) Координати тензора Рiмана R1221 = R2112 = −R1212 =

−R2121 =
1

4
(u1)2 − 3

4
, R1331 = R3113 = −R1313 = −R3131 =

1

4
, R2332 = R3223 =

−R2323 = −R3232 =
1

4
, R2113 = R1321 = R1231 = R3112 = −R1213 = −R2131 =

−R3121 = −R1312 = −1

4
u1, усi iншi дорiвнюють нулю, 2) координати тензора

Рiччi Ric11 = −1

2
, Ric22 =

1

2
(u1)2 − 1

2
, Ric23 = −1

2
u1, Ric33 =

1

2
, усi iншi

дорiвнюють нулю, 3) секцiйна кривина K(Π12) =
1

4

(u1)2 − 3

(u1)2 + 1
, K(Π13) =

1

4
,

K(Π23) =
1

4
, 4) кривина Рiччi ρ(

∂

∂u1
) = −1

2
, ρ(

∂

∂u2
) =

1

2

(u1)2 − 1

(u1)2 + 1
, ρ(

∂

∂u3
) =

1

2
,

5) скалярна кривина s = −1

2
.

Вiдповiдь 9.5.2: 1) Координати тензора Рiмана R1221 = R2112 = −R1212 =
−R2121 = 1, R1331 = R3113 = −R1313 = −R3131 = −e2u

3, R2332 = R3223 =
−R2323 = −R3232 = −e−2u3, усi iншi дорiвнюють нулю, 2) координати тензора
Рiччi Ric33 = −2, усi iншi дорiвнюють нулю, 3) секцiйна кривина K(Π12) = 1,

K(Π13) = −1, K(Π23) = −1, 4) кривина Рiччi ρ(
∂

∂u1
) = 0, ρ(

∂

∂u2
) = 0,

ρ(
∂

∂u3
) = −2, 5) скалярна кривина s = −2.

Вiдповiдь 9.5.3: 1) Координати тензора Рiмана R1221 = R2112 = −R1212 =

−R2121 = − 3

2(u2)4
, R1331 = R3113 = −R1313 = −R3131 =

1

4(u2)2
, R2332 = R3223 =

−R2323 = −R3232 =
1

4(u2)2
, R2123 = R1232 = R2321 = R3212 = −R1223 = −R2132 =

−R2312 = −R3221 = − 1

4(u2)3
, усi iншi дорiвнюють нулю, 2) координати тензора

Рiччi Ric11 = − 1

(u2)2
, Ric22 = − 3

2(u2)2
, Ric13 =

1

2u2
, Ric33 =

1

2
, усi iншi дорiв-

нюють нулю, 3)секцiйна кривина K(Π12) = −3

4
, K(Π13) =

1

4
, K(Π23) =

1

4
, 4)

кривина Рiччi ρ(
∂

∂u1
) = −1

2
, ρ(

∂

∂u2
) = −3

2
, ρ(

∂

∂u3
) =

1

2
, 5) скалярна кривина
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s = −5

2
.

Вiдповiдь 10.1.1: Загальне поле Якобi J = (C1t+ C2, C3t+ C4), спряженi
точки на геодезичнiй γ вiдсутнi.

Вiдповiдь 10.1.2: Загальне поле Якобi J = (C1t+ C2, C3t+ C4, C5t+ C6),
спряженi точки на геодезичнiй γ вiдсутнi.

Вiдповiдь 10.2.1: Загальне поле Якобi J =
(
C1 cos

t
r + C2 sin

t
r , C3t+ C4

)
. Для

кожної точки P на геодезичнiй γ спряженими будуть точки Q такi, що довжина
дуги PQ геодезичної γ є кратною πr.

Вiдповiдь 10.2.2: Загальне поле Якобi

J =

(
C1 cos

t

r
+ C2 sin

t

r
, C3 cos

t

r
+ C4 sin

t

r
, C5t+ C6

)
.

Для кожної точки P на геодезичнiй γ спряженими будуть точки Q такi, що
довжина дуги PQ геодезичної γ є кратною до πr.

Вiдповiдь 10.3.1: Загальне поле Якобi

J = e
t
r ·
(
C1e

t
r + C2e

− t
r , C3t+ C4

)
,

спряженi точки на геодезичнiй γ вiдсутнi.

Вiдповiдь 10.3.2: Загальне поле Якобi

J = e
t
r ·
(
C1e

t
r + C2e

− t
r , C3e

t
r + C4e

− t
r , C5t+ C6

)
,

спряженi точки на геодезичнiй γ вiдсутнi.

Вiдповiдь 10.4.1: Загальне поле Якобi

J =

(
C1 cos

t√
r2 + 1

+ C2 sin
t√

r2 + 1
, C3t+ C4, C5t+ C6

)
.

Для кожної точки P на геодезичнiй γ спряженими будуть точки Q такi, що
довжина дуги PQ геодезичної γ є кратною до π

√
r2 + 1.

Вiдповiдь 10.4.2: Загальне поле Якобi

J = e
t
r ·
(
C1e

t
r + C2e

− t
r , C3t+ C4, C5t+ C6

)
,

спряженi точки на геодезичнiй γ вiдсутнi.

Вiдповiдь 10.5.1: Загальне поле Якобi

J = (C1 cos t+ C2 sin t+ C3,−C2 cos t+ C1 sin t+ C4,

C1p sin t− C2p cos t+ C5t+ C6).
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Для кожної точки P на геодезичнiй γ спряженими будуть точки Q такi, що
довжина дуги PQ геодезичної γ є кратною до π.

Вiдповiдь 10.5.2: Загальне поле Якобi

J =
(
C1 + C2e

−2t, C3e
2t + C4, C5t+ C6

)
,

спряженi точки на геодезичнiй γ вiдсутнi.

Вiдповiдь 10.5.3: Загальне поле Якобi

J =

(
C1 cos t+ C2 sin t+ C3,−C1 sin t+ C2 cos t+ C4,

−C1

q
cos t− C2

q
sin t+ C5t+ C6

)
.

Для кожної точки P на геодезичнiй γ спряженими будуть точки Q такi, що
довжина дуги PQ геодезичної γ є кратною до π.
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