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Анотацiї

Барська Юлiя Михайлiвна. Про стабiлiзацiю канонiчних нелi-

нiйних систем у спецiальному випадку. У роботi розглядається зада-

ча стабiлiзацiї для тривимiрних нелiнiйних систем у спецiальному випадку.

Дослiджується клас керованих систем зi степеневими нелiнiйностями, якi

також називають канонiчними нелiнiйними системами, за умови нестрого-

го спадання степенiв. Побудову розв’язку здiйснено iз застосуванням мето-

ду функцiї Ляпунова. Було виведено умову на коефiцiєнти стабiлiзуючого

керування, що буде гарантувати асимптотичну стiйкiсть нульової точки

спокою.

Ключовi слова: стабiлiзацiя, нелiнiйнi керованi системи, метод функцiї

Ляпунова, критичний випадок.

Barska Yuliia. On stabilization of canonical nonlinear systems

in a special case. The paper considers the stabilization problem for three-

dimensional nonlinear systems in a special case. A class of controllable sys-

tems with power nonlinearities, also known as canonical nonlinear systems,

is investigated in the case of non-strictly decreasing powers. The solution is

constructed using the Lyapunov function method. A condition for the coef-

ficients of stabilizing control has been derived, which guarantees the asymp-

totic stability of the zero equilibrium point.

Keywords: stabilization, nonlinear control systems, Lyapunov function

method, critical case.
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Вступ

Одним iз ключових питань теорiї керування є задача стабiлiзацiї нелi-

нiйних систем у критичному випадку [1, 2, 3, 4, 5].

Особливу увагу викликають нелiнiйнi системи високих порядкiв, що не

пiддаються лiнеаризацiї [1, 2, 3, 4, 5]. Цi системи є класичним прикладом

критичного випадку, а саме, системи наступного вигляду:⎧⎪⎨⎪⎩𝑥̇𝑖 = 𝑥𝑝𝑖𝑖+1 + 𝜙𝑖(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1,

𝑥̇𝑛 = 𝑢𝑝𝑛,

(0.1)

де 𝑝𝑖 ≥ 1 є вiдношеннями додатних непарних цiлих чисел, а 𝜙𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

є неперервними дiйснозначними функцiями бiльш високого порядку нiж

𝑥𝑝𝑖𝑖+1 та виконується наступне: 𝜙𝑖(0, . . . , 0) = 0 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1.

Серед можливих пiдходiв до розв’язання таких задач значне мiсце за-

ймає метод функцiї Ляпунова, що дозволяє аналiзувати локальну асимпто-

тичну стiйкiсть нульової точки спокою замкнутої системи.

Робота [4] показує, що можливо лiнiйно стабiлiзувати систему (0.1) за

припущенням, що степенi 𝑝𝑖 є строго спадаючими, тобто 𝑝1 > 𝑝2 > · · · >

𝑝𝑛 ≥ 1.

Також дослiдження на локальну асимптотичну стiйкiсть системи (0.1)

при 𝑛 = 3 було розглянуто в статтi [1], де детально розглядався один з

випадкiв нестрогого спадання степенiв 𝑝𝑖, а саме, коли 𝑝1 > 𝑝2 = 𝑝3 = 1.

В результатi, було доведено, що така система стабiлiзується при лiнiйному

керуваннi вигляду

𝑢(𝑥) = −𝑘1𝑥1 − 𝑘2𝑥2 − 𝑘3𝑥3,
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де 𝑘𝑖 > 0 для 𝑖 = 1, 2, 3 та за умови, що 𝑘23 >
𝑘2(3 + 2

√
3)

3
.

У цiй роботi розглядається iнший випадок нестрогого спадання 𝑝𝑖 i до-

водиться можливiсть досягнення лiнiйної стабiлiзацiї системи (0.1).

А саме, проводиться аналiз тривимiрної системи вигляду:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥̇1 = 𝑥𝑝12 ,

𝑥̇2 = 𝑥𝑝23 ,

𝑥̇3 = 𝑢𝑝3,

(0.2)

де 𝑝1 = 𝑝2 > 1 — вiдношення непарних цiлих чисел, а 𝑝3 = 1.

Метою дослiдження є побудова лiнiйного стабiлiзуючого керування 𝑢(𝑥),

що забезпечує локальну асимптотичну стiйкiсть нульової точки спокою, а

саме, виведення достатнiх умов на коефiцiєнти керування. Аналiз прово-

диться за допомогою методу функцiї Ляпунова, яка обрана у спецiальному

виглядi, на вiдмiну вiд [1,4], що дозволяє дати оцiнку її похiдної та обґрун-

тувати стiйкiсть нульового розв’язку замкнутої системи.
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Роздiл 1

Побудова лiнiйного керування

Розглянемо нелiнiйну систему⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥̇1 = 𝑥𝑝12 ,

𝑥̇2 = 𝑥𝑝13 ,

𝑥̇3 = 𝑢,

(1.1)

де 𝑢 ∈ R - керування, 𝑝1 > 1 - вiдношення непарних цiлих чисел.

Задача стабiлiзацiї для системи (1.1) полягає в знаходженнi неперерв-

ного керування 𝑢(𝑥) такого, що нульова точка спокою системи (1.1) з 𝑢 =

𝑢(𝑥) є локально асимптотично стiйкою.

Розглянемо лiнiйне керування

𝑢(𝑥) = −𝑘1𝑥1 − 𝑘2𝑥2 − 𝑘3𝑥3, (1.2)

де 𝑘𝑖 > 0 - дiйснi додатнi числа для 𝑖 = 1, 2, 3.

1.1. Функцiя Ляпунова та її похiдна

Розглянемо функцiю Ляпунова

𝑉 (𝑥) =
1

2

(︂
𝑔1(𝑝1)

𝑘𝑝12
𝑘1

(𝑘1𝑥1)
2 + 𝑔2(𝑝1)

𝑘𝑝13
𝑘2

(𝑘1𝑥1 + 𝑘2𝑥2)
2 +

1

𝑘3
(𝑘1𝑥1 + 𝑘2𝑥2 + 𝑘3𝑥3)

2

)︂
,

де 𝑔1(𝑝1), 𝑔2(𝑝1) - додатновизначенi функцiї, якi залежать вiд 𝑝1.

Очевидно, що 𝑉 (𝑥) є додатновизначеною для всiх 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 > 0. Засто-
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сувавши лiнiйну замiну змiнних

𝑒1 = 𝑘1𝑥1, 𝑒2 = 𝑘1𝑥1 + 𝑘2𝑥2, 𝑒3 = 𝑘1𝑥1 + 𝑘2𝑥2 + 𝑘3𝑥3,

отримаємо

𝑉 (𝑒) =
1

2

(︂
𝑔1(𝑝1)

𝑘𝑝12
𝑘1

𝑒21 + 𝑔2(𝑝1)
𝑘𝑝13
𝑘2

𝑒22 +
1

𝑘3
𝑒23

)︂
. (1.3)

Зворотна замiна змiнних:

𝑥1 = 𝑘−1
1 𝑒1, 𝑥2 = 𝑘−1

2 (𝑒2 − 𝑒1), 𝑥3 = 𝑘−1
3 (𝑒3 − 𝑒2). (1.4)

Використовуючи (1.1) та (2.3), знайдемо похiднi для 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3:

𝑒̇1 = 𝑘1𝑥1 = 𝑘1𝑥
𝑝1
2 =

𝑘1
𝑘𝑝12

(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝1,

𝑒̇2 = 𝑘1𝑥1 + 𝑘2𝑥2 = 𝑘1𝑥
𝑝1
2 + 𝑘2𝑥

𝑝1
3 =

𝑘1
𝑘𝑝12

(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝1 +

𝑘2
𝑘𝑝13

(𝑒3 − 𝑒2)
𝑝1,

𝑒̇3 = 𝑘1𝑥
𝑝1
2 + 𝑘2𝑥

𝑝1
3 + 𝑘3𝑢 =

𝑘1
𝑘𝑝12

(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝1 +

𝑘2
𝑘𝑝13

(𝑒3 − 𝑒2)
𝑝1 + 𝑘3𝑢.

Пiдставимо 𝑢 = −(𝑘1𝑥1 + 𝑘2𝑥2 + 𝑘3𝑥3) = −𝑒3 та отримаємо наступне:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑒̇1 =
𝑘1
𝑘𝑝12

(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝1,

𝑒̇2 =
𝑘1
𝑘𝑝12

(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝1 +

𝑘2
𝑘𝑝13

(𝑒3 − 𝑒2)
𝑝1,

𝑒̇3 =
𝑘1
𝑘𝑝12

(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝1 +

𝑘2
𝑘𝑝13

(𝑒3 − 𝑒2)
𝑝1 − 𝑘3𝑒3.

(1.5)

Тепер обчислимо похiдну функцiї Ляпунова вздовж траєкторiй замкнутої

системи (1.5)

𝑉̇ (𝑒) =
𝜕𝑉

𝜕𝑒1
𝑒̇1 +

𝜕𝑉

𝜕𝑒2
𝑒̇2 +

𝜕𝑉

𝜕𝑒3
𝑒̇3.
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Розглянемо кожен доданок окремо:

𝜕𝑉

𝜕𝑒1
𝑒̇1 =

𝜕𝑉

𝜕𝑒1

𝑘1
𝑘𝑝12

(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝1 =

1

2
𝑔1(𝑝1)

𝑘𝑝12
𝑘1

2𝑒1
𝑘1
𝑘𝑝12

(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝1

= 𝑔1(𝑝1)𝑒1(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝1,

𝜕𝑉

𝜕𝑒2
𝑒̇2 =

1

2
𝑔2(𝑝1)

𝑘𝑝13
𝑘2

2𝑒2

(︂
𝑘1
𝑘𝑝12

(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝1 +

𝑘2
𝑘𝑝13

(𝑒3 − 𝑒2)
𝑝1

)︂
= 𝑔2(𝑝1)

𝑘1𝑘
𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

𝑒2(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝1 + 𝑔2(𝑝1)𝑒2(𝑒3 − 𝑒2)

𝑝1,

𝜕𝑉

𝜕𝑒3
𝑒̇3 =

1

2

1

𝑘3
2𝑒3

(︂
𝑘1
𝑘𝑝12

(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝1 +

𝑘2
𝑘𝑝13

(𝑒3 − 𝑒2)
𝑝1 − 𝑘3𝑒3

)︂
=

𝑘1
𝑘𝑝12 𝑘3

𝑒3(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝1 +

𝑘2

𝑘𝑝1+1
3

𝑒3(𝑒3 − 𝑒2)
𝑝1 − 𝑒23.

Тодi маємо

𝑉̇ (𝑒) = 𝑔1(𝑝1)𝑒1(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝1 +

𝑘1𝑘
𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

𝑔2(𝑝1)𝑒2(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝1 + 𝑔2(𝑝1)𝑒2(𝑒3 − 𝑒2)

𝑝1

+
𝑘1

𝑘3𝑘
𝑝1
2

𝑒3(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝1 +

𝑘2

𝑘𝑝1+1
3

𝑒3(𝑒3 − 𝑒2)
𝑝1 − 𝑒23.

Перепишемо 𝑉̇ (𝑒) таким чином

𝑉̇ (𝑒) = −𝑔1(𝑝1)𝑒1(𝑒1 − 𝑒2)
𝑝1 − 𝑔2(𝑝1)𝑒2(𝑒2 − 𝑒3)

𝑝1 − 𝑒23

+
𝑘1𝑘

𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

𝑔2(𝑘)𝑒2(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝1 +

𝑘1
𝑘3𝑘

𝑝1
2

𝑒3(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝1 +

𝑘2

𝑘𝑝1+1
3

𝑒3(𝑒3 − 𝑒2)
𝑝1.

1.2. Оцiнка похiдної функцiї Ляпунова

Для оцiнки похiдної 𝑉 (𝑒) використаємо наступнi допомiжнi леми:

Лема 1.1. Для будь-якого 𝑝 ≥ 1 i довiльних чисел 𝑥𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

виконується нерiвнiсть

|𝑥1 + 𝑥2 + · · ·+ 𝑥𝑛|𝑝 ≤ 𝑛𝑝−1(|𝑥1|𝑝 + |𝑥2|𝑝 + · · ·+ |𝑥𝑛|𝑝).
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Лема 1.2. Нехай 𝑝 ≥ 1 — вiдношення додатних непарних чисел. Тодi

𝑥(𝑥+ 𝑎)𝑝 ≥ 21−𝑝𝑥𝑝+1 + 𝑥𝑎𝑝, ∀𝑥, 𝑎 ∈ R.

Лема 1.3. Нехай 𝑚 > 0, 𝑛 > 0. Тодi для будь-якого 𝛾 > 0 виконується

|𝑥|𝑚|𝑦|𝑛 ≤ 𝑚

𝑚+ 𝑛
𝛾|𝑥|𝑚+𝑛 +

𝑛

𝑚+ 𝑛
𝛾−𝑚/𝑛|𝑦|𝑚+𝑛, ∀𝑥, 𝑦 ∈ R.

Використавши леми 1.1 та 1.2, отримаємо такi нерiвностi:

−𝑔1(𝑝1)𝑒1(𝑒1 − 𝑒2)
𝑝1 ≤ 𝑔1(𝑝1)

(︁
−21−𝑝1𝑒𝑝1+1

1 + |𝑒𝑝12 ||𝑒1|
)︁
,

−𝑔2(𝑝1)𝑒2(𝑒2 − 𝑒3)
𝑝1 ≤ 𝑔2(𝑝1)

(︁
−21−𝑝1𝑒𝑝1+1

2 + |𝑒𝑝13 ||𝑒2|
)︁
,

𝑘1𝑘
𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

𝑔2(𝑝1)𝑒2(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝1 ≤ 𝑘1𝑘

𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

2𝑝1−1𝑔2(𝑝1)
(︁
𝑒𝑝1+1
2 + |𝑒𝑝11 ||𝑒2|

)︁
, (1.6)

𝑘1
𝑘3𝑘

𝑝1
2

𝑒3(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝1 ≤ 𝑘1

𝑘3𝑘
𝑝1
2

2𝑝1−1 (|𝑒𝑝12 ||𝑒3|+ |𝑒𝑝11 ||𝑒3|) ,

𝑘2

𝑘𝑝1+1
3

𝑒3(𝑒3 − 𝑒2)
𝑝1 ≤ 𝑘2

𝑘𝑝1+1
3

2𝑝1−1
(︁
𝑒𝑝1+1
3 + |𝑒𝑝12 ||𝑒3|

)︁
.

З нерiвностi Юнга вiдомо, що для будь-яких дiйсних чисел 𝑎, 𝑏 ≥ 0 i

𝑝, 𝑞 ≥ 1 таких що
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 виконується наступне: 𝑎𝑏 ≤ 𝑎𝑝

𝑝
+

𝑏𝑞

𝑞
.

Тобто, якщо вiзьмемо 𝑝 := 1 + 𝑠 та 𝑞 := 1 +
1

𝑠
, де 𝑠 > 0 - довiльна

константа, можемо оцiнити |𝑒𝑝1𝑖 ||𝑒𝑗| наступним чином:

|𝑒𝑝1𝑖 ||𝑒𝑗| ≤
1

1 + 𝑠
𝑒
𝑝1(1+𝑠)
𝑖 +

𝑠

𝑠+ 1
𝑒
1+ 1

𝑠

𝑗 .

Нехай 𝑠 :=
1

𝑝1
, тодi:

|𝑒𝑝12 ||𝑒1| =
⃒⃒⃒⃒
1

𝐶1
𝑒2

⃒⃒⃒⃒𝑝1
|𝐶𝑝1

1 𝑒1| ≤
𝑝1

(𝑝1 + 1)𝐶𝑝1+1
1

𝑒𝑝1+1
2 +

𝐶
𝑝1(𝑝1+1)
1

𝑝1 + 1
𝑒𝑝1+1
1 ,

|𝑒𝑝11 ||𝑒2| = |𝐶𝑝1
2 𝑒1|𝑝1

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

𝐶
𝑝21
2

𝑒2

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑝1𝐶

𝑝1(𝑝1+1)
2

𝑝1 + 1
𝑒𝑝1+1
1 +

1

(𝑝1 + 1)𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2

𝑒𝑝1+1
2 .
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Для наступних оцiнок вiзьмемо 𝑠 ∈ (
1

𝑝1
, 1):

|𝑒𝑝12 ||𝑒3| =
⃒⃒⃒⃒
1

𝐶3
𝑒2

⃒⃒⃒⃒𝑝1
|𝐶𝑝1

3 𝑒3| ≤
1

(1 + 𝑠)𝐶
𝑝1(𝑠+1)
3

𝑒
𝑝1(𝑠+1)
2 +

𝑠𝐶
𝑝1(1+

1
𝑠 )

3

𝑠+ 1
𝑒
1+ 1

𝑠
3 ,

|𝑒𝑝11 ||𝑒3| = |𝐶𝑝1
4 𝑒1|𝑝1

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

𝐶
𝑝21
4

𝑒3

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝐶

𝑝1(1+𝑠)
4

𝑠+ 1
𝑒
𝑝1(1+𝑠)
1 +

𝑠

(1 + 𝑠)𝐶
𝑝21(1+

1
𝑠 )

4

𝑒
1+ 1

𝑠
3 , (1.7)

|𝑒𝑝13 ||𝑒2| =
⃒⃒⃒⃒
1

𝐶5
𝑒2

⃒⃒⃒⃒𝑝1
|𝐶𝑝1

5 𝑒3| ≤
1

(1 + 𝑠)𝐶
𝑝1(𝑠+1)
5

𝑒
𝑝1(𝑠+1)
2 +

𝑠𝐶
𝑝1(1+

1
𝑠 )

5

𝑠+ 1
𝑒
1+ 1

𝑠
3 ,

де 𝐶𝑖 > 0 для 𝑖 = 1, 5.

Зауважимо, що нерiвностi виконуються для будь-яких додатних 𝐶𝑖. Для

того щоб довести асимптотичну стiйкiсть, знайдемо додатковi умови на 𝐶𝑖,

щоб гарантувати, що 𝑉̇ (𝑒) є вiд’ємновизначеною в деякому малому проко-

лотому околi нуля.

Застосувавши оцiнки наданi вище послiдовно, отримаємо

𝑉̇ (𝑒) ≤ −𝑔1(𝑝1)2
1−𝑝1𝑒𝑝1+1

1 + 𝑔1(𝑝1)

(︃
𝑝1

(𝑝1 + 1)𝐶𝑝1+1
1

𝑒𝑝1+1
2 +

𝐶
𝑝1(𝑝1+1)
1

𝑝1 + 1
𝑒𝑝1+1
1

)︃

− 𝑔2(𝑝1)2
1−𝑝1𝑒𝑝1+1

2 + 𝑔2(𝑝1)

(︃
1

(1 + 𝑠)𝐶
𝑝1(𝑠+1)
5

𝑒
𝑝1(𝑠+1)
2 +

𝑠𝐶
𝑝1(1+

1
𝑠 )

5

𝑠+ 1
𝑒
1+ 1

𝑠
3

)︃

− 𝑒23 +
𝑘1𝑘

𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

2𝑝1−1𝑔2(𝑝1)𝑒
𝑝1+1
2

+
𝑘1𝑘

𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

2𝑝1−1𝑔2(𝑝1)

(︃
𝑝1𝐶

𝑝1(𝑝1+1)
2

𝑝1 + 1
𝑒𝑝1+1
1 +

1

(𝑝1 + 1)𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2

𝑒𝑝1+1
2

)︃

+
𝑘1

𝑘3𝑘
𝑝1
2

2𝑝1−1

(︃
1

(1 + 𝑠)𝐶
𝑝1(𝑠+1)
3

𝑒
𝑝1(𝑠+1)
2 +

𝑠𝐶
𝑝1(1+

1
𝑠 )

3

𝑠+ 1
𝑒
1+ 1

𝑠
3

)︃

+
𝑘1

𝑘3𝑘
𝑝1
2

2𝑝1−1

(︃
𝐶

𝑝1(1+𝑠)
4

𝑠+ 1
𝑒
𝑝1(1+𝑠)
1 +

𝑠

(1 + 𝑠)𝐶
𝑝21(1+

1
𝑠 )

4

𝑒
1+ 1

𝑠
3

)︃

+
𝑘2

𝑘𝑝1+1
3

2𝑝1−1𝑒𝑝1+1
3 +

𝑘2

𝑘𝑝1+1
3

2𝑝1−1

(︃
1

(1 + 𝑠)𝐶
𝑝1(𝑠+1)
3

𝑒
𝑝1(𝑠+1)
2 +

𝑠𝐶
𝑝1(1+

1
𝑠 )

3

𝑠+ 1
𝑒
1+ 1

𝑠
3

)︃
.
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Нагадаємо, що 𝑝1 > 1, та покажемо, що для 𝑠 ∈ (
1

𝑝1
, 1) показник степеня

𝑝1(𝑠+ 1) буде бiльшим за 𝑝1 + 1:

𝑝1(𝑠+ 1) > 𝑝1 + 1,

𝑠+ 1 > 1 +
1

𝑝1
<=> 𝑠 >

1

𝑝1
.

Аналогiчно i для 1 +
1

𝑠
:

1 +
1

𝑠
> 𝑝1 + 1,

1

𝑠
> 𝑝1 <=> 𝑠 >

1

𝑝1
,

що справедливо, так як 𝑠 ∈ (
1

𝑝1
, 1).

Перепишемо вираз в правiй частинi так, щоб отримати коефiцiєнти пе-

ред змiнними 𝑒𝑝1+1
1 , 𝑒𝑝1+1

2 та 𝑒23:

𝑉̇ (𝑒) ≤

(︃
−𝑔1(𝑝1)2

1−𝑝1 + 𝑔1(𝑝1)
𝐶

𝑝1(𝑝1+1)
1

𝑝1 + 1
+

𝑘1𝑘
𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

2𝑝1−1𝑔2(𝑝1)
𝑝1𝐶

𝑝1(𝑝1+1)
2

𝑝1 + 1

)︃
𝑒𝑝1+1
1

+

(︃
−𝑔2(𝑝1)2

1−𝑝1 + 𝑔1(𝑝1)
𝑝1

(𝑝1 + 1)𝐶𝑝1+1
1

+
𝑘1𝑘

𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

2𝑝1−1𝑔2(𝑝1)

(︃
1 +

1

(𝑝1 + 1)𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2

)︃)︃
𝑒𝑝1+1
2

− 𝑒23 + ℎ(𝑥),

де

ℎ(𝑥) = 𝑔2(𝑝1)

(︃
1

(1 + 𝑠)𝐶
𝑝1(𝑠+1)
5

𝑒
𝑝1(𝑠+1)
2 +

𝑠𝐶
𝑝1(1+

1
𝑠 )

5

𝑠+ 1
𝑒
1+ 1

𝑠
3

)︃

+
𝑘1

𝑘3𝑘
𝑝1
2

2𝑝1−1

(︃
1

(1 + 𝑠)𝐶
𝑝1(𝑠+1)
3

𝑒
𝑝1(𝑠+1)
2 +

𝑠𝐶
𝑝1(1+

1
𝑠 )

3

𝑠+ 1
𝑒
1+ 1

𝑠
3

)︃

+
𝑘1

𝑘3𝑘
𝑝1
2

2𝑝1−1

(︃
𝐶

𝑝1(1+𝑠)
4

𝑠+ 1
𝑒
𝑝1(1+𝑠)
1 +

𝑠

(1 + 𝑠)𝐶
𝑝21(1+

1
𝑠 )

4

𝑒
1+ 1

𝑠
3

)︃

+
𝑘2

𝑘𝑝1+1
3

2𝑝1−1𝑒𝑝1+1
3

+
𝑘2

𝑘𝑝1+1
3

2𝑝1−1

(︃
1

(1 + 𝑠)𝐶
𝑝1(𝑠+1)
3

𝑒
𝑝1(𝑠+1)
2 +

𝑠𝐶
𝑝1(1+

1
𝑠 )

3

𝑠+ 1
𝑒
1+ 1

𝑠
3

)︃
.
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1.3. Визначення умов на коефiцiєнти

Згiдно з методом функцiї Ляпунова, для гарантування асимпто-

тичної стiйкостi нульової точки спокою достатньо, щоб 𝑉̇ (𝑒) була

вiд’ємновизначена, тобто всi коефiцiєнти перед 𝑒𝑝1+1
1 , 𝑒𝑝1+1

2 , 𝑒23 повиннi бути

вiд’ємними.

Розглянемо наступну систему нерiвностей, щоб перевiрити чи iснуть такi

𝐶1, 𝐶2 при яких обидва коефiцiєнта при 𝑒𝑝1+1
1 та 𝑒𝑝1+1

2 будуть вiд’ємними:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−𝑔1(𝑝1)2

1−𝑝1 + 𝑔1(𝑝1)
𝐶

𝑝1(𝑝1+1)
1

𝑝1 + 1
+

𝑘1𝑘
𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

2𝑝1−1𝑔2(𝑝1)
𝑝1𝐶

𝑝1(𝑝1+1)
2

𝑝1 + 1
< 0,

−𝑔2(𝑝1)2
1−𝑝1 + 𝑔1(𝑝1)

𝑝1

(𝑝1 + 1)𝐶𝑝1+1
1

+
𝑘1𝑘

𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

2𝑝1−1𝑔2(𝑝1)

(︃
1 +

1

(𝑝1 + 1)𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2

)︃
< 0,

еквiвалентно маємо⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑘1𝑘

𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

2𝑝1−1𝑔2(𝑝1)
𝑝1𝐶

𝑝1(𝑝1+1)
2

𝑝1 + 1
< 𝑔1(𝑝1)

(︃
21−𝑝1 − 𝐶

𝑝1(𝑝1+1)
1

𝑝1 + 1

)︃
,

𝑘1𝑘
𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

2𝑝1−1𝑔2(𝑝1)

(︃
1 +

1

(𝑝1 + 1)𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2

)︃
< 𝑔2(𝑝1)2

1−𝑝1 − 𝑔1(𝑝1)
𝑝1

(𝑝1 + 1)𝐶𝑝1+1
1

.

В результатi отримали систему, де лiвi частини нерiвностей залежать тiль-

ки вiд 𝑘𝑖, а правi - вiд 𝐶1, 𝐶2:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑘1𝑘

𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

<
21−𝑝1

𝑔2(𝑝1)
𝑔1(𝑝1)

(︃
21−𝑝1 − 𝐶

𝑝1(𝑝1+1)
1

𝑝1 + 1

)︃
𝑝1 + 1

𝑝1𝐶
𝑝1(𝑝1+1)
2

,

𝑘1𝑘
𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

<
21−𝑝1

𝑔2(𝑝1)

(︃
𝑔2(𝑝1)2

1−𝑝1 − 𝑔1(𝑝1)
𝑝1

(𝑝1 + 1)𝐶𝑝1+1
1

)︃
(𝑝1 + 1)𝐶

𝑝21(𝑝1+1)
2

(𝑝1 + 1)𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2 + 1

.

(1.8)

Так як 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 > 0, тодi для розв’язання системи нерiвностей (1.8)

необхiдно, щоб правi частини були додатновизначеними. Це виконується

тодi i тiльки тодi, коли:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
21−𝑝1 − 𝐶

𝑝1(𝑝1+1)
1

𝑝1 + 1
> 0,

𝑔2(𝑝1)2
1−𝑝1 − 𝑔1(𝑝1)

𝑝1

(𝑝1 + 1)𝐶𝑝1+1
1

> 0.
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Звiдси ми можемо вивести умови на 𝐶1:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐶

𝑝1(𝑝1+1)
1 < 21−𝑝1(𝑝1 + 1),

𝐶𝑝1+1
1 >

𝑔1(𝑝1)𝑝1
𝑔2(𝑝1)(𝑝1 + 1)

2𝑝1−1.

Таке 𝐶1 iснує, якщо виконуються наступнi еквiвалентнi нерiвностi:(︂
𝑔1(𝑝1)𝑝1

𝑔2(𝑝1)(𝑝1 + 1)
2𝑝1−1

)︂𝑝1

< 21−𝑝1(𝑝1 + 1),

(︂
𝑔1(𝑝1)𝑝1

𝑔2(𝑝1)(𝑝1 + 1)

)︂𝑝1

2𝑝
2
1−𝑝1 < 21−𝑝1(𝑝1 + 1),(︂

𝑔1(𝑝1)

𝑔2(𝑝1)

)︂𝑝1 (︂ 𝑝1
𝑝1 + 1

)︂𝑝1

< 21−𝑝21(𝑝1 + 1),(︂
𝑔1(𝑝1)

𝑔2(𝑝1)

)︂𝑝1

< 21−𝑝21
(𝑝1 + 1)𝑝1+1

𝑝𝑝11
,

𝑔1(𝑝1)

𝑔2(𝑝1)
< 2

1
𝑝1
−𝑝1 (𝑝1 + 1)1+

1
𝑝1

𝑝1
.

Пiдсумовуючи все вищесказане, необхiднi умови для розв’язностi систе-

ми нерiвностей (1.8) мають такий вигляд:

0 < 𝑔1(𝑝1) < 2
1
𝑝1
−𝑝1 (𝑝1 + 1)1+

1
𝑝1

𝑝1
𝑔2(𝑝1), (1.9)

(︂
𝑔1(𝑝1)𝑝1

𝑔2(𝑝1)(𝑝1 + 1)
2𝑝1−1

)︂𝑝1

< 𝐶
𝑝1(𝑝1+1)
1 < 21−𝑝1(𝑝1 + 1). (1.10)

1.3.1. Чисельне розв’язання системи

Позначимо правi частини системи (1.8) наступним чином:

𝑅1(𝐶1, 𝐶2) :=
21−𝑝1

𝑔2(𝑝1)
𝑔1(𝑝1)

(︃
21−𝑝1 − 𝐶

𝑝1(𝑝1+1)
1

𝑝1 + 1

)︃
𝑝1 + 1

𝑝1𝐶
𝑝1(𝑝1+1)
2

, (1.11)

𝑅2(𝐶1, 𝐶2) :=
21−𝑝1

𝑔2(𝑝1)

(︃
𝑔2(𝑝1)2

1−𝑝1 − 𝑔1(𝑝1)
𝑝1

(𝑝1 + 1)𝐶𝑝1+1
1

)︃
(𝑝1 + 1)𝐶

𝑝21(𝑝1+1)
2

(𝑝1 + 1)𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2 + 1

. (1.12)

13



Так як лiвi частини нерiвностей системи (1.8) однаковi, то нам необхiдно

визначити min{𝑅1(𝐶1, 𝐶2), 𝑅2(𝐶1, 𝐶2)}. Для кращої оцiнки коєфiцiєнтiв 𝑘1,

𝑘2, 𝑘3 слiд максимiзувати цей мiнiмум. Тобто необхiдно знайти наступну

величину:

max
𝐶1,𝐶2>0

min{𝑅1(𝐶1, 𝐶2), 𝑅2(𝐶1, 𝐶2)}.

Враховуючи поведiнку 𝑅1(𝐶1, 𝐶2) та 𝑅2(𝐶1, 𝐶2), максимальне значення

мiнiмуму з цих двох функцiй може досягатися в точках їх перетину, тобто:

𝑅1(𝐶
*
1 , 𝐶

*
2) = 𝑅2(𝐶

*
1 , 𝐶

*
2), (1.13)

де (𝐶*
1 , 𝐶

*
2) - точка перетину.

Зауважимо, що (1.11) та (1.12) можна представити у виглядi добутку

𝑅𝑖(𝐶1, 𝐶2) =
21−𝑝1

𝑔2(𝑝1)
𝐹𝑖(𝐶1)𝐻𝑖(𝐶2), 𝑖 = 1, 2,

тому для рiвностi (1.13) достатньо, щоб виконувалось наступне:

𝐹1(𝐶
*
1) = 𝐹2(𝐶

*
1), 𝐻1(𝐶

*
2) = 𝐻2(𝐶

*
2).

Розглянемо спочатку рiвнiсть 𝐹1(𝐶1) = 𝐹2(𝐶1):

𝑔1(𝑝1)

(︃
21−𝑝1 − 𝐶

𝑝1(𝑝1+1)
1

𝑝1 + 1

)︃
= 𝑔2(𝑝1)2

1−𝑝1 − 𝑔1(𝑝1)
𝑝1

(𝑝1 + 1)𝐶𝑝1+1
1

,

(𝑔1(𝑝1)− 𝑔2(𝑝1))2
1−𝑝1 − 𝑔1(𝑝1)

𝐶
𝑝1(𝑝1+1)
1

𝑝1 + 1
+ 𝑔1(𝑝1)

𝑝1

(𝑝1 + 1)𝐶𝑝1+1
1

= 0.

В результатi отримаємо полiномiальне рiвняння

𝑔1(𝑝1)𝐶
(𝑝1+1)2

1 + 21−𝑝1(𝑔2(𝑝1)− 𝑔1(𝑝1))(𝑝1 + 1)𝐶𝑝1+1
1 − 𝑔1(𝑝1)𝑝1 = 0. (1.14)

Додатний корiнь якого буде задовольняти рiвнiсть 𝐹1(𝐶1) = 𝐹2(𝐶1).
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Тепер розглянемо рiвнiсть 𝐻1(𝐶2) = 𝐻2(𝐶2):

𝑝1 + 1

𝑝1𝐶
𝑝1(𝑝1+1)
2

=
(𝑝1 + 1)𝐶

𝑝21(𝑝1+1)
2

(𝑝1 + 1)𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2 + 1

,

(𝑝1 + 1)((𝑝1 + 1)𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2 + 1) = (𝑝1 + 1)𝑝1𝐶

𝑝21(𝑝1+1)+𝑝1(𝑝1+1)
2 .

Аналогiчно до попереднix розрахункiв, отримаємо полiном

𝑝1𝐶
𝑝1(𝑝1+1)2

2 − (𝑝1 + 1)𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2 − 1 = 0. (1.15)

Згiдно iз правилом знакiв Декарта вiдомо, що кiлькiсть додатних коре-

нiв полiнома дорiвнює кiлькостi змiн знакiв у послiдовностi його коефiцiєн-

тiв, або на парне число менше цiєї кiлькостi. Тому, так як 𝑝1 > 1, то кожен

з полiномiв, (1.14) та (1.15), має рiвно один додатний дiйсний корiнь.

Нехай 𝐶*
1 , 𝐶

*
2 - додатнi дiйснi коренi полiномiв (1.14) та (1.15) вiдповiдно,

тодi виконується рiвнiсть (1.13).

Оберемо такi додатновизначенi функцiї 𝑔1(𝑝1) та 𝑔2(𝑝1), якi задовольня-

ють нерiвнiсть (1.9), наприклад:

𝑔1(𝑝1) := 1, 𝑔2(𝑝1) := 2𝑝1. (1.16)

Тодi необхiдно i достатньо, щоб 𝐶*
1 та 𝐶*

2 були додатними дiйсними ко-

ренями вiдповiдних полiномiв:

𝐶
(𝑝1+1)2

1 + 21−𝑝1(2𝑝1 − 1)(𝑝1 + 1)𝐶𝑝1+1
1 − 𝑝1 = 0,

𝑝1𝐶
𝑝1(𝑝1+1)2

2 − (𝑝1 + 1)𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2 − 1 = 0,

Згiдно з умовою (1.10), корiнь 𝐶*
1 повинен належати наступному iнтервалу:(︂

𝑝1
2(𝑝1 + 1)

)︂𝑝1

< 𝐶
*𝑝1(𝑝1+1)
1 < 21−𝑝1(𝑝1 + 1). (1.17)
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Залежно вiд заданого непарного цiлого числа 𝑝1 > 1 можемо чисельно

знайти 𝐶*
1 , 𝐶

*
2 .

Зауважимо, що на Рис.1.1 синiми точками вiдображаються тi коренi 𝐶*
1

полiнома (1.14), якi задовольняють умовi (1.17).

Рис. 1.1: Залежнiсть коренiв 𝐶*
1 , 𝐶

*
2 вiд заданого 𝑝1

Аналiзуючи графiки на Рис.1.1, можна зробити висновок, що знайдений

додатний корiнь 𝐶*
1 завжди задовольняє необхiдну умову (1.10). А саме,

ця умова справедлива для всiх непарних цiлих 𝑝1 > 1. Отже, ми можемо

чисельно розрахувати коренi 𝐶*
1 , 𝐶

*
2 та з системи (1.8) отримати наступну

умову на коефiцiєнти керування:

𝑘1𝑘
𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

< 𝑅1(𝐶
*
1 , 𝐶

*
2) = 𝑅2(𝐶

*
1 , 𝐶

*
2). (1.18)

Таким чином, можемо отримати строгу оцiнку на коефiцiєнти керуван-

ня 𝑢(𝑥) залежну вiд показника степеня 𝑝1. Наприклад, з Табл.1.1 маємо,

що при 𝑝1 = 3 достатньо, щоб виконувалось наступне:

𝑘1𝑘
3
3

𝑘42
< 0.0066639059756,
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де 𝑘𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, 3. Тодi керування 𝑢(𝑥) = −𝑘1𝑥1 − 𝑘2𝑥2 − 𝑘3𝑥3 буде

стабiлiзувати систему (1.1).

𝑝1 𝐶*
1 𝐶*

2 𝑅1(𝐶
*
1 , 𝐶

*
2 ) = 𝑅2(𝐶

*
1 , 𝐶

*
2 )

3 0.8069196040 1.03109362 0.0066639059756

5 0.8686373318 1.00779697 0.00011151180503

7 0.9026865506 1.00305250 1.7902× 10−6

9 0.9234310693 1.00149759 2.837× 10−8

11 0.9370926072 1.00084302 4.472× 10−10

13 0.9466788767 1.00052068 7.03× 10−12

15 0.9537502144 1.00034384 1.103× 10−13

17 0.9591735749 1.00023883 1.729× 10−15

19 0.9634622911 1.00017258 2.71× 10−17

Табл. 1.1: Чисельне розв’язання рiвняння (1.13)

Зауваження 1.4. Слiд зазначити, що система (1.8) є розв’язною для будь

яких непарних 𝑝1 > 1, однак знайденi 𝐶*
1 , 𝐶

*
2 не обов’язково є оптималь-

ними. Крiм того результати при описаному пiдходi залежать вiд обрання

𝑔1(𝑝1), 𝑔2(𝑝1). Враховуючи складнiсть аналiзу, важко передбачити заздале-

гiдь як саме iнший вибiр 𝑔1(𝑝1), 𝑔2(𝑝1) вплине на чисельний результат. Тому

далi запропоновано пiдхiд, яких дозволяє отримати оцiнку на коефiцiєнти

керування, що залежить тiльки вiд показника степеня 𝑝1.

1.3.2. Iнший пiдхiд до розв’язання системи

Розглянемо пiдхiд, який буде гарантувати розв’язнiть системи (1.8) для

будь-яких непарних значеннь 𝑝1 > 1. Аналiз показав, що цей пiдхiд дає

дещо кращу оцiнку на коефiцiєнти стабiлiзуючого керування.

Повернемося до системи (1.8), пiдставивши заданi 𝑔1(𝑝1) та 𝑔2(𝑝1) з

(1.16), маємо:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑘1𝑘

𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

< 21−2𝑝1

(︃
21−𝑝1 − 𝐶

𝑝1(𝑝1+1)
1

𝑝1 + 1

)︃
𝑝1 + 1

𝑝1𝐶
𝑝1(𝑝1+1)
2

,

𝑘1𝑘
𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

< 21−2𝑝1

(︂
2− 𝑝1

(𝑝1 + 1)𝐶𝑝1+1
1

)︂
(𝑝1 + 1)𝐶

𝑝21(𝑝1+1)
2

(𝑝1 + 1)𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2 + 1

.

(1.19)
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Згiдно з необхiдною умовою (1.10), можемо задати таке значення 𝐶1,

яке точно буде знаходитись мiж верхньою i нижньою межею вiдповiдно до

нерiвностi (1.17). Вiзьмемо, наприклад, геометричну середину необхiдного

iнтервалу:

𝐶
𝑝1(𝑝1+1)
1 =

√︃(︂
𝑝1

2(𝑝1 + 1)

)︂𝑝1

21−𝑝1(𝑝1 + 1),

𝐶
𝑝1(𝑝1+1)
1 =

√︃
𝑝𝑝11

(𝑝1 + 1)𝑝1−1
21−2𝑝1,

𝐶
𝑝1(𝑝1+1)
1 =

𝑝
𝑝1
2
1

(𝑝1 + 1)
𝑝1−1

2

2
1
2−𝑝1.

Звiдки знаходимо 𝐶𝑝1+1
1 :

𝐶𝑝1+1
1 = (𝐶

𝑝1(𝑝1+1)
1 )

1
𝑝1 =

√
𝑝1

(𝑝1 + 1)
𝑝1−1
2𝑝1

2
1

2𝑝1
−1.

Пiдставивши отриманi значення в систему нерiвностей (1.19), маємо на-

ступне:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑘1𝑘
𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

< 21−2𝑝1

⎛⎜⎜⎝21−𝑝1 −

𝑝
𝑝1
2

1

(𝑝1+1)
𝑝1−1

2

2
1
2−𝑝1

𝑝1 + 1

⎞⎟⎟⎠ 𝑝1 + 1

𝑝1𝐶
𝑝1(𝑝1+1)
2

,

𝑘1𝑘
𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

< 21−2𝑝1

⎛⎜⎝2− 𝑝1

(𝑝1 + 1)
√
𝑝1

(𝑝1+1)
𝑝1−1
2𝑝1

2
1

2𝑝1
−1

⎞⎟⎠ (𝑝1 + 1)𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2

(𝑝1 + 1)𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2 + 1

.

Звiдки⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑘1𝑘

𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

< 21−2𝑝1

(︃
21−𝑝1 − 𝑝

𝑝1
2
1 2

1
2−𝑝1

(𝑝1 + 1)
𝑝1+1

2

)︃
𝑝1 + 1

𝑝1𝐶
𝑝1(𝑝1+1)
2

,

𝑘1𝑘
𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

< 21−2𝑝1

(︃
2− 𝑝1(𝑝1 + 1)

𝑝1−1
2𝑝1

(𝑝1 + 1)
√
𝑝12

1
2𝑝1

−1

)︃
(𝑝1 + 1)𝐶

𝑝21(𝑝1+1)
2

(𝑝1 + 1)𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2 + 1
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або еквiвалентно⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑘1𝑘

𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

< 21−2𝑝1
(︁
21−𝑝1 − 2

1
2−𝑝1𝑝

𝑝1
2
1 (𝑝1 + 1)−

𝑝1+1
2

)︁ 𝑝1 + 1

𝑝1𝐶
𝑝1(𝑝1+1)
2

,

𝑘1𝑘
𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

< 21−2𝑝1
(︁
2− 21−

1
2𝑝1 𝑝

1/2
1 (𝑝1 + 1)

−𝑝1−1
2𝑝1

)︁ (𝑝1 + 1)𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2

(𝑝1 + 1)𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2 + 1

.

Отже, пiсля елементарних перетворень, маємо⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑘1𝑘

𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

< 2
3
2
−3𝑝1

(︂√
2−

√︁
𝑝𝑝11 (𝑝1 + 1)−𝑝1−1

)︂
𝑝1 + 1

𝑝1𝐶
𝑝1(𝑝1+1)
2

,

𝑘1𝑘
𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

< 22−2𝑝1

(︂
1− 2

− 1
2𝑝1

√︁
𝑝1(𝑝1 + 1)

−𝑝1−1
𝑝1

)︂
(𝑝1 + 1)𝐶

𝑝21(𝑝1+1)
2

(𝑝1 + 1)𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2 + 1

.

(1.20)

Введемо позначення ̃︀𝐹1(𝑝1), ̃︀𝐹2(𝑝1) таким чином:

̃︀𝐹1(𝑝1) := 2
3
2−3𝑝1

(︂√
2−

√︁
(𝑝1 + 1)−𝑝1−1𝑝𝑝11

)︂
,

̃︀𝐹2(𝑝1) := 41−𝑝1

(︂
1− 2−

1
2𝑝1

√︁
𝑝1(𝑝1 + 1)

−1−𝑝1
𝑝1

)︂
.

Обидвi цi функцiї додатновизначенi, монотонно спадають i прямують до 0,

причому ̃︀𝐹2(𝑝1) > ̃︀𝐹1(𝑝1) для всiх 𝑝1 > 1.

Перепишемо систему в такому виглядi:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑘1𝑘

𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

< ̃︀𝑅1(𝑝1, 𝐶2),

𝑘1𝑘
𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

< ̃︀𝑅2(𝑝1, 𝐶2),

(1.21)

де ̃︀𝑅1(𝑝1, 𝐶2) := ̃︀𝐹1(𝑝1)
𝑝1 + 1

𝑝1𝐶
𝑝1(𝑝1+1)
2

,

̃︀𝑅2(𝑝1, 𝐶2) := ̃︀𝐹2(𝑝1)
(𝑝1 + 1)𝐶

𝑝21(𝑝1+1)
2

(𝑝1 + 1)𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2 + 1

.

При фiксованому 𝑝1 функцiя ̃︀𝑅1(𝑝1, 𝐶2) є спадною для додатних 𝐶2, а̃︀𝑅2(𝑝1, 𝐶2) - навпаки, зростаючою. Тодi, аналогiчно до попереднього роздi-
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лу, знайдемо оптимальне значення 𝐶2, при якому правi частини системи

(1.21) перетинаються, тобто

̃︀𝐹1(𝑝1)
𝑝1 + 1

𝑝1𝐶
𝑝1(𝑝1+1)
2

= ̃︀𝐹2(𝑝1)
(𝑝1 + 1)𝐶

𝑝21(𝑝1+1)
2

(𝑝1 + 1)𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2 + 1

.

Звiдки маємо

̃︀𝐹1(𝑝1)(𝑝1 + 1)
(︁
(𝑝1 + 1)𝐶

𝑝21(𝑝1+1)
2 + 1

)︁
= ̃︀𝐹2(𝑝1)(𝑝1 + 1)𝐶

𝑝21(𝑝1+1)
2 𝑝1𝐶

𝑝1(𝑝1+1)
2

або

𝐹1(𝑝1)(𝑝1 + 1)2𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2 + 𝐹1(𝑝1)(𝑝1 + 1) = 𝐹2(𝑝1)𝑝1(𝑝1 + 1)𝐶

𝑝21(𝑝1+1)+𝑝1(𝑝1+1)
2 ,

що еквiвалентно

̃︀𝐹1(𝑝1)(𝑝1 + 1)2𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2 − ̃︀𝐹2(𝑝1)𝑝1(𝑝1 + 1)𝐶

𝑝1(𝑝1+1)2

2 + ̃︀𝐹1(𝑝1)(𝑝1 + 1) = 0.

Отримаємо полiном

̃︀𝐹2(𝑝1)𝑝1𝐶
𝑝1(𝑝1+1)2

2 − ̃︀𝐹1(𝑝1)(𝑝1 + 1)𝐶
𝑝21(𝑝1+1)
2 − ̃︀𝐹1(𝑝1) = 0. (1.22)

Нехай, ̃︀𝐶2 - дiйсний додатнiй корiнь цього полiному. Вiн iснує i притому

єдиний, згiдно з правилом знакiв Декарта, так як для всiх 𝑝1 > 1 функцiї̃︀𝐹1(𝑝1) та ̃︀𝐹2(𝑝1) є додатновизначеними. Тодi вiзьмемо 𝐶2 = ̃︀𝐶2 - оптимальне

значення для розв’язання системи (1.21).

Чисельнi розрахунки зображенi на Рис.1.2 показують, що ̃︀𝐶2 прямує до

одиницi при зростаннi степеня 𝑝1. Так як ̃︀𝐶2 є обмеженим зверху i знизу,

можемо проаналiзувати поведiнку правих частин системи (1.21) при цих

межових значеннях, i вивести строгу оцiнку на коефiцiєнти 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3.
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Рис. 1.2: Залежнiсть кореня ̃︀𝐶2 вiд 𝑝1

Щоб оцiнити знизу максимум мiнiмуму правих частин системи (1.21),

слiд розглянути 𝐶2 = 1, що пiдтверджує Рис.1.3. Тобто ̃︀𝑅1(𝑝1, 1) <̃︀𝑅1(𝑝1, ̃︀𝐶2) для всiх 𝑝1 > 1.

𝐶2 = 1 𝐶2 = 0.963

Рис. 1.3: Поведiнка ̃︀𝑅1(𝑝1, 𝐶2) та ̃︀𝑅2(𝑝1.𝐶2) при межових значеннях 𝐶2

Тодi, якщо

𝑘1𝑘
𝑝1
3

𝑘𝑝1+1
2

< ̃︀𝑅1(𝑝1, 1) = 2
3
2
−3𝑝1

(︂√
2−

√︁
(𝑝1 + 1)−𝑝1−1𝑝𝑝11

)︂
𝑝1 + 1

𝑝1
, (1.23)

ми можемо гарантувати асимптотичну стiйкiсть нульвої точки спокою си-

стеми (1.1) в деякому проколотому околi нуля.

𝑝1 ̃︀𝑅1(𝑝1, 1)

3 0.0080245868397

5 0.00011967741513

7 1.8383× 10−6

9 2.8504× 10−8

11 4.4373× 10−10

𝑝1 ̃︀𝑅1(𝑝1, 1)

13 6.9209× 10−12

15 1.0805× 10−13

17 1.688× 10−15

19 2.6378× 10−17

21 4.123× 10−19

𝑝1 ̃︀𝑅1(𝑝1, 1)

23 6.4452× 10−21

25 1.0076× 10−22

27 1.5753× 10−24

29 2.4629× 10−26

31 3.8506× 10−28

Табл. 1.2: Чисельнi значення правої частини нерiвностi (1.23)

21



Роздiл 2

Приклади

2.1. Приклад канонiчної нелiнiйної системи

Приклад 2.1: Розглянемо задачу стабiлiзацiї для такої нелiнiйної си-

стеми: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥̇1 = 𝑥112 ,

𝑥̇2 = 𝑥113 ,

𝑥̇3 = 𝑢.

(2.1)

В цьому випадку 𝑝1 = 11. Оберемо такi 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 > 0, щоб виконувалась

умова (1.23). Наприклад, вiзьмемо 𝑘1 = 5, 𝑘2 = 15, 𝑘3 = 2:

𝑘1𝑘
11
3

𝑘122
= 0.789 · · · × 10−10 < 4.4373× 10−10

i умова (1.23) є справедливою, згiдно з Табл.1.2 при 𝑝1 = 11.

Тодi стабiлiзуюче керування має вигляд

𝑢(𝑥) = −5𝑥1 − 15𝑥2 − 2𝑥3.

Пiдставимо це керування в систему (2.1):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥̇1 = 𝑥112 ,

𝑥̇2 = 𝑥113 ,

𝑥̇3 = −5𝑥1 − 15𝑥2 − 2𝑥3.
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Проiлюструємо поведiнку траєкторiї цiєї системи, наприклад, для поча-

ткових умов

𝑥1(0) = −1, 𝑥2(0) = 0.9, 𝑥3(0) = 1.

Траєкторiї 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), 𝑥3(𝑡) Фазова траєкторiя системи

Рис. 2.1: Траєкторiї системи (2.1) при 𝑢 = 𝑢(𝑥)

З Рис.2.1 видно, що траєкторiя системи прямує до нуля зi зростанням

часу.

2.2. Приклад системи з нелiнiйними доданками

бiльш високого порядку

Аналогiчно до роботи [1] можемо розглянути бiльш загальну систему

вигляду: ⎧⎪⎨⎪⎩𝑥̇𝑖 = 𝑥𝑝𝑖𝑖+1 + 𝜙𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1,

𝑥̇𝑛 = 𝑢𝑝𝑛,

(2.2)
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де 𝜙𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) — неперервнi функцiї бiльш високого порядку. Для стабi-

лiзацiї системи (2.2) використовується те ж саме лiнiйне керування 𝑢(𝑥):

𝑢(𝑥) = −𝑘1𝑥1 − · · · − 𝑘𝑛𝑥𝑛,

де 𝑘𝑖 ∈ R, 𝑘𝑖 > 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, що стабiлiзує її нелiнiйне наближення, а саме

систему ⎧⎪⎨⎪⎩𝑥̇𝑖 = 𝑥𝑝𝑖𝑖+1, 𝑖 = 1 . . . , 𝑛− 1,

𝑥̇𝑛 = 𝑢𝑝𝑛.

(2.3)

Ключовою умовою застосовностi такого пiдходу є вимога, щоб неперерв-

нi функцiї 𝜙𝑖 в околi початку координат задовольняли наступнi оцiнки:

|𝜙𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)| ≤ 𝜌𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
(︁
|𝑥𝑖+1|𝑝𝑖+𝛿𝑖 + |𝑥𝑖+2|𝑝𝑖+𝛿𝑖 + · · ·+ |𝑥𝑛|𝑝𝑖+𝛿𝑖

)︁
, (2.4)

де 𝜌𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ≥ 0 - неперервнi функцiї та 𝛿𝑖 > 0 - сталi, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Оскiльки порядок функцiй 𝜙𝑖(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) вищий за порядок 𝑥𝑝𝑖𝑖+1, керува-

ння 𝑢(𝑥) стабiлiзує систему (2.2). Це дозволяє зберегти вибiр функцiї Ляпу-

нова та замiни змiнних, застосованi для системи (2.3). При цьому додатковi

члени бiльш високого порядку, що виникають вiд 𝜙𝑖 при знаходженнi похi-

дної функцiї Ляпунова, будуть потрапляти у функцiю ℎ(𝑥). Такi члени не

впливають на знак похiдної в достатньо малому околi нуля.

Розглянемо тепер частковий випадок системи (2.2), поклавши 𝑛 = 3,

𝑝1 = 𝑝2 > 1 та 𝑝3 = 1. Отже, система матиме вигляд:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥̇1 = 𝑥𝑝12 + 𝜙1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3),

𝑥̇2 = 𝑥𝑝13 + 𝜙2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3),

𝑥̇3 = 𝑢.

(2.5)

За умови iснування чисел 𝛿1 > 0 та 𝛿2 > 0 таких, що в околi початку коор-
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динат виконанi наступнi оцiнки для функцiй 𝜙1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) та 𝜙2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3):

|𝜙1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)| ≤ 𝜌1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)(|𝑥2|𝑝1+𝛿1 + |𝑥3|𝑝1+𝛿1),

|𝜙2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)| ≤ 𝜌2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)|𝑥3|𝑝1+𝛿2,

при деяких неперервних функцiях 𝜌1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ≥ 0 та 𝜌2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ≥ 0,

маємо, що лiнiйне керування

𝑢 = −𝑘1𝑥1 − 𝑘2𝑥2 − 𝑘3𝑥3

стабiлiзує нульову точку спокою системи (2.5) при виконаннi умови (1.23).

Приклад 2.2: Розглянемо задачу стабiлiзацiї для нелiнiйної системи:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥̇1 = 𝑥32 + 𝑥42 sin(𝑥1 + 𝑥2),

𝑥̇2 = 𝑥33 + 𝑥43 cos(𝑥1),

𝑥̇3 = 𝑢.

(2.6)

В цьому випадку 𝑝1 = 3 та

𝜙1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥42 sin(𝑥1 + 𝑥2), 𝜙2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥43 cos(𝑥1).

Якщо обрати 𝛿1 = 𝛿2 = 1 та 𝜌1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 1, 𝜌2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 1, то

виконується умова (2.4):

|𝑥42 sin(𝑥1 + 𝑥2)| ≤ 𝜌1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)(|𝑥2|3+𝛿1 + |𝑥3|3+𝛿1) = 𝑥42 + 𝑥43,

|𝑥43 cos(𝑥1)| ≤ 𝜌2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)|𝑥3|3+𝛿2 = 𝑥43.

Оберемо такi 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 > 0, щоб виконувалась умова (1.23), наприклад,
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𝑘1 = 1, 𝑘2 = 4, 𝑘3 = 1. Дiйсно,

𝑘1𝑘
3
3

𝑘42
= 0.00390625 < 0.008024 . . . ,

тодi стабiлiзуюче керування має вигляд:

𝑢(𝑥) = −𝑥1 − 4𝑥2 − 𝑥3.

Пiдставимо 𝑢(𝑥) в систему (2.6) та проiлюструємо поведiнку траєкторiї

замкнутої системи, наприклад, для початкових умов

𝑥1(0) = 1, 𝑥2(0) = 1, 𝑥3(0) = 1.

Траєкторiї 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), 𝑥3(𝑡) Фазова траєкторiя системи

Рис. 2.2: Траєкторiї системи (2.6) при 𝑢 = 𝑢(𝑥)

Чисельнi розрахунки пiдтверджують, що траєкторiї системи (2.6) дiйсно

прямують до нуля для початкових умов з достатньо малого околу початку

координат.
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Висновки

В роботi було розв’язано задачу стабiлiзацiї для класу тривимiрних си-

стем iз степеневими нелiнiйностями в особливому випадку. У порiвняннi

з попереднiми результатами [2, 3, 4, 5], умова строгого спадання степенiв

була пом’якшена до умови нестрогого спадання. Доведено, що для дослi-

джуваного класу систем ефективним є застосування лiнiйного закону керу-

вання, яке базується на побудовi спецiальної функцiї Ляпунова та аналiзi її

похiдної. До того ж, кiлькома способами було отримано додатковi вимоги

щодо коефiцiєнтiв керування 𝑘1, 𝑘2 та 𝑘3, в порiвняннi з ситуацiєю зi строго

спадаючими показниками степенiв, щоб досягти локальної асимптотичної

стiйкостi нульової точки спокою.

Отриманi теоретичнi результати було чисельно пiдтверджено приклада-

ми, якi продемонстрували збiжнiсть фазових траєкторiй систем до початку

координат.
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Додатки

Чисельне розв’язання згаданих полiномiальних рiвняннь, систем та

побудови графiкiв було виконано за допомогою Python 3, бiблiотеки

matplotlib, mpmath, numpy, scipy та numba. Лiстинги вiдповiдних програм

наведенi нижче:

Лiстинг 2.1: Побудова графiку на Рис.1.1 та обчислення значень Таб.1.1
import matplotlib.pyplot as plt

from mpmath import mp

mp.dps = 300

def solve_c1_exact(p1_val , g1, g2):

p1 = mp.mpf(p1_val)

K = mp.power(2, 1 - p1) * (g2 - g1) * (p1 + 1)

def eq(x):

return mp.power(x, p1 + 1) + K * x - p1

def deq(x):

return (p1 + 1) * mp.power(x, p1) + K

try:

x_root = mp.findroot(eq, 0.5, df=deq , tol=mp.power(10, -150))

except ValueError as e:

print(f"Error solving C1 for p={ p1_val }: {e}")

return None , None , None , None

c1 = mp.power(x_root , 1 / (p1 + 1))

val_check = mp.power(x_root , p1)

base_lower = ((g1 * p1) / (g2 * (p1 + 1))) * mp.power(2, p1 - 1)

lower_bound = mp.power(base_lower , p1)

upper_bound = mp.power(2, 1 - p1) * (p1 + 1)
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return c1, val_check , lower_bound , upper_bound

def solve_c2_exact(p1_val):

p1 = mp.mpf(p1_val)

def eq(x):

return p1 * mp.power(x, p1 + 1) - (p1 + 1) * mp.power(x, p1) - 1

def deq(x):

return p1 * (p1 + 1) * mp.power(x, p1) - (p1 + 1) * p1 * mp.power(

x, p1 - 1)

start_point = 1.0 + 2.0/p1

try:

x_root = mp.findroot(eq, start_point , df=deq , tol=mp.power (10,

-150), maxsteps =1000)

except ValueError as e:

print(f"Error solving C2 for p={ p1_val }: {e}")

return None

c2 = mp.power(x_root , 1 / (p1 * (p1 + 1)))

return c2

# --- R1 and R2 ---

def calculate_R1(c1 , c2 , p1, g1, g2):

term1 = (mp.power(2, 1 - p1) / g2)

c1_pow = mp.power(c1, p1 * (p1 + 1))

c2_pow = mp.power(c2, p1 * (p1 + 1))

F1 = g1 * (mp.power(2, 1 - p1) - (c1_pow / (p1 + 1)))

H1 = (p1 + 1) / (p1 * c2_pow)

return term1 * F1 * H1

def calculate_R2(c1 , c2 , p1, g1, g2):

term1 = mp.power(2, 1 - p1) / g2

c1_pow_small = mp.power(c1, p1 + 1)
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F2 = g2 * mp.power(2, 1 - p1) - g1 * (p1 / ((p1 + 1) * c1_pow_small))

exponent_huge = p1 * p1 * (p1 + 1)

c2_pow_huge = mp.power(c2 , exponent_huge)

numerator = (p1 + 1) * c2_pow_huge

denominator = numerator + 1

H2 = numerator / denominator

return term1 * F2 * H2

p1_values = range(3, 100, 2)

data_p1 = []

data_c1 = []

data_c2 = []

print(f"{’p1 ’:<4} | {’C1 ’:<12} | {’C2 ’:<12} | {’R1 ’:<12} | {’R2 ’:<12} | {’

R1=R2?’}")

print("-" * 95)

for p_val in p1_values:

p = mp.mpf(p_val)

g1 = mp.mpf(1)

g2 = mp.power(2, p)

c1 , val , lb, ub = solve_c1_exact(p, g1 , g2)

c2 = solve_c2_exact(p)

data_p1.append(p_val)

if c1 is not None and c2 is not None:

if not (val > lb and val < ub):

print(f"{p_val :<4} | C1 out of bounds")

data_c1.append(float(’nan’))

data_c2.append(float(’nan’))

continue

r1_val = calculate_R1(c1, c2 , p, g1, g2)

r2_val = calculate_R2(c1, c2 , p, g1, g2)
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is_equal = mp.almosteq(r1_val , r2_val , abs_eps=mp.mpf(’1e-100’))

data_c1.append(float(c1))

data_c2.append(float(c2))

s_c1 = mp.nstr(c1 , 8)

s_c2 = mp.nstr(c2 , 8)

s_r1 = mp.nstr(r1_val , 5)

s_r2 = mp.nstr(r2_val , 5)

print(f"{p_val :<4} | {s_c1 :<12} | {s_c2 :<12} | {s_r1 :<12} | {s_r2

:<12} | {is_equal}")

else:

data_c1.append(float(’nan’))

data_c2.append(float(’nan’))

print(f"{p_val :<4} | Error solving roots")

fig , ax = plt.subplots(figsize =(10, 6))

ax.plot(data_p1 , data_c2 , ’o-’, color=’purple ’, label=’$C_2^*$’,

markersize =8)

ax.plot(data_p1 , data_c1 , ’o-’, color=’blue’, label=’$C_1^*$’, markersize

=8)

ax.set_xlabel(’$p_1$’, fontsize =12)

ax.legend ()

ax.grid(True , linestyle=’--’, alpha =0.7)

ax.set_xticks(data_p1)

plt.show()

Лiстинг 2.2: Побудова графiку для Рис.1.2
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

def find_positive_real_C2_new(p1):

p1 = float(p1)

degree = int(p1 + 1)

F1 = 2**(3.0/2.0 -3.0* p1)*(np.sqrt (2.0)-np.sqrt((p1+1.0)**(-p1 -1.0)*p1
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**(p1)))

F2 = 4**(1.0 -p1)*(1 -2**( -1.0/(2.0* p1))*np.sqrt(p1*(p1+1)**(( -1.0-p1)/

p1)))

coefficients = [0.0] * (degree + 1)

coefficients [0] = F2*p1

coefficients [1] = -(F1*(p1 + 1.0))

coefficients [-1] = -F1

try:

all_x_roots = np.roots(coefficients)

except np.linalg.LinAlgError:

return np.nan

real_roots = all_x_roots[np.isreal(all_x_roots)].real

positive_real_x_roots = real_roots[real_roots > 0]

if len(positive_real_x_roots) > 0:

x_root = positive_real_x_roots [0]

c2_root = x_root **(1.0 / (p1 * (p1 + 1.0)))

return c2_root

else:

return np.nan

p1_values = np.arange(3, 100, 2)

c2_values = [find_positive_real_C2_new(p) for p in p1_values]

plt.style.use(’seaborn -v0_8 -whitegrid ’)

fig , ax = plt.subplots(figsize =(10, 6))

ax.plot(p1_values , c2_values , ’o-’, color=’purple ’, label=’Real positive

root $C_2^*$’, markersize =8)

ax.set_title(’$C_2^*$ of $p_1$’, fontsize =16)

ax.set_xlabel(’$p_1$’, fontsize =12)

ax.set_ylabel(’$C_2^*$’, fontsize =12)

ax.legend(fontsize =12)

ax.grid(True , linestyle=’--’)

ax.set_xticks(p1_values)

print("p1 | C2 ")

print("---|---------------------------")
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for p, c in zip(p1_values , c2_values):

if np.isnan(c):

print(f"{p:2} | not found")

else:

print(f"{p:2} | {c:.10f}")

R = 2**(1.0/2.0 -3.0*p)*(np.sqrt (2.0) -np.sqrt((p+1.0)**(-p-1.0)*p**(p))

)*(p+1.0)/(p*c**(p*(p+1.0)))

print(R)

plt.show()

Лiстинг 2.3: Поведiнка функцiй ̃︀𝑅 та ̃︀𝑅2 залежно вiд заданого 𝐶2 для

Рис.1.3
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

def verify_equalities(p1):

print("-" * 40)

print(f"CHECK for p1 = {p1}")

print("-" * 40)

p1 = float(p1)

try:

F1 = 2**(3.0/2.0 -3.0* p1)*(np.sqrt (2.0)-np.sqrt((p1+1.0)**(-p1 -1.0)

*p1**(p1)))

F2 = 4**(1.0 -p1)*(1 -2**( -1.0/(2.0* p1))*np.sqrt(p1*(p1+1)**(( -1.0-

p1)/p1)))

except (ValueError , OverflowError):

return np.nan , np.nan

C2 = 1.0

try:

exponent_C2_R1 = p1 * (p1 + 1.0)

F1_factor = (p1 + 1.0) / (p1 * C2** exponent_C2_R1)

exponent_C2_R2 = p1**2.0 * (p1 + 1.0)

C2_pow = C2** exponent_C2_R2 # = 1.0

numerator_RHS2 = (p1 + 1.0) * C2_pow

denominator_RHS2 = ((p1 + 1.0) * C2_pow) + 1
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F2_factor = numerator_RHS2 / denominator_RHS2

R1 = F1 * F1_factor

R2 = F2 * F2_factor

print("--- Numerical results ---")

print(f" R1 {R1:.10e}")

print(f" R2 {R2:.10e}")

print(f" (R1 = R2)? {np.isclose(R1 , R2)}")

print("\n")

return R1, R2

except Exception as e:

print(f"Error , can’t find R1 or R2: {e}")

return np.nan , np.nan

p1_values = np.arange(3, 50, 2)

r1_plot_values = []

r2_plot_values = []

for p in p1_values:

r1 , r2 = verify_equalities(p)

r1_plot_values.append(r1)

r2_plot_values.append(r2)

plt.style.use(’seaborn -v0_8 -whitegrid ’)

fig , ax = plt.subplots(figsize =(10, 7))

ax.plot(p1_values , r1_plot_values , ’o-’, label=’$R_1(p_1)$’, markersize =8,

color=’blue’)

ax.plot(p1_values , r2_plot_values , ’s--’, label=’$R_2(p_1)$’, markersize

=8, color=’red’)

ax.set_title(’$R_1$ and $R_2$ of $p_1$ (if $C_2=1$)’, fontsize =16)

ax.set_xlabel(’$p_1$’, fontsize =12)

ax.legend(fontsize =12)

ax.grid(True , linestyle=’--’)

ax.set_xticks(p1_values)

ax.set_yscale(’log’)

plt.show()
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Лiстинг 2.4: Моделювання треєкторiй системи для Прикладу 2.1

(аналогiчно i для Прикладу 2.2)
import numpy as np

from scipy.integrate import solve_ivp

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

from numba import njit

p1 = 3.0

k1 = 1.0

k3 = 1.0

k2 = 4.0

A = (k1 * k3**p1) / (k2**(p1 + 1))

term_in_sqrt = (p1**p1) / ((p1 + 1)**(p1 + 1))

B = (2**(2/2 - 3*p1) * (np.sqrt (2) - np.sqrt(term_in_sqrt))) * (p1 + 1) /

p1

print(f’A={A}’)

print(f’B={B}’)

print(f" A < B: {A < B}")

@njit

def system_ode_numba(t, y, k1, k2 , k3 , p1):

x1 , x2 , x3 = y

u = -k1*x1 - k2*x2 - k3*x3

dx1_dt = np.sign(x2) * np.abs(x2)**p1+(x2**(p1+1))*np.sin(x1+x2)

dx2_dt = np.sign(x3) * np.abs(x3)**p1+(x3**(p1+1))*np.cos(x1)

dx3_dt = u

return np.array([dx1_dt , dx2_dt , dx3_dt ])

initial_ics = np.array ([1.0 , 1.0, 1.0])

t_final = 10.0**10

time_segments = [0.0, 10.0, 500.0 , 10000.0 , t_final]

all_t = []

all_y = []
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current_ics = initial_ics

print("Starting a quick solution ...")

for i in range(len(time_segments) - 1):

t_start = time_segments[i]

t_end = time_segments[i+1]

t_eval = np.linspace(t_start , t_end , 1000)

dsol = solve_ivp(

system_ode_numba ,

(t_start , t_end),

current_ics ,

t_eval=t_eval ,

method=’LSODA’,

args=(k1, k2 , k3 , p1)

)

all_t.append(dsol.t)

all_y.append(dsol.y)

current_ics = dsol.y[:, -1]

full_t = np.concatenate(all_t)

full_y = np.concatenate(all_y , axis =1)

print("The solution is complete. I am drawing graphs ...")

fig = plt.figure(figsize =(16, 8))

fig.suptitle(f"Trajectory", fontsize =16)

# --- 2D grafic ---

ax_2d = fig.add_subplot (1, 2, 1)

ax_2d.set_xscale(’symlog ’, linthresh =1.0)

ax_2d.set_xlim(left=0, right=t_final)

ax_2d.plot(full_t , full_y [0], color=’blue’, label=’x1(t)’)

ax_2d.plot(full_t , full_y [1], color=’orange ’, label=’x2(t)’)

ax_2d.plot(full_t , full_y [2], color=’green’, label=’x3(t)’)
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ax_2d.spines[’top’]. set_visible(False)

ax_2d.spines[’right ’]. set_visible(False)

ax_2d.spines[’bottom ’]. set_position(’zero’)

ax_2d.spines[’left’]. set_position(’zero’)

ax_2d.set_xlabel(’time (t)’, ha=’right ’, x=0.95)

ax_2d.legend ()

ax_2d.grid(True , linestyle=’--’)

# --- 3D grafic ---

ax_3d = fig.add_subplot (1, 2, 2, projection=’3d’)

ax_3d.set_xlabel(’x1’)

ax_3d.set_ylabel(’x2’)

ax_3d.set_zlabel(’x3’)

ax_3d.set_title(’3D Phase portrait ’)

ax_3d.plot(full_y [0], full_y [1], full_y [2], color=’purple ’, label=’

Trajectory ’, lw=1.5)

ax_3d.plot([ initial_ics [0]], [initial_ics [1]], [initial_ics [2]], ’go’,

markersize =8, label=f’Starting point {initial_ics}’)

ax_3d.plot ([0], [0], [0], ’ko’, markersize =10, label=’Point (0,0,0)’)

ax_3d.legend ()

plt.tight_layout(rect=[0, 0.03, 1, 0.95])

plt.show()
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