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Анотацiя

У цiй дипломнiй роботi метод унiтарних одягаючих перетворень (УОП)
застосовується до квантової електродинамiки (КЕД) з метою обчислення еле-
ктромагнiтних формфакторiв лептонiв. У стандартному пертурбативному пiд-
ходi Фейнмана–Дайсона фiзичнi стани вiдновлюються лише в асимптотично-
му limit (t→ ±∞), тодi як метод УОП дозволяє з самого початку працювати
в зображеннi, де вакуум та одночастинковi стани збiгаються з фiзичними. У
роботi спочатку введено поняття одягнених частинок у рамках моделi типу
Юкави та сформульовано вимоги до одягнених операторiв. Потiм формалiзм
УОП поширено на КЕД у кулонiвському калiбруваннi: побудовано генератор
унiтарного перетворення, отримано одягнений оператор струму Нетер та про-
аналiзовано його операторну структуру. Нарештi, за допомогою розкладу за
базисом матриць Паулi виконано безпосереднє обчислення дiракiвського F1

та паулiвського F2 формфакторiв у першому наближеннi. Отримано резуль-
тати F1(q

2) = 1 та F2(q
2) = 0, що узгоджуються з фiзичним змiстом теорiї,

оскiльки ненульовий внесок у F2 виникає лише пiсля врахування радiацiйних
поправок.

Ключовi слова: унiтарнi одягаючi перетворення, квантова електродина-
мiка, зображення одягнених частинок, електромагнiтнi формфактори, ано-
мальний магнiтний момент.
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Abstract

In this diploma, the method of unitary clothing transformations (UCT) is
applied to quantum electrodynamics (QED) with the aim of calculating the electro-
magnetic form factors of leptons. In the standard Feynman–Dyson perturbative
approach, physical states are recovered only in the asymptotic limit (t → ±∞),
whereas the UCT method allows one to work from the outset in a representati-
on where the vacuum and one-particle states coincide with the physical ones.
The concept of clothed particles is first introduced within a Yukawa-type model
and the requirements for clothed operators are formulated. The UCT formalism
is then extended to QED in the Coulomb gauge: the generator of the unitary
transformation is constructed, the clothed Noether current operator is derived
and its operator structure is analyzed. Finally, using the Pauli decomposition, the
Dirac (F1) and Pauli (F2) form factors are computed directly in the first approxi-
mation. The results obtained are F1(q

2) = 1 and F2(q
2) = 0, which agrees with

the physical content of the theory, since a non-zero contribution to F2 arises only
after the inclusion of radiative corrections.

Key words: unitary clothing transformations, quantum electrodynamics, clothed
particles representation, electromagnetic form factors, anomalous magnetic moment.
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ВСТУП

Квантова електродинамiка (КЕД), ймовiрно, є найуспiшнiшою польовою
теорiєю у фiзицi, проте вона мiстить фундаментальне протирiччя мiж „голи-
ми“ частинками, що з’являються в лагранжiанi, та „фiзичними“ частинками,
якi спостерiгаються в лабораторiї. У стандартному пертурбативному пiдходi
Фейнмана–Дайсона фiзичнi стани вiдновлюються лише в асимптотичнiй гра-
ницi (t → ±∞), тодi як взаємодiя розглядається як постiйне збурення, що
потребує складних процедур перенормування для усунення розбiжностей. Та-
ка схема часто приховує фiзичну структуру самої частинки, оскiльки „голий“
вакуум не є iстинним основним станом взаємодiючої системи. Для подолання
цих концептуальних i обчислювальних труднощiв ми використовуємо метод
унiтарного одягаючого перетворення (УОП), простежуючи його витоки до
фундаментальних робiт Вентцеля [1] та Гайтлера [2]. Всебiчний огляд на-
сиченої iсторiї та рiзноманiтних застосувань методу УОП можна знайти в
оглядовiй роботi Шебеко та Широкова [3].

Для подолання розриву мiж голими та фiзичними зображеннями Грiнберг
i Швебер [4] ввели поняття операторiв „одягнених“ частинок (див. також де-
тальний виклад у монографiї Швебера [5]). Сутнiсть цього пiдходу полягає у
виконаннi унiтарного перетворення, яке переводить опис вiд голих полiв до
одягнених. Замiсть роботи iз голими частинками розглядаються „одягненi“
частинки, що враховують ефекти взаємодiї вiд самого початку. Це приводить
до зображення, в якому гамiльтонiан виражається через оператори частинок
iз фiзичними масами та зарядами, фактично обходячи багато концептуаль-
них проблем зображення голих частинок. Саме цей пiдхiд використовується
в данiй роботi.

Формальний розвиток методу УОП значною мiрою завдячує роботам Ши-
рокова та Шебеко [3, 6, 7, 8, 9], якi побудували строгий математичний апарат
для вираження первинного гамiльтонiана квантової теорiї поля (КТП) че-
рез оператори одягнених частинок, заклавши основу того, що нинi вiдоме
як „зображення одягнених частинок“ (ЗОЧ). У межах цього пiдходу одяга-
юче перетворення призначене для усунення так званих „небажаних“ членiв
iз гамiльтонiана – тих, що вiдповiдають за переходи мiж голим вакуумом i
станами з вiртуальними частинками, – що приводить до опису, в якому ва-
куум i одночастинковi стани одягненого зображення збiгаються з фiзичним



6

вакуумом i фiзичними одночастинковими станами.
Корисно порiвняти метод УОП з iншими релятивiстськими пiдходами.

Наприклад, Гльокле та Мюллер [10] розробили релятивiстську теорiю взає-
модiючих частинок на основi iншої реалiзацiї алгебри Пуанкаре, тодi як група
з Осаки [11] використала унiтарнi перетворення для виведення ефективних
взаємодiй у задачi зв’язаних станiв. Вiдмiнний, але спорiднений напрям дослi-
джень був використаний Стефановичем [12], який застосував перетворення
подiбностi для безпосереднього усунення нескiнченних контрчленiв iз гамiль-
тонiана та S-матрицi. Однак унiкальною перевагою методу УОП є те, що
вiн дозволяє одночасно розв’язати задачi перенормування маси та вершини,
природним чином виводячи оператори взаємодiї частинка–частинка (квазi-
потенцiали).

Практична кориснiсть методу УОП найбiльш помiтно проявилася в галузi
ядерної фiзики промiжних енергiй. Його успiшно застосовували для виведе-
ння операторiв взаємодiї для пiон-нуклонних та нуклон-нуклонних систем
[13, 14]. Цi виведення привели до створення „харкiвського потенцiалу“, який
використовувався для високоточного обчислення властивостей дейтрона [15,
16] та енергiї зв’язку тритона [17]. Хоча цi методи досягли зрiлостi в контекс-
тi адронної фiзики, їх застосування до квантової електродинамiки (КЕД) та
квантової хромодинамiки (КХД) є перспективним i необхiдним напрямом [18,
19].

Спираючись на успiшне впровадження методу УОП в адроннiй фiзицi, да-
на дипломна робота має на метi поширити цей пiдхiд на квантову електроди-
намiку (КЕД), зокрема зосередившись на внутрiшнiй структурi „одягнених“
лептонiв. Хоча загальнi принципи методу були викладенi в попереднiх робо-
тах [12, 18, 19], а деякi важливi результати для КЕД у ЗОЧ були отриманi в
[20] та [21], детальне виведення електромагнiтних формфакторiв електронiв
i позитронiв у межах ЗОЧ залишається важливим завданням для перевiр-
ки узгодженостi процедури одягання. Основною метою цього дослiдження
є застосування методу УОП для побудови гамiльтонiана КЕД у зображен-
нi одягнених частинок та подальшого обчислення формфакторiв Дiрака i
Паулi, F1(q

2) та F2(q
2), для одягненого електрона. У ЗОЧ цi формфактори

природним чином виникають як результат „одягання“ голих полiв, що ефе-
ктивно враховує хмару вiртуальних фотонiв i пар e+e−, якi оточують фiзи-
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чну частинку. Ми демонструємо, що цей метод не лише вiдтворює класичнi
результати Швiнгера для аномального магнiтного моменту, але й забезпе-
чує бiльш прозору фiзичну картину „хмари“ частинки. Робота органiзована
таким чином. У першому роздiлi вводиться поняття одягнених частинок у
квантовiй теорiї поля на прикладi моделi типу Юкави: формулюються вимо-
ги до одягнених операторiв, встановлюється зв’язок мiж голими та фiзичними
масами за допомогою контрчленiв, будується унiтарне одягаюче перетворе-
ння та розглядається процедура послiдовного усунення „небажаних“ членiв
з гамiльтонiана. Другий роздiл присвячено застосуванню формалiзму УОП
до КЕД у кулонiвському калiбруваннi: визначається генератор перетворення,
обчислюється одягнений гамiльтонiан, виводиться оператор струму Нетер та
аналiзуються члени в операторi струму, що зникають мiж одночастинковими
станами. У третьому роздiлi виконується безпосереднє обчислення дiракiв-
ського та паулiвського формфакторiв: розробляється метод розкладу за ба-
зисом матриць Паулi для видiлення спiнової структури матричних елементiв,
пiсля чого у першому наближеннi отримуються явнi значення формфакторiв.
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РОЗДIЛ 1
Одягненi частинки в квантовiй теорiї поля

Для введення поняття одягнених частинок розглянемо модель типу Юка-
ви, в якiй спiнорне (фермiонне) поле ψ взаємодiє з нейтральним псевдо-
скалярним мезонним полем ϕ. Повний гамiльтонiан записується у виглядi
H = H0 + V0, де вiльна частина має вигляд

H0 =

∫
ψ̄(x) [−iγ∇+m0f ]ψ(x) dx

+
1

2

∫ [
π2(x) +∇ϕ(x)2 +m2

0mϕ
2(x)

]
dx,

(1.1)

а член взаємодiї задається як

V0 = ig0

∫
ψ̄(x)γ5ψ(x)ϕ(x) dx, (1.2)

де m0f та m0m позначають голi маси вiдповiдно фермiонiв та мезонiв, а g0 –
неперенормовану постiйну зв’язку. Для простоти ми не використовуємо пов-
нiстю симетризований гамiльтонiан за польовими змiнними (див., наприклад,
[5]). Ця модель має багато спiльного з гамiльтонiаном КЕД, що використову-
ється нижче.

Гамiльтонiан можна переписати через голi оператори знищення та наро-
дження: a(k), a†(k) для мезонiв, b(p, µ), b†(p, µ) для фермiонiв i d(p, µ), d†(p, µ)
для антифермiонiв. Тут k та p позначають чотириiмпульси, тодi як µ нумерує
спiновi стани. Їх точнi означення будуть наведенi пiзнiше у пiдроздiлi 1.2. Ми
колективно позначатимемо всю цю сукупнiсть символом α, тодi як окремий
елемент множини позначатиметься як αp. Вакуум голих частинок |Ω0⟩, разом
iз голими одночастинковими станами a†(k)|Ω0⟩, b†(p, µ)|Ω0⟩ та d†(p, µ)|Ω0⟩, не
є власними векторами повного гамiльтонiана H.

1.1 Оператори та стани одягнених частинок

Тепер введемо нову множину операторiв знищення та народження,

ac(k), a
†
c(k), bc(p, µ), b

†
c(p, µ), dc(p, µ), d

†
c(p, µ), ∀ k, p, µ. (1.3)
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Вимагається, щоб цi оператори задовольняли такi умови:
i) Фiзичний вакуум, тобто найнижчий власний стан H, має збiгатися зi

станом без частинок у новому зображеннi. Позначаючи цей стан через |Ω⟩,
накладаємо умову

ac(k)|Ω⟩ = bc(p, µ)|Ω⟩ = dc(p, µ)|Ω⟩ = 0, ∀ k, p, µ, (1.4)

разом iз нормуванням
⟨Ω|Ω⟩ = 1. (1.5)

ii) Одночастинковi стани, побудованi з нових операторiв, такi як a†c(k)|Ω⟩,
також повиннi бути власними станами повного гамiльтонiана.

iii) Iндекси нових операторiв повиннi пробiгати точно той самий набiр
квантових чисел, що й для голих операторiв. Ця вимога вже вiдображена у
(1.3).

iv) Новi оператори повиннi задовольняти тi самi канонiчнi (анти-)комутацiйнi
спiввiдношення, що й початковi. Зокрема,

[ac(k), a
†
c(k

′)] = k0δ(k− k′) (1.6)

та
{bc(p, µ), b†c(p′, µ′)} = {dc(p, µ), d†c(p′, µ′)} = p0δµµ′δ(p− p′), (1.7)

де k0 =
√

k2 +m2
m та p0 =

√
p2 +m2

f є енергiями мезона та фермiона з
фiзичними масами mm та mf .

Дотримуючись термiнологiї [4] та роздiлу XII у [5], ми будемо називати цi
оператори та вiдповiднi їм стани одягненими. Слiд, однак, зауважити, що той
самий термiн iнодi використовується в iнших роботах у ширшому або iншому
сенсi.

Таким чином, задача одягання еквiвалентна побудовi вибраних власних
векторiв взаємодiючого гамiльтонiанаH. Умова iii) означає, що ми не намага-
ємося породити всi можливi одночастинкоподiбнi власнi стани H. Наприклад,
H може мати зв’язаний стан типу дейтрона з масою, меншою за 2m, де m
є масою нуклона. Такий стан не має голого одночастинкового аналога. На-
ша нинiшня мета є скромнiшою: ми шукаємо лише тi одночастинкоподiбнi
власнi стани, якi вiдповiдають голим одночастинковим станам. Слiд також
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пiдкреслити, що задача одягання не завжди може мати розв’язок. Критерiй
розв’язностi з’явиться пiзнiше у пiдроздiлi 1.4.

1.2 Голi частинки з фiзичними масами

За означенням, стан „голого“ фермiона |p, µ⟩0, будучи власним станом вiль-
ного гамiльтонiана H0 та оператора повного iмпульсу P , вiдповiдає власному
значенню енергiї E0

p =
√
p2 +m2

0f . Коли ми шукаємо точнi власнi стани пов-
ного гамiльтонiанаH, позначенi як |p, µ⟩, i розглядаємо |p, µ⟩0 як наближення
нульового порядку, теорiя збурень показує, що отриманi власнi значення енер-
гiї Ep вiдрiзняються вiд початкових E0

p . Для збереження релятивiстської узго-
дженостi функцiональний зв’язок мiж енергiєю та iмпульсом повинен мати
вигляд Ep =

√
p2 +m2

f , де mf є спостережуваною масою спокою – фiзичною
масою частинки. Аналогiчна логiка застосовується i до мезонного сектора, де
фiзична маса mm загалом вiдрiзняється вiд голого параметра m0m, введеного
в початковому лагранжiанi.

Початковий гамiльтонiан у (1.1) був записаний з використанням пара-
метрiв m0f та m0m, якi представляють неперенормованi маси фермiона та
мезона. Тепер ми роздiлимо цi величини на фiзичнi маси та контрчлени:

m0f = mf + δmf , m2
0m = m2

m + δm2
m, (1.8)

де mf та mm позначають фiзичнi маси фермiона та мезона, тодi як δmf та
δm2

m є зсувами мас. Видiлимо в повному гамiльтонiанi H частину, що вiдпо-
вiдає вiльному гамiльтонiану, вираженому через фiзичнi маси:

H = H0 + V0 = HF +HI = HF + V +Mren + Vren, (1.9)

де HF є вiльним гамiльтонiаном, вираженим через фiзичнi маси,

HF =

∫
ψ̄(x) [−iγ∇+mf ]ψ(x) dx

+
1

2

∫ [
π2(x) +∇ϕ(x)2 +m2

mϕ
2(x)

]
dx,

(1.10)
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внесок перенормування маси має вигляд

Mren = δmf

∫
ψ̄(x)ψ(x) dx+

1

2
δm2

m

∫
ϕ2(x) dx, (1.11)

а внесок вершинного перенормування записується як

Vren = V0 − V = i(g0 − g)

∫
ψ̄(x)γ5ψ(x)ϕ(x) dx, (1.12)

де g – фiзична константа зв’язку. Наступним кроком є розклад полiв за нор-
мальними модами, пов’язаними з фiзичними масами mf та mm. Для мезон-
ного поля маємо

ϕ(x) = (2π)−3/2

∫
dk

k0
[
a(k) + a†(k−)

]
eikx. (1.13)

Його поле спряженого iмпульсу дорiвнює

π(x) = −i(2π)−3/2

∫
dk

a(k)− a†(k−)√
2

eikx. (1.14)

Для фермiонного поля маємо

ψ(x) =

√
m

(2π)3

∑
r

∫
dp

p0
[
u(p, µ)b(p, µ) + v(p−, µ)d

†(p−, µ)
]
eipx. (1.15)

Тут спiнори Дiрака u(p, µ) та v(p, µ) задовольняють вiльнi рiвняння Дiрака
(/p −m)u(p, µ) = 0, (/p +m)v(p, µ) = 0 з /p = p0γ0 − pγ та чотиривекторами
k− = (k0,−k) i p− = (p0,−p). Через цi оператори вiльний гамiльтонiан (1.10)
стає „дiагональним“:

HF =

∫
dk

k0
a†(k)a(k)k0

+
∑
µ

∫
dp

p0
[
b†(p, µ)b(p, µ) + d†(p, µ)d(p, µ)

]
p0.

(1.16)

Таким чином, стани, породженi a†, b† та d†, можна iнтерпретувати як голi
частинки, що вже мають правильнi фiзичнi маси. Проте вони все ще не є
власними станами повного гамiльтонiана, оскiльки оператор взаємодiї V та
оператори контрчленiв Mren та Vren залишаються присутнiми.
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1.3 Унiтарнi одягаючi перетворення

Побудова одягання базується на операторах, введених у (1.3). Мета полягає
у визначеннi повного набору одягнених операторiв, що задовольняє вимоги
i)–iv), сформульованi ранiше. Для зручностi позначень повну сукупнiсть цих
операторiв будемо позначати через αc, тодi як αcp позначає окремий елемент
цiєї множини, за аналогiєю з позначеннями α та αp, використаними для го-
лих частинок. Для забезпечення умов iii) та iv) постулюється, що одягненi
оператори αc пов’язанi з голими операторами α за допомогою унiтарного пе-
ретворення:

αcp = W †αpW, W †W = WW † = 1, (1.17)

де оператор W є функцiоналом, що залежить вiд усього набору голих опе-
раторiв α. Як наслiдок, спiввiдношення (1.17) дозволяє виразити кожний αcp

як функцiонал вiд α.
Ключовою особливiстю цього формулювання є те, що оператор W зберi-

гає свою функцiональну структуру незалежно вiд того, виражений вiн через
одягненi чи голi оператори. Справдi, розглянемо функцiю f(x), яка допускає
представлення у виглядi полiнома або степеневого ряду. Тодi, використовую-
чи (1.17), маємо

f(αc) = W †(α) f(α)W (α). (1.18)

Якщо тепер ототожнити f(αc) iз самим W , то отримаємо

W (αc) = W †(α)W (α)W (α) = W (α), (1.19)

що демонструє однакову функцiональну залежнiсть W в обох зображеннях.
Тодi обернене перетворення, яке виражає голi оператори через одягненi,

має вигляд
αp = W (αc)αcpW

†(αc). (1.20)

Унiтарнiсть W забезпечується його представленням в експоненцiальнiй фор-
мi, W = expR, де генератор R антиермiтовий. Для заданого R вирази на
кшталт (1.20) можна обчислювати за допомогою розкладу Бейкера–Кемпбелла–
Хаусдорфа,

eABe−A = B + [A,B] +
1

2!
[A, [A,B]] +

1

3!
[A, [A, [A,B]]] + · · · , (1.21)
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разом iз введеними ранiше комутацiйними спiввiдношеннями.
У межах цього пiдходу повний гамiльтонiан записується як H = H(α) =

HF +HI , де вiльний гамiльтонiан HF (α) визначений у (1.16), а частина вза-
ємодiї дорiвнює HI = V (α) +Mren(α) + Vren(α). Застосовуючи перетворення
(1.20), переписуємо гамiльтонiан через одягненi оператори:

H(α) = H
(
W (αc)αcW

†(αc)
)
≡ K(αc). (1.22)

Оператор K(αc) представляє той самий фiзичний гамiльтонiан, але вираже-
ний як функцiонал вiд одягнених змiнних. Визначення K(αc) виконується у
два етапи. Спочатку (1.22) переписується в еквiвалентнiй формi

K(αc) = W (αc)H(αc)W
†(αc). (1.23)

Далi, пiдставляючи W (αc) = expR(αc), де R антиермiтовий, R† = −R, та
використовуючи розклад (1.21), отримуємо

K(αc) =e
R
[
HF +HI

]
e−R = HF (αc) +HI(αc)

+ [R,HF ] + [R,HI ] +
1

2
[R, [R,HF ]] +

1

2
[R, [R,HI ]] + · · · .

(1.24)

Рiвняння (1.24) надає практичну схему для обчислення K(αc). Спочатку ви-
конується формальна замiна α → αc у початковому гамiльтонiанiH(α), отри-
муючиH(αc), а потiм обчислюється перетворення подiбностiW (αc)H(αc)W

†(αc)

за допомогою (1.21) та комутацiйних спiввiдношень. Хоча замiна H(α) →
H(αc) породжує новий оператор, вiдмiнний вiд початкового, спiввiдношення
(1.22) та (1.23) гарантують, що кiнцевий результат точно збiгається з вихi-
дним гамiльтонiаном.

Важливо вiдрiзняти розглянуте тут перетворення вiд виразу вигляду
W (α)H(α)W †(α). Останнiй визначав би iнший оператор, який загалом не
збiгається з початковим гамiльтонiаном H.

1.4 Усунення „небажаних“ членiв

Наступний етап полягає у виконаннi умов i) та ii). Для того, щоб одягнений
вакуумний стан |Ω⟩ та одягненi одночастинковi стани були власними векто-
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рами H, права частина рiвняння (1.24) не повинна мiстити певних небажа-
них операторних внескiв. Зокрема, K(αc) не може мiстити члени типу b†cd†ca†c,
оскiльки, дiючи на |Ω⟩, вони породжували б стани ff̄m, i тому K(αc)|Ω⟩ не
мiг би залишатися пропорцiйним до |Ω⟩. Аналогiчно, оператор на кшталт
b†cbca

†
c перетворює однофермiонний стан b†c|Ω⟩ у стан fm. Однак саме такi

структури присутнi в операторi V (αc) у правiй частинi рiвняння (1.24). На-
гадаємо, що HI(αc) = V (αc) + Mren(αc) + Vren(αc), де V (αc) отримується з
V (α), див. рiвняння (1.2), замiною α → αc.

Як обговорювалося, члени

b†cbca
†
c, b†cd

†
cac, b†cd

†
ca

†
c, dcd

†
ca

†
c, (1.25)

що мiстяться у V (αc), перешкоджають тому, щоб одягнений вакуум i одя-
гненi одночастинковi стани були власними векторами H. Решта внескiв у
V (αc) є просто ермiтово спряженими до перелiчених вище. Усi такi члени
будемо називати небажаними. Взаємодiя HI також включає масовий Mren

та вершинний Vren контрчлени. Оскiльки поправка власної енергiї до маси
частинки починається з порядку g2, а зсув заряду δg = g0 − g порядку g3, то
маємо Vren(αc) ∼ g3, Mren(αc) ∼ g2 та V (αc) ∼ g.

Тепер усунемо з K(αc) небажанi внески першого порядку за g. Для цього
виберемо генератор R так, щоб

V + [R,HF ] = 0. (1.26)

Легко перевiрити, що рiвняння (1.26) не може бути виконане, якщо R(αc) є
лише лiнiйним або бiлiнiйним за αc. Для задоволення цього спiввiдношення
R(αc) повинен мiстити три оператори, аналогiчно до V (αc). Тодi комутатор
[R,HF ] також є виразом iз трьома операторами, оскiлькиHF (αc) є бiлiнiйним.

Антиермiтовий оператор R(αc) повинен мiстити небажанi члени того са-
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мого типу, що й V (αc). А саме, запишемо R(αc) = R−R†, де

R =

∫
dp′

p′0
dp

p0
dk

k0

∑
µµ′

[
Rk

11(p
′µ′; pµ) b†c(p

′, µ′) bc(p, µ)

+Rk
12(p

′µ′; pµ) b†c(p
′, µ′) d†c(−p, µ)

+Rk
21(p

′µ′; pµ) dc(−p′, µ′) bc(p, µ)

+Rk
22(p

′µ′; pµ) dc(−p′, µ′) d†c(−p, µ)
]
ac(k).

(1.27)

c-Числовi коефiцiєнтиRk
ij (i, j = 1, 2) визначаються з рiвняння (1.26); див. До-

даток А. Виявляється, що розв’язок iснує лише якщо mm < 2mf . Це має
прозору фiзичну iнтерпретацiю: коли mm > 2mf , мезон може розпадатися на
пару ff̄ , i тому одно-мезонний стан не може бути стабiльним, тобто не може
бути власним вектором H.

Пiсля встановлення спiввiдношення [R,HF ] = −V рiвняння (1.24) набуває
вигляду

K(αc) = HF (αc) +Mren(αc) + Vren(αc)

+
1

2
[R, V ] + [R,Mren] + [R, Vren] +

1

3
[R, [R, V ]] + · · · .

(1.28)

Таким чином, усi небажанi члени порядку g були усуненi з K(αc).
Проте права частина рiвняння (1.28) все ще мiстить небажанi члени по-

рядку g2 та вищих порядкiв. Наприклад, комутатор [R, V ] мiстить члени,
пропорцiйнi g2b†cd†ca†ca†c, якi не знищують фiзичний вакуум |Ω⟩. Крiм того,
з’являються члени вигляду g2b†cd†ca†cac, якi анi не знищують a†c|Ω⟩, анi не вiд-
творюють його з точнiстю до скалярного множника. Цi небажанi внески мо-
жна усунути аналогiчним чином за допомогою iншого перетворення,

αcp = W4(α
′
c)α

′
cpW

†
4 (α

′
c), (1.29)

де W4 = expR4, а R4 є оператором порядку g2, побудованим iз згаданих вище
небажаних чотириоператорних членiв. Його слiд вибрати так, щоб [R4, HF ]

компенсував цi члени.
Крiм того, подвiйний комутатор [R, [R, V ]] у рiвняннi (1.28) складається

з п’ятиоператорних членiв, i деякi з них є небажаними. Зокрема, пiсля впо-
рядкування операторiв у нормальному порядку виникають новi небажанi три-
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операторнi внески. Однак цi члени вже мають порядок g3. Наступне унiтарне
перетворення тодi дозволяє усунути всi небажанi члени третього порядку за
g.

Продовжуючи цей процес, можна послiдовно усувати з гамiльтонiана не-
бажанi члени зростаючих порядкiв за сталою зв’язку g. Передбачається, що в
границi умови i) та ii), якi еквiвалентнi повнiй вiдсутностi небажаних членiв
у K, будуть виконанi.

Нарештi, якщо процедура одягання була б точною, результуюче представ-
лення гамiльтонiана K задовольняло б

K(αc)|k⟩c = HF (αc)|k⟩c = ωk|k⟩c, (1.30)

де |k⟩c = a†c(k)|Ω⟩. Iншими словами, перетворена частина взаємодiї KI(αc) =

K(αc) −HF (αc) задовольняла б умову KI(αc)|k⟩c = 0. Аналогiчнi спiввiдно-
шення виконуються для фiзичного вакууму |Ω⟩ та для одягнених однофер-
мiонних i одноантифермiонних станiв.
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РОЗДIЛ 2
КЕД у зображеннi одягнених частинок

У цьому роздiлi ми застосовуємо формалiзм УОП до квантової електро-
динамiки (КЕД) – квантової теорiї поля, що описує взаємодiю електрон-
позитронного поля з електромагнiтним (фотонним) полем. Через калiбру-
вальну iнварiантнiсть КЕД необхiдно накласти умову фiксацiї калiбрування
перед побудовою оператора гамiльтонiана. Упродовж цiєї роботи ми викори-
стовуємо кулонiвське калiбрування, у якому фотонне поле Aµ є поперечним
i, як наслiдок, має лише два незалежнi поляризацiйнi ступенi вiльностi.

2.1 Основнi означення та необхiднi вiдомостi

Перш за все введемо позначення для фермiонних операторiв. Зручно об’єднати
оператори електрона та позитрона у двокомпонентний об’єкт

F (p, µ) =

(
F1(p, µ)

F2(p, µ)

)
=

(
b(p, µ)

d†(p−, µ)

)
, F †(p, µ) =

(
b†(p, µ), d(p−, µ)

)
, (2.1)

який задовольняє канонiчнi антикомутативнi спiввiдношення

{Fi(p
′, µ′), F †

j (p, µ)} = Epδijδµµ′δ(p′ − p), (i, j = 1, 2). (2.2)

Тут ми використовуємо оператори b(p, µ), d(p, µ) та c(k, σ), якi можна ви-
значити через звичайнi оператори народження та знищення за допомогою
спiввiдношень

b(p, µ) =
√
Epb(p, µ), d(p, µ) =

√
Epd(p, µ), c(k, σ) =

√
ωkc(k, σ). (2.3)

Вiдповiднi комутацiйнi спiввiдношення мають вигляд

{b(p, µ), b†(p′, µ′)} = Epδµµ′δ(p′ − p),

{d(p, µ), d†(p′, µ′)} = Epδµµ′δ(p′ − p),

[c(k, σ), c†(k′, σ′)] = ωkδσσ′δ(k′ − k).

(2.4)
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Пiсля цього визначимо дублет бiспiнорiв

U(p, µ) =

(
U1(p, µ)

U2(p, µ)

)
=

(
u(p, µ)

v(p−, µ)

)
,

Ū(p, µ) =

(
Ū1(p, µ)

Ū2(p, µ)

)
=

(
ū(p, µ)

v̄(p−, µ)

)
.

(2.5)

У цих позначеннях оператор фермiонного поля можна записати як

ψ(x) =

√
m

(2π)3/2

∑
µ

∫
dp

Ep
(u(p, µ)b(p, µ) + v(p−, µ)d

†(p−, µ))e
ipx

=

√
m

(2π)3/2

∑
µ

∫
dp

p0

2∑
j=1

Uj(p, µ)Fj(p, µ)e
ipx,

(2.6)

де бiспiнори Дiрака нормованi як у книзi Бйоркена i Дрелла [22] та мають
такi властивостi∑

µ

u(p, µ)ū(p, µ) =
/p+m

2m
,
∑
µ

v(p, µ)v̄(p, µ) =
/p−m

2m
. (2.7)

Фотонне поле розкладається як

Aµ(x) =
1√

2(2π)3

2∑
σ=1

∫
dk

ωk

[
eµ(k, σ)c(k, σ) + e∗µ(k−, σ)c

†(k−, σ)
]
eikx, (2.8)

а вектори поляризацiї у кулонiвському калiбруваннi задовольняють∑
σ

eµ(k, σ)e∗ν(k, σ) = P µν(k) (2.9)

з тензором поляризацiї

P ij = δij −
kikj

|k|2
, P 0i = P 00 = 0, (2.10)

який можна записати у коварiантнiй формi

P µν = −gµν + k0(kµnν + kνnµ)− kµkν − k2nµnν

|k|2
, (2.11)
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з постiйним вектором nµ = (1, 0, 0, 0) та k2 = k20−k2, де k0 є цiлком довiльним.

2.2 Гамiльтонiан КЕД у кулонiвському калiбру-
ваннi

У цьому пiдроздiлi ми будуємо генератор унiтарного перетворення одягання,
який визначається як

W = eR, W † = e−R, R† = −R. (2.12)

Позначимо множину голих операторiв знищення та народження через α, а
множину одягнених операторiв – через αc. Припустимо, що кожен конкре-
тний одягнений оператор пов’язаний зi своїм голим вiдповiдником спiввiдно-
шенням

αcp = W †(αc)αpW (αc). (2.13)

Тодi для гамiльтонiана можна записати

H(α) = H(W (αc)αcW
†(αc)) = K(αc)

= W (αc)H(αc)W
†(αc) = eR(αc)H(αc)e

−R(αc).
(2.14)

Для обчислення цього виразу ми використовуємо формулу Бейкера–Кемпбелла–
Хаусдорфа,

K = H + [R,H] +
1

2!
[R, [R,H]] +

1

3!
[R, [R, [R,H]]] + · · · . (2.15)

Метою перетворення одягання є усунення „небажаних членiв“ у гамiльтонiанi
взаємодiї, тобто тих членiв, якi змiнюють число частинок i перешкоджають
коректнiй iнтерпретацiї станiв. У найнижчому порядку ця вимога приводить
до умови

[R,HF ] = −V, (2.16)

де HF – вiльний гамiльтонiан, а V – оператор взаємодiї.
Далi гамiльтонiан взаємодiї можна записати у виглядi (тут e < 0)

V = e

∫
d3x :ψ̄(x)γρψ(x):Aµ(x). (2.17)



20

Пiдставляючи розклади полiв (2.6) та (2.8) у (2.17) та iнтегруючи за x, отри-
муємо

V =
e

(2π)3/2

∑
σ

∫
dp

p0
dp′

p′0
dk

k0
m√
2
δ(p+ k− p′)

×
2∑

i,j=1

:F †
i (p

′, µ′) Ūi(p
′, µ′)/e(k, σ)Uj(p, µ)Fj(p, µ):

[
c(k, σ) + c†(k, σ)

]
.

(2.18)

Пiсля цього видiляємо

V =
∑
σ

∫
dk

k0
:F †V kF : c(k, σ) +H.c. = V + V†, (2.19)

з матричними елементами

V k
ij(p

′µ′; pµ) =
em√
2(2π)3

δ(p+ k− p′)Ūi(p
′, µ′)/e(k, σ)Uj(p, µ). (2.20)

Ми шукаємо генератор R в аналогiчнiй формi

R = R−R†, R =
∑
σ

∫
dk

k0
:F †RkF : c(k, σ). (2.21)

Пiдставляючи цей анзац у рiвняння (2.16) та використовуючи дiагональний
вигляд вiльного гамiльтонiана, знаходимо, що матричнi елементи R однозна-
чно визначаються як

Rk
ij(p

′µ′; pµ) =
V k
ij(p

′µ′; pµ)

(−1)i−1Ep′ − (−1)j−1Ep − ωk
. (2.22)

Ця структура забезпечує те, що внесок першого порядку [R,HF ] точно ком-
пенсує взаємодiю V . У результатi перетворений гамiльтонiан K бiльше не
мiстить „небажаних членiв“ у найнижчому порядку.

2.3 Формфактори та струм Нетер

Тепер перейдемо до отримання формфакторiв електрона з матричних еле-
ментiв електромагнiтного струму. Дiракiвський F1 та паулiвський F2 форм-
фактори виникають при розглядi матричних елементiв оператора густини
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електрон-позитронного струму Jρ(0) = e:ψ̄(0)γρψ(0): мiж однофермiонними
(електронними) вхiдними (вихiдними) станами, а саме,

F ρ(p′µ′; pµ) = ⟨p′µ′; out|Jρ(0)|pµ; in⟩. (2.23)

У випадку електронiв маємо

F ρ(p′µ′; pµ) =
em

(2π)3
ū(p′, µ′)

(
F1(q

2)γρ + i
σρλqλ
2m

F2(q
2)

)
u(p, µ),

q = p′ − p.

(2.24)

Для того, щоб обчислити матричний елемент з рiвняння (2.24), тепер по-
будуємо оператор струму за допомогою того самого унiтарного перетворення,
що й для гамiльтонiана. Оператор струму отримується як

Jρ(αc) = eR(αc)Jρ
c (αc)e

−R(αc), (2.25)

де Jρ
c (αc) є первинним оператором струму, в якому всi голi оператори замiненi

вiдповiдними одягненими операторами:

Jρ
c (0) = e:ψ̄(0)γρψ(0): = :F †jρF :, (2.26)

де матричнi елементи мають вигляд

jρij(p
′µ′; pµ) =

em

(2π)3
Ūi(p

′, µ′)γρUj(p, µ). (2.27)

Використовуючи розклад Бейкера–Кемпбелла–Хаусдорфа, записуємо

Jρ(0) = Jρ
c (0) + [R, Jρ

c (0)] +
1

2
[R, [R, Jρ

c (0)]] + · · · . (2.28)

Спочатку обчислимо комутатор [R, Jρ
c (0)]. Використовуючи загальну то-

тожнiсть для бiлiнiйних фермiонних операторiв,

[:F †Γ1F :, :F
†Γ2F :] = F †[Γ1,Γ2]F, (2.29)
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отримуємо

[R, Jρ
c (0)] =

∑
σ

∫
dk

k0
F †[Rk, jρ]F c(k, σ) +H.c., (2.30)

де матричний комутатор задається як

[Rk, jρ]ij(p
′µ′; pµ) =

∑
s

∫
dq

q0

2∑
l=1

[
Rk

il(p
′µ′; qs) jρlj(qs; pµ)

− jρil(p
′µ′; qs)Rk

lj(qs; pµ)
]
.

(2.31)

Тепер перейдемо до другого комутатора, що входить до (2.28). Використову-
ючи R = R−R†, отримуємо

[R, [R, Jρ
c (0)]] = [R, [R, Jρ(0)]] +H.c. (2.32)

Тодi для першого доданку маємо

[R, [R, Jρ
c (0)]] =

∑
σ

∫
dk

k0
(
[R,F †[Rk, jρ]F ]c(k, σ)

+F †[Rk, jρ]F [R, c(k, σ)]
)
.

(2.33)

Для комутаторiв пiд iнтегралом отримуємо

[R,F †[Rk, jρ]F ] = [R, F †[Rk, jρ]F ]− [R†, F †[Rk, jρ]F ]

=
∑
σ′

∫
dk′

k′0

(
F †[Rk′, [Rk, jρ]]Fc(k′, σ′)

−F †[Rk′†, [Rk, jρ]]Fc†(k′, σ′)
) (2.34)

та
[R, c(k, σ)] = [R−R†, c(k, σ)] = [c(k, σ),R†] = :F †Rk†F :. (2.35)

Збираючи всi члени разом, оператор струму до другого порядку набуває ви-
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гляду

Jρ(0) = :F †jρF : +
∑
σ

∫
dk

k0
F †[Rk, jρ]F c(k, σ) +H.c.

+
1

2

∑
σ,σ′

∫
dk

k0
dk′

k′0
F †[Rk, [Rk′, jρ]]F c(k, σ)c(k′, σ′)

−1

2

∑
σ,σ′

∫
dk

k0
dk′

k′0
F †[Rk†, [Rk′, jρ]]F c†(k, σ)c(k′, σ′)

+
1

2

∫
dk

k0
F †[Rk, jρ]F :F †Rk†F : +H.c.,

(2.36)

де подвiйний комутатор має явну матричну структуру

[Rk, [Rk′, jρ]]ij(p
′µ′; pµ)

=
∑
s,s′

∫
dq

q0
dq′

q′0

2∑
l,n=1

[
Rk

il(p
′µ′; qs)[Rk′, jρ]ln(qs; q

′s′)δnj

− [Rk′, jρ]il(p
′µ′; qs)Rk

lj(qs; pµ)
]
.

(2.37)

Таким чином, одягнений струм набуває поправок, що мiстять одно- та дво-
фотоннi оператори, якi вiдповiдають ефектам взаємодiї вищих порядкiв, по-
родженим перетворенням одягання. Однак не всi члени в операторному роз-
кладi дають ненульовi матричнi елементи мiж одночастинковими станами.
Оскiльки цi стани належать сектору з нульовою кiлькiстю фотонiв, лише тi
члени, що мiстять однакову кiлькiсть операторiв народження та знищення
фотонiв – якi можуть бути спаренi за допомогою стягнень – дають внесок у
кiнцевий результат. Отже, ми зосереджуємо наш аналiз на таких компонентах
струму

Jρ(0) ≈ :F †jρF : +
1

2

∫
dk

k0
F †[Rk, jρ]F :F †Rk†F : +H.c. (2.38)

2.4 Аналiз членiв оператора струму, що зникають
в одночастинковому секторi

Перед обчисленням матричних елементiв одягненого струму корисно про-
аналiзувати його операторну структуру та вiдкинути члени, якi зникають
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мiж одночастинковими станами. Ми розглядаємо матричнi елементи вигля-
ду ⟨p′, µ′|Jρ(0)|p, µ⟩, де для електрона

|p, µ⟩ = b†(p, µ)|Ω⟩, ⟨p′, µ′| = ⟨Ω|b(p′, µ′) (2.39)

та аналогiчно для позитрона. Вакуумний стан знищується всiма операторами
знищення,

b(p, µ)|Ω⟩ = 0, d(p, µ)|Ω⟩ = 0, c(k, σ)|Ω⟩ = 0. (2.40)

Тому будь-який член у Jρ(0), який мiстить оператор знищення, що дiє на |Ω⟩
злiва, або оператор народження, що дiє на ⟨Ω| справа, дає нульовий внесок.
Таким чином, виживають лише тi операторнi структури, в яких усi опера-
тори знищення можуть бути скороченi з операторами народження всерединi
матричного елемента.

Почнемо з розгляду одноелектронних станiв та аналiзу структури бiлi-
нiйної форми :F †ZF :, де Z є матричним оператором 2 × 2 за iндексами F -
матрицi. Розклад цiєї форми дає

:F †ZF : = b†Z11b+ b†Z12d
† + dZ21b+ d†Z22d. (2.41)

Щоб визначити члени, якi дають внесок у перехiд ⟨p′, µ′|Jρ
c (0)|p, µ⟩, ми пода-

ємо оператор у нормально впорядкованiй формi. Ми бачимо, що член b†Z11b

дає основний ненульовий внесок, члени b†Z12d
† та dZ21b дають нуль при обчи-

сленнi мiж одноелектронними станами через ортогональнiсть секторiв про-
стору Фока, а позитронний член d†Z22d тотожно зникає, оскiльки у початко-
вому станi немає позитронiв, якi можна було б знищити. Отже, ефективний
оператор для обчислення електронних формфакторiв зводиться до

⟨p′, µ′|:F †ZF :|p, µ⟩ = ⟨p′, µ′|b†Z11b|p, µ⟩. (2.42)

Далi ми поширюємо цей аналiз на добуток двох бiлiнiйних форм
(F †XF )(:F †Y F :). Використовуючи розклад (2.41) для обох операторiв, ми
визначаємо комбiнацiї, якi дають ненульовi внески мiж одноелектронними
станами. Як було встановлено, виживають лише тi операторнi структури, якi
можуть бути зведенi до членiв типу b†b шляхом скорочень або мiстять ваку-
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умнi c-числовi внески. Застосовуючи антикомутаторнi спiввiдношення (2.4),
знаходимо, що ефективнi внески походять вiд таких трьох типiв членiв:

b†X11bb
†Y11b = b†X11Y11b+ член типу b†b†bb, (2.43)

dX21bb
†Y12d

† = Tr(X21Y12)− b†X21Y12b

+ член типу b†d†bd+ член типу d†d,
(2.44)

dX22d
†b†Y11b = b†Y11bTr(X22) + член типу b†d†bd, (2.45)

де ми використовуємо означення

Tr(Aij) =
∑
µ

∫
dp

p0
Aij(pµ; pµ). (2.46)

Пiдсумовуючи цi внески, матричний елемент в одноелектронному секторi мо-
жна записати як

⟨p′, µ′|F †XF :F †Y F :|p, µ⟩ =
⟨p′, µ′|b†X11Y11b− b†X21Y12b+ b†Y11bTr(X22)|p, µ⟩+ Tr(X21Y12).

(2.47)

Варто зазначити, що члени, якi мiстять нерiвну кiлькiсть операторiв наро-
дження та знищення для кожного типу частинок (наприклад, b†bb†d†), тото-
жно зникають мiж одночастинковими станами через ортогональнiсть рiзних
секторiв простору Фока. Далi ми пiдставляємо X → [Rk, jρ], Y → Rk† та
Z → jρ i отримуємо для електрона

F (p′µ′; pµ) = j11(p
′µ′; pµ)

+
1

2

∑
s,σ

∫
dk

k0
dq

q0

(
[Rk, j]11(p

′µ′; qs)Rk†
11(qs; pµ)

−Rk†
12 (p′µ′; qs)[Rk, j]21(qs; pµ)

)
+
1

2

∑
σ

∫
dk

k0
Rk†

11(p
′µ′; pµ)Tr([Rk, j]22)

+
1

2
p0δ(p′ − p)δµµ′

∑
σ

∫
dk

k0
Tr
(
[Rk, j]21R

k†
12

)
+ (p′µ′ ↔ pµ)∗.

(2.48)

Перехiд до системи Брейта може значно спростити розрахунки. Вона задає-
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ться як
p′ =

q

2
, p = −q

2
. (2.49)

Для вiдповiдних чотири-векторiв маємо

p′ρ =
(
Eq

2
,
q

2

)
, pρ =

(
Eq

2
,−q

2

)
, (2.50)

звiдки випливає
qρ = p′ρ − pρ = (0,q). (2.51)

Розглядаючи визначення (2.31), отримуємо

[Rk, j]ij(p
′µ′; pµ)

=
∑
s

∫
dq

q0

2∑
l=1

[
V k
il (p

′µ′; qs)

(−1)i+1Ep′ − (−1)l+1Eq − ωk
jlj(qs; pµ)

−jil(p′µ′; qs)
V k
lj (qs; pµ)

(−1)l+1Eq − (−1)j+1Ep − ωk

]

=
em

(2π)3
e√

2(2π)3
Ūi(p

′, µ′)

[
γν

/p′i − /k +m

(p′i − k)2 −m2
γρ

+γρ
/pj + /k +m

(pj + k)2 −m2
γν

]
Uj(p, µ)eν(k, σ),

(2.52)
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де pi = ((−1)i+1Ep,p) i аналогiчно pj. Пiсля пiдстановки (2.52) в (2.48) маємо

F (p′µ′; pµ) = j11(p
′µ′; pµ)

+
1

2

e

(2π)3
e2m2

2(2π)3

∑
s

∫
dk

k0
dq

q0

(
δ(p− k− q)

p0 − q0 − k0
ū(p′, µ′)

×

(
γν

/p′1 − /k +m

(p′1 − k)2 −m2
γρ + γρ

/q1 + /k +m

(q1 + k)2 −m2
γν

)
u(q, s)ū(q, s)γα

×u(p, µ) + δ(q− k− p′)

p′0 + q0 + k0
ū(p′, µ′)γαv(q−, s)v̄(q−, s)

×

(
γν

/q2 − /k +m

(q2 − k)2 −m2
γρ + γρ

/p1 + /k +m

(p1 + k)2 −m2
γν

)
u(p, µ)

)
Pνα(k)

+
1

2

e

(2π)3
e2m2

2(2π)3

∑
s

∫
dk

k0
dq

q0
δ(p− k− p′)

p0 − p′0 − k0
ū(p′, µ′)γαu(p, µ)v̄(q−, s)

×

(
γν

/q2 − /k +m

(q2 − k)2 −m2
γρ + γρ

/q2 + /k +m

(q2 + k)2 −m2
γν

)
v(q−, s)Pνα(k)

+
1

2
p0δ(p′ − p)δµµ′

∑
σ

∫
dk

k0
Tr
(
[Rk, j]21R

k†
12

)
+ (p′µ′ ↔ pµ)∗.

(2.53)

Використовуючи цей вираз, можна отримати числовi значення формфакторiв
електрона для радiацiйних поправок за допомогою процедури розрахунку,
представленої в Роздiлi 3.
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РОЗДIЛ 3
Обчислення електромагнiтних формфакторiв

електрона

Тепер перейдемо до безпосереднього обчислення електромагнiтних форм-
факторiв електрона. Основним завданням цього роздiлу є визначення дiра-
кiвського F1(q

2) та паулiвського F2(q
2) формфакторiв шляхом розкладу спi-

норної структури матричних елементiв струму за базисом матриць Паулi.
Розглянемо спершу загальний метод такого розкладу, а потiм виконаємо об-
числення в першому наближеннi за константою зв’язку.

3.1 Розклад за базисом матриць Паулi

Наша мета полягає у визначеннi F1 та F2 шляхом розкладу матричного еле-
мента за базисом матриць Паулi. Для цього ми розглядаємо загальну стру-
ктуру

ū(p′, µ′) Γu(p, µ) = A(p′, p) δµ′µ +B(p′, p) · σµ′µ. (3.1)

Ми пiдставляємо явний вигляд дiракiвських бiспiнорiв

u(p, µ) =

√
Ep +m

2m

(
|µ⟩

σ·p
Ep+m |µ⟩

)
, ū(p′, µ′) = u†(p′, µ′)γ0, (3.2)

та переписуємо матричний елемент ū(p′, µ′) Γu(p, µ) через двокомпонентнi
спiнори. Використовуючи блочну структуру γ-матриць у зображеннi Дiрака,
будь-який добуток (/p+m) природним чином дiє на цi бiспiнори, дозволяючи
виразити повну спiнорну структуру як оператор, що дiє у просторi Паулi.
Далi зауважимо, що будь-яка матриця 2× 2 у спiновому просторi може бути
розкладена за базисом {1,σ}, так що

ū(p′, µ′) Γu(p, µ) = ⟨µ′| [A(p′, p)1+B(p′, p) · σ] |µ⟩, (3.3)

що вiдтворює наведений вигляд. Можна знайти

A(p′, p) =
Tr
[
(/p′ +m)Γ(/p+m)(1 + γ0)

]
8m
√

(Ep′ +m)(Ep +m)
, (3.4)
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B(p′, p) =
Tr
[
(/p′ +m)Γ(/p+m)(1 + γ0)γγ5

]
8m
√

(Ep′ +m)(Ep +m)
, (3.5)

що дає

F1 =
(2π)3

em

AρBρ
2,i −BρAρ

2

Aρ
1B

ρ
2,i −Bρ

1,iA
ρ
2

, F2 =
2(2π)3

e

BρAρ
1 − AρBρ

1,i

Aρ
1B

ρ
2,i −Bρ

1,iA
ρ
2

. (3.6)

пiсля проєкцiї на фiксовану компоненту i. Точне виведення цих формул на-
ведено в Додатку Б.

3.2 Обчислення F1(q
2) та F2(q

2) у першому набли-
женнi

Розглянемо матричний елемент

jρ11(p
′µ′; pµ) =

em

(2π)3
ū(p′, µ′)γρu(p, µ). (3.7)

та визначимо для нього формфактори Дiрака та Паулi. Для цього будемо
використовувати стандартний розклад вершинної функцiї за незалежними
лоренц-коварiантними структурами

Γρ(p′, p) =
em

(2π)3

(
F1(q

2)γρ +
i

2m
F2(q

2)σρνqν

)
, q = p′ − p. (3.8)

У випадку струму jρ11 маємо

Γρ =
em

(2π)3
γρ. (3.9)

Почнемо з обчислення величин Aρ та Bρ
i для струму. Пiдставляючи (3.9) у

формулу (3.4), отримуємо

Aρ =
em

(2π)3
Tr
[
(/p′ +m)γρ(/p+m)

]
+ Tr

[
(/p′ +m)γρ(/p+m)γ0

]
8m
√

(Ep′ +m)(Ep +m)
. (3.10)

Тепер окремо обчислимо кожен слiд. Перший слiд має вигляд

T ρ
1 = Tr

[
(/p

′ +m)γρ(/p+m)
]
. (3.11)
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Розкриваючи дужки, одержуємо

T ρ
1 = Tr

[
/p
′γρ/p

]
+mTr

[
γρ/p
]
+mTr

[
/p
′γρ
]
+m2Tr[γρ]. (3.12)

Слiд непарної кiлькостi гамма-матриць дорiвнює нулю, тому

Tr
[
/p
′γρ/p

]
= 0, Tr[γρ] = 0. (3.13)

Отже,

T ρ
1 = mTr

[
γρ/p
]
+mTr

[
/p
′γρ
]
. (3.14)

Використовуючи тотожнiсть

Tr[γµγν] = 4gµν, (3.15)

одержуємо

Tr
[
γρ/p
]
= pµTr [γ

ργµ] = 4pρ, (3.16)

Tr
[
/p
′γρ
]
= p′µTr [γ

µγρ] = 4p′ρ. (3.17)

Таким чином,
T ρ
1 = 4m(pρ + p′ρ). (3.18)

Тепер перейдемо до другого слiду

T ρ
2 = Tr

[
(/p

′ +m)γρ(/p+m)γ0
]
. (3.19)

Розкриваючи дужки, маємо

T ρ
2 = Tr

[
/p
′γρ/pγ

0
]
+mTr

[
γρ/pγ

0
]
+mTr

[
/p
′γργ0

]
+m2Tr

[
γργ0

]
= Tr

[
/p
′γρ/pγ

0
]
+m2Tr

[
γργ0

]
.

(3.20)

На цьому етапi скористаємося стандартною формулою для слiду чотирьох
гамма-матриць

Tr[γαγβγγγδ] = 4
(
gαβgγδ − gαγgβδ + gαδgβγ

)
. (3.21)
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Використовуючи формулу (3.21), обчислимо перший доданок у виразi (3.20).
Маємо

Tr
[
/p
′γρ/pγ

0
]
= p′αpβ Tr

[
γαγργβγ0

]
= 4p′αpβ

(
gαρgβ0 − gαβgρ0 + gα0gρβ

)
= 4

(
p′ρp0 − (p′ · p)gρ0 + p′0pρ

)
.

(3.22)

Другий доданок у (3.20) легко обчислюється:

m2Tr[γργ0] = 4m2gρ0. (3.23)

Таким чином,

T ρ
2 = 4

(
p′ρp0 + p′0pρ − (p′ · p)gρ0 +m2gρ0

)
. (3.24)

Пiдставляючи результати (3.18) та (3.24) у формулу (3.10), одержуємо

Aρ =
em

(2π)3
m(pρ + p′ρ) +

(
p′ρp0 + p′0pρ − (p′ · p)gρ0 +m2gρ0

)
2m
√

(Ep′ +m)(Ep +m)
. (3.25)

Тепер перейдемо до обчислення величини Bρ
i . Вiдповiдно до (3.5),

Bρ
i =

em

(2π)3
Tr
[
(/p′ +m)γρ(/p+m)γiγ5

]
8m
√

(Ep′ +m)(Ep +m)

+
Tr
[
(/p′ +m)γρ(/p+m)γ0γiγ5

]
8m
√

(Ep′ +m)(Ep +m)
.

(3.26)

Позначимо

Xρ
i = Tr

[
(/p

′ +m)γρ(/p+m)γiγ5
]
, (3.27)

Y ρ
i = Tr

[
(/p

′ +m)γρ(/p+m)γ0γiγ5
]
. (3.28)

Тодi

Bρ
i =

em

(2π)3
Xρ

i + Y ρ
i

8m
√

(Ep′ +m)(Ep +m)
. (3.29)

Почнемо з величини Xρ
i . Розкриваючи дужки, маємо

Xρ
i = Tr

[
/p
′γρ/pγ

iγ5
]
+mTr

[
γρ/pγ

iγ5
]
+mTr

[
/p
′γργiγ5

]
+m2Tr

[
γργiγ5

]
. (3.30)
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Тут необхiдно врахувати важливу властивiсть: слiд ненульовий лише тодi,
коли разом iз γ5 присутнi рiвно чотири гамма-матрицi. Тому

Tr
[
γρ/pγ

iγ5
]
= 0, Tr

[
/p
′γργiγ5

]
= 0, Tr

[
γργiγ5

]
= 0. (3.31)

Отже,
Xρ

i = Tr
[
/p
′γρ/pγ

iγ5
]
. (3.32)

Використаємо стандартну тотожнiсть

Tr
[
γαγβγγγδγ5

]
= −4i εαβγδ. (3.33)

Тодi
Xρ

i = p′αpβ Tr
[
γαγργβγiγ5

]
= −4i p′αpβ ε

αρβi. (3.34)

Тепер перейдемо до величини Y ρ
i . Маємо

Y ρ
i = Tr

[
/p
′γρ/pγ

0γiγ5
]
+mTr

[
γρ/pγ

0γiγ5
]

+mTr
[
/p
′γργ0γiγ5

]
+m2Tr

[
γργ0γiγ5

]
= mTr

[
γρ/pγ

0γiγ5
]
+mTr

[
/p
′γργ0γiγ5

]
.

(3.35)

Для обчислення виразу (3.35) знову використаємо тотожнiсть (3.33). Тодi

Y ρ
i = −4im

(
pβε

ρβ0i + p′αε
αρ0i
)
. (3.36)

Тепер пiдставимо результати (3.34) та (3.36) у формулу (3.29). Одержуємо

Bρ
i = − em

(2π)3
i p′αpβε

αρβi + im
(
pβε

ρβ0i + p′αε
αρ0i
)

2m
√

(Ep′ +m)(Ep +m)
. (3.37)

Таким чином, для струму Γρ = em
(2π)3 γ

ρ ми повнiстю визначили коефiцiєнти
Aρ та Bρ

i ((3.25) та (3.37)). Тепер необхiдно окремо побудувати величини Aρ
1,

Aρ
2, B

ρ
1,i та Bρ

2,i, якi вiдповiдають двом незалежним лоренцовим структурам

Γρ
1 = γρ, Γρ

2 =
i

2m
σρνqν. (3.38)

Для першої структури все вже фактично обчислено. Оскiльки Γρ
1 = (2π)3

em Γρ,
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то безпосередньо маємо

Aρ
1 =

(2π)3

em
Aρ, (3.39)

Bρ
1,i =

(2π)3

em
Bρ

i . (3.40)

Тодi переходимо до другої незалежної структури. Нагадаємо означення

σρν =
i

2
[γρ, γν]. (3.41)

Тодi

Γρ
2 =

i

2m
· i
2
[γρ, γν]qν = − 1

4m
[γρ, γν]qν = − 1

4m
(γργν − γνγρ) qν. (3.42)

Тепер можемо перейти до обчислення

Aρ
2 = −

qνTr
[
(/p′ +m)(γργν − γνγρ)(/p+m)(1 + γ0)

]
32m2

√
(Ep′ +m)(Ep +m)

. (3.43)

Маємо
Aρ

2 = − qν

32m2
√
(Ep′ +m)(Ep +m)

(T ρν
a − T ρν

b ) , (3.44)

де

T ρν
a = Tr

[
(/p

′ +m)γργν(/p+m)(1 + γ0)
]
, (3.45)

T ρν
b = Tr

[
(/p

′ +m)γνγρ(/p+m)(1 + γ0)
]
. (3.46)

Спочатку обчислимо T ρν
a . Користуючись тими ж спiввiдношеннями, отриму-

ємо

T ρν
a = 4m2gρν + 4(p′ρpν − (p′ · p)gρν + p′νpρ)

+ 4m
[
gρν(p0 + p′0) + (p′ρ − pρ)gν0 + (pν − p′ν)gρ0

]
.

(3.47)

Тепер аналогiчно обчислимо T ρν
b . Замiною γργν → γνγρ одержуємо

T ρν
b = 4m2gρν + 4(p′νpρ − (p′ · p)gρν + p′ρpν)

+ 4m
[
gρν(p0 + p′0) + (p′ν − pν)gρ0 + (pρ − p′ρ)gν0

]
.

(3.48)
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Далi вiднiмемо (3.48) вiд (3.47). Всi симетричнi доданки скорочуються:

T ρν
a − T ρν

b = 8m
[
(p′ρ − pρ)gν0 − (p′ν − pν)gρ0

]
. (3.49)

Оскiльки qµ = p′µ − pµ, одержуємо

T ρν
a − T ρν

b = 8m
(
qρgν0 − qνgρ0

)
. (3.50)

Пiдставляючи це у (3.44), маємо

Aρ
2 = − 1

4m
√
(Ep′ +m)(Ep +m)

qν
(
qρgν0 − qνgρ0

)
. (3.51)

Виконуючи згортку за iндексом ν, остаточно отримуємо

Aρ
2 = − qρq0 − q2gρ0

4m
√
(Ep′ +m)(Ep +m)

. (3.52)

Тепер перейдемо до обчислення величини Bρ
2,i, яка вiдповiдає другiй не-

залежнiй лоренцовiй структурi. За означенням,

Bρ
2,i = −

qνTr
[
(/p′ +m)(γργν − γνγρ)(/p+m)(1 + γ0)γiγ5

]
32m2

√
(Ep′ +m)(Ep +m)

. (3.53)

Для зручностi введемо позначення

Zρνi
a = Tr

[
(/p

′ +m)γργν(/p+m)(1 + γ0)γiγ5
]
, (3.54)

Zρνi
b = Tr

[
(/p

′ +m)γνγρ(/p+m)(1 + γ0)γiγ5
]
. (3.55)

Тодi
Bρ

2,i = − qν

32m2
√

(Ep′ +m)(Ep +m)

(
Zρνi
a − Zρνi

b

)
. (3.56)
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Використовуючи формули для слiду добуткiв гамма-матриць знаходимо

Zρνi
a = 4i

[
p′ρpβε

νβ0i − p′νpβε
ρβ0i + (p′ · p)ερν0i − p′0pβε

ρνβi

+ p′ipβε
ρνβ0 + gρνp′αpβε

αβ0i − p′αp
ρεαν0i

+ gρ0p′αpβε
ανβi − gρip′αpβε

ανβ0 + p′αp
νεαρ0i

− gν0p′αpβε
αρβi + gνip′αpβε

αρβ0 + p0p′αε
αρνi

− pip′αε
αρν0 −m

(
pαε

ρναi + p′αε
αρνi
)
−m2ερν0i

]
.

(3.57)

Аналогiчно визначається величина Zρνi
b :

Zρνi
b = 4i

[
p′νpβε

ρβ0i − p′ρpβε
νβ0i + (p′ · p)ενρ0i − p′0pβε

νρβi

+ p′ipβε
νρβ0 + gνρp′αpβε

αβ0i − p′αp
νεαρ0i

+ gν0p′αpβε
αρβi − gνip′αpβε

αρβ0 + p′αp
ρεαν0i

− gρ0p′αpβε
ανβi + gρip′αpβε

ανβ0 + p0p′αε
ανρi

− pip′αε
ανρ0 −m

(
pαε

νραi + p′αε
ανρi
)
−m2ενρ0i

]
.

(3.58)

Тодi пiдставляючи в (3.56) та обчислюючи згортку з qν отримуємо

Bρ
2,i = −

ip′αpβ
[
(p′ρ + pρ)εαβ0i − 2mεραβi

]
4m2

√
(Ep′ +m)(Ep +m)

. (3.59)

Тепер виконаємо безпосередню пiдстановку отриманих результатiв у про-
єкцiйнi формули для формфакторiв. Нагадаємо, що

F1 =
(2π)3

em

AρBρ
2,i −Bρ

iA
ρ
2

Aρ
1B

ρ
2,i −Bρ

1,iA
ρ
2

(3.60)

та

F2 =
2(2π)3

e

Bρ
iA

ρ
1 − AρBρ

1,i

Aρ
1B

ρ
2,i −Bρ

1,iA
ρ
2

. (3.61)

Для струму Γρ = em
(2π)3 γ

ρ було встановлено, що

Aρ =
em

(2π)3
Aρ

1, Bρ
i =

em

(2π)3
Bρ

1,i. (3.62)
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Пiдставимо (3.62) у чисельник формули (3.60). Маємо

AρBρ
2,i −Bρ

iA
ρ
2 =

em

(2π)3
Aρ

1B
ρ
2,i −

em

(2π)3
Bρ

1,iA
ρ
2. (3.63)

Отже чисельник i знаменник у (3.60) повнiстю збiгаються. Тому

F1 =
Aρ

1B
ρ
2,i −Bρ

1,iA
ρ
2

Aρ
1B

ρ
2,i −Bρ

1,iA
ρ
2

= 1. (3.64)

Таким чином, формфактор Дiрака у першому наближеннi дорiвнює одиницi.
Тепер перейдемо до формфактора Паулi. Використовуючи (3.62), чисельник
у (3.61) набуває вигляду

Bρ
iA

ρ
1 − AρBρ

1,i =
em

(2π)3
Bρ

1,iA
ρ
1 −

em

(2π)3
Aρ

1B
ρ
1,i = 0. (3.65)

Отже, остаточний результат для струму має вигляд

F1(q
2) = 1, F2(q

2) = 0. (3.66)

Це повнiстю узгоджується з фiзичним змiстом квантової електродинамiки. У
першому наближеннi електрон взаємодiє як точкова частинка з одиничним
зарядом, що вiдображає безструктурнiсть вершинної функцiї на деревному
рiвнi. Ненульовий внесок у F2(q

2) виникає лише пiсля врахування радiацiйних
поправок, тобто однопетльових та вищих квантових внескiв. Знаходження
явного вигляду коефiцiєнтiв Aρ

1, A
ρ
2,B

ρ
1,B

ρ
2 не є необхiдним кроком в проце-

сi знаходження формфакторiв Дiрака та Паулi в першому наближеннi, але
без цього неможливо обiйтися при розрахунку радiацiйних поправок. Таким
чином, метод унiтарних одягаючих перетворень у першому наближеннi вiд-
творює вiдомий результат стандартної пертурбативної КЕД, пiдтверджуючи
внутрiшню узгодженiсть процедури одягання.
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ВИСНОВКИ

У данiй бакалаврськiй роботi було дослiджено метод унiтарних одягаючих
перетворень та його застосування до квантової електродинамiки для опису
електромагнiтної структури лептонiв. Основну увагу придiлено побудовi фор-
малiзму у зображеннi одягнених частинок та обчисленню електромагнiтних
формфакторiв електрона.

У першому роздiлi розглянуто концепцiю одягнених частинок на прикладi
моделi типу Юкави. Сформульовано вимоги до операторiв одягнених части-
нок, якi забезпечують вiдповiднiсть вакууму та одночастинкових станiв ново-
го зображення фiзичним станам взаємодiючої системи. Показано, що перехiд
вiд голих до одягнених операторiв може бути реалiзований за допомогою унi-
тарного перетворення. Детально проаналiзовано механiзм усунення так зва-
них „небажаних“ членiв гамiльтонiана, якi порушують фiзичну iнтерпретацiю
вакууму та одночастинкових станiв.

У другому роздiлi формалiзм унiтарних одягаючих перетворень було по-
ширено на квантову електродинамiку в кулонiвському калiбруваннi. Побу-
довано генератор одягаючого перетворення та отримано гамiльтонiан КЕД
у зображеннi одягнених частинок. Також було виведено оператор електро-
магнiтного струму Нетер у цьому зображеннi та проаналiзовано його опе-
раторну структуру. Показано, що для обчислення матричних елементiв мiж
одночастинковими станами достатньо враховувати лише певний клас опера-
торних внескiв, тодi як значна частина членiв струму не робить внеску через
властивостi вакууму та ортогональнiсть секторiв простору Фока.

У третьому роздiлi розроблено процедуру безпосереднього видiлення еле-
ктромагнiтних формфакторiв на основi розкладу за базисом матриць Паулi.
Отримано проєкцiйнi формули для формфакторiв Дiрака та Паулi, якi до-
зволяють визначати їх безпосередньо з матричних елементiв струму. У пер-
шому наближеннi виконано обчислення формфакторiв одягненого електрона
та встановлено, що

F1(q
2) = 1, F2(q

2) = 0.

Отриманi результати повнiстю узгоджуються з фiзичним змiстом квантової
електродинамiки, оскiльки в найнижчому порядку теорiї електрон поводи-
ться як точкова частинка iз зарядом e, а аномальний магнiтний момент, що
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визначається формфактором F2, виникає лише пiсля врахування радiацiйних
поправок вищих порядкiв.

Таким чином, у роботi продемонстровано, що метод унiтарних одягаючих
перетворень може бути успiшно застосований до задач квантової електроди-
намiки. Отриманi результати пiдтверджують внутрiшню узгодженiсть фор-
малiзму та створюють основу для подальших дослiджень електромагнiтних
характеристик одягнених частинок з урахуванням радiацiйних поправок ви-
щих порядкiв, а також для можливого поширення даного пiдходу на скла-
днiшi квантовi теорiї поля.
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ДОДАТОК A

Генератор першого одягаючого перетворення W = expR визначається з
умови

[R,HF ] + V = 0. (A.1)

Для зручностi введемо позначення

V k(p′µ′, pµ) ≡

(
V k
11(p

′µ′, pµ) V k
12(p

′µ′, pµ)

V k
21(p

′µ′, pµ) V k
22(p

′µ′, pµ)

)
= i

g

(2π)3/2
m√

2k0p0p′0

× δ(k+ p− p′)

(
ū(p′µ′)γ5u(pµ) ū(p′µ′)γ5v(p−µ)

v̄(p′−µ
′)γ5u(pµ) v̄(p′−µ

′)γ5v(p−µ)

)
.

(A.2)

Антiермiтовий оператор R має мати вигляд R = R−R† з R заданим у рiв-
няннi (1.27). Комутатор [R,HF ] обраховується за допомогою спiввiдношень
комутацiї (1.6) та (1.7). Таким чином ми отримуємо рiвняння для коефiцiєнтiв
Rk

ij з рiвняння (1.27):

Rk
11(p

′µ′, pµ) =
V k
11(p

′µ′, pµ)

p′0 − p0 − k0
,

Rk
12(p

′µ′, pµ) =
V k
12(p

′µ′, pµ)

p′0 + p0 − k0
,

Rk
21(p

′µ′, pµ) =
V k
21(p

′µ′, pµ)

−p′0 − p0 − k0
,

Rk
22(p

′µ′, pµ) =
V k
22(p

′µ′, pµ)

−p′0 + p0 − k0
.

(A.3)

Рiвняння (A.3) дiйснi лише тодi, коли знаменники в правiй частинi не дорiв-
нюють нулю (помiтимо, що k + p − p′ = 0 випливає з (A.2)). Це вiрно при
умовi mm < 2mf . Фiзичний сенс цiєї умови було розглянуто у пiдроздiлi 1.4.

ДОДАТОК Б

Для видiлення коефiцiєнтiв A та B ми використовуємо проєкцiйнi тото-
жностi у спiновому просторi. Взяття слiду за спiновими iндексами усуває
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матрицi Паулi завдяки спiввiдношенню Tr σi = 0, що дає

A(p′, p) =
1

2

∑
µ

ū(p′, µ) Γu(p, µ). (Б.1)

Використовуючи повноту спiнорiв Дiрака,

∑
µ

u(p, µ)ū(p, µ) =
/p+m

2m
, (Б.2)

i аналогiчно для p′, просумований вираз набуває вигляду∑
µ

ū(p′, µ′) Γu(p, µ)

=
1

2m
√

(Ep′ +m)(Ep +m)
Tr

[
(/p

′ +m) Γ (/p+m)
1 + γ0

2

]
.

(Б.3)

Проєктор (1+γ0)/2 виникає при виборi компонент додатної енергiї, узгодже-
них з обраним нормуванням спiнорiв, тодi як множник 1/2m

×
√

(Ep′ +m)(Ep +m) з’являється внаслiдок нормування бiспiнорiв. Розв’я-
зуючи вiдносно A(p′, p), отримуємо

A(p′, p) =
Tr
[
(/p′ +m)Γ(/p+m)(1 + γ0)

]
8m
√

(Ep′ +m)(Ep +m)
. (Б.4)

Щоб видiлити B, ми множимо початковий розклад на σi та беремо слiд. У
системi спокою оператор спiну подається через γiγ5, i ця iдентифiкацiя зали-
шається справедливою у коварiантнiй формi. Використовуючи це, знаходимо,
що∑

µ,µ′

ū(p′, µ′) Γu(p, µ) (σi)µµ′

=
1

2m
√

(Ep′ +m)(Ep +m)
Tr

[
(/p

′ +m)Γ(/p+m)
1 + γ0

2
γiγ5

]
.

(Б.5)

Порiвнюючи з розкладом у просторi Паулi та використовуючи ортогональ-
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нiсть σi, векторний коефiцiєнт визначається як

B(p′, p) =
Tr
[
(/p′ +m)Γ(/p+m)(1 + γ0)γγ5

]
8m
√

(Ep′ +m)(Ep +m)
. (Б.6)

Тепер застосуємо цей загальний результат до рiвняння (2.24) та отримаємо

em

(2π)3
F1 ū(p

′, µ′)γρu(p, µ) +
eF2

2(2π)3
ū(p′, µ′) iσρνqν u(p, µ)

= Aρ δµ′µ +Bρ · σµ′µ.

(Б.7)

Кожен доданок допускає власний розклад за матрицями Паулi,

ū(p′, µ′)γρu(p, µ) = Aρ
1 δµ′µ +Bρ

1 · σµ′µ, (Б.8)

ū(p′, µ′) iσρνqν u(p, µ) = Aρ
2 δµ′µ +Bρ

2 · σµ′µ. (Б.9)

Тодi

Aρ =
em

(2π)3
F1A

ρ
1 +

eF2

2(2π)3
Aρ

2, Bρ =
em

(2π)3
F1B

ρ
1 +

eF2

2(2π)3
Bρ

2. (Б.10)

Проєктуючи на фiксовану компоненту i, отримуємо лiнiйну систему,

Aρ =
em

(2π)3
F1A

ρ
1 +

eF2

2(2π)3
Aρ

2, Bρ
i =

em

(2π)3
F1B

ρ
1,i +

eF2

2(2π)3
Bρ

2,i, (Б.11)

з якої випливає

F1 =
(2π)3

em

AρBρ
2,i −Bρ

iA
ρ
2

Aρ
1B

ρ
2,i −Bρ

1,iA
ρ
2

, F2 =
2(2π)3

e

Bρ
iA

ρ
1 − AρBρ

1,i

Aρ
1B

ρ
2,i −Bρ

1,iA
ρ
2

. (Б.12)


	ВСТУП
	РОЗДІЛ 1 Одягнені частинки в квантовій теорії поля
	1.1 Оператори та стани одягнених частинок
	1.2 Голі частинки з фізичними масами
	1.3 Унітарні одягаючі перетворення
	1.4 Усунення „небажаних“ членів

	РОЗДІЛ 2 КЕД у зображенні одягнених частинок
	2.1 Основні означення та необхідні відомості
	2.2 Гамільтоніан КЕД у кулонівському калібруванні
	2.3 Формфактори та струм Нетер
	2.4 Аналіз членів оператора струму, що зникають в одночастинковому секторі

	РОЗДІЛ 3  Обчислення електромагнітних формфакторів електрона
	3.1 Розклад за базисом матриць Паулі
	3.2 Обчислення F1(q2) та F2(q2) у першому наближенні

	ВИСНОВКИ
	СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ
	ДОДАТОК A
	ДОДАТОК Б

