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1 Лiнiйнi функцiонали та форми

1.1 Двоїстий (спряжений) простiр — простiр лiнiйних функцiо-
налiв та лiнiйних форм.

Вважаємо, що є лiнiйний простiр 𝑉 над полем 𝐹 . Будемо на-
зивати його первiсним, початкови, заданим. Коли простiр 𝑉

скiнченновимiрний, то вважаємо, що його вiмiрнiсть дорiвнює
𝑛.

Означення 1.1 Вiдображення 𝑓 : 𝑉 → 𝐹 називають фун-
кцiоналом, функцiонал називається лiнiйним, якщо вiн ади-
тивний

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉 ⇒ 𝑓 (𝑎 + 𝑏) = 𝑓 (𝑎) + 𝑓 (𝑏),

i однорiдний
𝑎 ∈ 𝑉, 𝜆 ∈ 𝐹 ⇒ (𝜆𝑎) = 𝜆𝑓 (𝑎).

Для прикладу, похiдна в точцi 0 є лiнiйним функцiоналом у
лiнiйному просторi функцiй, що мають похiднi будь-якого по-
рядку в точцi 0. Вiдображення, яке ставить у вiдповiднiсть ко-
жному вектору число 0 також є лiнiйним функцiоналом, його
називють нульовим i позначають 0.

Позначимо множину лiнiйних функцiоналiв на лiнiйному про-
сторi 𝑉 над полем 𝐹 через 𝑉 *. На непорожнiй множинi 𝑉 *

введемо операцiю додавання лiнiйних функцiоналiв: для 𝑓, 𝑔 ∈
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𝑉 *, 𝑥 ∈ 𝑉

(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑥),

а також введемо множення функцiонала на число: для 𝑓 ∈
𝑉 *, 𝜆 ∈ 𝐹, 𝑥 ∈ 𝑉

(𝜆𝑓 )(𝑥) = 𝜆𝑓 (𝑥).

Теорема 1.1 Множина 𝑉 * разом iз введеним додаванням фун-
кцiоналiв та множенням функцiоналiв на числа є лiнiйним
простором. Цей простiр називають спряженим (або дуаль-
ним чи двоїстим) до 𝑉 i позначають 𝑉 *.

Доведення. Технiчну перевiрку коректностi визнчення су-
ми лiнiйних функцiоналiв, множення лiнiйного функцiонала на
число i того, що разом iз введеними операцiями 𝑉 * утворює
лiнiйний простiр, оминемо — як приклад такої технiчної пере-
рвiрки наведемо перевiрку того, що сума лiнiних функцiоналiв
адативна. Незай 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑉 *, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 .

(𝑓 +𝑔)(𝑥+𝑦) = 𝑓 (𝑥+𝑦)+𝑔(𝑥+𝑦) = 𝑓 (𝑥)+𝑔(𝑥)+𝑓 (𝑦)+𝑔(𝑦) =

= (𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦)) + (𝑔(𝑥) + 𝑔(𝑦)) = 𝑓 (𝑥 + 𝑦) + 𝑔(𝑥 + 𝑦).

Лiнiйнi функцiонали на скiнченновимiрних просторах зада-
ють лiнiйними формами i, навпаки, кожна лiнiйна форма задає
лiнiйний функцiонал на просторi вiдповiдної вмврностi, якщо в
цьому просторi вибраний базис.

Означення 1.2 Вирази вигляду

𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + . . . + 𝑎𝑛𝑥𝑛 𝑛 ≥ 1,
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де коефiцiєнти 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐹 сталi числа, а 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛
— змiннi, називають лiнiйними формами (вiд 𝑛 змiнних).

Прикладами лiнiйних форм є 2𝑥1 − 3𝑥2,
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖. Окремим
випадком лiнiйної форми є нульова форма — всi коефiцiєнти
нульової форми дорiвнюють нулю.

Лiнiйнi форми можна додавати
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑥𝑖 +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝑥𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖)𝑥𝑖,

i множити на число

𝜆
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑥𝑖 =
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝜆𝑎𝑖)𝑥𝑖.

Якщо на лiнiйному просторi 𝑉 вимiрностi 𝑛 з базисом 𝑒𝑖, 𝑖 =

1, 2, . . . , 𝑛 є лiнiйний функцiонал 𝑓 : 𝐿 → 𝐹 , то для 𝑥 ∈
𝐿, 𝑥 =

∑︀
𝑥𝑖𝑒𝑖 значення 𝑓 (𝑥) можна обчислити наступним чи-

ном:

𝑓 (𝑥) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑓 (𝑒𝑖) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑥𝑖, 𝑎𝑖 = 𝑓 (𝑒𝑖).

Таким чином, значення функцiонала 𝑓 на векторах обчислю-
ється за допомогою лiнiйної форми. I навпаки, коли заданий
набiр чисел 𝑎𝑖 ∈ 𝐹, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, то визначаємо 𝑓 (𝑒𝑖) = 𝑎𝑖 i
𝑓 (𝑥) =

∑︀
𝑥𝑖𝑎𝑖, тобто за лiнiйною формою ми можeмо побуду-

вати лiнiйний функцiонал. Але це вiдбувається виключно за на-
явностi базиса. Вiдповiднiсть мiж формами та функцiоналами
канонiчна (всiм єдиним чином зрозумiла, природна) за наявно-
стi базиса i узгоджена з операцiями додавання та множення на
числа. Отже лiнiйнi простори лiнiйних функцiоналiв i лiнiйних
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форм канонiчно iзоморфнi. Наявнiсть канонiчного iзоморфiзму
дозволяє називати i той i другий простiр спряженим до зада-
ного лiнiйного постоору.

Зауважимо, що одному i тому ж функцiоналу (в рiзних ба-
зисах) можуть вiдповдати разнi лiнiйнi форми, а однiй лiнiйнiй
формi в рiзних базисах можуть вiдповiдати рiзнi лiнiйнi фун-
кцiонали.

Для прикладу розглянемо лiнiйний простiр многочленiв 𝑥(𝑡)

вiд 𝑡 степеня не вище 3 i в ньому лiнiйний функцiонал 𝑓 знахо-
дження похiдної в точцi 1:

𝑥(𝑡) → 𝑓 (𝑥(𝑡)) = 𝑥′(1).

Якщо у вибраному просторi многочленiв видiлити базис 1, 𝑡, 𝑡2, 𝑡3,
то кожен многочлен записується у виглядi

𝑥(𝑡) = 𝑥1 + 𝑥2𝑡 + 𝑥3𝑡
2 + 𝑥4𝑡

3, 𝑥′(𝑡) = 𝑥2 + 2𝑥3 + 3𝑥4

i функцiонал 𝑓 задається формою

𝑓 (𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥3 + 3𝑥4.

Якщо у вибраному лiнiйному просторi вибрати базис 1, 𝑡, 𝑡(𝑡 +

1), 𝑡(𝑡 + 1)(𝑡 + 2), то

𝑥(𝑡) = 𝑥1+𝑥2𝑡+𝑥3𝑡(𝑡+1)+𝑥4𝑡(𝑡+1)(𝑡+2), 𝑥′(𝑡) = 𝑥2+3𝑥3+11𝑥4

i функцiонал 𝑓 задається формою

𝑓 (𝑥) = 𝑥2 + 3𝑥3 + 11𝑥4.

Приклад Нехай є 5-вимiрний лiнiйний простiр 𝑉 над полем
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дiйсних чисел, його елементами є вектори

𝑥 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑧5 ∈ 𝑅.

Спряжений простiр також 5-вимiрний, його елементами є лiнiй-
нi функцiонали, що заданi лiнiйними формами

𝑓 (𝑥) = 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + 𝑎3𝑥3 + 𝑎4𝑥4 + 𝑎5𝑥5. 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5 ∈ 𝑅.

(1)
Розглянемо лiнiйний пiдпростiр 𝐴 ⊂ 𝑉 з базисом

𝑢1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2

1

0

3

3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑢2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−1

0

4

5

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Знайдемо пiдпростiр 𝐴* = 𝐵 ⊆ 𝑉 *, таких лiнiйних функцiона-
лiв 𝑓 ∈ 𝑉 *, що 𝑓 (𝑥) = 0 для будь-якого вектора 𝑥 ∈ 𝐴.

Оскiiльки

(∀𝑥 ∈ 𝐴)𝑓 (𝑥) = 0 ⇔ 𝑓 (𝑢1) = 𝑓 (𝑢2) = 0,

то для знаходження лiнiйних форм iз 𝐵 маємо однорiдну си-
стему рiвнянь {︂

2𝑎1 + 𝑎2 + 3𝑎4 + 3𝑎5 = 0,

−𝑎1 + 4𝑎3 + 5𝑎4 + 𝑎5 = 0.
(2)
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Розв’язування починаємо iз запису матрицi системи:

𝑀 =

(︂
2 1 0 3 3

−1 0 4 5 1

)︂
.

Далi методом Гауса проводимо матрицю 𝑀 до спрощеного ви-
гляду

𝑀 ∼
(︂

0 1 8 13 5

−1 0 4 5 1

)︂
∼
(︂

−1 0 4 5 1

0 1 8 13 5

)︂
∼
(︂

1 0 −4 −5 −1

0 1 8 13 5

)︂
Тут перший перехiд — до першого рядка додали другий, по-
множений на 2; другий перехiд — помiняли мiсцями перший i
другий рядок; третiй перехiд — перший рядок помножили на
(-1). За одержаною матрицею у спрощеному виглядi пишемо
систему рiвнянь (що рiносильна системi (2):{︂

𝑎1 − 4𝑎3 − 5𝑎4 − 𝑎5 = 0,

𝑎2 + 8𝑎3 + 13𝑎4 + 5𝑎5 = 0.
(3)

Роздiляємо змiннi на основнi (𝑎1, 𝑎2) i вiльнi (𝑎3, 𝑎4, 𝑎5), перено-
симо доданки iз вiльними змiнними направо{︂

𝑎1 = 4𝑎3 + 5𝑎4 + 𝑎5,

𝑎2 = −8𝑎3 − 13𝑎4 − 5𝑎5.
(4)

Складаємо табличку для знаходження базисних векторiв про-
стору розв’язкiв, в нiй замiсть вiльних змiнних ставимо (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)
(гарантуємо лiнiйну незалежнiсть i повноту знайденої сукупно-

9



стi розв’зкiв):
𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5

𝑓1 4 −8 1 0 0

𝑓2 5 −13 0 1 0

𝑓3 1 −5 0 0 1

Записуємо вiдповiдь: базисними формами лiнiйного простору
𝐵 є

𝑓1 = 4𝑥1 − 8𝑥2 + 𝑥3,

𝑓2 = 5𝑥1 − 13𝑥2 + 𝑥4,

𝑓3 = 𝑥1 − 5𝑥2 + 𝑥5,

лiнiйний пiдпростiр 𝐴 є простором всiх розв’язкiв системи⎧⎨⎩
4𝑥1 − 8𝑥2 + 𝑥3 = 0,

5𝑥1 − 13𝑥2 + 𝑥4 = 0,

𝑥1 − 5𝑥2 + 𝑥5 = 0.

1.2 Дуальний (спряжений) базис у просторi лiнiйних функцiо-
налiв i у просторi лiнiйних форм.

Теорема 1.2 (про вимiрнiсть спряженого простору) Спряжений
простiр має ту ж вимiрнiсть, що i заданий лiнiйний простiр.

Доведення. Припустимо, що заданий лiнiйний простiр 𝑛−вимiрний
i має базис 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛. Будуємо функцiонали 𝑓1, 𝑓2, . . . 𝑓𝑛 так,
що

𝑓𝑖(𝑒𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 =

{︂
1, 𝑖 = 𝑗

0, 𝑖 ̸= 𝑗.
(5)

Побудованi функцiонали задаються формами: для 𝑥 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖𝑒𝑖

𝑓𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. (6)
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Для доведення теореми досить переконатися, що побудованi
функцiонали утворюють повну лiнiйно незалежну систему.

Оскiльки для будь-якого функцiоналу 𝑓

𝑓 (𝑥) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓 (𝑒𝑖)𝑥𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓 (𝑒𝑖)𝑓𝑖(𝑥) =

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓 (𝑒𝑖)𝑓𝑖

)︃
𝑥

то система 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 повна.
Перевiряємо лiнiйну незалежнiсть функцiоналiв 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛. Ви-

беремо лiнiйну комбiнацiю, що дорiвнює нулю 𝑎1𝑓1+𝑎2𝑓2+ . . .+

𝑎𝑛𝑓𝑛 = 0. Застосуємо цю лiнiйну комбiнацiю до вектора 𝑒1:

0 = (𝑎1𝑓1 + 𝑎2𝑓2 + . . . + 𝑎𝑛𝑓𝑛)(𝑒1) = 𝑎1.

Одержали рiвнiсть 𝑎1 = 0. Подiбним чином переконуємося в
тому, що i решта коефiцiєнтiв 𝑎2, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑛 дорiвнюють нулю.

Теорема доведена.

Означення 1.3 Якщо в лiнiйному просторi 𝑉 є базис 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛,
то базис (5) називають дуальним (або двоїстим , чи спряже-
ним) базисом у просторi функцiоналiв, а а базис (6) називають
дуальним базисом у просторi форм.

Нехай, для прикладу, маємо три лiнiйнi форми вiд 3-х змiн-
них

𝑓1 = 𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3, 𝑓2 = −𝑥2 + 𝑥3, 𝑓3 = −2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3

i вектор 𝑎 =

⎛⎝ 5

1

1

⎞⎠ Тодi

𝑓1(𝑎) = 5+2−1 = 6, 𝑓2(𝑎) = 1−1 = 0, 𝑓3(𝑎) = −10+1+1 = 8.
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Форми 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 в спряженому базисi мають координати

𝑓1 = (1, 2,−1), 𝑓2 = (0,−1, 1), 𝑓3 = (−2, 1, 1).

Застосування лiнiйного функцiонала, що заданий формою, до
вектора називають згорткою. Щоб одержати згортку, рядок ко-
ординат форми (лiвий множник) множать на стовпчик коорди-
нат вектора (правий множник). В нашому прикладi

𝑓1(𝑎) = (1, 2,−1)

⎛⎝ 5

1

1

⎞⎠ = 6, 𝑓2(𝑎) = (0,−1, 1)

⎛⎝ 5

1

1

⎞⎠ = 0,

𝑓3(𝑎) = (−2, 1, 1)

⎛⎝ 5

1

1

⎞⎠ = −8.

Теорема 1.3 (про вiдповiднiсть мiж пiдпросторами простору та спряженого простору)
Нехай маємо лiнiйний простiр 𝑉 , dim𝑉 = 𝑛 над деяким полем
𝐹 i 𝑉 * спряжений до 𝑉 простiр лiнiйних функцiоналiв. Мiж
пiдпросторами

𝐿 ⊆ 𝑉, 𝑀 ⊆ 𝑉 *

iснує природна (канонiчна) взаємно однозначна вiдповiднiсть,
яка встановлюється правилами

𝑎 ∈ 𝐿 ⇔ ∀𝑓 ∈ 𝑀 𝑓 (𝑎) = 0, (7)

𝑓 ∈ 𝑀 ⇔ ∀𝑎 ∈ 𝐿𝑓 (𝑎) = 0. (8)

Доведення. Нехай є пiдпростiр 𝐿 ⊆ 𝑉 простору 𝑉 вимiр-
ностi dim𝐿 = 𝑛. Побудуємо пiдпростiр 𝑀 ⊆ 𝑉 * за допомогою
умови (8). Далi побудуємо пiдпростiр 𝐿1 за допомогою умови

𝑎 ∈ 𝐿1 ⇔ ∀𝑓 ∈ 𝑀 𝑓 (𝑎) = 0, (9)
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Доведення теореми буде завершене, коли ми переконаємося, що
𝐿1 = 𝐿.

У просторi 𝑉 вибираємо певний базис, i у просторi 𝑉 * ви-
бирається дуальний базис. Простiр 𝑉 * стає простором лiнiйних
форм. Вибираємо в 𝐿 будь-який базис 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑟. Умова (8)
перепишеться у виглядi

𝑓 ∈ 𝑀 ⇔ 𝑓 (𝑒1) = 𝑓 (𝑒2) = . . . = 𝑓 (𝑒𝑟) = 0. (10)

Права частина еквваленцiї (рiвносильностi) (10) є системою 𝑟

незалежних лiнiйних однорiдних рiвнянь для знаходження лi-
нiйної форми 𝑓 . Вважаємо вiдоми, що простiр розв’язкiв такої
системи має вимiрнiсть 𝑛− 𝑟, тобто

dim𝑀 = 𝑛− 𝑟.

Виберемо в 𝑀 базис 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛−𝑟 i перепишемо умову (9) у
виглядi

𝑥 ∈ 𝐿1 ⇔ 𝑓1(𝑥) = 𝑓2(𝑥) = . . . = 𝑓𝑛−𝑟(𝑥) = 0, (11)

тобто 𝐿1 є лiнiйним простром розв’язкiв системи лiнiйних одно-
рiдних рвнянь 𝑓1(𝑥) = 𝑓2(𝑥) = . . . = 𝑓𝑛−𝑟(𝑥) = 0. Тому

dim𝐿1 = 𝑛− (𝑛− 𝑟) = 𝑟.

За побудовою пiдпростору 𝑀 бачимо, що 𝐿 ⊆ 𝐿1. Але оскiльки
dim𝐿 = dim𝐿1, то 𝐿 = 𝐿1.

Теорема доведена.

Безпосреднiм наслiдком доевденої теореми є
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Теорема 1.4 (про задання пiдпростору системою лiнiйнх однорiднх рiвнянь)
Нехай 𝐹 𝑛 𝑛−вимiрний лiнiйний простiр матриць-стовпчикiв
над полем 𝐹 . Тодi для кожного лiнiйного пiдпростору 𝐿 ⊆ 𝐹 𝑛

iснує система лiнiйних однорiдних рiвнянь, для якої 𝐿 є про-
стором розв’язкiв.

Для прикладу, нехай потрiбно знайти систему лiнiйних одно-
рiдних рвнянь, для якої вектори 𝑒1 = (−1, 0, 3), 𝑒2 = (2, 2,−1)

є базисом простору розв’язкiв.
Шукаємо всi лiнiйнi форми 𝑓 (𝑥) = 𝑎1𝑥1+𝑎2𝑥2+𝑎3𝑥3 такi, що

𝑓 (𝑒1) = 𝑓 (𝑒2) = 0, тобто{︃
−𝑎1 + 3𝑎3 =0,

2𝑎1 + 2𝑎2 − 𝑎3 =0.

Шукаємо базис простору розв’язкiв одержаної системи{︃
𝑎1 =3𝑎3,

2𝑎2 =5𝑎3.

Оскiльки вiльна змiнна 𝑎3 одна, то простiр розв’язкiв однови-
мiрний, взявши 𝑎3 = 2 одержуємо 𝑎1 = 6, 𝑎2 = 5, i один вектор
𝑓1 потрiбного базису має вигляд 𝑓1(𝑥) = 6𝑥1 + 5𝑥2 + 2𝑥3 = 0.

1.3 Змiна координат лiнiйного функцiонала при змiнi базису в
основному лiнiйному просторi.

Вибравши базис 𝑒1, 𝑒2, . . . 𝑒𝑛 в лiнiйному просторi 𝑉 ми для ко-
жного лiнiйного функцiонала 𝑓 : 𝑉 → 𝐹 одержуємо задання

𝑓 (𝑥) = 𝑓

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑒𝑖

)︃
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓 (𝑒𝑖)𝑥𝑖,
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де числа 𝑓 (𝑒1), 𝑓 (𝑒2), . . . , 𝑓 (𝑒𝑛) є координатами функцiонала 𝑓

у дуальному базисi спряженого простору.

Теорема 1.5 Нехай у лiнiйному просторi 𝑉 є два базиси: ста-
рий базис 𝑒1, 𝑒2, . . . 𝑒𝑛 i новий базис 𝑢1, 𝑢2, . . . 𝑢𝑛. Лiнiйний фун-
кцiонал 𝑓 ∈ 𝑉 * одержує два набори координат: 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛
в базисi, що спряжений до старого, i 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛 в базисi, що
спряжений до нового. Якщо 𝐶 — матриця переходу вiд ста-
рого базиса до нового, то

(𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛) = (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛)𝐶, (12)

або стисло, позначивши 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛), 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛),

𝑏 = 𝑎𝐶. (13)

Доведення. Твердження теореми випливає з того, що для 𝑖 =

1, 2, . . . , 𝑛

𝑏𝑖 = 𝑓 (𝑢𝑖) = 𝑓

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝑖𝑒𝑖

⎞⎠ =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝑖𝑓 (𝑒𝑗) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑐𝑗𝑖.

Якщо записати означення матрицi переходу вiд старого ба-
зиса до нового у виглядi

(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛) = (𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛)𝐶, (14)

i порiвняти iз змiною координат лiнiйного функцiонала (12),
то побачимо, що вони змiнюються однаково або, як кажуть,
коварiантно.
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2 Скалярний добуток

2.1 Скалярний добуток на дiйснiй площинi та в тривимiрному
дiйсному просторi

Скалярний добуток векторiв вводиться в дiйсному просторi до-
вiльної вимiрностi, а в дiйснiй площинi (двовимiрному просторi)
та у просторi (тривимiрному дiйсному просторi) — це окремi ви-
падки. Але зважаючи на особливу практичну важливiсть дво-
вимiрного та тривимiрного випадку, зупинимося та них окремо,
тобто розглядаємо скалярний добуток на множинi колiнеарних
векторiв R1 , на множинi компланарних векторiв R2 i на мно-
жинi всiх вiльних векторiв R3 дiйсного тривимiрного простору.

Означення 2.1 Скалярним добутком (𝑎, 𝑏) векторiв називає-
ться добуток довжин цих векторiв на косинус кута мiж про-
менями, що заданi векторами, тобто

(𝑎, 𝑏) = |𝑎| · |𝑏| · cos𝜙, (15)

де 𝜙 — кут мiж додатнiми напрямами осей, що заданi векто-
рами 𝑎, 𝑏.

В якому напрямку обчислюється кут — вiд першого вектора
до другого, чи вiд другого до першого, не має значення, оскiль-
ки

cos𝜙 = cos(−𝜙).

Теорема 2.1 Позначимо через 𝑎, 𝑎1, 𝑎2, 𝑏, 𝑏1, 𝑏2 довiльнi векто-
ри iз R1, чи iз R2, чи iз R3. , а через 𝜆, 𝜇 довiльнi числа. Ска-
лярний добуток є
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∙ позитивним, тобто 𝑎 ̸= 0 ⇒ (𝑎, 𝑎) > 0;

∙ симетричним, тобто (𝑎, 𝑏) = (𝑏, 𝑎);

∙ бiлiнiйним, тобто (𝜆𝑎1+𝜇𝑎2, 𝑏) = 𝜆(𝑎1, 𝑏)+𝜇(𝑎2, 𝑏), (𝑎, 𝜆𝑏1+

𝜇𝑏2) = 𝜆(𝑎, 𝑏1) + 𝜇(𝑎, 𝑏2),

функцiоналом в R1, R2, R3.

Доведення. Позитивiнсть випливає з того, що квадрат дов-
жини вектора завжди невiд’ємне число i дорiвнює нулю лише
в одному випадку, коли вектор дорiвнює нулю.

Симетричнiсть впливає з того, що кут мiж позитивними на-
прямками осей не залежить вiд того, яка вiсь названа першою,
а яка другою.

Перейдемо до перевiрки бiлiнiйностi.

Лема 2.1 В прямокутнiй системi координат скалярний добу-
ток векторiв 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2), 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2) можна обчислювати за
формулою

(𝑎, 𝑏) = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2. (16)

Доведення. Позначимо через 𝜙1, 𝜙2 кут мiж вiссю 𝑂𝑋 та, вiд-
повiдно, векторами 𝑎, 𝑏, а через 𝜙 кут мiж самими векторами
𝑎, 𝑏. Тодi

cos𝜙 = 𝑐𝑜𝑠(𝜙1 − 𝜙2) = cos𝜙1 cos𝜙2 + sin𝜙1 sin𝜙2. (17)

За означенням координат вектора

𝑎1 = |𝑎| cos𝜙1, 𝑎2 = |𝑎| sin𝜙1, 𝑏1 = |𝑏| cos𝜙2, 𝑏2 = |𝑏| sin𝜙2,
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вiдповiдно
𝑎1
|𝑎|

= cos𝜙1,
𝑎2
|𝑎|

= sin𝜙1,
𝑏1
|𝑏|

= cos𝜙2,
𝑏2
|𝑏|

= sin𝜙2.

Пiдставимо одержанi формули для косинусiв кутiв в (17):

cos𝜙 =
𝑎1
|𝑎|

· 𝑏1
|𝑏|

+
𝑎2
|𝑎|

· 𝑏2
|𝑏|

.

Тому

(𝑎, 𝑏) = |𝑎| · |𝑏| ·cos𝜙 = |𝑎| · |𝑏| ·
(︂
𝑎1
|𝑎|

· 𝑏1
|𝑏|

+
𝑎2
|𝑎|

· 𝑏2
|𝑏|

)︂
= 𝑎1𝑏1+𝑎2𝑏2.

Лема доведена.

Формула (16) дозволяє перевiрити лiнiйнiсть склярного до-
бутку за першим аргументом, тобто

(𝜆𝑎1 + 𝜇𝑎2, 𝑏) = 𝜆(𝑎1, 𝑏) + 𝜇(𝑎2, 𝑏), (18)

в прямокутнiй системi координат. Дiйсно, нехай маємо вектори

𝑎′ = (𝑎′1, 𝑎
′
2), 𝑎

′′ = (𝑎′′1, 𝑎
′′
2), 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2), 𝑎 = 𝜆𝑎′ + 𝜇𝑎′′, (𝜆, 𝜇 ∈ R).

Тодi

(𝑎, 𝑏) = (𝜆𝑎′1+𝜇𝑎
′′
1)𝑏1+(𝜆𝑎

′
2+𝜇𝑎

′′
2)𝑏2 = 𝜆𝑎′1𝑏1+𝜇𝑎

′′
1𝑏1+𝜇𝑎

′′
2𝑏2+𝜆𝑎

′
2𝑏2 =

𝜆(𝑎′1𝑏1 + 𝑎′2𝑏2) + 𝜇(𝑎′′1𝑏1 + 𝑎′′2𝑏2) = 𝜆(𝑎′, 𝑏) + 𝜇(𝑎′′, 𝑏).

Формула (18) i, таким чином, лiнiйнiсть скалярного добутку за
обома аргументами (бiлiнiйнiсть) перевiрена. Перевiрка вiдбу-
лася в прямокутнiй системi координат, але це не суттєво, оскiль-
ки скалярний добуток визначений безвiдносно до системи ко-
ординат.
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Перевiримо бiлiнiйнiсть скалярного добутку (𝑎, 𝑏) в триви-
мiрному дiйсному просторi. Як i ранiше, враховуючи симетри-
чнiсть скалярного добутку, перевiряємо лiнiйнiсть лише за одним
аргументом, за першим, коли другий множник 𝑏 сталий, не змi-
нюється. Лiнiйнiсть за першим аргементом очевидна, коли ве-
ктор 𝑏 дорiвнює нулю, всi скалярнi добутки на нульовий вектор
є нулями. Тому обмежимося лише випадком, коли 𝑏 ̸= 0. Для
довдення виберемо прямокутну систему координат, в якiй пер-
ша координатна вiсь, вiсь 𝑂𝑋 , має той же напрям, що i вектор
𝑏.

Лема 2.2 В прямокутнiй системi координат скалярний добу-
ток векторiв 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3), 𝑏 = (𝑏1, 0, 0), 𝑏 > 0 можна обчи-
слювати за формулою

(𝑎, 𝑏) = 𝑎1𝑏1. (19)

Доведення. Система координат вибрана так, що кут 𝜙 мiж
векторами 𝑎, 𝑏 збiгається iз кутом мiж вектором 𝑎 i вiссю 𝑂𝑋 ,
тобто |𝑎| cos𝜙 = 𝑎1, крiм того, |𝑏| = 𝑏1. Тому

(𝑎, 𝑏) = |𝑎| cos𝜙 · |𝑏| = 𝑎1 · 𝑏1.

Лема доведена.

Лема 2.2 забезпечує лiнiйнiсть за першим аргументом, i, врахо-
вуючи симетричнiсть скалярного добутку, за обома аргумента-
ми. Те що, ми використовували спецiальнi систему координат
не є суттєвим, оскiльки означення скалярного добутку не зале-
жить вiд вибору системи координат.
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2.2 Обчислення скалярного добутку за координатним записом
множникiв на дiйснiй площинi та в тривимiрному дiйсному
просторi.

Одержимо формулу для обчислення скалярного добутку векто-
рiв, що заданi координатним записом, у випадку, коли вiдомi
довжини базисних векторiв i кути мiж ними.

Нехай є базис 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, вiдомi довжини базисних векторiв i
кути мiж ними. Отже ми можемо обчислити скалярнi добутки
(𝑒1, 𝑒1), (𝑒1, 𝑒2), (𝑒1, 𝑒3), (𝑒2, 𝑒2), (𝑒2, 𝑒3), (𝑒3, 𝑒3). Вiзьмемо два до-
вiльнi векторои в координатному записi 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3), 𝑏 =

(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3). За означенням координатного запису маємо

𝑎 = 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + 𝑎3𝑒3, 𝑏 = 𝑏1𝑒1 + 𝑏2𝑒2 + 𝑏3𝑒3.

Скориставшись бiлiнiйнiстю скалярного добутку ми можемо за-
писати

(𝑎, 𝑏) = (𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + 𝑎3𝑒3, 𝑏1𝑒1 + 𝑏2𝑒2 + 𝑏3𝑒3) =

= 𝑎1𝑏1(𝑒1𝑒1) + (𝑎1𝑏2 + 𝑏1𝑎2)(𝑒1𝑒2)+

+(𝑎1𝑏3+ 𝑏1𝑎3)(𝑒1𝑒3) + 𝑎2𝑏2(𝑒2𝑒2) + (𝑎2𝑏3+ 𝑏2𝑎3)(𝑒2𝑒3) + 𝑎3𝑏3(𝑒3𝑒3).

Стисло за допомогою знака пiдсумовуваня одержану форму-
лу можна переписати у виглядi

(𝑎, 𝑏) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑏𝑗(𝑒𝑖, 𝑒𝑗). (20)

Матрицю 𝑔, елементами якої є 𝑔𝑖𝑗 = (𝑒1, 𝑒𝑗), називають ма-
трицею Грама, або метричним тензором, а самi числа 𝑔𝑖𝑗 нази-
вають метричними коефiцiєнтами.

Оформимо сказане у виглядi теореми.
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Теорема 2.2 (про обчислення скалярного добутку в довiльному базисi)
Скалярний добуток (𝑎, 𝑏) векторiв 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3), 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3)

в базисi з матрицею Грама

𝐺 =

⎛⎝ 𝑔1,1 𝑔1,2 𝑔1,3
𝑔2,1 𝑔2,2 𝑔2,3
𝑔3,1 𝑔3,2 𝑔3,3

⎞⎠ , 𝑔𝑖,𝑗 = 𝑔𝑗,𝑖, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3,

обчислюється за формулою

(𝑎, 𝑏) =

3∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑏𝑗𝑔𝑖,𝑗 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3)𝐺

⎛⎝ 𝑏1
𝑏2
𝑏3

⎞⎠ . (21)

Скалярний добуток (𝑎, 𝑏) векторiв 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2), 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2)

в базисi з матрицею Грама

𝐺 =

(︂
𝑔1,1 𝑔1,2
𝑔2,1 𝑔2,2

)︂
, 𝑔𝑖,𝑗 = 𝑔𝑗,𝑖, 𝑖, 𝑗 = 1, 2,

обчислюється за формулою

(𝑎, 𝑏) =

2∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑏𝑗𝑔𝑖,𝑗 = (𝑎1, 𝑎2)𝐺

(︂
𝑏1
𝑏2

)︂
. (22)

Найбiльш важливим типом базису є такий, в якому векто-
ри взаємно ортогональнi (перпендикулярнi один до одного) i
нормованi (є ортами, довжина кожного базисного вектора до-
рiвнюж 1). Такий базис називають ортонормованим. Якщо
базис (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) ортонормований, то косинус кута мiж рiзними
векторами дорiвнює нулю i

(𝑒1, 𝑒1) = (𝑒2, 𝑒2) = (𝑒3, 𝑒3) = 1, (𝑒1, 𝑒2) = (𝑒1, 𝑒3) = (𝑒2, 𝑒3) = 0,
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або в стислому записi

(𝑒𝑖, 𝑒𝑗) = 𝛿(𝑖, 𝑗) =

{︃
1, якщо 𝑖 = 𝑗

0, якщо 𝑖 ̸= 𝑗.
, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3.

Функцiю 𝛿(𝑖, 𝑗) називають символом Кронекера. За означенням
ортонормованого базису матриця Грама ортонормованого бази-
са є одиничною. Завдяки одержаним формулам для скалярного
добутку базисних векторiв ми можемо написати формулу для
обчислення скалярного добутку векторiв в координатному за-
писi. Результат оформимо у виглядi теореми.

Теорема 2.3 (про обчислення скалярного добутку в ортонормованому базисi)
Якщо 𝑎, 𝑏 ∈ R2,, базис ортонормований, 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2), 𝑏 =

(𝑏1, 𝑏2), то
(𝑎, 𝑏) = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2.

Якщо 𝑎, 𝑏 ∈ R3,, базис ортонормований, 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3), 𝑏 =

(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3), то
(𝑎, 𝑏) = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏3.

Для прикладу, знайдемо скалярний добуток векторiв 𝑎 =

(1, 2) та (5, 7) в ортонормованому базисi:

(𝑎, 𝑏) = 1 · 5 + 2 · 7 = 19.

Скаларнй добуток цих же векторiв в базисi з матрицею Грама

𝐺 =

(︂
1 1

1 2

)︂
(23)

буде

(𝑎, 𝑏) = 1·5·𝑔1,1+2·7·𝑔2,2+1·7·𝑔1,2+2·5·𝑔2,1 = 1·5·1+2·7·2+1·7·1+2·5·1 = 50.
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Розглянемо ситуацiю, коли вiдомо, як обчислювати скаляр-
ний добуток — вiдома форму обчислення, коли заданi коорди-
нати, а потрiбно знайти довжину вектора, чи знайти кут мiж
двома векторами. Використовуючи означення скалярного до-
бутку (15) можна записати

(𝑎, 𝑎) = |𝑎| · |𝑎| cos 0 = |𝑎|2 → |𝑎| =
√︀
(𝑎, 𝑎), (24)

(𝑎, 𝑏) = |𝑎| · |𝑏| cos𝜙 → cos𝜙 =
(𝑎, 𝑏)

|𝑎| · |𝑏|
. (25)

Якщо базис ортонормований, то для довiльного вектора 𝑎 =

(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3)

|𝑎| =
√︀

(𝑎, 𝑎) =
√︁

𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23,

а якщо 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3), 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) два вектори i 𝜙 кут мiж
ними, то

cos𝜙 =
(𝑎, 𝑏)

|𝑎| · |𝑏|
=

𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏3√︀
𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23

√︀
𝑏21 + 𝑏22 + 𝑏23

.

Зауваження 1. Якщо не сказане щось iнше, базис ввжається
ортонормованим.

В ортонормованому базисi вектор 𝑎 = (1, 2) має довжину
(норму)

√
5, а в базисi з метричними коефiцiєнтами

𝑔1,1 = 1, 𝑔2,1 = 1, 𝑔1,2 = 1, 𝑔2,2 = 2

довжина цього вектора дорiвнює

|𝑎| = √
𝑎, 𝑎 =

√
1 + 2 + 2 + 8 =

√
13.

Довжина вектора 𝑏 = (5, 7) дорiвнює

|𝑏| =
√︀

𝑏, 𝑏 =
√
25 + 35 + 35 + 98 =

√
193.
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При знаходженнi кута мiж векторами звичайно обмежую-
ться знаходженням косинуса цього кута. Так, так на площинi
з базисом, що має матрицю Грама (23), для знаходження кута
мiж векторами 𝑎 = (1, 2), 𝑏 = (5, 7) обмежуємося знаходженням
косинуса цього кута:

cos𝜙 =
(𝑎, 𝑏

|𝑎| · |𝑏|
=

50√
13
√
193

.

Зауваження 2. Часто буває корисним пам’ятати, що на пло-
щинi в ортнормованому базисi

∙ вектори (𝑥, 𝑦) та (−𝑦, 𝑥) взаємно ортогональнi i довжини у
них однаковi;

∙ вектор має довжину 1 тодi i тiльки тодi, коли його можна
записати у виглядi (cos𝜙, sin𝜙) для деякого кута 𝜙.

Зауваження 3 Процес подiлу ненульовго вектора на його
довжину називають нормуванням, нормуванням вектора. Пi-
сля нормування ми одержуємо вектор одиничної довжини i того
ж напрямку, що i заданий. Але користуючись певною розкутi-
стю, iнколи кажуть про нормування як про процес множення
ненульового вектора на число так, щоб одержаний вектор задо-
волняв певну умову — не обов’язково, щоб довжина була одини-
цею. Так коли вектром є многочлен, то його можна нормувати
умовою: “многочлен в точцi 1 дорiвнює 1“. аме такою умовою
нормуються так званi многочлени Лежандра.
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3 Скалярний добуток в багатовимiрному дiйсному про-
сторi

Нижче будемо вважати, що 𝑉 — 𝑛−вмiрний лiнiйний простiр,
𝑛 = 1, 2, . . ., над полем 𝐹 .

3.1 Бiлiнiйнi функцiонали та форми

Означення 3.1 Функцiонал 𝑓 вiд 𝑚 змiнних

𝑓 : 𝑉 × 𝑉 × . . . 𝑉 × 𝑉⏟  ⏞  
𝑚

→ 𝐹

називається полiлiнiйним, якщо вiн лiнiйний за кожною змiн-
ною, тобто для будь-яких

𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, 𝑝 = 1, 2, . . . , 𝛼1, 𝛼2, . . . 𝛼𝑝 ∈ 𝐹, 𝑥𝑖 =

𝑝∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑥𝑖,𝑗

𝑓 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑖, . . . , 𝑥𝑚) =

𝑝∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑓 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑖,𝑗, . . . , 𝑥𝑚).

Дл прикладу, визначник квадратної матрицi є полiлiнiйним фун-
кцiоналом вiд рядкiв цiєї матрицi i полiлiнiйним функцiоналом
вiд стовпчикiв цiєї матрицi. Наразi будемо розглядати випадки
𝑛 = 1 (лiнiйнi функцiонали,) та 𝑛 = 2 (бiлiнiйнi функцiонали),
якi уже згадувалися вище.

Коли у просторi 𝑉 є видiлений базис 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛, тодi для будь-
яких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 i будь-якого бiлiнiйного фунцiонала 𝑓 (𝑥, 𝑦) мо-
жна записати

𝑥 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥1𝑒𝑖,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑦𝑗𝑒𝑗, 𝑓 (𝑒𝑖, 𝑒𝑗) = 𝑎𝑖,𝑗 ∈ 𝐹
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i

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗. (26)

Отже, в 𝑛 -вимiрному просторi iз заданим базисом бiлiнiй-
ний функцiонал 𝑓 задають бiлiнiйною формою, тобто виразом
вигляду

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖,𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗.

Рiвнiсть (26) можна переписати у матричному виглядi

𝑓 (𝑥, 𝑦) = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
. . .

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

𝑦1
𝑦2
. . .

𝑦𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
або у виглядi

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑇𝐴𝑦,

де

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
. . .

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Означення 3.2 Матрицю 𝐴 називають матрицею бiлiнiйної
форми (26) .

3.2 Означення скалярного добутку в дiйсному 𝑛-вимiрному про-
сторi

Нижче розглядаємо лiнiйнi (векторнi) простори над полем дiй-
сних чисел. Таким чином, всi числа, що зустрiчаються в цьому
роздiлi, — це дiйснi числа.
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Означення 3.3 Функцонал, який зiставляє будь-яким двом ве-
кторам 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 дiйсного лiнiйного простору 𝐿 число (𝑎, 𝑏) ,
називається скалярним добутком, якщо вiн

1. симетричний, тобто

(𝑎, 𝑏) = (𝑏, 𝑎)

для будь-яких векторiв 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿;

2. позитивний, тобто

(𝑎, 𝑎) > 0 при 𝑎 ̸= 0;

3. бiлiнiйний, тобто

(𝜆𝑎 + 𝜇𝑏, 𝑐) = 𝜆(𝑎, 𝑐) + 𝜇(𝑏, 𝑐);

(𝑎, 𝜆𝑏 + 𝜇𝑐) = 𝜆(𝑎, 𝑏) + 𝜇(𝑏, 𝑐).

Таким чином, коротко можна сказати, що скалярний добуток
векторiв у дiйсному просторi — це симметричний, позитивний,
бiлiнiйний функцiонал.

3.3 Приклади скалярного добутку

Прикладом скалярного добутку є скалярний добуток векторiв
на дiйснiй площинi чи у тривимiрному просторi, якi розгляда-
лися вище.

Iншим прикладом скалярного добутку є скалярний добуток
визначених на вiдрiзку [0, 1] абсолютно iнтегровних на цьому
вiдрiзку функцiй 𝑓, 𝑔, що задається за допомогою iнтеграла

(𝑓, 𝑔) =

∫︁ 1

0

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥.
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У будь-якому 𝑛-вимiрному лiнiйному просторi 𝐿 iз будь-яким
базисом можна ввести скалярний добуток векторiв

𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛), 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, . . . .𝑏𝑛) → (𝑎, 𝑏) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑖.

Означення 3.4 Дiйсний лiнiйний простiр зi скалярним добу-
тком називається евклiдовим векторним простором.

Далi вважаємо, що заданий лiнiйний простiр 𝐿 є евклiдовим,
тобто в ньому задано скалярний добуток (𝑥, 𝑦).

3.4 Довжина (норма) вектора. Нерiвнiсть Кошi-Буняковського
та нерiвнiсть тикутника. Кут мiж векторами.

Означення 3.5 Для кожного вектора 𝑥 ∈ 𝐿 iз евклiдового
простору 𝐿 додатне число

|𝑥| =
√︀

(𝑥, 𝑥) ≥ 0

називається довжиною (або нормою) вектора 𝑥.

Зрозумiло, що

∙ довжина ненульового вектора завжди додатна;

∙ довжина нульового вектора дорiвнює нулю.

Нехай 𝑉 — лiнiйний простiр iз скалярним добутком (𝑥, 𝑦) i
нормою |𝑥| =

√︀
(𝑥, 𝑥).

Теорема 3.1 Для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉

|𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦|, (27)

28



причому рiвнiсть в (27) досягається в тому i тiльки тому
випадку, якщо вектори однаково напрямленi;

|𝑥 + 𝑦| ≥ |𝑥| − |𝑦|, (28)

причому рiвнiсть в (28) досягається в тому i тiльки тому ви-
падку, якщо |𝑥| ≥ |𝑦| i вектори 𝑥, 𝑦 протилежно напрямленi
(нерiвностi (27), (28) називаються нерiвностями трикутни-
ка), i

|(𝑥, 𝑦)| ≤ |𝑥| · |𝑦|. (29)
причому рiвнiсть в (29) досягається тодi i тiльки тодi, ко-
ли вектори 𝑥, 𝑦 лiнiйно залежнi. Нерiвнiсть (29) називається
нерiвнiстю Кошi — Буняковського.

Доведення. Оскiльки норма вектора завжди невiд’ємна, то
для доведення (27) досить довести нерiвнiсть

|𝑥 + 𝑦|2 ≤ (|𝑥| + |𝑦|)2. (30)

Враховуючи, що cos𝜙 ≤ 1, причому рiвнiсть досягається лише
у випдку 𝜙 = 0, маємо

|𝑥 + 𝑦|2 = (𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦) = |𝑥|2 + |𝑦|2 + 2|𝑥| · |𝑦| · cos𝜙 ≤
≤ |𝑥|2 + |𝑦|2 + 2|𝑥| · |𝑦| = (|𝑥| + |𝑦|)2. (31)

Нерiвнiсть (30) i, вiдповiдно, нерiвнiсть (27), доведенi.
Коли |𝑥| < |𝑦|, Тодi права частина нерiвностi (28) вiд’ємна, а

лiва не вiд’ємна, отже нерiвнсть справджується, оскiльки будь-
яке вiд’ємне число менше будь-якого не вiд’ємного, i рiвностi
бути не може. Тому далi вважаємо |𝑥| ≥ |𝑦| i довести потрiбно,
що

|𝑥 + 𝑦|2 ≥ (|𝑥| − |𝑦|)2 (32)
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Справдi, враховуючи, що −1 ≤ cos𝜙, причому рiвнiсть вико-
нується тодi i тiльки тодi, коли вектори протилежно напрямле-
нi, можна написати

|𝑥 + 𝑦|2 = (𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦) = |𝑥|2 + |𝑦|2 + 2|𝑥| · |𝑦| · cos𝜙 ≥
≥ |𝑥|2 + |𝑦|2 +−2|𝑥| · |𝑦| = (|𝑥| − |𝑦|)2. (33)

Для доведення нерiвностi (29) Розглянемо вектор 𝑎 = 𝑥 +

𝜆𝑦, 𝜆 ∈ R. Оскiльки (𝑎, 𝑎) ≥ 0, то квадратний тричлен

𝑓 (𝜆) = |𝑥|2 + 2𝜆(𝑥, 𝑦) + |𝑦|2 ≥ 0

для будь-яких векторiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉. А це означає, що дискримiнант
квадратного тричлена 𝐷 = (𝑥, 𝑦)2−|𝑥|2|𝑦|2 ≤ 0, i нерiвнiсть (29)
справджується.

Подивимось, за якої умови нерiвнiсть (29) перетворюється
в рiвнiсть. Оскiльки (𝑎, 𝑎) = 0 в єдиному випадку, коли 𝑎 =

𝑥 + 𝜆𝑦 = 0, то дискримiнат дорiвнює нулю в єдиному випадку,
коли вектори 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 лiнiйно залежнi.

Нерiвнiсть Кошi — Буняковського дозволяє ввести наступне
означення

Означення 3.6 Кут 𝜑 мiж ненульовими векторами 𝑥, 𝑦 ви-
значається умовами:

cos𝜑 =
(𝑥, 𝑦)

|𝑥||̇𝑦|
, 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋.

Кут мiж векторами, один з яких дорiвнює нулю, не визначе-
ний.
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Дiлення вектора на його довжину називається it нормува-
нням вектора .

Вектор, довжина якого дорiвнює 1, називається нормова-
ним.

Два вектори, скалярний добуток яких дорiвнює нулю , на-
зиваються ортогональними.

Система векторiв, в якiй кожен вектор має довжину 1 i
будь-якi два рiзних вектора ортогональнi, називається орто-
нормованою системою векторiв.

Розглянемо вектор 𝑎 = (−1, 3, 0, 3). З’ясуємо, чи є вiн нормо-
ваним, i якщо нi, то нормуємо його.

Оскiльки нiчого не сказано, як обчислювати скалярний до-
буток, то за недомовленiстю вважаємо базис ортонормованим,

|𝑎|2 = (𝑎, 𝑎) = 1 + 9 + 9 = 8 ̸= 1,

вектор не нормований, i при нормуваннi одержується вектор

𝑏 =
𝑎

|𝑎|
=

(︂
−1√
19
,

3√
19
,

0√
19
,

3√
19

)︂
.

Знайдемо кут мiж векторами 𝑎 = (0, 2,−1, 1, 4), 𝑏 = (3,−7, 0, 2, 1).

Оскiльки не вказано спосiб обчислення скалярного добутку,
то обчислюємо його так, мовби базис ортонормований. Отже

|𝑎|2 = 4 + 1 + 1 + 16 = 22, |𝑏|2 = 9 + 49 + 4 + 1 = 63,

(𝑎, 𝑏) = −14 + 2 + 4 = −8, cos𝜙 =
−8√
22
√
63
.

Оскiльки (𝑎, 𝑏) < 0, то кут мiж векторами тупий.
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3.5 Ортонормований базис — означення та обчислення скаляр-
ного добутку в ортонормованому базисi

Означення 3.7 Базис, що складається iз взаємно ортогональ-
них нормованих векторiв, називається ортонормованим бази-
сом.

Теорема 3.2 (про обчислення скалярного добутку в ортонормованому базисi)
Базис евклiдового простору є ортонормированного тодi i тiль-
ки тодi, коли скалярний добуток векторiв

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛)

обчислюється за допомогою формули

(𝑥, 𝑦) = 𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + . . . + 𝑥𝑛𝑦𝑛. (34)

Доведення. Припустимо, що скалярний добуток векторiв у
просторi з базисом 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 очислюється за формулою (34).
Для базисних векторiв iз простору можна записати

𝑒1 = 1·𝑒1+0·𝑒2+0·𝑒3+. . . ; 𝑒2 = 0·𝑒1+1·𝑒2+0·𝑒3+. . . ; 𝑒3 = 0·𝑒1+0·𝑒2+1·𝑒3+. . . ; . . .

Тому в координатному записi

𝑒1 = (1, 0, 0, . . .), 𝑒2 = (0, 1, 0, . . .), 𝑒3 = (0, 0, 1, . . .), . . . .

Пiдставляючи в (34) координати базисних векторiв одержуємо

(𝑒𝑖, 𝑒𝑖) = 1, 𝑖 = 1, 2, 3, . . . 𝑖 ̸= 𝑗 ⇒ (𝑒𝑖, 𝑒𝑗) = 0,

тобто базис ортонормований.
Якщо вiдомо, що базис 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 ортонормований, то для

будь-яких векторiв

𝑥 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑒𝑖 𝑦 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑦𝑗𝑒𝑗
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буде

(𝑥, 𝑦) =

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑒𝑖,
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑦𝑗𝑒𝑗

⎞⎠ =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑥𝑖𝑦𝑗(𝑒𝑖, 𝑒𝑗) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖.

Теорема доведена.

Теорема 3.3 (про координати вектора в ортонормованiй системi векторiв)
Нехай вектор 𝑥 в ортонормованому базисi 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 має
кординати 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛). Тодi

𝑥𝑖 = (𝑥, 𝑒𝑖), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. (35)

Доведення. Двйсно, якщо базис 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 ортонормова-
ний i 𝑥 =

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑥𝑗𝑒𝑗, то

(𝑥, 𝑒𝑖) =

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗𝑒𝑗, 𝑒𝑖

⎞⎠ =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗(𝑒𝑗, 𝑒𝑖) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗𝛿𝑖,𝑗 = 𝑥𝑖.

Теорема 3.4 (про незалежнiсть ортонормованої системи векторiв)
Будь-яка ортонормована система векторiв лiнiйно незалежна.

Доведення. Нехай 𝑥 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖𝑒𝑖 = 0. Тодi за теоремою 3.3 𝑥𝑖 =
(𝑥, 𝑒𝑖) = 𝑥𝑖 = 0. Лiнiйна незалежнiсть вибраної ортонормованої
системи векторiв доведена.

Наслiдком теореми про координати вектора в ортонормова-
ному базисi є важливий для застосувань наслiдок:
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Теорема 3.5 Нехай в двох ортонормованих базисах 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛
та 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛 вектор 𝑥 має координати (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛)

вiдповiдно. Якщо 𝑢1 = 𝑒1, то 𝑥1 = 𝑦1.

Означення 3.8 Матриця називається ортогональною, якщо
транспонована до неї збiгається iз оберненою.

Для прикладу, розглянемо матрицi

𝐴 =

(︂
1 1

0 1

)︂
, 𝐵 =

(︃
1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

)︃
, 𝐶 =

(︂
cos𝜙 sin𝜙

− sin𝜙 cos𝜙

)︂
.

Для цих матриць

𝐴𝑇 =

(︂
1 0

1 1

)︂
, 𝐵𝑇 =

(︃
1√
2
− 1√

2
1√
2

1√
2

)︃
, 𝐶𝑇 =

(︂
cos𝜙 − sin𝜙

sin𝜙 cos𝜙

)︂
,

i

𝐴·𝐴𝑇 =

(︂
2 1

1 1

)︂
̸=
(︂

1 0

0 1

)︂
, 𝐵·𝐵𝑇 =

(︂
1 0

0 1

)︂
, 𝐶·𝐶𝑇 =

(︂
1 0

0 1

)︂
.

Таким чином, матрицi 𝐵,𝐶 ортогональнi, а матриця 𝐴 не
ортогональна.
Теорема 3.6 Матриця буде ортогональною тодi i тiльки то-
дi, коли вона є матрицею переходу вiд ортономованого базису
до ортонормованого.
Доведення. Для будь-якої квадратної матрицi 𝐴

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎1,1 𝑎1,2 . . . 𝑎1,𝑛
𝑎2,1 𝑎2,2 . . . 𝑎2,𝑛
. . . . . . . . . . . .

𝑎𝑛,1 𝑎𝑛,2 . . . 𝑎𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝐴𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎1,1 𝑎2,1 . . . 𝑎𝑛,1
𝑎1,2 𝑎2,2 . . . 𝑎𝑛,2
. . . . . . . . . . . .

𝑎1,𝑛 𝑎2,𝑛 . . . 𝑎𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
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буде

𝐴𝑇 · 𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑏1,1 𝑏1,2 . . . 𝑏1,𝑛
𝑏2,1 𝑎2,2 . . . 𝑏2,𝑛
. . . . . . . . . . . .

𝑏𝑛,1 𝑏𝑛,2 . . . 𝑏𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑏𝑖,𝑗 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘,𝑖𝑎𝑘,𝑗.

Нехай в 𝑛-вимiрному просторi є базис 𝑒 — 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 i система
векторiв 𝑢 — 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛,

𝑢𝑖 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘,𝑖𝑒𝑘.

Якщо 𝐴 є матрицею переходу вiд ортонормованого базиса 𝑒 до
ортонормованого базиса 𝑢, то

(𝑢𝑖, 𝑢𝑗) = 𝛿𝑖.𝑗 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘,𝑖𝑎𝑘,𝑗 = 𝑏𝑖,𝑗, (36)

𝐴𝑇 · 𝐴 = 𝐸 i матриця 𝐴 ортогональна.
Якщо матриця 𝐴 ортогональна, то ми можемо вважати базис

𝑒 ортонормованим i рiвностi (36) показують, що базис 𝑢 також
ортонормований.

Теорема доведена.

Теорема 3.7 (про iснування ортонормованого базиса) У
кожному ненульовому евклiдовому просторi iснує ортонормо-
ваний базис.

Будь-яку ортонормовану систему векторiв евклiдового про-
стору можна доповнити до ортонормованого базису .
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Доведення. Раз простiр не нульовий, то в ньому iснує нену-
льовий вектор. Цей вектор можна роздiлити на його довжину
i отримати одиничний вектор — ортонормовану систему векто-
рiв, що складається iз одного вектора. Отже в просторi iснують
ортонормованi системи векторiв.

Виберемо максимальну ортонормовану систему 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛
векторiв, тобто таку, що пiсля добавляння до неї будь-якого
вектора 𝑎 система перестає бути ортонормованою. Покажемо,
що вона є базисом.

Система векторiв 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 є лiнiйно незалежною за теоре-
мою 3.4. Отже потрiбно доводити лише повноту цiєї сукупностi.
Для цого вибираємо довiльний вектор 𝑎 i розглядаємо вектор

𝑏 = 𝑎− (𝑎, 𝑒1)𝑒1 − (𝑎, 𝑒2)𝑒2 − . . .− (𝑎, 𝑒𝑛)𝑒𝑛.

Припущення 𝑏 ̸= 0 приводить до суперечностi: система векторiв
𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛,

𝑏
|𝑏| бiльша вiд 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 i ортонормована, а це

суперечить максимальностi сукупностi 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛. Одержана
суперечнiсть доводить, що 𝑏 = 0, i, вiдповiдно,

𝑎 = (𝑎, 𝑒1)𝑒1 + (𝑎, 𝑒2)𝑒2 + . . . + (𝑎, 𝑒𝑛)𝑒𝑛.

Повнота системи векторiв 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 доведена.
Щоб довести, що кожну ортонормовану сукупнiсть векторiв

можна доповнити до ортонормованого базиса, вибираємо ма-
ксимальну ортонормовану систему, що мiстить задану, i, подi-
бно попередньому, переконуємося, що одержали ортонормова-
ний базис.

Теорема 3.8 (про задання лiнiйного функцiонала скалярним добутком)
Для кожного функцiонала 𝑓 евклiдового лiнiйного простору 𝐿
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iснує i до того ж єдиний вектор 𝑎 ∈ 𝐿 такий, що

∀𝑥 ∈ 𝐿 𝑓 (𝑥) = (𝑎, 𝑥).

Доведення. Вибираємо в 𝐿 ортонормований базис 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛
i розглядаємо вектор

𝑎 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓 (𝑒𝑖)𝑒𝑖 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑒𝑖.

Тодi для будь-якого вектора 𝑥 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖𝑒𝑖

𝑓 (𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑓 (𝑒𝑖) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑎𝑖 = (𝑎, 𝑥).

Iснування вектора 𝑎 довдене.
Доведемо єдинiсть цього вектора методом вiд протилежного.

Припусти, що є два вектора 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 такi, що для будь-якого
𝑥 ∈ 𝐿

𝑓 (𝑥) = (𝑎, 𝑥) = (𝑏, 𝑥).

Тодi для будь-якого 𝑥 ∈ 𝐿 ((𝑎− 𝑏), 𝑥) = 0, зокрема ((𝑎− 𝑏).(𝑎−
𝑏)) = 0. А це можливо лише у випадку 𝑎 = 𝑏.

3.6 Процес ортогоналiзацiї Грама - Шмiдта

Нехай 𝐿 ненульовий лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел
i є вектори 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐿, 𝑛 ≥ 1. Завдання ортогоналiзацiї
цiєї системи векторiв полягає в побудовi нової системи векторiв

𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛,
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яка задовольняє двом умовам:

(𝑏𝑖, 𝑏𝑗) = 0 при 𝑖 ̸= 𝑗;

Lin(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘) = Lin(𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑘), 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛,

тобто побудованi вектори повиннi бути попарно ортогональнi i
першi 𝑘 векторiв (при кожному 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛) в заданiй системi
векторiв i у знову побудованої повиннi породжувати один i той
же пiдпростiр, повиннi мати одну i ту ж лiнiйну оболонку.

Вектори 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛 шукаються у виглядi

𝑏1 = 𝑎1,

𝑏2 = 𝑎2 + 𝛼1𝑏1,

𝑏3 = 𝑎3 + 𝛽1𝑏1 + 𝛽2𝑏2,

𝑏4 = 𝑎4 + 𝛾1𝑏1 + 𝛾2𝑏2 + 𝛾3𝑏3,

. . .

Число 𝛼1 шукається з умови (𝑏1, 𝑏2) = 0:

𝛼1 = −(𝑏1, 𝑎2)

|𝑏1|2
.

Числа 𝛽1, 𝛽2 шукаються з умов (𝑏1, 𝑏3) = (𝑏2, 𝑏3) = 0:

𝛽1 = −(𝑏1, 𝑎3)

|𝑏1|2
, 𝛽2 = −(𝑏2, 𝑎3)

|𝑏2|2
.

Числа 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3 шукаються з умов:

(𝑏1, 𝑏4) = 0, (𝑏2, 𝑏4) = 0, (𝑏3, 𝑏4) = 0.

Якщо вектори 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑘 вже знайденi , то вектор 𝑏𝑘+1 шу-
кається у виглядi:

𝑏𝑘+1 = 𝑎𝑘+1 + 𝛿1𝑏1 + 𝛿2𝑏2 + . . . + 𝛿𝑘𝑏𝑘,
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де

𝛿𝑖 = −(𝑎𝑘+1, 𝑏𝑖)

|𝑏𝑖|2
.

Нехай потрiбно знайти ортонормований базис 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 лiнiй-
ної оболонки системи векторiв

𝑎1 = (1, 2, 1,−3), 𝑎2 = (1, 1, 0,−4), 𝑎3 = (−2, 3,−1, 1).

Для цього вважаємо

𝑏1 = 𝑎1 = (1, 2, 1,−3).

Вектор 𝑏2 шукаємо у виглядi

𝑏2 = 𝑎2 + 𝛼𝑏1.

Умова ортогональностi векторiв 𝑏1, 𝑏2 дозволяє записати рiвно-
стi (𝑏1, 𝑏2) = 0,

((1, 2, 1,−3), (1, 1, 0,−4) + 𝛼(1, 2, 1,−3)) = 0,

15 + 15𝛼 = 0, 𝛼 = −1, 𝑏2 = (0,−1,−1,−1).

Третiй вектор 𝑏3 шукаємо у виглядi

𝑏3 = 𝑎3 + 𝛽1𝑏1 + 𝛽2𝑏2.

Невiдомi коефiцiєнти 𝛽1 = 0, 𝛽2 = 1 знайденi з умов ортого-
нальностi

(𝑏1, 𝑏3) = (𝑏2, 𝑏3) = 0.

Отже

𝑏3 = 𝑎3 + 𝑏2 = (−2, 3,−1, 1) + (0,−1,−1,−1) = (−2, 2,−2, 0).
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Необхiдний базис знаходять дiлленням векторiв 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 на їх
довжини — нормуваннями. Оскiльки |𝑏1| =

√
1 + 4 + 1 + 9 =√

15, |𝑏2| =
√
3, |𝑏3| =

√
12, то новий базис складається iз

векторiв
𝑏1
|𝑏1|

=
1

15
(1, 2, 1,−3).

𝑏2
|𝑏2|

=
1

3
(0,−1,−1,−1).

𝑏3
|𝑏3|

=
1

12
(−2, 2,−2, 0).

Зауваження. В процесi ортогоналiзацiї може з’явитися ну-
льовий вектор, який неможливо нормувати. В такому разi цей
вектор просто видаляють iз системи.

4 Квадратичнi функцiонали та форми. Iндекси iнер-
цiї. Критерiй додатної визначеностi.

4.1 Квадратичнi функцiонали та форми над довiльним полем

Повернемося до випадку, коли лiнiйнi простори розглядаються
над довiльним полем, не обов’язково полем дiйсних чисел. Че-
рез F позначаємо задане поле; 𝑛 — задане натуральне число (не
нуль!).

Означення 4.1 Функцiонал 𝑓 : 𝑉 → 𝐹 називаєься квадрати-
чним, якщо для деякого бiлiнiйного функцiонала 𝑔 : 𝑉 ×𝑉 → 𝐹

i для всiх 𝑥 ∈ 𝑉 виконується рiвнiсть

𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥, 𝑥).
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Кажуть, що функцiонал 𝑔 в такому разi породжує квадати-
чний функцiонал 𝑓 .

Означення 4.2 Вирази
∑︀

𝑛≥𝑖≥𝑗≥1

𝑎𝑖,𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑎𝑖,𝑗 ∈ ℱ) називають

квадратичними формами над полем 𝐹 вiд 𝑛 змiнних.

Прикладами квадратичної форм є

𝑃 = 𝑥2, 𝑄 = 𝑥1𝑥2 + 5𝑦22, 𝑅 = 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥2𝑥3. (37)

Теорiя квадратичних форму у випадку, коли поле 𝐹 має хара-
ктеристику 2 (тобто 1+1=0 у цьому полi), суттєво вiдрiзняє-
ться вiд теорiї квадратичних форм над iншими полями. Тому
при першому знайомствi вважається (так будемо робити далi),
що у полi 𝐹 виконується умова 1+1 ̸= 0, тобто характеристика
поля 𝐹 не дорiвнює двом.

Для зручностi квадратичнi форми записують в виглядi

𝑄 = 𝑄(𝑥) =
∑︁

𝑎𝑖𝑖𝑥
2
𝑖 + 2

∑︁
𝑖>𝑗

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗

(нагадаємо, що у полi характеристикп вiдрiзняється вiд 2, тобто
2 ̸= 0) або у виглядi

𝑄 = 𝑄(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖). (38)

Означення 4.3 Симетрична матриця

𝐴 = 𝐴𝑄 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
... ... . . . ...

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
називаєтся матрицею квдратичної форми (38)
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Квадратичнi форми iз (37)мають матрицi

𝐴𝑃 =

(︂
0 0

0 1

)︂
, 𝐴𝑄 =

⎛⎜⎝ 0
1

2
1

2
5

⎞⎟⎠ , 𝐴𝑅 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

1

2

1

2
1

2
0

1

2
1

2

1

2
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Означення 4.4 Квадратичнi форми iз одиничною матрицею
мають так званий “нормальний вигляд“, а форми iз дiагональ-
ною матрицею мають так званий “дiагональний“ чи “канонi-
чний“ вигляд.

Так квадратична форма 𝑥2+𝑦2+𝑧2 має номальний виляд, ква-
дратична форма 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 має канонiчний або дiагональний
вигляд.

Теорема 4.1 Для кожної квадратичноi форми 𝑄 iснує i при
тому одна симетрична бiлiнiйна форма 𝑓 (𝑥, 𝑦) така, що 𝑄(𝑥) =

𝑓 (𝑥, 𝑥).

Доведення. Твердження теореми випливае з того, що для 𝑓 (𝑥, 𝑦) =∑︀
𝑏𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗 (𝑏𝑖𝑗 = 𝑏𝑗𝑖)

𝑄(𝑥) = 𝑓 (𝑥, 𝑥) ⇐⇒ 2𝑎𝑖𝑗 = 2𝑏𝑖𝑗 ⇐⇒ 𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛).

Означення 4.5 Бiлiнiйна симетрична форма, що породжуе
задану квадратичну форму, називаєтся полярою для 𝑄.

Для прикладу, полярою для квадратичної форми 𝑥21 + 3𝑥22 −
7𝑥23 − 6𝑥1𝑥2 + 8𝑥1𝑥3 буде 𝑥1𝑦1 + 3𝑥2𝑦2 − 7𝑥3𝑦3 − 3𝑥1𝑦2 − 3𝑥2𝑦1 +

4𝑥1𝑦3 + 4𝑦1𝑥3.
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Означення 4.6 Зaмiна

𝑥1 = 𝑐11𝑦1 + . . . + 𝑐1𝑛𝑦𝑛,

𝑥2 = 𝑐21𝑦1 + . . . + 𝑐2𝑛𝑦𝑛,

. . .

𝑥𝑛 = 𝑐𝑛1𝑦1 + . . . + 𝑐𝑛𝑛𝑦𝑛

називаєтся невиродженою лiнiйною замiною змiнних з ма-
трицею

𝐶 =

⎛⎝ 𝑐11 . . . 𝑐1𝑛
. . . . . . . . .

𝑐𝑛1 . . . 𝑐𝑛𝑛

⎞⎠ ,

коли det𝐶 ̸= 0.

Теорема 4.2 Нехай 𝑄(𝑥) квадратична форма з матрицею 𝐴 i
𝑅(𝑦) квадратична форма, яка одержується iз 𝑄(𝑥) за допомо-
гою невиродженої замiни змiнних з матрцею 𝐶, i 𝐵 матриця
форми 𝑅(𝑦). Тодi

𝐵 = 𝐶𝑇𝐴𝐶, (39)

де 𝐶𝑇 матриця, що транспоновна до 𝐶.

Доведення. Доведення (39) полягає в тому, що

𝑥 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1
𝑥2
. . .

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ = 𝐶 ·

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦1
𝑦2
. . .

𝑦𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ = 𝐶𝑦,

i, вiдповiдно,

𝑄(𝑥) = 𝑥𝑇𝐴𝑥 = 𝑦𝑇𝐶𝑇𝐴𝐶𝑦 = 𝑦𝑇 (𝐶𝑇𝐴𝐶)𝑦 = 𝑦𝑇𝐵𝑦 = 𝑅(𝑦).
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Для прикладу, обчислимо коефiцiєнти квадратичної форми
𝑅(𝑦) яка одержується iз квадратичної форми

𝑄(𝑥) = 2𝑥21 − 7𝑥22 − 3𝑥23 + 4𝑥1𝑥2 − 10𝑥2𝑥3

шляхом невиродженої замiни змiнних

𝑥1 = 2𝑦1 − 𝑦2,

𝑥2 = 3𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3,

𝑥3 = 2𝑦2 − 3𝑦3

Спочатку виписуємо матрицю 𝐴 форми 𝑄(𝑥) i матрицю 𝐶 за-
мiни змiнних:

𝐴 =

⎛⎝ 2 2 0

2 −7 −5

0 −5 −3

⎞⎠ , 𝐶 =

⎛⎝ 2 −1 0

3 1 1

0 2 −3

⎞⎠ .

Далi шукаємо матрицю квадратичної форми з новими змiнни-
ми

𝐵 = 𝐶𝑇𝐴𝐶 =

⎛⎝ 2 3 0

−1 1 2

0 1 −3

⎞⎠⎛⎝ 2 2 0

2 −7 −5

0 −5 −3

⎞⎠𝐶 =

=

⎛⎝ 10 −17 −15

0 −19 −11

2 8 4

⎞⎠⎛⎝ 2 −1 0

3 1 1

0 2 −3

⎞⎠ =

⎛⎝ −31 −57 28

−57 −41 14

28 14 −4

⎞⎠
Вiдповiдно, нова квадратична форма має вигляд

𝑅(𝑦) = −31𝑦11 − 41𝑦22 − 4𝑦23 − 114𝑦1𝑦2 + 56𝑦1𝑦3 + 28𝑦2𝑦3.
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Теорема 4.3 (Теорема Лагранжа) Для кожної квадратичної
форми 𝑄(𝑥) =

∑︀
1≤𝑖,𝑗≤𝑛

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 iснує невироджена лiнiйна замiна

змiнних, що пперетворює 𝑄 в форму, що має дiагональний ви-
гляд

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜆𝑖𝑦

2
𝑖 (сума квадратiв змiнних з певними коефiцiєн-

тами)

Доведення проводиться методом повної математичної iнду-
кцiї за кiлькiстю змiнних в квадратичнiй формi.

База iндукцiї — 𝑛 = 1, в такому разi квадратична форма є
квадратом однiєї змiнної з певним коефiцiєнтом. Отже теорема
справджується.

Iндуктивне припущеня — припускаємо, що є невироджена за-
мiна змiнних, яка приводить квадратичну форму до дiагональ-
ного вигляду, якщо змiних менше нiж 𝑛.

Iндуктивний перехiд — вважаємо, що квадратична форма за-
лежить вiд 𝑛 змiнних 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛.

При 𝑎1,1 ̸= 0 iндуктивний перехiд забезпечуєтся так званим
“видiленням повного квадрату“, який полягає в замiнi суми

𝑎1,1𝑥
2
1 + 2𝑎1,2𝑥1𝑥2 + 2𝑎1,3𝑥1𝑥3 + . . . + 2𝑎1,𝑛𝑥1𝑥𝑛

всiх доданкiв iз змiнною 𝑥1 на
1

𝑎1,1
(𝑎11𝑥1 + (𝑎1,2𝑥2 + . . . + 𝑎1𝑛𝑥𝑛))

2 − (𝑎1,2𝑥2 + . . . + 𝑎1𝑛𝑥𝑛)
2,

i наступною невиродженою замiною зiнних 𝑦1 = 𝑎11𝑥1 + . . . +

𝑎1𝑛𝑥𝑛, 𝑦2 = 𝑥2, . . . , 𝑦𝑛 = 𝑥𝑛. Зрозумiло, що “видiлення повного
квадрату“ можна застосувати, коли бодай один коефiцiєнт iз
𝑎𝑖,−𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, . . . , 𝑛 не дорiвнює нулю.
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У випадку, коли 𝑎11 = 𝑎22 = . . . = 𝑎𝑛𝑛 = 0, але 𝑎12 ̸= 0,

ситуацiя приводится до попередньої за допомогою замiни 𝑥1 =

𝑦1 + 𝑦2, 𝑥2 = 𝑦1 − 𝑦2, 𝑥3 = 𝑦3, . . . Останню замiну змiнних нази-
вають стандартною.

Метод привeдення квадратичної форми до дiагонального ви-
гляду методом видiлення повних квадратiв називають також
методом Лагранжа.

Одержанi результати про перетворення квадратичних форм
заданого квадратичного функцiонала зведемо в одну наступну
теорему.

Теорема 4.4 Нехай у лiнiйному просторi 𝑉 над полем 𝐹 є

∙ два базиси — старий 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 i новий 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛;

∙ матриця переходу

𝐶 =

⎛⎝ 𝑐11 . . . 𝑐1𝑛
. . . . . . . . .

𝑐𝑛1 . . . 𝑐𝑛𝑛

⎞⎠ ;

∙ rвадратичний функцiонал 𝑓 : 𝑉 → 𝐹 ;

∙ квадратична форма 𝑄(𝑥), що вiдповiдає функцiоналу 𝑓 в
старому базисi;

∙ квадратична форма 𝑅(𝑦), що вiдповiдає функцiоналу 𝑓 в
новому базисi.

Тодi ми маємо
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∙ Зв’язок ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢1 = 𝑐1,1𝑒1 + 𝑐2,1𝑒2 + . . . + 𝑐𝑛,1𝑒𝑛,

𝑢2 = 𝑐1,2𝑒1 + 𝑐2,2𝑒2 + . . . + 𝑐𝑛,2𝑒𝑛,

. . .

𝑢𝑛 = 𝑐1,𝑛𝑒1 + 𝑐2,𝑛𝑒2 + . . . + 𝑐𝑛,𝑛𝑒𝑛

мiж векторами старого i нового базисiв, який скорочено
можна записати у виглядi

(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛) = (𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛) · 𝐶

або у виглядi 𝑢 = 𝑒𝐶, де 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛), 𝑒 = (𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛);

∙ зв’язок 𝑥 = 𝐶 · 𝑦 мiж координатними записами

𝑥 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1
𝑥2
. . .

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑦 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1
𝑥2
. . .

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
одного i того ж вектора в старому i новому базисах;

∙ невироджену замiну змiнних⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥1 = 𝑐11𝑦1 + . . . + 𝑐1𝑛𝑦𝑛,

𝑥2 = 𝑐21𝑦1 + . . . + 𝑐2𝑛𝑦𝑛,

. . .

𝑥𝑛 = 𝑐𝑛1𝑦1 + . . . + 𝑐𝑛𝑛𝑦𝑛

яка переводить квадратичну форму 𝑄(𝑥) в квадратичну
форму 𝑅(𝑦);

∙ зв’язок мiж матрицями 𝐴,𝐵 квадратичних форм 𝑄(𝑥) та
𝑅(𝑦).
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4.2 Квадратичнi функцiонали i форми над полем дiйсних чисел

Нижче розглядаемо випадок, коли поле 𝐹 = R.

Означення 4.7 Квадратична форма 𝑄 називаєтся позитив-
ною, або додатно визначеною, коли

𝑥 ̸= 0 =⇒ 𝑄(𝑥) > 0.

Так, квадратична форма 𝑥2+3𝑦2+11𝑧2 є додатно визначеною, а
форма 𝑥2+3𝑦2−11𝑧2 не є додатно визначеною, тому що при об-
численнi цiєї форми вiд ненульового вектора (0, 0, 1) одержуємо
не додатний (вiд’ємний) результат — -11.

Теорема 4.5 Нехай квадратичний функцiонал 𝑓 : 𝑉 → 𝐹 в
двох базисах

𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 ∈ 𝑉, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛 ∈ 𝑉

має вiдповiдно квадратичнi форми

𝑄(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑥
2
𝑖 ,

де
𝑎𝑖 > 0, коли 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝,

𝑎𝑖 < 0, коли 𝑝 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 + 𝑞,

𝑎𝑖 = 0, коли 𝑝 + 𝑞 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛,

i

𝑅(𝑦) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖𝑦
2
𝑖 ,
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де
𝑏𝑖 > 0, коли 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟,

𝑏𝑖 < 0, коли 𝑟 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 + 𝑠,

𝑏𝑖 = 0, коли 𝑟 + 𝑠 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Тодi 𝑝 = 𝑟 i 𝑞 = 𝑠.

Доведення. Доведемо рiвнiсть 𝑝 = 𝑟 методом вiд протиле-
жного. Припустимо, що 𝑝 ̸= 𝑟, для визначеностi нехай 𝑝 > 𝑟.

Розглянемо два пiдпростори

𝐿1 = Lin(𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑝), 𝐿2 = Lin(𝑢𝑟+1, 𝑢𝑟+2, . . . , 𝑢𝑛).

Тодi
𝑥 ̸= 0, 𝑥 ∈ 𝐿1 ⇒ 𝑓 (𝑥) > 0; (40)

𝑥 ̸= 0, 𝑥 ∈ 𝐿2 ⇒ 𝑓 (𝑥) ≤ 0. (41)

Оскiльки
dim𝐿1 = 𝑝, dim𝐿2 = 𝑛− 𝑟,

dim𝐿1 + dim𝐿2 = 𝑛 + (𝑝− 𝑟) > 𝑛,

i
dim(𝐿1 + 𝐿2) = dim𝐿1 + dim𝐿2 − dim (𝐿1 ∩ 𝐿2) ,

то dim (𝐿1 ∩ 𝐿2) ≥ 1, що суперечить iмплiкацiям (40) та (41).
Рiвнiсть 𝑝 = 𝑟 дведена.

Подiбнi мiркування доводять рiвнiсть 𝑞 = 𝑠.

Доведена теорема дозволяє ввести наступне означення. Н

Означення 4.8 Кiлькiсть додатних коефiцiєнтiв, якi має дi-
агональний вигляд, до якого можливо привести квадратичну
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форму невиродженою замiною ззмiнних, називається додатним
iндексом iнерцiї цiєї квадратичної форми, а кiлькiсть вiд’єм-
них коефiцiєнтiв в такому дiагональному виглядi називають
вiд’ємним iндексом iнерцiї. Пара чисел — додатний та вiд’єм-
ний iндекси iнерцiї, утворюють сигнатуру, а суму додатного
та вiд’ємного iндексiв iнерцiї називють рангом квадратичної
форми. Якщо вiд кiлькостi змiнних вiдняти ранг то одержане
число називається дефектом квадратичної форми.

Квдратичними формами задають квадрат норми вектора,
якщо скалярний добуток заданий бiлiнiйною формою. Така ква-
дратична форма за означенням повинна бути додатно визначе-
ною, позитивною. Тому актуальною є наступнi двi теореми, якi
дають критерiї додатної визначеностi квадратичної форми.

Теорема 4.6 Квадратична форма є позитивною тодi i тiльки
тодi, коли її додатний iндекс iнерцiї дорiвнює кiлькостi змiн-
них.

Доведення. Нехай квадратична форма пiсля деякої невиро-
дженої замiни змiнних обчислюється за формулою

𝑄(𝑥) = 𝛼1𝑥
2
1 + 𝛼2𝑥

2
2 + . . . + 𝛼𝑛𝑥

2
𝑛.

Якщо всi коефiцiєнти 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 додатнi, тодi для будь-якого
ненульового вектора 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, . . . 𝑎𝑛

𝑄(𝑓 ) = 𝛼1𝑎
2
1 + 𝛼2𝑎

2
2 + . . . + 𝛼𝑛𝑎

2
𝑛 > 0

i форма 𝑄 додатно визначена. Якщо серед коефiцiєнтiв форми
𝑄 є не додатний (вiд’ємний чи нуль) тодi значення форми 𝑄 вiд
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вектора, одна координата якого, що має номер не додатного ко-
ефiцiєнта, дорiвнює 1, буде не додатним i форма не позитивна.

Наведена теорема дає критерiй позитивностi квадратичної
форми, коли цю форму привели до дiагонального вигляду. На-
ступна теорема дає критерiй позитивностi у випадку, коли фор-
ма знаходиться в загальному виглядi.

Теорема 4.7 (Критерiй Якобi) Квадратична форма 𝑄(𝑥) з
матрицею

𝐴 = 𝐴𝑄 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
... ... . . . ...

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
додатно визначена, коли всi її головнi мiнори додатнi, тобто
коли

𝑑1 = 𝑎1,1 > 0, 𝑑2 =

⃒⃒⃒⃒
𝑎1,1 𝑎1,2
𝑎2,1 𝑎2,2

⃒⃒⃒⃒
> 0, . . . , 𝑑𝑛 = det𝐴 > 0.

Доведення. Нахай 𝑄(𝑥) квадратична форма i 𝑓 (𝑥, 𝑦) поля-
ра, так що 𝑄(𝑥) = 𝑓 (𝑥, 𝑥). Вважаємо, що бiлiнiйна симетрична
форма 𝑓 (𝑥, 𝑦) задає певний бiлiнiйний симетричний функцiонал
у просторi 𝑉 з базисом 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛, i таки чином

𝑎𝑖,𝑗 = 𝑓 (𝑒𝑖, 𝑒𝑗), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛
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а головнi мiнори 𝑑𝑘 мають вигляд

𝑑𝑘 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑓 (𝑒1, 𝑒1) 𝑓 (𝑒1, 𝑒2) . . . 𝑓 (𝑒1, 𝑒𝑛)

𝑓 (𝑒2, 𝑒1) 𝑓 (𝑒2, 𝑒2) . . . 𝑓 (𝑒2, 𝑒𝑛)

. . . . . . . . . . . .

𝑓 (𝑒𝑘, 𝑒1) 𝑓 (𝑒𝑘, 𝑒2) . . . 𝑓 (𝑒𝑘, 𝑒𝑘)

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Лема 4.1 Нехай 𝑑𝑘 ̸= 0 при деякому 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛− 1. Тодi iснує
вектор 𝑢𝑘+1 такий, що

𝑑𝑘+1 = 𝑓 (𝑢𝑘+1, 𝑢𝑘+1 · 𝑑𝑘 (42)

i
Lin(𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑘, 𝑒𝑘+1) = Lin(𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑘, 𝑢𝑘+1). (43)

Доведення.При доведеннi використовуємо метод, дещо схо-
жий на метод Грама — Шмдта, а саме, вектор 𝑢𝑘+1 при зада-
ному 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛− 1 шукаємо так, щоб

𝑒𝑘+1 = 𝑢𝑘+1 + 𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2 + . . . + 𝑥𝑘𝑒𝑘. (44)

i
𝑓 (𝑢𝑘+1, 𝑒𝑖) = 0 для всiх 𝑖 = 1, 2, . . . 𝑘. (45)

Система рiвнянь (45) для знаходження необхiдних 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘
переписується у виглядi

𝑓 (𝑢𝑘+1, 𝑒𝑖) +

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖𝑓 (𝑒𝑗, 𝑒𝑖) = 0. (46)

Визначник основної матрицi створеної системи лiнiйних рiв-
нянь дорiвнює 𝑑𝑘 i за умовою не дорiвнює 0. Тому система має
розв’язок, i вектор 𝑢𝑘+1, що задовольняє умови (44), (44), iснує.
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Позначимо через 𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑘, 𝑤𝑘+1 рядки матрицi

𝑊 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑓 (𝑒1, 𝑒1) 𝑓 (𝑒1, 𝑒2) . . . 𝑓 (𝑒1, 𝑒𝑘+1)

𝑓 (𝑒2, 𝑒1) 𝑓 (𝑒2, 𝑒2) . . . 𝑓 (𝑒2, 𝑒𝑘+1)

. . . . . . . . . . . .

𝑓 (𝑒𝑘, 𝑒1) 𝑓 (𝑒𝑘, 𝑒2) . . . 𝑓 (𝑒𝑘, 𝑒𝑘+1)

𝑓 (𝑒𝑘+1, 𝑒1) 𝑓 (𝑒𝑘+1, 𝑒2) . . . 𝑓 (𝑒𝑘+1, 𝑒𝑘+1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

тобто

𝑤𝑖 = (𝑓 (𝑒𝑖, 𝑒1), 𝑓 (𝑒𝑖, 𝑒2), . . . , 𝑓 (𝑒𝑖, 𝑒𝑘+1)), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘 + 1.

В цих позначеннях

𝑑𝑘+1 = det𝑊 = det(𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑘+1).

Вiднiмемо iз останньго рядка матрицi 𝑊 лiнiйну комбiнацiю
попереднiх рядкiв з коефiцiєнтами 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, що знайденi iз
системи (46). Отже останнiй рядок прийме вигляд

𝑤𝑘+1 −
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑤𝑖 = (𝑓 (𝑢𝑘+1, 𝑒1), . . . , 𝑓 (𝑢𝑘+1, 𝑒𝑘), 𝑓 (𝑢𝑘+1, 𝑒𝑘+1)) =

= (0, 0, . . . , 0, 𝑓 (𝑢𝑘+1, 𝑢𝑘+1),

а визначник одержаної матрицi не змiнивсi, вiн дорвнює 𝑑𝑘+1.

Розкладаючи визначник одержаної матрицi за елементами остан-
нього рядка одержимо потрiбну нам рiвнiсть:

𝑑𝑘+1 = 𝑑𝑘 · 𝑓 (𝑢𝑘+1, 𝑢𝑘+1).

Умова (43) виконується тому, що

𝑢𝑘+1 ∈ Lin(𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑘, 𝑒𝑘+1), 𝑒𝑘+1 ∈ Lin(𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑘, 𝑢𝑘+1).
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Припустимо, що квадратична форма додатно визначна. Тодi
умова (42) забезпечує нам те, що всi головнi мiнори мають один
i той же знак. Але знак 𝑑1 ми знаємо, це додатне число, оскiльки
𝑑1 = 𝑎1,1 = 𝑓 (𝑒1, 𝑒1) > 0. Отже всi головнi мiнори матрицi
квадратичної форми додатнi.

Доведемо другу частину теореми. Припустимо, що всi голов-
нi мiнори матрицi кадратичної форми додатнi. Побудуємо ве-
ктори 𝑢1, 𝑢2, 𝑢𝑛 як в лемi. Умова (43)забезпечує нам те,що цi
вектори утворюють базис лiнiйного простору 𝑉 .

Умова (42) забезпечує нам,що 𝑓 (𝑢𝑖, 𝑢𝑖) > 0 для будь-якого
1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Умова (45) i умова (43)забезпечують нам

𝑖 ̸= 𝑗 ⇒ 𝑓 (𝑢𝑖, 𝑢𝑗) = 0.

Отже для будь-якого 𝑎 ∈ 𝑉, 𝑎 ̸= 0 для деяких 𝑎1, 𝑎2, . . . 𝑎𝑛 ∈
R буде

𝑎 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑢𝑖, 𝑄(𝑎) = 𝑓 (𝑎, 𝑎) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎2𝑖𝑓 (𝑢𝑖, 𝑢𝑖) > 0.

Позитивна визначенiсть квадратичноїформи 𝑄(𝑥) доведена.
Доведення теореми завершене.

Для прикладу, квадратична форма

𝑥2 + 14𝑥𝑦 − 6𝑥𝑧 + 𝑦2 + 10𝑦𝑧 + 9𝑧2
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не є додатно визначеною, оскiльки в її матрицi⎛⎝ 1 7 −3

7 1 5

−3 5 9

⎞⎠
головний мiнор

𝑑2 =

⃒⃒⃒⃒
1 7

7 1

⃒⃒⃒⃒
= −48 < 0

не додатний. А квадратична форма

𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 6𝑥𝑧 + 3𝑦2 − 10𝑦𝑧 + 14𝑧2

додатно визначена, оскiльки в її матрицi⎛⎝ 1 1 −3

1 3 −5

−3 −5 14

⎞⎠
головнi мiнори

𝑑1 = 1 > 0, 𝑑2 =

⃒⃒⃒⃒
1 1

1 3

⃒⃒⃒⃒
= 2 > 0,

𝑑3 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1 1 −3

1 3 −5

−3 −5 14

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1 1 −3

0 2 −2

0 −2 5

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 6 > 0

додатнi.

4.3 Приклади роботи з квадратичними формами

1. Приведемо квадратичну форму

𝑄(𝑥) = 𝑥21 + 𝑥22 + 3𝑥23 + 4𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3 + 2𝑥2𝑥3
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методом Лагранжа до нормального вигляду:

𝑄(𝑥) = (𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3)− (2𝑥2 + 𝑥3) + 𝑥22 + 3𝑥23 + 2𝑥2𝑥3 =

(𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3)
2 − 3𝑥22 − 2𝑥2𝑥3 + 3𝑥23 =

(𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3)
2 − 1

3(−3𝑥2 − 𝑥3) +
1
3𝑥

2
3 + 3𝑥23 =

(𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3)
2 − 1

3(3𝑥2 + 𝑥3)
2 + 10

3 𝑥
2
3 =

(𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3)
2 − (3𝑥2+𝑥3√

3
)2 + (

√︁
10
3 𝑥3)

2 =

𝑦21 − 𝑦22 + 𝑦23,

де 𝑦1 = 𝑥1+2𝑥2+𝑥3, 𝑦2 =
3√
3
𝑥2+

1√
3
𝑥3, 𝑦 =

√︁
10
3 𝑥3. Причому

матриця переходу має вигляд

𝐶−1 =

⎛⎜⎜⎝
1 2 1

0 3√
3

1√
3

0 0
√︁

10
3

⎞⎟⎟⎠
Додатний iндекс iнерцii 𝑄 дорiвнює 2, а вiд’ємний −1.

2. Приведемо квадратичну форму

𝑄(𝑥) = 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥1𝑥4 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥2𝑥4 + 𝑥3𝑥4

методом Лагранжа до нормального вигляду.
Оскiльки всi коефiцiєнти при квадратах змiнних дорiвню-
ють нулю, то спочатку застосовуєтся стандартна замiна:

𝑥1 = 𝑦1 + 𝑦2, 𝑥2 = 𝑦1 − 𝑦2, 𝑥3 = 𝑦3, 𝑥4 = 𝑦4

𝑄(𝑦) = 𝑦21−𝑦22+𝑦1𝑦3+𝑦2𝑦3+𝑦1𝑦4+𝑦2𝑦4+𝑦1𝑦3+𝑦2𝑦3+𝑦1𝑦4+

𝑦2𝑦4+ 𝑦3𝑦4 = 𝑦21 − 𝑦22 − 2𝑦1𝑦3+2𝑦1𝑦4+ 𝑦3𝑦4 = (𝑦1+ 𝑦3+ 𝑦4)
2−
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(𝑦3+ 𝑦4)
2− 𝑦22 + 𝑦3𝑦4 = (𝑦1+ 𝑦3+ 𝑦4)

2− 𝑦22 − 𝑦23 − 𝑦24 − 𝑦3𝑦4 =

(𝑦1+𝑦3+𝑦4)
2−𝑦22−(𝑦3+

1
2𝑦4)

2+ 1
4𝑦

2
4−𝑦24 = (𝑦1+𝑦3+𝑦4)−𝑦22−

(𝑦3+
1
2𝑦4)

2− 3
4𝑦

2
4 = (𝑦1+𝑦3+𝑦4)

2−𝑦22− (𝑦3+
1
2𝑦4)− (

√
3
2 𝑦4)

2 =

𝑧21 − 𝑧22 − 𝑧23 − 𝑧24,

де 𝑧1 = 𝑦1 + 𝑦3 + 𝑦4, 𝑧2 = 𝑦2, 𝑧3 = 𝑦3 +
1
2𝑦4, 𝑧4 =

√
3
2 𝑦4.

3. Квадратична форма

𝑄(𝑥) = 5𝑥21 + 𝑥22 + 𝜆𝑥23 + 4𝑥1𝑥2 − 2𝑥1𝑥3 − 2𝑥2𝑥3

з матрицею ⎛⎝ 5 2 −1

2 1 −1

−1 −1 𝜆

⎞⎠
позитивна, коли додатнi всi її головнi мiнори, тобто коли

5 > 0,
⃒⃒⃒⃒
5 2

2 1

⃒⃒⃒⃒
= 1 > 0,

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 5 2 −1

2 1 −1

−1 −1 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ > 0, тобто коли 𝜆 > 2.

5 Ортогональне доповнення.

5.1 Означення ортогоналодного доповнення та його властивостi

Нехай в лiнiйному просторi 𝑉 є скалярний добуток (𝑎, 𝑏).

Означення 5.1 Для кожного пiдпростору 𝐿 ⊆ 𝑉 пiдпростiр

{𝑦 ∈ 𝑉 |∀𝑥 ∈ 𝐿 (𝑥, 𝑦) = 0}

називається ортогональним доповненням до пiдпростору 𝐿 i
позначається 𝐿⊥
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Можна сказати, що ортогональне доповнення складається
iз тих векторiв простору, що ортогональнi кожному вектору
iз пiдпростору. Ортогональне доповнення справдi є пiдпросто-
ром, оскiльки за бiлiнiйнiстю скалярного добутку iз того, що
(𝑥1, 𝑦) = 0, (𝑥2, 𝑦) = 0 випливє, що (𝛼𝑥1 + 𝛽𝑥2, 𝑦 = 0) для будь-
яких 𝛼, 𝛽 ∈ R, 𝑦 ∈ 𝐿.

Теорема 5.1 (Про вимiрнiсть ортогонального доповнення)
Для будь-якого пiдпростору 𝐿 скiнченновимiрного простору 𝑉

dim𝐿⊥ = dim𝑉 − dim𝐿.

Доведення. Нехай dim 𝑣 = 𝑛, dim𝐿 = 𝑟, i 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑟 —-
ортонормований базис 𝐿. Доповнимо цей базис векторами 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛−𝑟

до ортонормованого базису 𝑉 . Будь-який вектор 𝑎 ∈ 𝑉 можна
записати у виглядi

𝑎 =

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑢𝑖 +

𝑛−𝑟∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖𝑣𝑖. (47)

Можна стверджувати, що

𝐾 = Lin(𝑣1, 𝑣2, . . . 𝑣𝑛−𝑟) = 𝐿⊥. (48)

Дiйсно, Кожен вектор iз множини 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛−𝑟 перпендику-
лярний кожному вектору iз 𝐿 i тому 𝐿⊥. З другої сторони, якщо
вектор 𝑎 /∈ 𝐾, то одна iз його координат 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑟 (скажемо
𝑥1) в розкладеннi (47) не дорiвнє нулю, але тодi (𝑎, 𝑢1) = 𝑥1 ̸= 0

i, вiдповiдно, 𝑎 /∈ 𝐾.

Формула (48) доводить теорему. Теорема доведена.
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Доводячи теорему ми довели ще кiлька фактiв

𝐿 ∩ 𝐿⊥ = 0, 𝐿 + 𝐿⊥ = 𝑉,

i (︀
𝐿⊥)︀⊥ = 𝐿, (49)

тобто

Теорема 5.2 Ортогональне доповнення до ортогонального до-
повнення збiгаться iз основним пiдпростором.

Пряма сума пiдпростору та його ортогонального доповнен-
ня дорiвнює всьому простору.

Цi факти випливають iз формул (47), (48).
Для прикладу, нехай пiдпростр 𝐿 ⊂ R5 заданий системою

лiнiйних однорiдних рiвнянь.{︃
2𝑥1 − 7𝑥2 + 𝑥5 = 0,

3𝑥1 + 𝑥3 + 𝑥4 = 0.
(50)

Знайти ортогональне доповнення 𝐿⊥ до 𝐿.
Вектори, чиї координати збiгаються iз коефiцiєнтами рiвнянь

системи, i є твiрними (тобто їх лiнiйна оболонка збається iз усм
простром, а оскiльки вони лiнiйно незалежнi, то i базисними)
векторами ортогонального доповнення. Отже

𝐿⊥ = Lin((2,−7, 0, 0, 1), (3, 0, 1, 1, 0)).

Теорема 5.3 (про ортогональне доповнення суми та пе-
ретину двох пiдпросторiв) Якщо 𝐾,𝐿 — два пiдпростори
лiнiйного простору 𝑉 , то

(𝐾 + 𝐿)⊥ = 𝐾⊥ ∩ 𝐿⊥, (51)
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(𝐾 ∩ 𝐿)⊥ = 𝐾⊥ + 𝐿⊥. (52)

Доведення. Для доведення (51) зауважимо, що вектор нале-
жить (𝐾 +𝐿)⊥ тодi i тiльки тодi, коли вiн належить i 𝐾⊥ i 𝐿⊥,
тобто тодi i тiльки тодi, коли вiн належить 𝐾⊥∩𝐿⊥. Перевiрка
рiвностi (51) завершена.

Для доведення рiвностi (52) використовуємо (51) i (49):

(𝐾∩𝐿)⊥ =
(︁(︀

𝐾⊥)︀⊥ ∩
(︀
𝐿⊥)︀⊥)︁⊥ =

(︁(︀
𝐾⊥ + 𝐿⊥)︀⊥)︁⊥ = 𝐾⊥+𝐿⊥.

Для прикладу, нехай потрiбно знайти ортогональне доповне-
ння до суми 𝐿1 + 𝐿2 пiдпросторiв 𝐿1, 𝐿2, що заданi системами
рiвнянь

𝐿1 :

{︃
𝑥1 − 𝑥3 + 𝑥5 = 0,

3𝑥1 + 𝑥3 + 𝑥4 = 0.
𝐿2 :

{︃
2𝑥1 − 7𝑥2 + 5𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 = 0,

3𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 − 11𝑥5 = 0.

(53)
Скористаємося тим, що (𝐿1 + 𝐿2)

⊥ = 𝐿⊥
1 ∩ 𝐿⊥

2 . За коефiцiєн-
тами рiвнянь пишемо твiрнi вектори ортогональних доповнень
𝐿⊥
1 , 𝐿

⊥
2 , тобто вектори, лiнiйна оболонка яких збiгається вiдпо-

вiдно з𝐿⊥
1 та 𝐿⊥

2 . Маємо

𝑒1 = (1, 0,−1, 0, 1), 𝑒2 = (3, 0, 1, 1, 0), Lin(𝑒1, 𝑒2) = 𝐿⊥
1 ,

𝑢1 = (2,−7, 5, 1, 1), 𝑢2 = (3,−1, 1, 1,−11), Lin(𝑢1, 𝑢2) = 𝐿⊥
2 .

Вектор лежить в перетинi пiдпросторiв 𝐿⊥
1 , 𝐿

⊥
2 , якщо його мо-

жна записати i у виглядi 𝛼1𝑒1 + 𝛼2𝑒2 i у виглядi 𝛽1𝑢1 + 𝛽2𝑢2.

Тому шукаємо розв’язки системи

𝛼1𝑒1 + 𝛼2𝑒2 = 𝛽1𝑢1 + 𝛽2𝑢2,
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тобто ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼1 + 3𝛼2 − 2𝛽1 − 3𝛽2 = 0,

7𝛽1 + 𝛽2 = 0.

−𝛼1 + 𝛼2 − 5𝛽1 − 𝛽2 = 0,

𝛼2 − 𝛽1 − 𝛽2 = 0.

𝛼1 − 𝛽1 + 11𝛽2 = 0.

(54)

Заисуємо матрицю 𝐴 системи (54)

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 3 −2 −3

0 0 7 1

−1 1 −5 −1

0 1 −1 −1

1 0 −1 11

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Спрощуємо матрицю 𝐴 елементарними перетвореннями рядкiв:

𝐴
(1)∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 −1 11

0 1 −1 −1

1 3 −2 −3

0 0 7 1

−1 1 −5 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(2)∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 −1 11

0 1 −1 −1

0 3 −1 −14

0 0 7 1

0 1 −6 10

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(3)∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 −1 11

0 1 −1 −1

0 0 2 −11

0 0 7 1

0 0 −5 11

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
В одержанiй матрицi легко пiдраховується мiнор 𝑑, що стоїть в
перших чотирьох рядках

𝑑 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
1 0 −1 11

0 1 −1 −1

0 0 2 −11

0 0 7 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
1 0

0 1

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
2 −11

7 1

⃒⃒⃒⃒
= 1 · (2 + 77) ̸= 0.
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Отже ранг матрицi 𝐴 дорiвнє 4 i система має єдиний розв’язок
нульовий i шуканий перетин 𝐿⊥

1 ∩ 𝐿⊥
2 нульовий.

5.2 Орогональна проекцiя на пiдпростiр та ортогональна скла-
дова вектора вiдносно пiдпростору.

Означення 5.2 Нехай є вiдпростiр 𝐿 ⊆ 𝑉 лiнiйного простору
𝑉 𝑎 ∈ 𝑉 . Оскiльки 𝑉 = 𝐿 + 𝐿⊥, то 𝑎 = 𝑥 + 𝑦, де 𝑥 ∈ 𝐿, 𝑦 ∈
𝐿⊥. Вектор 𝑥 називають орогональною проекцiєю вектора 𝑎 на
пiдпростiр 𝐿, а вектор 𝑦 називють ортогональною складовою
вектора 𝑎 вiдносно пiдпростору 𝐿. Довжина |𝑦| ортогональної
складової 𝑦 вектора 𝑎 називається вiдстанню вiд вектора 𝑎 до
пiдпростру 𝐿.

Розглянемо приклад. У п’ятивимiрному просторi з ортонор-
мованим базисом є пiдпростiр 𝐿 з базисними векторами

𝑒1 = (−5, 1, 2,−1, 3), 𝑒2 = (0, 0, 1, 2, 0)

i вектор 𝑎 = (−11,−1,−1,−7, 7). Знайдемо ортогональну про-
екцiю 𝑥 вектора 𝑎 на пiдпростiр 𝐿, орогональну складову 𝑦

вектора 𝑎 вiдосно пiдпростору 𝐿 i вiдстань вiд вектора 𝑎 до
пiдпростору 𝐿.

За означенням проекцiї i ортогональної складової

𝑎 = 𝑥+ 𝑦, 𝑥 ∈ 𝐿, 𝑦 ∈ 𝐿⊥ 𝑥 = 𝑥1𝑒1+ 𝑥2𝑒2, (𝑦, 𝑒1) = (𝑦, 𝑒2) = 0.

Звiдси маємо систему двох рiвнянь з двома невiдомими{︃
(𝑎, 𝑒1) = (𝑒1, 𝑒1)𝑥1 + (𝑒2, 𝑒1)𝑥2,

(𝑎, 𝑒2) = (𝑒1, 𝑒2)𝑥1 + (𝑒2, 𝑒2)𝑥2;

{︃
80 = 40𝑥1,

−15 = 5𝑥2;

{︃
𝑥1 = 2,

𝑥2 = −3.
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Знайденi числа 𝑥1 = 2, 𝑥2 = −3 дозволяють знайти ортого-
нальну проекцiю 𝑥:

𝑥 = 𝑥1𝑒1+𝑥2𝑒2 = 2(−5, 1, 2,−1, 3)−3(0, 0, 1, 2, 0) = (−10, 2, 1,−8, 6),

i ортогональну складову 𝑦:

𝑦 = 𝑎−𝑥 = (−11,−1,−1,−7, 7)−(−10, 2, 1,−8, 6) = (−1,−3,−2, 1, 1).

Скалярний добуток проекцiї на ортогональну складову обов’яз-
ково дорiвнює нулю. Тому перевiрка

(𝑥, 𝑦) = 0

суттєво зменшує ймоврнiсть того, що при обчисленнях припу-
стилися арифметичної помилки.

Норма |𝑦| ортогональної складової дорiвнює вiдстанi вiд ве-
ктора до пiдпростору:

|𝑦| =
√
1 + 9 + 4 + 1 + 1 =

√
16 = 4.

6 Застосування скалярного добутку

6.1 Точковий евклiдовий простiр, що асоцiйований iз даним ве-
кторним простором. Система координат, репер.

В шкiльному курсi геометрiї спочатку вивчаються прямi, пло-
щини i тривимiрний простiр, якi складаються iз точок. Точки,
та прямi — це первiснi об’єкти геометрiї, якi не пiдлягають озна-
ченню, а лише уява про них створюєтья належною кiлькiстю
прикладiв. Взаємини точок, прямих, площин i тривимiрного
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простору регулюються вiдповiдними аксiомами. Далi означаю-
ться вiдрiзки, довжини вiдрiзкiв, напрямленi вiдрiзки, прикла-
денi та вiльнi вектори. Так вiдбувається в так званiй елемен-
тарнiй геометрiї. В вищiй геометрiї первiсним обєктом є вектор
лiнiйного (чи векторного) простору над певним полем певної
вмiрностi (скажемо 𝑛, 𝑛 ≥ 0. I далi за допомогою векторiв бу-
дуються точки, одновимiрнi площини (прямi), двовимiрнi пло-
щини, тривимiрнi площини i т.д. аж до площини вимiрностi 𝑛,
яка збiгається iз множиною всi точок. Площини, що мають ви-
мiрнiсть 𝑛− 1 називають гiперплощинами.

Отже нижче вважаємо, що вибрано векторний простiр 𝑉 над
деяким полем 𝐹 (не обов’язково над полем дiйсних чисел).

Означення 6.1 Точковим простором вимiрностi 𝑛 над полем
𝐹 називають множину 𝑃 (її елементи називають точками)
разом iз таким спiвставлянням будь-яким двом точкам 𝐴,𝐵 ∈
𝑃 вектора

−→
𝐴𝐵 ∈ 𝑉 , що виконуються умови

∙ для будь-якої точки 𝐴 i для будь-якого вектора 𝑎 ∈ 𝑉 iснує
єдина точка 𝐵 ∈ 𝑃 така, що

−→
𝐴𝐵 = 𝑎;

∙ Для будь-яких трьох точок 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ 𝑃 (не обов’язково
рiзних) виконується рiвнiсть:

−→
𝐴𝐵 +

−−→
𝐵𝐶 =

−→
𝐴𝐶.

Якщо поле 𝐹 не є полем дiйсних чи комплексних чисел, або
бажано пiдкреслити, що у векторному просторi 𝑉 , який ви-
користовується в означеннi точкового простору, не введений
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скалярний добуток, то кажуть що точковий простiр є афiн-
ним (простецьким).

Якщо поле 𝐹 є полем дiйсних чисел i у лiнiйному просто-
рi 𝑉 заданий скалярний добуток, то точковий простiр, як i
векторний, називають евклiдовим.

Векторний простiр 𝑉 називають асоцiйованим з точковим
простором 𝑃

Зауважимо, що для будь-якої точки 𝐴 ∈ 𝑃 буде
−→
𝐴𝐴+

−→
𝐴𝐴 =

−→
𝐴𝐴

i, вiдповiдно, −→
𝐴𝐴 = 0.

Також для 𝐴,𝐵 ∈ 𝑃 рiвнiсть
−→
𝐴𝐵 +

−→
𝐵𝐴 =

−→
𝐴𝐴 = 0 дозволяє

записати −→
𝐴𝐵 = −

−→
𝐵𝐴

Означення 6.2 Нехай є точковий простiр 𝑃 над полем 𝐹 i
в цьому точковому просторi вибрана певна точка 𝑂 (буде-
мо називати її точкою вiдлiку), тодi вектор

−→
𝑂𝐴 називається

радiус-вектором точки 𝐴 ∈ 𝑃.

Означення 6.3 Пiдмножина 𝑀 ⊆ 𝑃 точкового простору 𝑃 ,
що асоцiйований з векторним простором 𝑉 називається лiнiй-
ним многовидом, якщо для деякої точки 𝐴 ∈ 𝑀 i пiдпростору
𝐿 ⊆ 𝑉

𝐵 ∈ 𝑀 ⇔
−→
𝐴𝐵 ∈ 𝐿. (55)

Якщо лiнiйний пiдпростiр має вимiрнiсть 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , dim𝑉,

то кажуть що вiдповiдний лiнiйний многовид має також ви-
мiрнiсть 𝑘. 𝑘−виiрнi лiнiйнi многовиди також називають𝑘−вимiрними
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площинами. Нiльвимiрний лiнiйний многовид це точка, 1-вимiрний
лiнiйний многовид називають прямою, 2-вимiрний лiнiйний
многовид називють площиною, (dim𝑉 − 1)−вмiрний лiнiйний
многовид називают гiперплощиною.

Iз означення лiнiйного многовиду 𝑀 бачимо, що коли в то-
чковому прострi 𝑃 вибрана точка вiдлiку 𝑂, в в пiдпросторi
𝐿 ⊆ 𝑉 вибраний базис 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑘, то еквiваленцiю (55) мо-
жна переписати у виглядi

𝐵 ∈ 𝑀 ⇔
−−→
𝑂𝐵 =

−→
𝑂𝐴 + 𝑡1𝑒1 + 𝑡2𝑒2 + . . . + 𝑡𝑘𝑒𝑘. (56)

Означення 6.4 Репе́ром ⟨𝑂; 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑘⟩ (системою коорди-
нат)в точковому просторi 𝑃 називають вибрану точку вiд-
лiку 𝑂 разом iз базисом асоцiйованого векторного простору.
Координати радiус-вектора

−→
𝑂𝐴 в базисi 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑘 називаю-

ться кординатами точки 𝐴 в системi координат ⟨𝑂; 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑘⟩

Якщо в точковому просторi вибрана точка вiдлiку 𝑂, змiн-
ний вектор

−−→
𝑂𝐵 позначено через 𝑥, сталий вектор

−→
𝑂𝐴 позначено

через 𝑎, то (56) дозволяє записати рiвняння 𝑘−вимiрного лiнiй-
ного многовиду у виглядi

𝑥 = 𝑎 + 𝑡1𝑒1 + 𝑡2𝑒2 + . . . + 𝑡𝑘𝑒𝑘. (57)

Вiдповiдно, у вибранiй системi координат рiвняння прямої за-
пишетьтся у виглядi⎛⎜⎜⎜⎝

𝑥1
𝑥2
. . .

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎1
𝑎2
. . .

𝑎𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ + 𝑡

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑐1
𝑐2
. . .

𝑐𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
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а рiвняння площини запишеться у виглядi⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1
𝑥2
. . .

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎1
𝑎2
. . .

𝑎𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ + 𝑡1

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑐1,1
𝑐2,1
. . .

𝑐𝑛,1

⎞⎟⎟⎟⎠ + 𝑡2

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑐1,2
𝑐2,2
. . .

𝑐𝑛,2

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

де

𝑥 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1
𝑥2
. . .

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
змiнний радiус-вектор змiнної точки лiнiйного многовиду,

𝑥 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎1
𝑎2
. . .

𝑎𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
сталий радiус-вектор вибраної точки лiнiйного многовиду,

𝑐 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑐1
𝑐2
. . .

𝑐𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
ненульовий вектор, а вектори

𝑐1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑐1,1
𝑐2,1
. . .

𝑐𝑛,1

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑐2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑐1,2
𝑐2,2
. . .

𝑐𝑛,2

⎞⎟⎟⎟⎠
лiнiйно незалежнi.
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6.2 Лiнiйнi многовиди точкового простору i неоднорiднi системи
лiнiйних рiвнянь. Вiдстань вiд точки до многовиду

Теорема 6.1 (про задання лiнiйного многовиду) Нехай 𝐹

— певне поле i 𝑃 точковий простiр, що асоцiйований з 𝐹 𝑛. То-
дi множина розв’язкiв неоднорiдної системи лiнiйних рiвнянь
вiд 𝑛 змiнних над полем 𝐹 є лiнiйним многовидом, i для ко-
жного лiнiйного многовиду можна вказати систему лiнiйних
рiвянь, для якої цей многовид є множиною всiх розв’язкiв.

Доведення. Твердження теореми випливє з трьох уже вiдо-
мих фактiв: запису всiх елементiв лiнiйного многовиду у ви-
глядi (57); представлення розв’зкiв неоднорiдної системи у ви-
глядi суми одного окремого розв’язку i всiх розв’язкiв вiдпо-
вiдної однорiдної системи; теореми 1.4 про задання будь-якого
пiдпростору системою лiнiйних однорiдних рiвнянь.

Нижче будемо вважати, що точковий простiр 𝑃 асоцiюється iз
лiнiйним простором R𝑛, в точковому просторi вибрана система
координат ⟨𝑂; 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛⟩ i лiнiйнi многовиди заданi неодно-
рiдними системами рiвнянь. Вважаємо, що в R𝑛 заданий ска-
лярний добуток, — отже R𝑛 є евклiдовим векторним простором,
а 𝑃 є евклiдовим точковим простором

Означення 6.5 Нехай 𝐴 ∈ 𝑃 точка точкового простору 𝑃

асоцiйованого з лiнiйним простором 𝑉 , а 𝑀 ⊆ 𝑃 лiнiйний
многовид. Число

𝑑(𝐴,𝑀) = min{|
−→
𝐴𝐵| |𝐵 ∈ 𝑀}

називається вiдстанню вiд точки 𝐴 до многовиду 𝑀 .
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Теорема 6.2 Нехай 𝐴 ∈ 𝑃 точка точкового простору 𝑃 , а
𝑀 ⊆ 𝑃 лiнiйний многовид, для деякої точки 𝐵 ∈ 𝑀 i лiнiйного
пiдпростору 𝐿 ⊆ 𝑉

𝑀 = {𝐶 ∈ 𝑃 |∃𝑎 ∈ 𝐿(
−→
𝑂𝐶 =

−−→
𝑂𝐵 + 𝑎)}

Вiдстань 𝑑(𝐴,𝑀) дорiвнює довжинi (нормi) ортогональної скла-
дової вектора

−→
𝐴𝐵 вiдносно пiдпростору 𝐿.

Доведення. Нехай
−→
𝐴𝐵 = 𝑥 + 𝑦, де 𝑥 проекцiя вектора

−→
𝐴𝐵 на

пiдпростiр 𝐿, а 𝑦 його ортогональна складова. Для довiльної
точки 𝐶 ∈ 𝑃 запишемо

−→
𝐴𝐶 =

−→
𝐴𝐵 +

−−→
𝐵𝐶 = 𝑥 + 𝑦 +

−−→
𝐵𝐶.

Оскiльки 𝐵,𝐶 ∈ 𝑀 , то
−−→
𝐵𝐶 ∈ 𝐿 i вектор 𝑦 ортогональний i 𝑥 i−−→

𝐵𝐶. Звiдси випливає, що

|
−→
𝐴𝐶|2 = |𝑦|2 + |𝑥 +

−−→
𝐵𝐶|2, (58)

i свого найменшого значення |𝑦|2 число |
−→
𝐴𝐶|2 досягає, коли 𝑥+−−→

𝐵𝐶 = 0.

Теорема довдена.

Нехай для прикладу потрiбно знайти вiдстань вiд точки 𝑎 =

(−5, 4,−4,−1)) до многовиду, що заданий лiнiйною системою{︃
𝑥1 − 3𝑥2 + 5𝑥3 − 𝑥4 = 7,

−𝑥1 + 4𝑥2 − 12𝑥3 − 𝑥4 = 11.
(59)

Знайдемо загальний розв’язок системи (58). Для цього ство-
римо розширену матрицю системи

𝑈 =

(︂
1 −3 5 −1 7

−1 4 −12 −1 11

)︂
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Елементарними перетвореннями рядкiв приведемо матрицю 𝐴

до спрощеного вигляду

𝑈
(1)∼
(︂

1 −3 5 −1 7

0 1 −7 −2 18

)︂
(2)∼
(︂

1 0 −16 −7 61

0 1 −7 −2 18

)︂
= 𝑊.

Матриця 𝑊 знаходиться у спрощеному виглядi — у перших
двох стовпчиках стоїть одинична матриця. Перехiд (1) здiйсни-
ли добавивши до другого рядка перший, а перехiд (2) здiйснили
добавивши до першого рядка три другi. За матрицею 𝐵 пишемо
систему, що рiвносильна заданiй системi{︃

𝑥1 − 16𝑥3 − 7𝑥4 = 61,

𝑥2 − 7𝑥3 − 2𝑥4 = 18,

{︃
𝑥1 =16𝑥3 + 7𝑥4 + 61,

𝑥2 =7𝑥3 + 2𝑥4 + 18.
(60)

Ми одержали загальний розв’язок системи — 𝑥3, 𝑥4 вiльнi змiн-
нi, а 𝑥1, 𝑥2 основнi змiннi. Пiдставивши замiсть 𝑥3, 𝑥4 числа 𝑥3 =
0, 𝑥4 = −9 (так будуть меншi числа) одержуємо 𝑥1 = −2, 𝑥2 = 0,

i окремим розв’язком буде 𝑥1 = −2, 𝑥2 = 0, 𝑥3 = 0, 𝑥4 = −9.

Знайдемо базис лiнiйного пiдпростору, що асоцiйований iз
многовидом. Для цього виписуємо однорiдну систему, що вiд-
повiдає заданiй{︃

𝑥1 − 16𝑥3 − 7𝑥4 = 0,

𝑥2 − 7𝑥3 − 2𝑥4 ==,

{︃
𝑥1 =16𝑥3 + 7𝑥4,

𝑥2 =7𝑥3 + 2𝑥4.
(61)

i обчислюємо координати базисних векторiв 𝑒1, 𝑒2 асоцiйованого
пiдпростору заповнюючи табличку при 𝑥3 = 1, 𝑥4 = 0, та 𝑥3 =

0, 𝑥4 = 1,
𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4

𝑒1 16 7 1 0

𝑒2 7 2 0 1
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Тепер ми можемо написати рiвняння потрiбного нам многовиду
у виглядi

𝑥 = 𝑥0 + 𝑡1𝑒1 + 𝑡2𝑒2,

де

𝑥 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑥0 =

⎛⎜⎜⎜⎝
−2

0

0

−9

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑒1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
16

7

1

0

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑒2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
7

2

0

1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

i можемо зстосувати теорему 6.2, узгодивши попредньо позна-
чення. Отже вектор

−→
𝑂𝐴 = 𝑎, вектор

−−→
𝑂𝐵 = 𝑥0, ортогональну

складову вектора
−→
𝐴𝐵 вiдносно пiдпростору розв’язкiв системи

позначимо ℎ, а проекцiю позначимо через 𝑘. Таким чином

𝑎− 𝑥0 =
−→
𝐴𝐵 = 𝑘 + ℎ, 𝑘 = 𝑡1𝑒1 + 𝑡2𝑒2, (ℎ, 𝑒1) = (ℎ, 𝑒2) = 0,

i потрiбна нам вiдстань дорiвнює |ℎ|.

6.3 Розв’язування несумiсних систем лiнiйних рiвнянь — метод
найменших квдратiв.

Нехай маємо прямокутну неоднорiдну систему 𝑚 лiнiйних рiв-
нянь з 𝑛 невiдомими над полем дiйсних чисел

𝐴𝑥 = 𝑏, (62)

де

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎1,1 𝑎1,2 . . . 𝑎1,𝑛
𝑎2,1 𝑎2,2 . . . 𝑎2,𝑛
. . . . . . . . . . . .

𝑎𝑚,1 𝑎𝑚,2 . . . 𝑎𝑚,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑞𝑞𝑢𝑎𝑑𝑥 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1
𝑥2
. . .

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑏 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑏1
𝑏2
. . .

𝑏𝑚

⎞⎟⎟⎟⎠ .
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Перепишемо систему (62) у виглядi

𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + . . . + 𝑎𝑛𝑥𝑛 = 𝑏, (63)

де

𝑎1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎1,1
𝑎2,1
. . .

𝑎𝑚,1

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑎2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎1,2
𝑎2,2
. . .

𝑎𝑚,2

⎞⎟⎟⎟⎠ , . . . , 𝑎𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎1,𝑛
𝑎2,𝑛
. . .

𝑎𝑚,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ .

до сих пiр вираз “розв’язати систему (62)“ означало “знайти
такi значення змiнних, за яких рiвнiсть (62) виконується безо-
глядно точно“. Коли такi значення змiнних знайти неможливо,
змiнюють розумiння виразу “розв’язати систему (62)“ — йому
надають значення “зайти такi значення змiнних, за яких рiв-
нiсть (62) виконується найбiльш точно, тобто похибка наменша
iз можливих“. Отже пiдставивши в (63) значення змiнних ми
одержимо вектор

𝑐 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑐1
𝑐2
. . .

𝑐𝑚

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

а довжина вектора (𝑏− 𝑐) є похибкою. Найпоширенiшим пiдхо-
дом до обчислення похибки 𝑑 є обчислення її за формулою

𝑑2 =

𝑚∑︁
𝑖=1

(𝑏𝑖 − 𝑐𝑖)
2. (64)

Щоб пiдкреслити, що для обчислення похибки використовує-
ться формула (64), кажуть, що використовується ”метод най-
менших кадратiв”.

72



Отже, за методом найменших кадратiв при розв’язуваннi си-
стеми (63) шукаємо вектор

𝑐 ∈ Lin(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛),

такий, що норма вектора 𝑏 − 𝑐 найменша. Таким вектором 𝑐 є
проекцiя вектора 𝑏 на лiнiйну оболонку векторiв 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛,
при цьому похибкою буде довжина ортогональної складової ве-
ктора 𝑏 на лiнiйну оболонку векторiв 𝑎1, 𝑎2, . . .

Покажемо на прикладi, як використовується метод наймен-
ших квадратiв.

Розв’яжемо систему ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2𝑥 + 3𝑦 =0,

𝑥 =2,

𝑥 + 𝑦 =2,

𝑦 =1.

(65)

Переписуємо систему у виглядi

𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑦 = 𝑏, 𝑎1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
2

1

1

0

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑎2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
3

0

1

1

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑏 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0

3

2

1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Позначимо

𝐿 = Lin(𝑎1, 𝑎2), 𝑏 = 𝑐 + ℎ, 𝑐 ∈ 𝐿, 𝑐 = 𝑥𝑎1 + 𝑦𝑎2, ℎ ∈ 𝐿⊥.

Векторне рiвняння 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑦 = 𝑏 домножаємо на 𝑎1 i на 𝑎2.
Одержуємо систему{︃

(𝑎1, 𝑎1)𝑥 + (𝑎2, 𝑎1)𝑦 =(𝑏, 𝑎1),

(𝑎1, 𝑎2)𝑥 + (𝑎2, 𝑎2)𝑦 =(𝑏, 𝑎2).
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Знаходимо потрiбнi скалярнi добутки:

(𝑎1, 𝑎1) = 6, (𝑎1, 𝑎2) = 7, (𝑎2, 𝑎2) = 11, (𝑏, 𝑎1) = 5, (𝑏, 𝑎2) = 3.

Таким чином, потрiбно розв’язати систему{︃
6𝑥 + 7𝑦 =5,

7𝑥 + 11𝑦 =3.

Її розв’язком є 𝑥 = 2, 𝑦 = −7 — це вiдповiдь до задачi, розв’я-
зок системи (65) методом найменших квадратiв. А точно ми
розв’язали систему 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑦 = 𝑐, де

𝑐 = 2

⎛⎜⎜⎜⎝
2

1

1

0

⎞⎟⎟⎟⎠−

⎛⎜⎜⎜⎝
3

0

1

1

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

2

1

−1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Похибкою 𝑑 є довжина вектора

ℎ = 𝑏− 𝑐 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0

3

2

1

⎞⎟⎟⎟⎠−

⎛⎜⎜⎜⎝
1

2

1

−1

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
−1

1

1

2

⎞⎟⎟⎟⎠
тобто

𝑑 =
√
1 + 1 + 1 + 4 =

√
6.

7 Ортогональнi многочлени

7.1 Многочлени Чебишева першого та другого роду

Многочлени Чебишева 1-го роду
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𝑇0(𝑥), 𝑇1(𝑥), 𝑇2(𝑥), . . . 𝑇𝑛(𝑥), . . . (66)
розглядаються у просторi R(𝑥) iз скалярним добутком

𝑓, 𝑔 ∈ R(𝑥) ⇒ (𝑓, 𝑔) =

∫︁ 1

−1

1√
1− 𝑥2

· 𝑓 (𝑥) · 𝑔(𝑥) · 𝑑𝑥.

Цi многочлени визначаються умовами

∙ при 𝑛 ̸= 𝑚 (𝑇𝑛, 𝑇𝑚) = 0, тобто рiзнi многочлени ортого-
нальнi;

∙ (𝑇0, 𝑇1, . . . 𝑇𝑛) = (1, 𝑥, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), тобто многочлени (66) з
точнiстю до множника можуть бути знайденi за допомогою
метода Грама-Шмiдта;

∙ старший коефiцiєнт 𝑇0 дорiвнює 1, а при 𝑛 = 1, 2, . . . стар-
ший коефiцiєнт 𝑇𝑛 дорiвнює 2𝑛−1 — ця умова однозначно
встановлює множник, з точнiсть до якого знаходиться мно-
гочлен 𝑇𝑛 методом Грама- Щмiдта.

Многочленами Чебишева першого роду будуть
𝑇0(𝑥) =1,

𝑇1(𝑥) =𝑥,

𝑇2(𝑥) =2𝑥
2 − 1,

𝑇3(𝑥) =4𝑥
3 − 3𝑥,

𝑇4(𝑥) =8𝑥
4 − 8𝑥2 + 1,

В практичному вжитку для обчислення коефiцiєнтiв многочле-
нiв Чебишева користуються не методом Грама — Шмiдта, а
рекурентним спiввiдношенням

𝑇𝑛+1(𝑥) = 2𝑥𝑇𝑛 − 𝑇𝑛−1,
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однак iснує i явна формула для обчислення многочленiв 𝑇𝑛

𝑇𝑛(𝑥) =
(𝑥 +

√
𝑥2 − 1)𝑛 + (𝑥−

√
𝑥2 − 1)𝑛

2
, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .

Наявнiсть в наведенiй формулi виразу
√
𝑥2 − 1 не повинна бен-

тежити — вважається, що
(︀√

𝑥2 − 1
)︀2

= 𝑥2 − 1, i пiсля викона-
ння належних дiй вираз

√
𝑥2 − 1 в кiнцевiй формулi зникає.

Многочлени Чебишева другого роду

𝑈0(𝑥), 𝑈1(𝑥), 𝑈2(𝑥), . . . 𝑈𝑛(𝑥), . . . (67)

визначються практично тими ж умовами:

∙ при 𝑛 ̸= 𝑚 (𝑈𝑛, 𝑈𝑚) = 0;

∙ (𝑈0, 𝑈1, . . . 𝑈𝑛) = (1, 𝑥, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛);

∙ старший коефiцiєнт старший коефiцiєнт 𝑈𝑛 дорiвнює 2𝑛..

належать тому ж простору многочленiв R(𝑥), але iз iншим
скаляним добутком

𝑓, 𝑔 ∈ R(𝑥) ⇒ (𝑓, 𝑔) =

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝑥2 · 𝑓 (𝑥) · 𝑔(𝑥) · 𝑑𝑥.

Многочленами Чебишева другого роду будуть

𝑈0(𝑥) =1,

𝑈1(𝑥) =2𝑥,

𝑈2(𝑥) =4𝑥
2 − 1,

𝑈3(𝑥) =8𝑥
3 − 4𝑥,

𝑈4(𝑥) =16𝑥
4 − 12𝑥2 + 1,

Явна формула для многочленiв Чебишева другого роду має
вигляд U𝑛(𝑥) =

(𝑥+
√
𝑥2−1)𝑛+1−(𝑥−

√
𝑥2−1)𝑛+1

2
√
𝑥2−1

, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .
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7.2 Многочлени Лежандра

Многочлени Лежандра

𝑃0(𝑥), 𝑃1(𝑥), 𝑃2(𝑥), . . . 𝑃𝑛(𝑥), . . . (68)

розглядаються у просторi R(𝑥) iз скалярним добутком

𝑓, 𝑔 ∈ R(𝑥) ⇒ (𝑓, 𝑔) =

∫︁ 1

−1

𝑓 (𝑥) · 𝑔(𝑥) · 𝑑𝑥.

Цi многочлени визначаються за допомогою процесу ортогоналi-
зацiї Грама — Шмiдта iз многочленiв 1, 𝑥, 𝑥2, . . . i, таким чином
Lin(𝑃0, 𝑃1, . . . 𝑃𝑛) = Lin(1, 𝑥, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛). Пiсля ортогоналiзацiї
многочлени множаться на певний множник так, щоб виконува-
лася умова 𝑃𝑖(1) = 1.

Многочленами Лежандра будуть

𝑃0(𝑥) =1,

𝑃1(𝑥) =𝑥,

𝑃2(𝑥) =
1

2
(3𝑥2 − 1),

𝑃3(𝑥) =
1

2
(5𝑥3 − 3𝑥),

𝑃4(𝑥) =
1

8
(35𝑥4 − 30𝑥2 + 3).

Для обчислення коефiцiєнтiв многочленiв Лежандра кори-
стуються рeкурентною формулою

𝑃𝑛+1(𝑥) =
2𝑛 + 1

𝑛 + 1
𝑃𝑛(𝑥)−

𝑛

𝑛 + 1
𝑃𝑛−1(𝑥).
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7.3 Тригонометричнi многочлени

Означення 7.1 Тригонометричними многочленами або мно-
гочленами Фур’є називають лiнiйнi комбiнацiї функцiй

cos𝑛𝑥, sin𝑛𝑥, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . (69)

Прикладами тригонометричних многочленiв (полiномiв) є

−3 + 5 sin 2𝑥 + 4 cos 6𝑥 + 3 sin 6𝑥, 1 + sin 𝑥 + cos𝑥.

Скалярний добуток (𝑓, 𝑔) тригонометричних многочленiв 𝑓, 𝑔
визначєтья формулою

(𝑓, 𝑔) =

∫︁ 2𝜋

0

𝑓 (𝑥) · 𝑔(𝑥) · 𝑑𝑥.

Система полiномiв (69)ортогональна, оскiльки∫︁ 2𝜋

0

sin𝑛𝑥 · sin𝑚𝑥 · 𝑑𝑥 =

∫︁ 2𝜋

0

cos𝑛𝑥 · cos𝑚𝑥 · 𝑑𝑥 =

=

{︃
𝜋, коли 𝑚 = 𝑛 > 0,

0, коли 𝑚 ̸= 𝑛,∫︁ 2𝜋

0

sin𝑛𝑥 · cos𝑚𝑥 · 𝑑𝑥 = 0.

Наведенi рiвностi показують, що функцiї 1√
2𝜋

та 1√
𝜋
cos𝑛𝑥, 1

𝑠𝑞𝑟𝑡𝜋 sin𝑛𝑥

𝑛 = 1, 2, 3, . . . утворюють ортонормовану систему викторiв у
просторi тригонометричних полiномiв.
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7.4 Об’єм у багатовимiрному дiйсному просторi

Скалярний добуток в багатовимiрному дiйсному просторi до-
зволяє ввести поняття об’єму та орiєнтованого об’єму парале-
лепiпеда, що побудований на послiдовностi векторiв. Узагаль-
нюється правило “об’єм паралелепiпеда дорiвнює добутку пло-
щi основи на висоту.“ Отже маємо 𝑛−вимiрний лiнiйний про-
стiр над полем дiйсних чисел i в ньому 𝑘 векторiв 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘.
Означення об’єму паралелепiпеда, що побудований на векторах
𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘 iндуктивне — iндукцiя проводиться за кiлькiстю 𝑘

цх векторiв.
База iндуктивного означення: 𝑘 = 1 Об’єм паралелеппеда,

що побудований на векторi дорiвнює довжинi цього вектора.
Iндуктивне припущення. Припускаємо, щоо нам вiдомо, що

таке об’єм паралелепiпеда, побудованого на векторах 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘.
Iндуктивний перехiд. Об’єм паралелепiпеда, що побудований

на векторах 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘, 𝑎𝑘+1 дорiвнює об’єму паралелепiпе-
да, що побудований на векторах 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘, помноженому на
довжину ортогональної складової вектора 𝑎𝑘+1 на лiнiйну обо-
лонку векторiв 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘.

Теорема 7.1 Квадрат об’єма паралелепiпеда, що побудовний
на векторах 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘 ∈ 𝑉 дорiвнє визначнику матицi

𝑊 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
(𝑎1, 𝑎1) (𝑎1, 𝑎2) . . . (𝑎1, 𝑎𝑘+1)

(𝑎2, 𝑎1) (𝑎2, 𝑎2) . . . (𝑎2, 𝑎𝑘+1)

. . . . . . . . . . . .

(𝑎𝑘, 𝑎1) (𝑎𝑘, 𝑎2) . . . (𝑎𝑘, 𝑎𝑘+1)

(𝑎𝑘+1, 𝑎1) (𝑎𝑘+1, 𝑎2) . . . (𝑎𝑘+1, 𝑎𝑘+1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Доведення. Доведення теореми значною мiрою повторює
встановлення змв’язку мж послодовними головними мiнорами
матрицi салярного добутку при доведеннi теореми Якобi, i ми
його пропустимо.

Якщо в 𝑛−вимiрному просторi є 𝑛 веторiв 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘, з
координатами

𝑎𝑖 = (𝑎𝑖,1, 𝑎𝑖,2, . . . 𝑎𝑖,𝑛),

то ми можемо побудувати матрицю

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎1,1 𝑎1,2 . . . 𝑎1,𝑛
𝑎2,1 𝑎2,2 . . . 𝑎2,𝑛
. . . . . . . . . . . .

𝑎𝑛,1 𝑎𝑛,1 . . . 𝑎𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ (70)

Оскiльки
𝐴 · 𝐴𝑇 = 𝑊,

то (det𝐴)2 = det𝑊 det𝐴 з точнiстю до знака дорiввнює об’є-
му паралелепiпеда, що побудований на векторах 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛.
Сказане дозволяє узагальнити поняття змiшаного добутку.

Означення 7.2 Змiшаним добутком векторiв 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 в
𝑛−вимiрному лiнiйному просторi з ортонормованим базисом
називають визначник матрицi (70).

Означення 7.3 Векторним добутком [𝑎2, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑛] 𝑛 − 1-го
вектора 𝑎2, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑛 в 𝑛−вимiрному лiнiйному просторi з ор-
тонормованим базисом 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 називають визначник ма-
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трицi (70), в якiй перший рядок замiнено на послiдовнiсть ба-
зисних векторiв, тобто

[𝑎2, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑛] =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑒1 𝑒2 . . . 𝑒𝑛
𝑎2,1 𝑎2,2 . . . 𝑎2,𝑛
. . . . . . . . . . . .

𝑎𝑛,1 𝑎𝑛,1 . . . 𝑎𝑛,𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑒𝑖𝑀1,𝑖(−1)𝑖+1.

8 Узагальнення скалярного добутку

Iнколи довiльний бiлiнiйний функцiонал в довiльному лiнiйно-
му просторi над довiльним полем називають скалярним добу-
тком. Але якщо зберiгати умову позитивностi, то з нехобхi-
днiсть поле повинно мiстити поле рацiональних чисел. Якщо
зберегти умову симетричностi, то виникають проблеми з поля-
ми характеристики 2.

8.1 Ермiтiв скалярний добуток у комплексному просторi

Нижче розглядаємо лiнiйний простiр 𝑉 над полем комплексних
чисел C. Число, що комплексно спряжене до числа 𝑧 ∈ C, по-
значаємо 𝑧, тобто

𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 ∈ C ⇒ 𝑧 = 𝑎− 𝑏𝑖.

Означення 8.1 Двомiсний функцiонал 𝑓 (𝑥, 𝑦) : 𝑉 ×𝑉 → C вiд
двох змiнних у лiнiйному просторi 𝑉 над полем комплексних
чисел називають пiвторалiнiйними, якщо для 𝑥, 𝑥1, 𝑥2, 𝑦, 𝑦1, 𝑦2 ∈
𝑉 𝛼, 𝛽𝑖𝑛

𝑓 (𝛼𝑥1 + 𝛽𝑥2, 𝑦) = 𝛼𝑓 (𝑥1, 𝑦) + 𝛽𝑓 (𝑥2, 𝑦), (71)
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тобто вiн лiнiйний за першими аргументом, i

𝑓 (𝑥, 𝛼𝑦1 + 𝛽𝑦2) = 𝛼𝑓 (𝑥, 𝑦1) + 𝛽𝑓 (𝑥, 𝑦2), (72)

тобто вiн напiвлiнiйний за другим аргументом.

Двомiсний функцiонал 𝑓 (𝑥, 𝑦) : 𝑉 × 𝑉 → C вiд двох змiнних у
лiнiйному просторi 𝑉 над полем комплексних чисел називають
ермiтовосиметричним, якщо для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ C

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓 (𝑦, 𝑥).

Означення 8.2 Скалярним добуток у лiнiйному просторi над
полем комплексних чисел (ермiтовим скалярнм добутком) на-
зиваютьь ермiтовосиметричний, пiвторалiнiйний позитивний
функцiонал. Комплексний простiр, на якому є вибраний ермi-
товий скалярний добуток, називають унiтарним. Визначення
довжини вектора, ортогоганалностi двох векторiв, ортонор-
мованостi системи векторiв для евклiдового i для унiтарного
просторiв збiгаються

Якщо у комплексному просторi 𝑉 вибрано базис 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 ∈
𝑉 то ермiтовосиметричний пiвторалiнiйний функцiонал 𝑓 (𝑥, 𝑦)

для

𝑥 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑒𝑖, 𝑦 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑦𝑗𝑒𝑗

обчислюється наступним чином

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓 (

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑒𝑖,

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑦𝑗𝑒𝑗) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑥𝑖𝑦𝑗𝑓 (𝑒𝑖, 𝑒𝑗) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑥𝑖𝑦𝑗𝑎𝑖,𝑗
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Отже функцiонал 𝑓 (𝑥, 𝑦) однозначно визначається матрицею з
елементами 𝑎𝑖,𝑗 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛, що задовольняють умову

𝑎𝑖,𝑗 = 𝑎𝑗,𝑖, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛.

Для прикладу, нехай у тривимiрному комплексному просторi є
ортонормований базис i в цьому базисi вектор 𝑎 має координати
𝑎 = (1−𝑖, 2+3𝑖,−𝑖). Потрiбно знайти довжину |𝑎| цього вектора.

За означенням

|𝑎| =
√︀
(𝑎, 𝑎) =

√︀
(1− 𝑖)(1 + 𝑖) + (2 + 3𝑖)(2− 3𝑖) + (−𝑖) · 𝑖 =

=
√
2 + 13 + 1 =

√
16 = 4.

8.2 Геометрiя Мiнковського

Простiр Мiнковського це чотривимiрний дiйсний простiр, в яко-
му заданий скалярний добуток (бiлiнiйний функцiонал), який
в певнiй системi координат має метричний тензор⎛⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

9 Контрольна робота з теми “Скалярний добуток“.

9.1 Завдання 1. Знайти ортонормований базис лiнiйної оболон-
ки векторiв 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3.

1. 𝑒1 = 𝑢1 = (2, 1, 2, 3), 𝑒2 = 𝑢2 + 3𝑢1 = (0, 7, 7, 11), 𝑒3 = 𝑢3 −
𝑢1 − 3𝑢2 = (17,−13, 5,−11);
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2. 𝑒1 = 𝑢1 = (2, 1, 2, 3), 𝑒2 = 𝑢2 + 2𝑢1 = (−2, 6, 5, 8), 𝑒3 = 𝑢3 −
𝑢1 − 2𝑢2 = (11,−9, 6,−9);

3. 𝑒1 = 𝑢1 = (2, 1, 2, 3), 𝑒2 = 𝑢2 − 2𝑢1 = (−10, 2,−3,−4), 𝑒3 =

𝑢3 + 𝑢1 − 2𝑢2 = (15,−7, 10,−3);

4. 𝑒1 = 𝑢1 = (2, 1, 2, 3), 𝑒2 = 𝑢2 − 3𝑢1 = (−12, 1,−5,−7), 𝑒3 =

𝑢3 + 𝑢1 − 3𝑢2 = (21,−11, 9,−5);

5. 𝑒1 = 𝑢1 = (2, 1, 2, 3), 𝑒2 = 𝑢2 − 3𝑢1 = (−12, 1,−5,−7), 𝑒3 =

𝑢3 − 𝑢1 − 3𝑢2 = (17,−13, 5,−11);

6. 𝑒1 = 𝑢3 = (1, 0, 10,−2); 𝑒2 = 𝑢3 + 𝑢2 = (−5, 4, 11, 0); 𝑒3 =

𝑢3 + 𝑢1 + 𝑢2 = (−3, 5, 13, 3);

7. 𝑒1 = 𝑢2 = (−6, 4, 1, 2); 𝑒2 = 𝑢1 − 𝑢2 = (8,−3, 1, 1); 𝑒3 = 𝑢3 −
𝑢1 − 𝑢2 = (5,−5, 7,−7);

8. 𝑒1 = 𝑢2 = (−6, 4, 1, 2); 𝑒2 = 𝑢1 + 𝑢2 = (−4, 5, 3, 5); 𝑒3 = 𝑢3 −
𝑢1 + 𝑢2 = (−7, 3, 9,−3);

9. 𝑒1 = 𝑢2 = (−6, 4, 1, 2); 𝑒2 = 𝑢1 + 2𝑢2 = (−10, 9, 4, 7); 𝑒3 =

𝑢3 − 𝑢1 + 2𝑢2 = (−13, 7, 10,−1);

10. 𝑒1 = 𝑢2 = (−6, 4, 1, 2); 𝑒2 = 𝑢1 − 2𝑢2 = (14,−7, 0,−1); 𝑒3 =

𝑢3 − 𝑢1 − 2𝑢2 = (11,−9, 6,−9);

11. 𝑒1 = 𝑢2 = (−6, 4, 1, 2); 𝑒2 = 𝑢1− 3𝑢2 = (20,−11,−1,−3); 𝑒3 =

𝑢3 − 𝑢1 − 3𝑢2 = (17,−13, 5,−11);

12. 𝑒1 = 𝑢2 = (−6, 4, 1, 2); 𝑒2 = 𝑢1 + 3𝑢2 = (−16, 13, 5, 9); 𝑒3 =

𝑢3 − 𝑢1 + 3𝑢2 = (−19, 11, 11, 1);

13. 𝑒1 = 𝑢1 = (2, 1, 2, 3), 𝑒2 = 𝑢2 + 3𝑢1 = (0, 7, 7, 11), 𝑒3 = 𝑢3 −
𝑢1 − 3𝑢2 = (17,−13, 5,−11);
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14. 𝑒1 = 𝑢1 = (2, 1, 2, 3), 𝑒2 = 𝑢2 + 2𝑢1 = (−2, 6, 5, 8), 𝑒3 = 𝑢3 −
𝑢1 − 2𝑢2 = (11,−9, 6,−9);

15. 𝑒1 = 𝑢1 = (2, 1, 2, 3), 𝑒2 = 𝑢2 − 2𝑢1 = (−10, 2,−3,−4), 𝑒3 =

𝑢3 + 𝑢1 − 2𝑢2 = (15,−7, 10,−3);

16. 𝑒1 = 𝑢1 = (2, 1, 2, 3), 𝑒2 = 𝑢2 − 3𝑢1 = (−12, 1,−5,−7), 𝑒3 =

𝑢3 + 𝑢1 − 3𝑢2 = (21,−11, 9,−5);

17. 𝑒1 = 𝑢1 = (2, 1, 2, 3), 𝑒2 = 𝑢2 − 3𝑢1 = (−12, 1,−5,−7), 𝑒3 =

𝑢3 − 𝑢1 − 3𝑢2 = (17,−13, 5,−11);

18. 𝑒1 = 𝑢3 = (1, 0, 10,−2); 𝑒2 = 𝑢3 + 𝑢2 = (−5, 4, 11, 0); 𝑒3 =

𝑢3 + 𝑢1 + 𝑢2 = (−3, 5, 13, 3);

19. 𝑒1 = 𝑢2 = (−6, 4, 1, 2); 𝑒2 = 𝑢1 − 𝑢2 = (8,−3, 1, 1); 𝑒3 = 𝑢3 −
𝑢1 − 𝑢2 = (5,−5, 7,−7);

20. 𝑒1 = 𝑢2 = (−6, 4, 1, 2); 𝑒2 = 𝑢1 + 𝑢2 = (−4, 5, 3, 5); 𝑒3 = 𝑢3 −
𝑢1 + 𝑢2 = (−7, 3, 9,−3);

21. 𝑒1 = 𝑢2 = (−6, 4, 1, 2); 𝑒2 = 𝑢1 + 2𝑢2 = (−10, 9, 4, 7); 𝑒3 =

𝑢3 − 𝑢1 + 2𝑢2 = (−13, 7, 10,−1);

22. 𝑒1 = 𝑢2 = (−6, 4, 1, 2); 𝑒2 = 𝑢1 − 2𝑢2 = (14,−7, 0,−1); 𝑒3 =

𝑢3 − 𝑢1 − 2𝑢2 = (11,−9, 6,−9);

23. 𝑒1 = 𝑢2 = (−6, 4, 1, 2); 𝑒2 = 𝑢1− 3𝑢2 = (20,−11,−1,−3); 𝑒3 =

𝑢3 − 𝑢1 − 3𝑢2 = (17,−13, 5,−11);

24. 𝑒1 = 𝑢2 = (−6, 4, 1, 2); 𝑒2 = 𝑢1 + 3𝑢2 = (−16, 13, 5, 9); 𝑒3 =

𝑢3 − 𝑢1 + 3𝑢2 = (−19, 11, 11, 1);
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9.2 Завдання 2. Заданi метричнi коефiцiєнти — скалярнi добу-
тки базисних векторiв — 𝑔11 = (𝑒1, 𝑒1), 𝑔12 = (𝑒1, 𝑒2), 𝑔22 =
(𝑒2, 𝑒2) i три радiус-вектори 𝐴,𝐵,𝐶. Знайти кут 𝐴 i довжини
сторiн трикутника 𝐴𝐵𝐶.

1. 𝑔11 = 1, 𝑔12 = 2, 𝑔22 = 5, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (2, 4), 𝐶 =

(2, 5).

2. 𝑔11 = 3, 𝑔12 = 2, 𝑔22 = 4, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (2, 5), 𝐶 =

(2, 6).

3. 𝑔11 = 2, 𝑔12 = 1, 𝑔22 = 1, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (0, 1), 𝐶 =

(0, 2).

4. 𝑔11 = 3, 𝑔12 = 1, 𝑔22 = 2, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (3,−3), 𝐶 =

(3,−1).

5. 𝑔11 = 5, 𝑔12 = 4, 𝑔22 = 4, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (2, 3), 𝐶 =

(0, 4).

6. 𝑔11 = 1, 𝑔12 = 2, 𝑔22 = 6, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (4, 7), 𝐶 =

(6, 5).

7. 𝑔11 = 2, 𝑔12 = 4, 𝑔22 = 9, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (−2, 7), 𝐶 =

(6,−1).

8. 𝑔11 = 2, 𝑔12 = −1, 𝑔22 = 1, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (−1, 2), 𝐶 =

(1, 4).

9. 𝑔11 = 1, 𝑔12 = −1, 𝑔22 = 2, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (−2, 3), 𝐶 =

(2,−1).

10. 𝑔11 = 2, 𝑔12 = −2, 𝑔22 = 3, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (0, 0), 𝐶 =

(−1, 1).
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11. 𝑔11 = 3, 𝑔12 = −1, 𝑔22 = 2, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (−3, 1), 𝐶 =

(0,−2).

12. 𝑔11 = 1, 𝑔12 = −2, 𝑔22 = 5, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (−1,−4), 𝐶 =

(−2,−6).

13. 𝑔11 = 1, 𝑔12 = 2, 𝑔22 = 5, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (2, 4), 𝐶 =

(2, 5).

14. 𝑔11 = 3, 𝑔12 = 2, 𝑔22 = 4, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (2, 5), 𝐶 =

(2, 6).

15. 𝑔11 = 2, 𝑔12 = 1, 𝑔22 = 1, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (0, 1), 𝐶 =

(0, 2).

16. 𝑔11 = 3, 𝑔12 = 1, 𝑔22 = 2, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (3,−3), 𝐶 =

(3,−1).

17. 𝑔11 = 5, 𝑔12 = 4, 𝑔22 = 4, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (2, 3), 𝐶 =

(0, 4).

18. 𝑔11 = 1, 𝑔12 = 2, 𝑔22 = 6, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (4, 7), 𝐶 =

(6, 5).

19. 𝑔11 = 2, 𝑔12 = 4, 𝑔22 = 9, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (−2, 7), 𝐶 =

(6,−1).

20. 𝑔11 = 2, 𝑔12 = −1, 𝑔22 = 1, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (−1, 2), 𝐶 =

(1, 4).

21. 𝑔11 = 1, 𝑔12 = −1, 𝑔22 = 2, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (−2, 3), 𝐶 =

(2,−1).

22. 𝑔11 = 2, 𝑔12 = −2, 𝑔22 = 3, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (0, 0), 𝐶 =

(−1, 1).
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23. 𝑔11 = 3, 𝑔12 = −1, 𝑔22 = 2, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (−3, 1), 𝐶 =

(0,−2).

24. 𝑔11 = 1, 𝑔12 = −2, 𝑔22 = 5, 𝐴 = (1, 2), 𝐵 = (−1,−4), 𝐶 =

(−2,−6).

9.3 Завдання 3. Знайти ортогональну проекцiю вектора 𝑎 на лi-
нiйну оболонку векторiв 𝑒1, 𝑒2 i ортогональну складову цього
вектора.

1. 𝑎 = (1, 0,−1,−28) 𝑒1 = (−3, 1, 1,−1), 𝑒2 = (−1,−3, 7,−5).

2. 𝑎 = (1, 0,−1,−28) 𝑒1 = (−3, 1, 1,−1), 𝑒2 = (0,−5, 10,−7).

3. 𝑎 = (1, 0,−1,−28) 𝑒1 = (−3, 1, 1,−1), 𝑒2 = (−7, 1, 5, 3).

4. 𝑎 = (1, 0,−1,−28) 𝑒1 = (−3, 1, 1,−1), 𝑒2 = (4,−13, 22,−15).

5. 𝑎 = (−11, 10,−9,−2) 𝑒1 = (1,−2, 3,−2), 𝑒2 = (4,−5, 6,−11).

6. 𝑎 = (−11, 10,−9,−2) 𝑒1 = (1,−2, 3,−2), 𝑒2 = (−5, 4,−3, 16).

7. 𝑎 = (−11, 10,−9,−2) 𝑒1 = (1,−2, 3,−2), 𝑒2 = (5, 0,−5, 4).

8. 𝑎 = (−11, 10,−9,−2) 𝑒1 = (1,−2, 3,−2), 𝑒2 = (−4, 3,−2, 1).

9. 𝑎 = (1, 0,−1, 0) 𝑒1 = (−1,−1, 3, 5), 𝑒2 = (−2, 2,−2,−6).

10. 𝑎 = (1, 0,−1, 0) 𝑒1 = (−1,−1, 3, 5), 𝑒2 = (−2, 1, 0, 7).

11. 𝑎 = (1, 0,−1, 0) 𝑒1 = (−1,−1, 3, 5), 𝑒2 = ([−3, 3,−3, 9).

12. 𝑎 = (1, 0,−1, 0) 𝑒1 = (−1,−1, 3, 5), 𝑒2 = (−6,−3, 12, 27).

13. 𝑎 = (1, 0,−1,−28) 𝑒1 = (−3, 1, 1,−1), 𝑒2 = (−1,−3, 7,−5).

14. 𝑎 = (1, 0,−1,−28) 𝑒1 = (−3, 1, 1,−1), 𝑒2 = (0,−5, 10,−7).
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15. 𝑎 = (1, 0,−1,−28) 𝑒1 = (−3, 1, 1,−1), 𝑒2 = (−7, 1, 5, 3).

16. 𝑎 = (1, 0,−1,−28) 𝑒1 = (−3, 1, 1,−1), 𝑒2 = (4,−13, 22,−15).

17. 𝑎 = (−11, 10,−9,−2) 𝑒1 = (1,−2, 3,−2), 𝑒2 = (4,−5, 6,−11).

18. 𝑎 = (−11, 10,−9,−2) 𝑒1 = (1,−2, 3,−2), 𝑒2 = (−5, 4,−3, 16).

19. 𝑎 = (−11, 10,−9,−2) 𝑒1 = (1,−2, 3,−2), 𝑒2 = (5, 0,−5, 4).

20. 𝑎 = (−11, 10,−9,−2) 𝑒1 = (1,−2, 3,−2), 𝑒2 = (−4, 3,−2, 1).

21. 𝑎 = (1, 0,−1, 0) 𝑒1 = (−1,−1, 3, 5), 𝑒2 = (−2, 2,−2,−6).

22. 𝑎 = (1, 0,−1, 0) 𝑒1 = (−1,−1, 3, 5), 𝑒2 = (−2, 1, 0, 7).

23. 𝑎 = (1, 0,−1, 0) 𝑒1 = (−1,−1, 3, 5), 𝑒2 = ([−3, 3,−3, 9).

24. 𝑎 = (1, 0,−1, 0) 𝑒1 = (−1,−1, 3, 5), 𝑒2 = (−6,−3, 12, 27).

9.4 Завдання 4. Знайти базис ортогонального доповнення до лi-
нiйної оболонки векторiв 𝑒1, 𝑒2.

1. 𝑒1 = (−1,−1, 3, 5), 𝑒2 = (−2, 2,−2,−6).

2. 𝑒1 = (−1,−1, 3, 5), 𝑒2 = (−2, 1, 0, 7).

3. 𝑒1 = (−1,−1, 3, 5), 𝑒2 = ([−3, 3,−3, 9).

4. 𝑒1 = (−1,−1, 3, 5), 𝑒2 = (−6,−3, 12, 27).

5. 𝑒1 = (−3, 1, 1,−1), 𝑒2 = (−1,−3, 7,−5).

6. 𝑒1 = (−3, 1, 1,−1), 𝑒2 = (0,−5, 10,−7).

7. 𝑒1 = (−3, 1, 1,−1), 𝑒2 = (−7, 1, 5, 3).

8. 𝑒1 = (−3, 1, 1,−1), 𝑒2 = (4,−13, 22,−15).
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9. 𝑒1 = (1,−2, 3,−2), 𝑒2 = (4,−5, 6,−11).

10. 𝑒1 = (1,−2, 3,−2), 𝑒2 = (−5, 4,−3, 16).

11. 𝑒1 = (1,−2, 3,−2), 𝑒2 = (5, 0,−5, 4).

12. 𝑒1 = (1,−2, 3,−2), 𝑒2 = (−4, 3,−2, 1).

13. 𝑒1 = (−1,−1, 3, 5), 𝑒2 = (−2, 2,−2,−6).

14. 𝑒1 = (−1,−1, 3, 5), 𝑒2 = (−2, 1, 0, 7).

15. 𝑒1 = (−1,−1, 3, 5), 𝑒2 = ([−3, 3,−3, 9).

16. 𝑒1 = (−1,−1, 3, 5), 𝑒2 = (−6,−3, 12, 27).

17. 𝑒1 = (−3, 1, 1,−1), 𝑒2 = (−1,−3, 7,−5).

18. 𝑒1 = (−3, 1, 1,−1), 𝑒2 = (0,−5, 10,−7).

19. 𝑒1 = (−3, 1, 1,−1), 𝑒2 = (−7, 1, 5, 3).

20. 𝑒1 = (−3, 1, 1,−1), 𝑒2 = (4,−13, 22,−15).

21. 𝑒1 = (1,−2, 3,−2), 𝑒2 = (4,−5, 6,−11).

22. 𝑒1 = (1,−2, 3,−2), 𝑒2 = (−5, 4,−3, 16).

23. 𝑒1 = (1,−2, 3,−2), 𝑒2 = (5, 0,−5, 4).

24. 𝑒1 = (1,−2, 3,−2), 𝑒2 = (−4, 3,−2, 1).

9.5 Завдання 5. Знайти вiдстань вiд точки 𝑎 = (−11, 10, 3, 7) до
лiнiйного многовиду 𝑀 , що заданий неоднорiдною системою
рiвнянь.

1)

{︂
𝑥1 + 3𝑥2 − 7𝑥3 + 𝑥4 = 4

3𝑥1 + 11𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4 = 1
2)

{︂
2𝑥1 + 3𝑥2 − 7𝑥3 + 𝑥4 = −1

3𝑥1 + 11𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4 = 9
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3)

{︂
2𝑥1 + 3𝑥2 − 7𝑥3 + 𝑥4 = 3,

−𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4 = −1
4)

{︂
3𝑥1 + 3𝑥2 − 7𝑥3 + 𝑥4 = −1

3𝑥1 + 9𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4 = −2

5)

{︂
−2𝑥1 + 3𝑥2 − 7𝑥3 + 5𝑥4 = 2

−3𝑥1 + 𝑥2 + 4𝑥3 − 𝑥4 = 2
6)

{︂
3𝑥1 + 3𝑥2 − 7𝑥3 + 𝑥4 = −3

3𝑥1 + 9𝑥2 − 7𝑥3 − 𝑥4 = 1

7)

{︂
𝑥1 + 3𝑥2 − 7𝑥3 + 5𝑥4 = 0

𝑥1 + 𝑥2 + 4𝑥3 − 𝑥4 = 1
8)

{︂
3𝑥1 + 3𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4 = 3

−2𝑥1 + 9𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥4 = 1

9)

{︂
2𝑥1 + 3𝑥2 − 4𝑥3 + 5𝑥4 = 4

3𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 − 𝑥4 = 5
10)

{︂
2𝑥1 + 3𝑥2 − 6𝑥3 + 2𝑥4 = −2

2𝑥1 + 9𝑥2 − 6𝑥3 − 𝑥4 = 6

11)

{︂
7𝑥1 + 3𝑥2 − 7𝑥3 + 5𝑥4 = 0

5𝑥1 + 2𝑥2 + 4𝑥3 − 𝑥4 = 3
12)

{︂
1𝑥1 + 3𝑥2 − 7𝑥3 + 𝑥4 = −1

3𝑥1 + 9𝑥2 − 7𝑥3 − 𝑥4 = 1

13)

{︂
𝑥1 + 3𝑥2 − 7𝑥3 + 𝑥4 = 4

3𝑥1 + 11𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4 = 1
14)

{︂
2𝑥1 + 3𝑥2 − 7𝑥3 + 𝑥4 = −1

3𝑥1 + 11𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4 = 9

15)

{︂
2𝑥1 + 3𝑥2 − 7𝑥3 + 𝑥4 = 3,

−𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4 = −1
16)

{︂
3𝑥1 + 3𝑥2 − 7𝑥3 + 𝑥4 = −1

3𝑥1 + 9𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4 = −2

17)

{︂
−2𝑥1 + 3𝑥2 − 7𝑥3 + 5𝑥4 = 2

−3𝑥1 + 𝑥2 + 4𝑥3 − 𝑥4 = 2
18)

{︂
3𝑥1 + 3𝑥2 − 7𝑥3 + 𝑥4 = −3

3𝑥1 + 9𝑥2 − 7𝑥3 − 𝑥4 = 1

19)

{︂
𝑥1 + 3𝑥2 − 7𝑥3 + 5𝑥4 = 0

𝑥1 + 𝑥2 + 4𝑥3 − 𝑥4 = 1
20)

{︂
3𝑥1 + 3𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4 = 3

−2𝑥1 + 9𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥4 = 1
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21)

{︂
2𝑥1 + 3𝑥2 − 4𝑥3 + 5𝑥4 = 4

3𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 − 𝑥4 = 5
22)

{︂
2𝑥1 + 3𝑥2 − 6𝑥3 + 2𝑥4 = −2

2𝑥1 + 9𝑥2 − 6𝑥3 − 𝑥4 = 6

23)

{︂
7𝑥1 + 3𝑥2 − 7𝑥3 + 5𝑥4 = 0

5𝑥1 + 2𝑥2 + 4𝑥3 − 𝑥4 = 3
24)

{︂
1𝑥1 + 3𝑥2 − 7𝑥3 + 𝑥4 = −1

3𝑥1 + 9𝑥2 − 7𝑥3 − 𝑥4 = 1

Лiтература

[1] О.А.Борисенко, Л.М.Ушакова “Аналiтична геометрiя“, —
Харкiв:Основа, 1993.

[2] В.П.Ольшанський “<Короткий >курс лiнiйної алгебри та
аналiтичної геометрiї“: Лекцiї та лаб.роботи на ПЕОМ :
Навч. посiбник для студ. техн. вузiв / В. П. Ольшанський ;
Харкiвський полiтехнiчний ун-т. — К. : IСДО, 1994. - 216 с.

[3] “Аналiтична геометрiя. Лiнiйна алгебра“: Навчально- мето-
дичний посiбник / Укл.: I.Д.Пукальський, I.П.Лусте. – Чер-
нiвцi: Рута, 2007. – 244 с.

[4] Методичнi вказiвки з теми “Визначники та елементи лiнiйної
алгебри“, укладач Паламарчук В.О. // Краторськ, ДДМА,
2001, 30 стор. — vila.pdf

[5] Олег Романiв “Лiнiйна алгебра. Перший семестр1“, — Львiв,
1 вересня 2013, iнтернет

[6] Л.А.Калужнiн, В.А.Вишенський, Ц.А. Шуб “Лнiйнi просто-
ри“ — Київ: Вища Школа, 1971

92



[7] В.I.Андрiйчук , Б.В. Забавський “Алгебра i теорiя чисел“ —
Львiв. — 2005.

[8] В.I. Андрiйчук , Б.В. Забавський “Лiнiйна алгебра“ — Львiв.
— 2008.

[9] В.I. Андрiйчук, Б.В. Забавський “Загальна алгебра“ —
Львiв. — 2009.

[10] Гудименко Ф.С., Борисенко Д.М., Волкова В.О., Зражев-
ська Г.М., Ющенко О.А. “Збiрник задач з вищої математи-
ки“ — К., Видавництво Київського унiверситету, 1967 р. 352
с.

[11] И.В. Проскуряков “Сборник задач по линейной алгебре“. —
М:Наука, 1967

93



Покажчик

базис
ортонормований, 21, 31

дефект
квадратичної форми, 49

дельта-функцiя, 10
добуток

скалярний, 26
ермiтовий, 82

векторiв
скалярний, 19
векторний, 80
змiшаний, 80

додавання
форм, 5
функцiоналiв, 4

доповнення
ортогональне, 57

довжина
вектора, 28

еквiваленцiя, 12
форма

бiлiнiйна, 25
кадратична, 41
позитивна, 47

квадратична

додатно визначена, 47
лiнiйна, 5
нульова, 5

форми
лiнiйно незалежнi, 5

формула
рекурентна, 77

функцiонал, 3
бiлiнiйний, 16, 27
ермiтовосиметричний, 82
лiнiйний, 4
напiвлiнiйний, 81
нульовий, 4
однорiдний, 4
пiвторалiнiйний, 82
полiлiнiйний, 24
позитивний, 16, 27
симетричний, 16, 27

гiперплощина, 63
характеристика поля, 41
iндекс iнерцiї

додатний, 49
вiд’ємний, 49

iзоморфiзм
канонiчний, 6

94



коефiцiєнт
метричний, 20

критерiй
Якобi, 51
додатної визначеностi, 49

кут
мiж векторами, 30

лiнiйний простiр
асоцiйований з точковим, 64
дуальний, 4
двоїстий, 4
спряжений, 4

матриця
Грама, 20
бiлiнiйної форми, 26
квадратичної форми, 41
ортогональна, 33
переходу, 33
транспонована, 33

метод
найменших квадратiв, 72
видiлення повних квадратiв,

45
вiд протилежного, 48

методд
Лагранжа, 45

мiнор
головний, 51

многочлен
Чебишева
першого роду, 75

Лежандра, 77
многочлени

Фур’є, 78
тригонометричнi, 78

множення
форми на число, 5
функцiонала
на чило, 4

функцiонала на число, 4
нерiвнiсть

Кошi — Буняковського, 28
трикутника, 28

норма
вектора, 28

нормування, 24, 30
умовою, 24

орт, 21
ортогональна складова

вектора, 61
означення

iндуктивне, 79
площина, 63, 67

𝑘-вимiрна, 63
полiном

Фур’є, 78

95



тригонометричний, 78
процес

Грама-Шмiдта, 37
проекцiя

вектора
на пiдпростiр, 61

простiр
евклiдiв, 27
евклiдовий
точковий, 68
векторний, 68

точковий, 63
евклiдiв, 63

тригонометричних полiномiв,
78

унiтарний, 82
пряма, 63, 67
радiус-вектор, 63
ранг

квадратичної форми, 49
рiвносильнiсть, 12
рiвняння

площини, 67
прямої, 67

сигнатура, 49
символ

Кронекера, 21
система

векторiв
ортонормована, 30

сума
форм, 5
функцiоналiв, 4

тензор
метричний, 20

теорема
Лагранжа, 44
Якобi, 51

точка, 63
точкового простору, 64
вiдлiку, 64

вектор
нормований, 30

вектори
нормованi, 21
ортогональнi, 21, 30
твiрнi, 59
пiдпростору, 59

взаємно ортогональнi, 21
вигляд квдратичної форми

дiагональний, 42
канонiчний, 42
нормальний, 42

вiдображення
адитивне, 4
однорiдне, 4

96



вiдповiднiсть
канонiчна, 6, 12
взаємно однозначна, 12

вiдстань
вiд вектора до пiдпростору,

61
замiна змiнних

невироджена, 45
стандартна, 45

згортка, 11
змiна координат

контраварiантна, 15
коварiантна, 15

97


