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1. Закон электромагнитной индукции 
Обсуждается физическая сущность и математические 

формулировки закона электромагнитной индукции Фарадея 

Электрическое и магнитное поля не связаны между собой только в 
том случае, когда они не меняются со временем. Если же поля не по-
стоянны, то они уже не могут быть независимыми. Переменное маг-
нитное поле всегда создает переменное электрическое поле и наоборот. 
Первая сторона этой обоюдной взаимосвязи заключается в явлении 
электромагнитной индукции, открытом М. Фарадеем в 1831 г. Оно 
состоит в том, что если возле проводника двигать магнит либо провод-
ник, по которому течет постоянный ток, то в первом проводнике воз-
никает электрический ток без всяких посторонних источников (см. 
рис.1). Ток возникает и тогда, когда проводник движется, а магнит 
неподвижен. Наконец, ток возникает в неподвижном проводнике и в 
том случае, если возле него находится другой неподвижный проводник 
не с постоянным, а с переменным током. 
 

  
  

Рис. 1. Опыты Фарадея 
 

Эмпирически было установлено что для возникновения тока в 
замкнутом проводнике существенно изменение магнитного потока 
через контур проводника, а не способ которым оно достигается. Мате-
матическая формулировка закона электромагнитной индукции, данная 
в 1845 г. Ф.Э.Нейманом, устанавливает связь между электродвижущей 
силой (э.д.с.) индукции e  и изменением магнитного потока F  через 
контур: 

d
dt

e F= - . (1) 

Г Г 

S 
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Здесь э.д.с. определяется как интеграл по контуру тока от силы, дейст-
вующей на единичный положительный заряд 

1

C

fdl
q

e = т
r r

С .  (2) 

Интегрирование проводится в направлении, совпадающем с нап-
равлением тока. Магнитным потоком, пронизывающим контур C  
называется поверхностный интеграл 

Bds
S

F = т
r r , (3) 

где интегрирование проводится по произвольной поверхности S , на-
тянутой на контур C , ds nds=v v  - ориентированный элемент поверх-
ности, nv  - нормаль к элементу поверхности ds , ориентированная та-
ким образом, чтобы его направление и направление обхода контура C  
составляли правовинтовую систему (если мы будем вращать правый 
винт по направлению обхода контура, то поступательное движение 
винта будет указывать направление нормали). 

Таким образом, э.д.с. индукции равна взятой с обратным знаком 
производной по времени от магнитного потока, пронизывающего контур. 

Знак минус в формуле (1) означает, что индукционный ток имеет 
такое направление, что его собственное магнитное поле стремится 
ослабить изменение магнитного потока, вызвавшего индукционный 
ток. Правило определяющее направление э.д.с. индукции было впер-
вые сформулировано Э.Х. Ленцем в 1833 г. Ле Шателье, а затем Браун 
обобщили это правило на все физические явления. 

Каким же образом переменное магнитное поле возбуждает элек-
трический ток? Ответ был дан Д.Маквеллом: всякое изменение маг-
нитного поля во времени возбуждает в окружающем пространстве 
электрическое поле, которое и является непосредственной причиной 
возникновения индукционного тока в проводнике. 

Между максвелловским и фарадеевским пониманием явления 
электромагнитной индукции имеется существенное различие. Согласно 
Фарадею, электромагнитная индукция состоит в возбуждении электри-
ческого тока, для наблюдения которого необходимо наличие замкнуто-
го проводника. Согласно Максвеллу, электромагнитная индукция за-
ключается в возбуждении электрического поля, а не тока и может на-
блюдаться в отсутствие проводников.  

В случае неподвижного контура f qE=
r r

, где E
r

 - напряженность 
электрического поля, порождаемого переменным магнитным полем. 
Подставляя это выражение в (1) находим непосредственную связь ме-
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жду индуцированным электрическим полем и переменным магнитным 
полем: 

C

Edl
t

¶ F= -
¶т

r r
С .  (4) 

Используя определение циркуляции произвольного вектора по 
замкнутому контуру как интеграла по контуру от этого вектора, мы 
приходим к следующей формулировке закона электромагнитной ин-
дукции для неподвижного проводника: 

циркуляция электрического поля, индуцируемого в проводящем 
контуре переменным магнитным полем, равна взятой с обратным 
знаком производной по времени от магнитного потока, пронизываю-
щего контур. 

Символ частной производной по времени в (4) подчеркивает тот 
факт, что контур и натянутая на него поверхность неподвижны.  

Обратим внимание на следующее обстоятельство. Циркуляция 
электрического поля, возникающего при электромагнитной индукции 
отлична от нуля, в то время как циркуляция электростатического поля 
всегда равна нулю. Иными словами, при электромагнитной индукции 
возникает не потенциальное, а вихревое электрическое поле.  

В общем случае, когда проводник движется в переменном магнит-
ном поле, индукционный ток возбуждается как электрической силой 
qE

r
, так и магнитной силой q vBй щ

к ъл ы
rr

. Таким образом, во всех случаях 

индукционный ток вызывается полной силой Лоренца  
( )F q E vBй щ= + к ъл ы

r r rr
. (5) 

Из магнитостатики известно, что контур с током создает в окру-
жающем пространстве магнитное поле. Если в некотором контуре те-
чет изменяющийся ток, то собственное магнитное поле этого тока так-
же будет переменным во времени. Однако, как было указано выше, 
переменное магнитное поле любой природы создает переменный поток 
магнитной индукции. Пронизывая тот же самый контур, которым соз-
дается переменное поле, этот поток вызывает в нем же индукционный 
ток. Это явление называется самоиндукцией. Величина собственного 
магнитного потока пропорциональна силе тока I : 

LIF = ,  (6) 
где L  – коэффициент, называемый индуктивностью контура. Индук-
тивность зависит от формы и размеров контура, а также от магнитных 
свойств окружающей среды. Если контур жесткий и поблизости от 
него нет ферромагнетиков, то индуктивность является величиной по-
стоянной и не зависит от силы тока. 
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Строго говоря, эта формула справедлива для постоянного тока, но 
ею можно пользоваться также и в случае переменного тока, если толь-
ко он изменяется достаточно медленно. Необходимо, чтобы время, в 
течение которого ток претерпевает существенное изменение, было 
велико по сравнению со временем, которое требуется свету, чтобы 
пройти расстояние порядка размеров контура (в случае системы конту-
ров расстояние порядка размеров этой системы): 

lT
c

> > , 

где c  – скорость света, l  – линейный размер системы. 
Такие токи называются квазистационарными. Следует отметить, 

что все закономерности и соотношения для постоянных токов являют-
ся справедливыми и для квазистационарных токов. 

Единицей индуктивности в системе СИ является генри(Гн). Сог-
ласно (5) индуктивностью 1 Гн обладает контур, магнитный поток 
сквозь который при токе 1 А равен 1 вебер (Вб), значит 1 Гн = 1 Вб/А. 

Т. к. переменное магнитное поле индуцирует токи посредством ге-
нерации электрического поля, очевидно, что индукционные токи могут 
возбуждаться и в сплошных массивных проводниках. В этом случае их 
называют токами Фуко или вихревыми токами. Электрическое сопро-
тивление массивного проводника мало, поэтому токи Фуко могут дос-
тигать большой силы. Причем благодаря индукционному взаимодейст-
вию различных элементов тока между собой происходит перераспре-
деление плотности тока по сечению проводника, в результате чего ток 
сосредотачивается в поверхностном слое проводника. Концентрация 
переменного тока вблизи поверхности называется скин-эффектом. 
 

2. Квазистационарные переменные токи 
в линейных проводниках 

Излагаются основные методы расчета цепей 
переменного квазистационарного тока 

Простота генерирования переменного тока, легкость его транс-
формации и возможность превращения его энергии в механическую 
работу привели к широчайшему использованию переменных токов на 
практике. Выясним роль индуктивности и емкости в цепи переменного 
тока. Рассмотрим проводящий контур изображенный на рис. 2, в кото-
ром действует переменная э.д.с. или приложено переменное напряжение. 
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e(t)

   L

  R При переменной 

э.д.с. ( )e t  в контуре 
переменным будет и 

ток ( )i t . В таком 
случае в контуре 
возникнет добавоч-
ная э.д.с. – э.д.с. 

самоиндукции 
/Ldi dt- . Таким 

образом, суммарная 
э.д.с. составит 

( ) /e t Ldi dt- . Ис-
пользуем второе правило Кирхгофа для постоянных токов (однако, 
которое можно применять и для квазистационарных токов). Согласно 
нему для любого замкнутого контура сумма э.д.с. равна сумме падений 
напряжения на участках контура. В нашем случае это записывается в 
виде: ( ) /e t Ldi dt R i- = , или 

( )diL R i e t
dt

+ =   (7) 

Возможна и иная (формальная) трактовка индукционным процес-
сам в цепи. Для удобства можно ввести падение напряжения на индук-

тивном элементе цепи ( / )Lu L di dt= , однако, не рассматривая его как 

источник э.д.с. Тогда по тому же правилу Кирхгофа ( ) R Le t u u= + , где 
Ru R i=  что также приводит к (7). 
Уравнение (7) представляет собой неоднородное дифференциаль-

ное уравнение первого порядка с известной правой частью. В общем 
случае решение уравнений такого типа складывается из частного ре-
шения неодного уравнения и общего решения однородного уравнения 
(без правой части). Неизвестные константы подбираются так, чтобы 
удовлетворить начальным условиям. 

Ниже, однако, рассмотрим один важный частный случай, когда в 
цепи действует синусоидальная э.д.с. ( ) cose t U tw= , где U  - ампли-
туда, w  - частота приложенной э.д.с. Чтобы найти частное решение в 
этом случае, удобно воспользоваться комплексным методом. Согласно 
нему ток ищется в виде ( ) Re( )i ti t Ie w= , где I  - некоторая комплекс-
ная константа, называемая комплексной амплитудой тока. Тогда э.д.с. 
можно представить в виде ( ) Re( )i te t Ue w= . Подставляя ( )i t  и ( )e t  в 

 
 
 
 
 

Рис. 2. Контур с индуктивностью 
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таком виде в (7), внося под знак L  и R , (т. к. они вещественны) и 
учитывая линейность дифференциальнго уравнения (7), знак Re в этом 
уравнении можно опустить. В результате имеем: 

( )i t i t i tdL Ie RIe Ue
dt

w w w+ =  (8) 

Отсюда находим /I U Z= , где Z R i Lw= + , 1i є - . Величи-
ну Z  называют комплексным сопротивлением или импедансом цепи. 
Подставляя I в представление для тока, находим ( )i t . 

В отличие от постоянного тока переменный ток может протекать 
по цепи, в которую включен конденсатор. Это связано с возникновени-
ем переменного заряда на обкладках конденсатора. Рассмотрим про-
стейшую схему такой цепи (см. рис. 3). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 3. Контур с емкостью 

 
Для определения тока в этом контуре опять воспользуемся вторым 
правилом Кирхгофа, согласно которому ( ) R Ce t u u= + , где 

/Cu q C=  – напряжение на обкладках конденсатора, q . – заряд на 
обкладках конденсатора, C  – емкость конденсатора. Т. к. ( )i t и q  свя-
заны очевидным соотношением ( ) /i t dq dt= , то второе правило 
Кирхгофа в данном случае можно представить в виде дифференциаль-
ного уравнения для заряда q : 

( )dq qR e t
dt C

+ = .  (9) 

Это дифференциальное уравнение такого же типа как и (7) и может 
быть исследовано таким же образом. Оно позволяет найти заряд q , а 

e(t)

C 

R 
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следовательно и ток ( )i t . Для синусоидальной э.д.с. ( ) cose t U tw=  
используя комплексный метод, легко убедиться что Re( )i tq Qe w= , где 

/ ( )Q U i R Cw= + . Соответственно ток определится формулой 
( ) Re( )i ti t Ie w= , где /I U Z= , 1 /Z R i Cw= + . 

Выяснив, как ведут себя порознь индуктивность и емкость при 
прохождении переменного тока, можно расчитать любую цепь, в кото-
рой действует синусоидальное напряжение. При этом в случае сину-
соидального напряжения удобно использовать комплексный метод, 
считая что индуктивности L  и емкости C  соответствуют комплекс-

ные сопротивления i Lw  и 1 / i Cw  соответственно. Каждая цепь стро-
ится из этих элементов, которые могут соединяться последовательно 
или параллельно. Как и в случае обычных сопротивлений, общее ком-
плексное сопротивление последовательно соединенных элементов 
равно сумме их комплексных сопротивлений ( 1 2 ...Z Z Z= + + ). В слу-
чае параллельно соединенных элементов общее комплексное сопро-
тивление находится из выражения 1 21 / 1 / 1 / ...Z Z Z= + + . В случае 
контура, изображенного на рис.4, 1 /Z R i L i Cw w= + + .  

Амплитуда тока I  как функция частоты представлена на рис. 5. 
Она обращается в нуль при 0w =  и w ® Ґ  и достигает максимума 
при резонансной частоте 0 1 / LCw = . 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4. Контур с индуктивностью и емкостью 
 
 
 
 

R 

                                C 

L 

e(t)



 11 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5. Зависимость тока в контуре от частоты 
 

Ширина этого максимума ~ /R LwD , максимальное же значение 
тока max /I U R= . Поэтому если активное сопротивление R  очень 
мало, то максимум будет очень резким. О резонансе в такой цепи гово-
рят как о резонансе напряжений.  

 
3. Ток смещения 

Обсуждается физическое содержание тока смещения. 
Проводится учет тока смещения в уравнениях Максвелла 

Постоянный ток не протекает в цепи с конденсатором. В то же 
время переменный протекает. Сила квазистационарного тока проводи-
мости во всех последовательно соединенных элементах цепи является 
одной и той же. В конденсаторе ток проводимости, связанный с дви-
жением электронов не может существовать. Поэтому необходимо 
предположить, что в конденсаторе происходит некоторый процесс, 
который как бы замыкает ток проводимости, т. е. обеспечивает обмен 
заряда между обкладками конденсатора без переноса заряда между 
ними. Этот процесс называется током смещения. Рассмотрим цепь 
переменного тока с плоским конденсатором, изображенную на рис. 3. 
Между обкладками конденсатора имеется электрическое поле с напря-
женностью 0/E s e e= , где s  - плотность заряда на обкладках, e  - 
диэлектрическая проницаемость вещества между обкладками. Вектор 
электрической индукции между обкладками конденсатора равен 

/D Q Ss= = , где Q  - заряд на каждой из обкладок конденсатора, S  – 
площадь обкладки. Сила тока в цепи равна /I Q t= ¶ ¶ . Отсюда сле-
дует, что  

0

I
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c
DI S
t

¶=
¶

,  (10) 

т. е. процессом, замыкающим ток проводимости в цепи, является изме-
нение электрической индукции. Плотность тока смещения в простран-
стве между обкладками равна / /c cj I S D t= = ¶ ¶ . Учитывая, что 

направление cj
r

 в каждой точке между обкладками совпадает с направ-

лением /D t¶ ¶
r

, можно (10) представить в векторной форме 

c
Dj
t

¶=
¶

r
r

.  (11) 

Сумму же тока смещения и тока проводимости называют полным 
током. 

Следует иметь в виду, что ток смещения эквивалентен току прово-
димости, только в отношении способности создавать магнитное поле. 
Токи смещения существуют лишь там, где меняется со временем элек-
трическое поле. В диэлектриках ток смещения состоит из двух сущест-
венно различных слагаемых. Так как вектор 0D E Pe= +

r r r
, то отсюда 

видно, что плотность тока смещения складывается из «истинного» тока 
смещения 0 /E te ¶ ¶

s
 и тока поляризации /P t¶ ¶

r
 – величины, обу-

словленной движением связанных зарядов. В том, что токи поляриза-
ции возбуждают магнитное поле, нет ничего неожиданного, ибо эти 
токи по своей природе не отличаются от токов проводимости. Принци-
пиально новое содержится в утверждении, что и другая часть тока 
смещения 0 /E te ¶ ¶

s
, которая не связана с движением зарядов, а обу-

словлена только изменением электрического поля, также возбуждает 
магнитное поле. Открытие этого явления – наиболее существенный и 
решающий шаг, сделанный Максвеллом при построении теории элек-
тромагнитного поля. Это открытие вполне аналогично открытию зако-
на электромагнитной индукции. Следует также отметить, что открытие 
тока смещения является чисто теоретическим открытием. 

Порождение магнитного поля током проводимости описывается 
уравнением: 

rotH j=
r r

.  (12) 
Учитывая порождение магнитного поля током смещения, необхо-

димо обобщить это уравнение следующим образом: 

crotH j j= +
r r r

,  (13) 
тогда принимая во внимание (11) окончательно получаем уравнение: 
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DrotH j
t

¶= +
¶

rr r
,  (14) 

являющееся одним из уравнений Максвелла. 
 

4. Уравнения Максвелла и их анализ 
Обсуждаются физический смысл 

и некоторые свойства системы уравнений Максвелла 

Открытие тока смещения позволило Максвеллу создать единую 
теорию электрических и магнитных явлений. Закон электромагнитной 
индукции (4), теорема Гаусса из электростатики, теорема о циркуляции 
магнитного поля с учетом тока смещения и закон отсутствия в природе 
магнитных зарядов являются отдельными частями этой теории, кото-
рую можно представить в виде системы фундаментальных уравнений 
электродинамики, называемых уравнениями Максвелла. Этих уравне-
ний четыре. Наиболее распространенной и употребительной является 
дифференциальная форма уравнений Максвелла: 

BrotE
t

¶= -
¶

rr
, 0divB =

r
;  (15) 

DrotH j
t

¶= +
¶

rr r
, divD r=

r
.  (16) 

Уравнения (15) также иногда называют первой парой уравнений 
Максвелла, а уравнения (16) – второй парой уравнений Максвелла.  

Физическое содержание этих уравнений заключается в следующем: 
1. Первое из уравнений (15) выражает закон электромагнитной 

индукции в дифференциальной форме. Т. е. оно является диф-
ференциальной формой соотношения (4) и указывает на то, 
что изменяющееся магнитное поле является одним из возмож-
ных источников электрического поля. 

2. Второе из уравнений (15) выражает закон отсутствия в приро-
де магнитных зарядов. 

3. Первое из уравнений (16) выражает закон, согласно которому 
магнитное поле порождается токами проводимости и токами 
смещения, которые и являются двумя возможными источни-
ками магнитного поля. 

4. Второе из уравнений (16) представляет собой дифференциаль-
ною форму теоремы Гаусса и свидетельствует о том, что вто-
рым источником электрического поля являются электрические 
заряды.  
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Уравнения Максвелла обладают следующими свойствами: 
а) они являются линейными и содержат только первые производ-

ные полей E
r

 и B
r

 по времени и пространственным координатам и 
первые степени электрических зарядов r  и токов j

r
. Свойство линей-

ности непосредственно связано со свойством суперпозиции, которое 
является независимым экспериментальным фактом: если два каких-
либо поля удовлетворяют уравнениям Максвелла, то это относится и к 
сумме этих полей; 

б) уравнения Максвелла содержат уравнение непрерывности. Что 
бы в этом убедиться, нужно взять дивергенцию от первого из уравне-
ний (16). Учитывая, что дивергенция ротора равна нулю тождественно 
приходим к соотношению ( / ) 0div D t j¶ ¶ + =

r r
. Меняя пространст-

венную и временную производные в первом члене в левой части этого 
соотношения, и используя второе из уравнений (16), приходим к урав-
нению непрерывности для плотности электрического заряда 

/ 0t divjr¶ ¶ + =
r

; 
с) уравнения Максвелла являются релятивистски-инвариантными. 

Факт инвариантности уравнений Максвелла относительно преобразо-
ваний Лоренца подтверждается многочисленными опытными данны-
ми. Вид уравнений Максвелла при переходе от одной инерциальной 
системы отсчета к другой не меняется, входящие в них величины пре-
образуются по определенным правилам;  

д) уравнения Максвелла в общем случае не симметричны относи-
тельно электрического и магнитного полей. Это обусловлено отсутст-
вием в природе магнитных зарядов. Стремление достигнуть симметрии 
уравнений Максвелла заставило Дирака выдвинуть гипотезу о сущест-
вовании магнитных зарядов. Логических возражений против такой 
гипотезы нет. Однако, к настоящему времени они не обнаружены, 
несмотря на многочисленные попытки. Вместе с тем в нейтральной 
однородной непроводящей среде, где 0r =  и 0j =

r
, уравнения Мак-

свелла приобретают симметричный вид: 
BrotE
t

¶= -
¶

rr
, 0divD =

r
; (17) 

DrotH
t

¶=
¶

rr
, 0divB =

r
.  (18) 
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Симметрия уравнений относительно электрического и магнитного 
полей не распространяется лишь на знак перед производными /D t¶ ¶

r
 

и /E t¶ ¶
r

. 
 

5. Замыкающие соотношения и условия на границах 
разрыва материальных сред 

Обсуждается полнота и совместность уравнений Максвелла, приводятся 
виды замыкающих соотношений и обсуждаются границы их применимости. 

Формулируются условия на границах раздела материальных сред 

Фундаментальные уравнения Максвелла в форме (15), (16) не со-
ставляют еще полной системы уравнений электромагнитного поля. 
Если их записать в координатной форме, то получится всего восемь 
уравнений, связывающих двенадцать функций (по три компоненты 
векторов E

r
, B

r
, D

r
 и H

r
, распределения сторонних зарядов и токов r  

и j
r
считаем заданным). Таким образом для нахождения распределения 

полей по заданному распределению сторонних зарядов и токов необ-
ходимо еще три уравнения. Фундаментальные уравнения Максвелла 
(15), (16) не содержат явно никаких величин характеризующих свойст-
ва среды. Т.о. необходимо дополнить эти уравнения соотношениями, в 
которые бы входили величины, характеризующие индивидуальные 
свойства среды. Эти соотношения называются замыкающими соотно-
шениями или материальными уравнениями. Материальные уравнения 
получаются из молекулярных теорий поляризации, намагничивания 
или электропроводности среды. Для построения этих теорий необхо-
димо разработать идеализированную модель среды. Далее применяя 
уравнения классической или квантовой механики, а также методы 
статистической физики можно установить связь между векторами D

r
 и 

E
r

, а также B
r

 и H
r

. Иногда вспомогательные поля D
r

 и H
r

 записыва-
ются в виде: 

0D E Pe= +
r r r

 , 1
0H B Jm-= -

r rv
;  (19) 

вводя векторы поляризации P
r

 и намагничивания среды J
r

. Тогда 
необходимо установить зависимость этих векторов от E

r
 и B

r
 соот-

ветственно.  
Наиболее просты материальные уравнения в случае слабых элек-

тромагнитных полей, сравнительно медленно меняющихся в простран-
стве и во времени. В этом случае для изотропных неферромагнитных и 
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несегнетоэлектрических сред замыкающие соотношения могут быть 
записаны в виде: 

0D Eee=
r r

, 0B Hmm=
r r

,  (20) 
где e  и m  - относительные диэлектрическая и магнитная проницае-
мости среды, 0e  и 0m  - диэлектрическая и магнитная постоянные ва-
куума. Электронная теория показала, что справедливость таких мате-
риальных уравнений связана с выполнением двух условий. Во-первых, 
за времена порядка периодов внутриатомных и внутримолекулярных 
колебаний электромагнитное поле должно меняться мало. Во-вторых, 
поле должно меняться слабо на расстояниях порядка межмолекуляр-
ных расстояний.  

Исключая D
r

 и H
r

 из уравнений (15), (16) с помощью уравнений 
(20), получим, что имеется восемь уравнений для шести неизвестных 
величин (векторов E

r
 и B

r
). Т.о. теперь система (15),(16) может ока-

заться переопределенной. Однако этого не возникает, т. к. первое и 
второе уравнения (15) не являются полностью независимыми. Это 
легко показать, взяв дивергенцию от первого уравнения (15). Т. к. ди-
вергенция ротора тождественно равна нулю, имеем ( / ) 0div B t¶ ¶ =

r
. 

В то же время продифференцировав второе из уравнений (15) по вре-
мени, имеем ( ) / 0divB t¶ ¶ =

r
. Т. к. операторы временного и простран-

ственного дифференцирования независимы, приходим к выводу, что в 
обоих случаях получается одно и тоже уравнение. Т. е. второе из урав-
нений (15) является дифференциальным следствием первого и не уста-
навливает новых связей между искомыми функциями. Аналогично 
можно показать, что второе из уравнений (16) является дифференци-
альным следствием первого из уравнений (16) и уравнения непрерыв-
ности для сторонних зарядов / 0t divjr¶ ¶ + =

r
, распределение кото-

рых считается заданным. Для этого надо взять div  от первого из урав-
нений (16). Из полученного соотношения / 0divj divB t+ ¶ ¶ =

rr
 ис-

ключаем divj
r

 с помощью уравнения непрерывности. В результате 

получим ( ) /divD t tr¶ ¶ = ¶ ¶
r

, что также следует из второго уравнения 
(16) после его дифференцирования по времени. 

Т. о. имеем шесть независимых дифференциальных соотношений 
для шести неизвестных величин. Т. е. система является совместной. 
Более подробный анализ показывает, что решение системы уравнений 
(15), (16) и (20) является единственным при заданных граничных и 
начальных условиях. 
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Следует также отметить, что иногда уравнения (20) также включа-
ют в систему уравнений Максвелла. Однако на наш взгляд этого делать 
не стоит, т. к. уравнения (20) не обладают такой же общностью и фун-
даментальностью.  

Уравнения Максвелла в дифференциальной форме (15), (16) не 
имеют смысла в точках на поверхности раздела материальных сред, где 
свойства среды, а также напряженности полей меняются скачкообраз-
но. В этом случае остаются справедливыми уравнения Максвелла в 
интегральной форме:  

( / )Edl B t ds= - ¶ ¶т т
r r r rС , 0Bds =т

r rС ;  (21) 

( / )Hdl D t j ds= ¶ ¶ +т т
r r r r rС , Dds dVr=т т

r rС ,  (22) 

которые обладают большей общностью, хотя менее употребительны и 
удобны для конкретных расчетов.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 6. Граница раздела двух диэлектриков 

 
Можно, однако, достигнуть такой же общности и для дифференци-

альной формы уравнений Максвелла, если дополнить их граничными 
условиями, которым должно удовлетворять электромагнитное поле на 
границе раздела двух сред. Эти условия легко могут быть выведены из 
интегральной формы уравнений Максвелла. 

Рассмотрим участок поверхностиS между двумя диэлектриками 
(см. рис.6). Диэлектрик под поверхностьюS обозначим цифрой 1, а 
диэлектрик над поверхностью цифрой 2. Пусть маленькая призма, 
верхнее основание которой находится в диэлектрике 2, а нижнее в 
диэлектрике 1, вырезает из поверхности S  элемент площадью S ў нас-
только малый, что его можно считать плоским, а поля на площади S ў 
постоянными. Рассмотрим второе из уравнений (22) для этой призмы. 
Устремляя высоту призмы к нулю, получим, что величина верхнего и 

2 

S′ 
S 

1 
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нижнего оснований призмы стремится к S ў, а интеграл от D
r

 по боко-
вой поверхности стремится к нулю. Считаем, что нормаль nr  к элемен-
ту S ўнаправлена из диэлектрика 1 в диэлектрик 2. Тогда интеграл от 
D
r

 по поверхности призмы будет равен сумме интегралов по основа-
ниям. Интеграл по нижнему основанию при сделанных предположени-
ях равен 1 1D n S ў

r r , где 1n  внешняя нормаль к верхней поверхности 

призмы, интеграл по верхнему основанию равен 2 2D n S ў
r r , где 2n  внеш-

няя нормаль к верхней поверхности призмы. Т. к. 1n n= -r r , 2n n=r r , а 
объем призмы стремится к нулю, из второго уравнения (22) имеем 

2 1( ) 0D n D n S ў- =
r rr r . Таким образом, приходим к условию непрерывно-

сти нормальной составляющей вектора электрической индукции:  
2 1n nD D= .  (23) 

Для получения граничных условий для вектора E
r

 рассмотрим не-
большой контур на границе раздела сред (см. рис. 7). Контур считаем 
настолько малым, что поля в точках контура можно считать постоян-
ными. Верхняя часть контура находится в диэлектрике 2, а нижняя в 
диэлектрике 1. Рассмотрим первое из уравнений (21) для этого конту-
ра. Устремляя боковые стороны контура к нулю, имеем  

 
 

 

 

 

 

 

 

Рис. 7. Контур интегрирования на границе раздела сред 
 

1 1 2 2Edl E l E l= +т
r r r r r r

С . Т. к. 1l tl=
r r

, а 2l tl= -
r r

, где t
r

 – единич-

ный вектор, касательный к поверхности раздела в месте контура, то из 
первого уравнения (21) следует ( )1 2 0E t E t l- =

r rr r
, или 

2 1E Et t= ,  (24) 

     2 

t
r

1 

1l
r

ε1 

ε2 

2l
r
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что означает непрерывность тангенциальных составляющих напря-
женности электрического поля. Аналогичным образом могут быть по-
лучены и граничные условия для B

r
 и H

r
. Они имеют следующий вид: 

2 1H Ht t= , 2 1n nB B= .  (25) 
Уравнения Максвелла (15), (16) совместно с замыкающими соот-

ношениями в форме (19) либо (20) и граничными условиями (23)-(25) 
составляют основу электродинамики покоящихся материальных сред. 

 
6. Векторный и скалярный потенциалы. 

Уравнение Даламбера 
Обсуждаются свойства векторного и скалярного потенциалов,  

выводится уравнение Даламбера 

Нахождение переменного электромагнитного поля т. е. решений 
уравнений Максвелла, облегчается введением потенциалов. Также как 
и в случае стационарных полей, скалярный и векторный потенциалы 
являются неоднозначными. В качестве определения векторного потен-
циала можно сохранить уравнение из магнитостатики: 

B rotA=
rr

.  (26) 
Подставляя это соотношение в первое из уравнений (15), имеем 

ArotE rot
t

ж ц¶ чз чз= - чз чз ч¶зи ш

r
r

. Меняя временные и пространственные производ-

ные в правой части и перенося все в левую часть, получим 

0Arot E
t

ж ц¶ чз чз + =чз чз ч¶зи ш

r
r

. Это уравнение удовлетворяется, если AE
t

¶+
¶

r
r

 

является потенциальной функцией: AE grad
t

j¶+ = -
¶

r
r

, где j  - пока 

произвольный скаляр. Отсюда следует, что 
AE grad
t

j¶= - -
¶

r
r

.  (27) 

Таким образом B
r

 и E
r

 можно выразить через векторную и скаляр-
ную функции, которые называются векторным и скалярным потенциа-
лами соответственно. Скалярный и векторный потенциалы электро-
магнитного поля являются лишь вспомогательными понятиями, а не-
посредственный физический смысл имеют только напряженности 
электрического и магнитного полей. Поэтому поля, описываемые раз-
ными значениями A

r
 и j , но одинаковыми значениями E

r
 и H

r
, явля-
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ются тождественными. Покажем, что векторный и скалярный потен-
циалы неоднозначно определяются формулами (26), (27). Т. к. 

( ) 0rot grad є , то если мы прибавим к A
r

 градиент произвольной 
скалярной функции c , то новому значению векторного потенциала 

A A grad cў= +
r r

 будет соответствовать прежнее значение B
r

. Пока-

жем, что E
r

 останется неизменным, если одновременно с заменой A
r

 

на Aў
r

 заменить также j  на j ў по формуле: 
t
cj j ¶ў= -

¶
. В соответ-

ствии с (27) новое значение напряженности электрического поля опре-
деляется выражением: 

A AE grad
t t

j
ў¶ ¶ў ў= - - = - -

¶ ¶

r r
r

  

( )grad grad grad E
t t

cj c
ж ц¶ ¶ чз- - + =чз чзи ш¶ ¶

r
 (28) 

т. к. пространственное и временное дифференцирование независимы. 
Инвариантность полей по отношению к рассмотренному типу пре-

образований называется калибровочной или градиентной инвариантно-
стью. А дополнительное условие, которое устраняет неоднозначность 
потенциалов, называется калибровкой. Решение отдельных конкрет-
ных задач часто облегчается при использовании специальной, целесо-
образной для данной задачи калибровки. Один из вариантов калибров-
ки будет использован ниже, для получения уравнений для потенциалов. 

Из (26) и (20) следует, что 
0

1H rotA
mm

=
rr

, а из (27) и (20) следует 

0
AD grad
t

ee j
ж ц¶ чз чз= - + чз чз ч¶зи ш

r
r

. Подставляя эти соотношения в первое из 

уравнений (16) и используя операторное тождество 
rotrot graddiv= - D  приходим к  

( )
2

0 02
0

1 AgraddivA A j grad
t t

jee ee
mm

¶ ¶- D = - -
¶ ¶

rr r r
.  (29) 

Полученное равенство преобразуем, перегруппировав члены: 

0 0
0

1 grad divA
t
jmm ee

mm
ж ц¶ чз + =чз чзи ш¶

r
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2

0 2
0

1 AA j
t

ee
mm

¶= D - +
¶

rr r
.  (30) 

Пользуясь неоднозначностью потенциалов, дополнительно потре-

буем, чтобы 0 0 0divA
t
jmm ee ¶+ =

¶

r
 (калибровка Лоренца). Тогда из 

(30) имеем  
2

02 2

1 AA j
v t

mm¶D - = -
¶

rr r
,  (31) 

где введено обозначение /v c em= , 0 01 /c e m=  – скорость света в 
вакууме. 

Преобразуем левую часть второго из уравнений (16), используя 
первое из уравнений (20) и связь между напряженностью электриче-
ского поля и потенциалами (27): 

0 0 0
AdivD divE div divgrad
t

ee ee ee j
ж ц¶ чз чз= = - -чз чз ч¶зи ш

r
r r

. Используя калибровку 

Лоренца, получим: 
2

2 2
0 0 02divD divgrad

t
je e mm ee j¶= -

¶

r
. Подставляя это выражение в (16) 

приходим к 
2

2 2
0

1
v t

j rj
ee

¶D - = -
¶

.  (32) 

Уравнения (31) и (32) дают возможность определить векторный и 
скалярный потенциалы по заданному распределению токов и зарядов. 

Зная А
r

 и j , можно найти Е
r

 и H
r

. При 0
t

¶ =
¶

 уравнения для А
r

 и j  

переходят в уравнения электростатики и магнитостатики. Уравнения 
(31) и (32) однотипны и их можно записать в общем виде 

2

2 2

1 ( , )ss r t
v t

c¶D - = -
¶

r ,  (33) 

где ( , )r tc r  – известная функция координат и времени. Уравнение (33) 

называется уравнением Даламбера. При ( , ) 0r tc =r  уравнение Далам-

бера принимает вид волнового уравнения 
2

2 2

1 0ss
v t

¶D - =
¶

.  (34) 
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7. Распространение электромагнитных волн  
Дается общее решение однородного уравнения Даламбера и обсуждается 
его физический смысл. Показано, что в одномерном случае общее 
решение представляет собой суперпозицию волновых возмущений, 

распространяющихся в прямом и обратном направлении 

Из уравнений Максвелла следует важный вывод о существовании 
принципиально нового физического явления: электромагнитное поле 
способно существовать самостоятельно – без электрических зарядов и 
токов. При этом изменение его состояния обязательно имеет волновой 
характер. Поля такого рода называются электромагнитными волнами. 
В вакууме они всегда распространяются со скоростью, равной скоро-
сти света c . В отсутствие зарядов и токов потенциалы, а также все 
компоненты электромагнитного поля (в чем нетрудно убедиться) удов-
летворяют однородному уравнению Даламбера или что, то же самое, 
волновому уравнению (34). Факт существования электромагнитных 
волн следует из того, что волновое уравнение имеет нетривиальные 
решения. Для простоты рассмотрим одномерный случай, когда поля 
зависят только от одной декартовой координаты и времени. В этом 
случае можно наглядно показать, что волновое уравнение имеет бес-
численное множество нетривиальных решений. В одномерном случае 
уравнение (34) приобретает вид: 

2 2

2 2 2

1 0s s
x v t

¶ ¶- =
¶ ¶

.  (35) 

Общее решение уравнения (35) имеет вид: 
1 2( ) ( )s f x vt f x vt= - + + .  (36) 

Чтобы убедиться в этом, введем новые независимые переменные 
x vtx = -  и x vtz = + . В этих переменных уравнение (35) прини-

мает вид: 
2

0s
x z
¶ =

¶ ¶
.  (37) 

Его общее решение очевидно 1 2( ) ( )s f fx z= + , что и доказывает 
наше предположение. Причем член 1( )f x vt-  описывает возмущение, 
распространяющееся со скоростью v  в положительном направлении 
вдоль оси x , а член 2( )f x vt+  описывает возмущение, распростра-
няющееся со скоростью v  в противоположном направлении. 

Существование нетривиальных решений уравнений Максвелла в 
отсутствие токов и зарядов имеет фундаментальное значение. Это зна-
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чит, что электромагнитное поле следует рассматривать как физиче-
скую реальность, особый вид материи, а не как атрибут зарядов. 

Рассмотрим теперь решение волнового уравнения в сферически 
симметричном случае, т. е. считая, что s  зависит лишь от расстояния 
от начала координат r  и времени и не зависит от углов. В этом случае 
оператор Лапласа имеет вид: 

( )
2 2

2
2 2 2

1 2 1s ss r s rs
r r r r r r r r

ж ц¶ ¶ ¶ ¶ ¶чзD = = + =чз чзи ш¶ ¶ ¶ ¶ ¶
.  (38) 

Вводя новую функцию ( , ) ( , )r t rs r tF =  и переписывая (33) для 
функции ( , )r tF  в сферических координатах, получаем, что ( , )r tF  
удовлетворяет одномерному волновому уравнению относительно про-
странственной переменной r : 

2 2

2 2 2

1 0
r v t

¶ ¶F - F =
¶ ¶

.  (39) 

Общим решением этого уравнения, как и в рассмотренном выше 
случае, является сумма двух произвольных функций от аргументов 
r vt- и r vt+  или, что то же самое от аргументов /t r v-  и 

/t r v+ . Переходя опять к функции s , имеем следующее выражение: 

1 2( / ) ( / )( , ) t r v t r vs r t
r r

F - F += + ,  (40) 

где 1,2( )xF  - произвольные функции. 
Первое слагаемое в (40) описывает волну, движущуюся в радиаль-

ном направлении от начала координат со скоростью v . Форма волны 
при этом не изменяется, а амплитуда уменьшается как 1 / r . Такая 
волна называется расходящейся. Второе слагаемое в (40) описывает 
сходящуюся к началу координат волну. 

Из полученных решений видно, что электромагнитные возмущения 
распространяются в свободном пространстве со скоростью 

0 01 /v eme m= . В вакууме, где относительные диэлектрическая и 
магнитная проницаемость равны единице скорость распространения 
полей равна скорости света 0 01 /c e m= . Таким образом, электромаг-
нитные волны и всякие изменения электрического и магнитного полей 
распространяются в вакууме со скоростью света.  
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8. Запаздывающий и опережающий потенциалы 
Приводятся частные решения неоднородного уравнения Даламбера 

в виде запаздывающих и опережающих потенциалов и 
обсуждается их физический смысл 

 
Как нетрудно убедиться прямой подстановкой, одно из частных 

решений неоднородного уравнения Даламбера (34) имеет вид: 
1 ( , / )( , )

4 V

r t R vs r t dV
R

c
p ў

ў - ў= т
rr .  (41) 

Здесь R - расстояние между точкой, в которой вычисляется потен-
циал (точкой наблюдения) и элементом dV ў объема интегрирования 
(см. рис. 8) r ўr - радиус-вектор элемента dV ў.  

 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

Рис. 8. Схема интегрирования в (41)    Рис. 9. Схема диполя 
 

Используя общую структуру решения в виде (40) для уравнений 
(30) и (31), приведем выражения для скалярного и векторного потен-
циалов: 

0

1 ( , / )( , )
4 V

r t R vr t dV
R

rj
pee ўў

ў - ў= т
rr ;  (42) 

 

0 ( , / )( , )
4 V

j r t R vA r t dV
R

mm
p ў

ў - ў= т
r rr r . (43) 

 
Таким образом, потенциалы переменного поля определяются ана-

логичным образом, как и потенциалы стационарных полей с той лишь 
разницей, что в каждый момент времени t  потенциал поля возбуждае-
мого на расстоянии R  от элемента dV ў определяется не зарядами и 

l

r
R

O 

dV’ 

r’
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токами в момент t , а зарядами и токами в предыдущий момент 
/t R v- . T.e. можно сказать, что потенциалы dj  и Аd

r
 зарядов и 

токов каждого элемента dV ўраспространяются по всем направлениям 
со скоростью v . Результирующие выражения для полных потенциалов 
в силу принципа суперпозиции получаются интегрированием по всем 
зарядам и токам. Выражения (42) и (43) носят название запаздываю-
щих потенциалов электромагнитного поля, потому что они определяют 
потенциалы в более поздний момент времени t  по сравнению с мо-
ментом времени /t R v- , в который берутся заряды и токи, которые 
создали эти потенциалы. В пределе v ® Ґ  выражения (42) и (43) 
переходят соответственно в потенциалы для электростатического и 
магнитостатического полей. Т. е. в электростатике и магнитостатике 
предполагается мгновенное распространение взаимодействий. 

Кроме решений в виде (42) и (43) формально возможны также ре-
шения вида: 

0

1 ( , / )( , )
4 V

r t R vr t dV
R

rj
pee ў

ў + ў= т
rr ;  (44) 

0 ( , / )( , )
4 V

j r t R vA r t dV
R

mm
p ў

ў + ў= т
r rr r .  (45) 

В этом также легко убедиться прямой подстановкой.  
Решения в виде (43) и (44) не имеют ясного физического смысла. 

Поскольку они формально соответствуют ситуации, в которой сначала 
создается потенциал, а потом появляются соответствующие ему заряды 
и токи, т. е. потенциалы (44) и (45) опережают заряды и токи. Поэтому 
они называются опережающими потенциалами.  

Как запаздывающие, так и опережающие потенциалы являются 
различными частными решениями неоднородных уравнений (31) и 
(32). Неоднозначность решений может быть устранена только задани-
ем определенных граничных условий. 

 
9. Вибратор Герца 

Рассматривается электромагнитное поле нейтральной системы движу-
щихся зарядов на больших расстояниях от нее. Более детально рассмотрен 
частный пример простейшей такой системы - элементарный диполь с ди-
польным моментом, изменяющимся во времени или вибратор Герца 

Вибратором Герца называется электрический диполь, дипольный 
момент которого изменяется со временем. Реальным прототипом виб-
ратора Герца может служить совокупность двух металлических шари-
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ков (см. Рис. 9), соединенных проводником. Если шарикам сообщить 
равные, но противоположные по знаку заряды и предоставить систему 
самой себе, то будет происходить колебательный процесс перезарядки 
шариков. Колебания тока будут затухающими. Если сопротивление 
проводников мало и потери на излучение за один период не велики, то 
в течение достаточно большого числа периодов затуханием можно 
пренебречь. Тогда на расстояниях много больших l , система может 
рассматриваться как диполь, дипольный момент которого изменяется 
со временем. Таким вибратором пользовался Герц, впервые экспери-
ментально наблюдавший электромагнитные волны. Поэтому он назы-
вается вибратором Герца. 

Рассмотрим нейтральную систему движущихся зарядов, располо-
женную в вакууме. Предположим, что заряды нашей системы находят-
ся внутри некоторого объема V ўи за пределы этого объема не выходят. 
Линейный размер объема V ў(его можно определить, например, как 
расстояние между двумя крайними точками системы) обозначим l . 
Рассмотрим поле на большом расстоянии от системы, т. е. считаем 
выполненным условие R l> > , где R - расстояние от элемента 
dV ўнашей системы зарядов до точки наблюдения (см. рис. 8). Точку 
O  (начало координат) целесообразно поместить в области распределе-
ния зарядов, причем ее местоположение в пределах области распреде-
ления зарядов несущественно. Скалярный потенциал рассматриваемой 
системы зарядов определяется формулой (42), в которой R r r ў= -

r r r , а 
2 22R R r rr rў ўє = - +

r r rr r . На больших расстояниях от системы 

r r r rў ўє > > єr r  и выражение для R  можно разложить в ряд по 

степеням /r rў : 
2 2 2 1 / 2(1 2 / / ) / ...R r rr r r r r rr rў ў ў= - + = - +rr rr   (46) 

Пользуясь формулой (46), разложим подинтегральное выражение в 
(42) в ряд Тейлора по второму аргументу в точке r : 

( , / ) ( , / )r t R c r t r c
R r

r rў ў- -= -  

( , / ) ...rr r t r c
r r r

rж цў ў¶ - чз- ч+з чз ч¶ и ш

rr
 (47)  

Пренебрегая квадратичными членами по /r rў , после подстановки 
(47) в (42) получаем: 
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0

1 ( , / )( , )
4 V

r t r cr t dV
r

rj
pe ў

ў - ў= -т
rr  

0

( , / )
4 V

r r t r cr dV
r r r

r
pe ў

ж цў¶ - чзў ў- чз чз ч¶ и шт
r r . (48) 

 
Ввиду независимости r  от переменных интегрирования , ,x y zў ў ў 

r  и / r¶ ¶  можно вынести за знак интегралов в (48). В результате 
имеем: 

0

1( , ) ( , / )
4 V

r t r t r c dV
r

j r
pe ў

ў ў= - -т
r r

 

0

1 ( , / )
4 V

r r r t r c dV
r r r

r
pe ў

ж ц¶ чз чў ў ўз- - чз чз ч¶ и шт
r r r  (49) 

 
Первый интеграл в (48) равен нулю т. к. он равен полному заряду 

системы в момент времени /t r c- , который равен нулю т. к. по усло-
вию задачи наша система зарядов в целом нейтральная. Второй инте-
грал в (49) равен по определению дипольному моменту системы: 

( , / ) ( / )
V

r r t r c dV p t r cr
ў

ў ў ў- є -т
r r r .  (50) 

Таким образом, окончательно, скалярный потенциал в целом ней-
тральной системы движущихся зарядов равен 

0

1( , ) ( / )
4

rr t p t r c
r r r

j
pe

¶ ж цчз= - - чз чзи ш¶

rr r .  (51) 

Нетрудно показать, что выражение (51) можно представить в виде 

дивергенции по переменной ( , , )r x y z=r
. Для этого распишем (51) 

более подробно: 

0

1 1( , ) ( / )
4 x

xr t p t r c
r r r

j
pe

ж ¶ ж цз чз= - - +чз з чзз и ши ¶
r

 

1 1( / ) ( / )y z
y zp t r c p t r c
r r r r r r

ц¶ ж ц ¶ ж цчч чз з+ - + - чч чз зч ччз зи ш и шш¶ ¶
. (52) 

Далее воспользуемся тем, что / /x r r x= ¶ ¶ , / /y r r y= ¶ ¶  и 
/ /z r r z= ¶ ¶ , а также правилом дифференцирования сложных функ-

ций. В результате получим: 
  

 28

x r
r r x r x

¶ ¶ ¶ ¶= =
¶ ¶ ¶ ¶

,   
y r
r r y r y

¶ ¶ ¶ ¶= =
¶ ¶ ¶ ¶

, 

z r
r r z r z

¶ ¶ ¶ ¶= =
¶ ¶ ¶ ¶

. (53) 

 
Используя (53), выражение (52) можно упростить следующим об-

разом: 

0

1 1( , ) ( / )
4 xr t p t r c

x r
j

pe
ж¶ ж цз чз= - - +чз з чзз и ши¶

r  

1 1( / ) ( / )y zp t r c p t r c
y r z r

ц¶ ж ц ¶ ж цчч чз з ч+ - + -ч чз з чч чз з чи ш и ш¶ ¶ ш
. (54) 

 
Выражение в скобках представляет собой дивергенцию вектора 

( / ) /p t r c r-r по переменной r : 

0

1 ( / )( , )
4 r

p t r cr t div
r

j
pe

ж ц- чз= - чз ччзи ш

rr ,  (55) 

где индекс r  у дивергенции свидетельствует о том, что дифференци-
рование осуществляется по радиусу вектору точки наблюдения rr . 

Перейдем теперь к анализу выражения (43) для векторного потен-
циала. Разлагая подинтегральное выражение в (43) в ряд Тэйлора по 
аналогии с формулой (47), 

( , / ) ( , / )j r t R c j r t r c
R r

ў ў- -= -
r r

 

( , / ) ...rr j r t r c
r r r

ж цў ў¶ - чз чз- +чз ччз¶ и ш

rrr
 (56) 

мы можем ограничиться учетом лишь первого члена (в случае скаляр-
ного потенциала необходимо было сохранить также второй член, т. к. 
интеграл от первого члена обращался в нуль и не давал вклада в ска-
лярный потенциал). Тогда с учетом (56) выражение для векторного 
потенциала приобретает вид: 

0 0( , / )( , ) ( , / )
4 4V V

j r t R vA r t dV j r t r c dV
R r

m m
p pў ў

ў - ў ў ў= = -т т
r rr rr r .  (57) 

В случае замкнутых токов интеграл 
V

jdV
ў

ўт
r

, взятый по всему объему 

токов, тождественно равен нулю. Следовательно, в рассматриваемом 
приближении равны нулю и векторный потенциал, и магнитное поле 
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системы. В случае же незамкнутых токов этот интеграл отличен от 
нуля и, как будет показано ниже, равен производной по времени от 
дипольного момента системы pr . Дифференцируя по времени соотно-
шение (50) и используя уравнение непрерывности 

( , / ) ( ( , / ))r t r c div j r t r c
t

r¶ ў ў ў- = - -
¶

rr r   (58) 

где divў означает дифференцирование по радиусу-вектору r ўr  получаем: 

( / ) ( ( , / ))
V

p t r c r div j r t r c dV
t ў

¶ ў ў ў ў- = - -
¶ т

rr r r   (59) 

Умножим векторное уравнение (59) скалярно на произвольный постоян-
ный вектор ar . Полученное скалярное соотношение имеет вид: 

( / ) ( ) ( ( , / ))
V

a p t r c ar div j r t r c dV
t ў

¶ ў ў ў ў- = - -
¶ т

rr r r r r .  (60) 

Затем воспользуемся известной формулой векторного анализа: 
( )div fg fdivg ggradf= +r r r ,  (61) 

где f  - произвольный скаляр, а gr - произвольный вектор. 
Если положить ( )ar fў =r r , а j g=

r r  из (61) следует соотношение 

( ) ( ) (( ) ) ( )ar div j div ar j jgrad arў ў ў ў ў ў= -
r r rr r r r r r . Легко проверить, что 

( )jgrad ar ajў ў =
r rr r r , и окончательно имеем ( ) ( )ar div jў ў =

rr r  

(( ) )div ar j ajў ў= -
r rr r r . С помощью этого соотношения интеграл в правой 

части (60) можно преобразовать к виду: 
( ) ( ( , / ))

V

ar div j r t r c dV
ў

ў ў ў ў- =т
rr r r  

(( ) ) ( , / )
V V

div ar j dV a j r t r c dV
ў ў

ў ў ў ў ў= - -т т
r rr r r r .  (62) 

Первый интеграл может быть преобразован с помощью теоремы Гаус-
са в интеграл по поверхности S ў, охватывающей объем V ў. Так как 
все заряды, по условию задачи, находятся внутри объема V ўи не вы-
ходят за этот объем, то через граничную поверхность ток не протекает. 
Поэтому на ней 0nj =  и следовательно 

(( ) ) ( ) 0n
V S

div ar j dV ar j ds
ў ў

ў ў ў ў ў= =т т
rr r r rС .  (63) 

С помощью (62) и (63) уравнение (60) приводим к виду: 

( / ) ( , / )
V

a p t r c a j r t r c dV
t ў

¶ ў ў- = -
¶ т

rr r r r .  (64) 
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Так как соотношение (63) справедливо при любом векторе ar , то получаем: 

( / ) ( , / )
V

p t r c j r t r c dV
t ў

¶ ў ў- = -
¶ т

rr r .  (65) 

Подставляя (65) в (57) приходим к окончательному выражению для 
векторного потенциала 

0( , ) ( / )
4

A r t p t r c
r t

m
p

¶= -
¶

r r r .  (66) 

Итак, как скалярный, так и векторный потенциалы произвольной ней-
тральной системы движущихся зарядов на больших расстояниях от нее 
однозначно определяются вектором pr  дипольного момента этой сис-
темы. С другой стороны поле вибратора Герца также определяется его 
дипольным моментом. Таким образом, поле нейтральной системы 
зарядов на больших расстояниях от нее совпадает с полем вибратора 
Герца, имеющего тот же дипольный момент. Благодаря этому, изуче-
ние полей вибратора Герца играет важную роль в теории электромаг-
нетизма, т. к. многие сложные системы зарядов можно заменить экви-
валентным осциллятором или, что то же самое, вибратором Герца.  

Для дальнейшего изучения полей вибратора Герца удобно ввести в 
рассмотрение вектор Герца:  

0
( / )( , ) ( , )p t r cP t r p t r

r
-= = F

rr r ,  (67) 

где 0pr  – постоянный вектор, характеризующий направление колебаний 
осциллятора.  

Исходя из (55) и (66) получаем 
0 0

4 4
B rotA rot P rotP

t t
m m
p p

¶ ¶= = =
¶ ¶

rr r r
;  (68) 

0

1
4

AE grad graddivP
t

j
pe

¶= - - = -
¶

r
r r

 

2
0

2
0

1
4 4

P rotrotP
t

m
p pe

¶- =
¶

r r
,  (69) 

где принято во внимание, что 2
0 0 1 / cm e = , использовано тождество 

векторного анализа rotrot graddiv= - D , а также, что вектор P
r

 
удовлетворяет волновому уравнению (см. (40)) 

2

2 2

1 0PP
c t

¶D - =
¶

rr
.  (70) 

Значение rotP
r

 вычисляется следующим образом: 
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0 0 0
1( )rotP rot p grad p r p
r r

¶ F= F = F ґ = ґ
¶

r r r r r .  (71) 

Дальнейшие вычисления удобно провести в сферической системе 
координат. Направим полярную ось Z  вдоль вектора 0pr , поместив 
начало координат в центре диполя, полярный и азимутальный углы 
обозначим q  и a  соответственно (см. рис. 10).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 10. Сферическая система координат 
 
Очевидно, ( ) ( )0 0 0

r
r p r p

q
ґ = ґ =r r r r , ( )0 0 sinr p rp

a
qґ = -r r , по-

этому 0rrot P rot Pq= =
r r

, sin Prot P
ra q ¶= -

¶

r
. Отсюда на основании 

(67) получаем 0rB Bq= = ,  
2

0 0 sin
4 4

PB rot P
t t ra a

m m q
p p

¶ ¶= = -
¶ ¶ ¶

r
.  (72)  

Проекции вектора E
r

 вычисляются с помощью формулы для рото-
ра в сферической системе координат: 

( )
0 0

1 1 1 cossin
4 sin 2r

PE rot P
r r ra

qq
pe q q pe

¶ ¶= = -
¶ ¶

r
 (73) 

( )
0 0

1 1 1 sin
4 4

PE r rot P r
r r r r rq a

q
pe pe

ж ц¶ ¶ ¶ чз= = чз чзи ш¶ ¶ ¶

r
 (74) 
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Формулы (72)-(74) показывают, что вектор напряженности элек-
трического поля лежит в меридиональных плоскостях, а вектор индук-
ции магнитного поля перпендикулярен меридиональной плоскости, 
проведенной через соответствующую точку, причем магнитные сило-
вые линии совпадают с параллелями рассматриваемой системы коор-
динат. Векторы электрического и магнитного полей в каждой точке 
взаимно перпендикулярны. Считая, что момент диполя изменяется во 
времени по гармоническому закону 0

i tp p e w=r r , имеем 
( / )

0

i t r ceP p
r

w -

=
r r . Выполняя дифференцирование в формулах (72)-(74), 

найдем выражения для отличных от нуля компонент полей: 
0 1sin

4
iB i P

r ca
m ww q
p

ж цчз= + чз чзи ш , 

0

1 cos 1
2r

iE P
r r c

q w
pe

ж цчз= + чз чзи ш ,  (75) 

2

2 2
0

1 1sin
4

iE P
r cr cq

w wq
pe

ж цчз ч= + -з чз чзи ш
. 

Легко видеть, что в непосредственной близости к осциллятору, на 
расстояниях меньших длины волны 2 /cl p w= , поле близко к полю 
статического диполя и тока. На расстояниях много больших длины 
волны (r l> > ) поле осциллятора принципиально отличается от поля 
постоянного диполя и тока. Соответствующая область называется вол-
новой зоной.  

Рассматривая поля в волновой зоне членами порядка 1 / r  и 21 / r  
можно пренебречь. Выражения для полей упрощаются: 

2 2
( / )0 0

0
sinsin

4 4
i t r cB P p e

c c r
w

a
m w m w qq
p p

-= - = , 

0rB Bq= = ;  (76) 
2 2

( / )
02 2

0 0

1 1 sinsin
4 4

i t r cE P p e
c c r

w
q

w w qq
pe pe

-= - = - , 

0rE E a= = .  (77) 
Эти формулы показывают, что в волновой зоне электрический и 

магнитный векторы перпендикулярны друг другу и радиусу вектору rr . 
Векторы E

r
, B

r
 и rr  составляют правовинтовую тройку векторов в 

каждой точке. Напряженность поля убывает обратно пропорционально 
первой степени расстояния. Представляемая формулами (76), (77) вол-
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на называется сферической. Она распространяется в направлении ра-
диус-вектора. Поверхности постоянной фазы этой волны являются 
сферами. Малые участки поверхности сферической волны могут рас-
сматриваться как плоские электромагнитные волны.  

 
10. Уравнение баланса энергии электромагнитного поля. 

Теорема Пойтинга 
Определяется плотность энергии и плотность потока  
энергии электромагнитного поля, а также импульс и  

момент импульса электромагнитного поля  

Электромагнитное поле, как и вещество, обладает определенной 
энергией, импульсом и моментом импульса. Рассмотрим вопрос об 
энергии поля – электрического и магнитного – с более общей точки 
зрения, исходя из баланса энергии в системе, состоящей из поля и за-
ряженных частиц, движущихся в вакууме. Если в электромагнитном 
поле E

r
, B

r
 движутся частицы, то их движение определяется уравнением 

( )dp q E v B
dt

= + ґ
r r rr ,  (78) 

где q  – заряд частицы, v
r  и pr  – ее скорость и импульс. С другой сто-

роны само поле создается зарядами. Это значит, что в уравнениях Мак-
свелла (15), (16) плотности тока и заряда определяются выражениями 

q na ar = е , j q n va a a= е
r r ,  (79) 

где na  – плотность частиц с зарядом qa и скоростью va
r , суммирование 

распространяется на все сорта частиц a , находящихся в единичном 
объеме. 

Вопрос состоит в следующем: как изменяется кинетическая энер-

гия частиц 2 / 2
V

K n m v dVa a a
a

ж цчз= чз чз чи шет , находящихся в некотором объ-

еме V , под воздействием поля на частицы. Изменение кинетической 
энергии одной частицы в единицу времени составляет 

21
2

d dmv v p
dt dt

= r r . Подставляя в это выражение dp
dt

r
 из (78) и учиты-

вая, что v v B^ ґ
rr r  и следовательно ( ), 0v v Bґ =

rr r , имеем 

21
2

d mv qvE
dt

=
rr . Суммируя это соотношение по всем частицам и ин-

тегрируя по объему занимаемому частицами, получим: 
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V

d K q n v EdV
dt a a a

a

= е т
rr .  (80)  

Используя определение плотности тока (79) соотношение (80) 

можно переписать в виде 
V

d K jEdV
dt

= т
rr

. Выражая j
r

 через поля из 

уравнения (16) приходим к соотношению 0
0

1 EjE rotB E
t

e
m

ж ц¶ чз чз= - чз чз ч¶и ш

rr r rr
. 

Домножая первое из уравнений (15) на B
r

, получаем 
BB BrotE
t

¶ = -
¶

rr r r
. Умножая это равенство на 1

0m-  и складывая его с 

предыдущим, приходим к: 

( )0
0 0

1 1E BjE E B BrotE ErotB
t t

e
m m

¶ ¶= - - - -
¶ ¶

r rr r r r r r rr
. 

Проинтегрируем это уравнение по объему, воспользовавшись тем, что 
( )BrotE ErotB div E B- = ґ

r r r r r r
, а также теоремой Гаусса 

( )
V S

div E B dV E Bdsґ = ґт т
r r r r rС , где S  – поверхность, ограничивающая 

объем, и dsr - ориентированный элемент поверхности, направленный 
вдоль внешней нормали к ней. В результате получим: 

V

d K jEdV
dt

є =т
rr

 

( )1
2V S

d ED BH dV E Hds
dt

= - + - ґт т
r r r r r r rС , (81) 

где использованы соотношения 0D Ee=
r r

, 0/H B m=
r r

 справедливые 
для вакуума.  

Проанализируем это выражение. Сначала предположим, что на 

границе объема V  поля обращаются в нуль. Тогда d dK W
dt dt

= - , 

где ( )1
2 V

W ED BH dVє +т
r r r r

. В этом случае dK dW= - , т. е. прира-

щение K  равно убыли W , так что сумма K  и W  с течением времени 
не изменяется: K W const+ = . Это соотношение определяет баланс 
энергии, а поэтому выражает закон сохранения энергии в данном слу-
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чае. Так как мы рассматриваем только частицы и электромагнитное 
поле, которые взаимодействуют между собой и образуют замкнутую 
систему, то K W+  есть полная энергия системы, а величина W , 
зависящая только от , , ,E D B H

r r r r
 есть не что иное, как энергия электро-

магнитного поля. Она представляет собой интеграл от плотности электро-
магнитной энергии w  по объему, занимаемому полем 

V

W w dV= т , ( )1
2

w ED BH= +
r r r r

.  (82) 

Плотность энергии равна сумме плотностей электрической 
2

0 / 2ew Ee= и магнитной 1 2
0 / 2hw Bm-=  энергий. Обратимся снова к 

общему выражению для ( / )d dt K . С учетом поверхностного интегра-

ла 
S

J Sds= т
r rС , где S E H= ґ

r r r
, баланс энергии рассматриваемой нами 

динамической системы – заряженные частицы плюс электромагнитное 
поле – выглядит следующим образом: 

( )d K W J
dt

+ = - .  (83) 

Слева здесь стоит производная по времени от полной энергии системы, 
т. е. суммы кинетической энергии заряженных частиц и энергии элек-
тромагнитного поля. Эта производная не равна нулю. Это означает, что 
энергия покидает или, наоборот, входит в объем V . Движение энергии 
происходит через поверхность S , ограничивающую объем V . Поэто-
му следует интерпретировать величину J  как поток энергии, уходя-
щей из объема V . Соответственно величину S

r
 нужно интерпретиро-

вать как плотность потока электромагнитной энергии, т. е. как энер-
гию, проходящую за единицу времени через единичную площадку, 
ориентированную перпендикулярно вектору S

r
. Этот вектор носит 

название вектора Пойтинга, а уравнение (83) выражает содержание 
теоремы Пойтинга.  
Кроме энергии электромагнитное поле обладает еще импульсом (коли-
чеством движения). Плотность импульса 2/g S c=

rr  отличается от 
вектора Пойтинга только множителем 21 / c . Импульс электромагнит-
ного поля, находящегося в объеме V  есть 

2

V V

G gdV c E HdV-= = ґт т
r r rr .  (84) 

Полный импульс системы, состоящей из частиц и электромагнитного 
поля, определяется формулой: 
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2

1
V V

P p E HdV
c

= + ґе т
r r rr ,  (85) 

где первое слагаемое представляет собой импульс частиц в объеме V . 
Полный импульс в конечном объеме не сохраняется т. к. электромаг-
нитное поле проходит через границу объема и переносит с собой часть 
импульса.  

Наконец, поле обладает еще и определенным моментом импульса 
(моментом количества движения). По аналогии с механикой плотность 
момента импульса поля равна 2 ( )r g c r E H-ґ = ґ ґ

r rr r r . Момент электро-

магнитного поля L
r

 в объеме V  выражается формулой 

2

1 ( ( ))
V

L r E H dV
c

= ґ ґт
r r rr .  (86) 

 
11. Максвеллов тензор натяжений. Пондеромоторная сила 

для электромагнитного поля. Сила Абрахама 
Определяется пондеромоторноя сила для электромагнитного  

поля из тензора натяжений Максвелла 

Тензор натяжений электромагнитного поляT
t
может быть разложен 

на сумму «максвеллова» тензора T ў
t

 и тензора стрикционных натяже-
ний T ўў

t
. В дальнейшем для простоты стрикционные натяжения рас-

сматриваться не будут. Они приводят лишь к перераспределению пон-
деромоторных сил по объему находящихся в поле тел, но не изменяют 
результирующей этих сил. Поэтому полный тензор натяжений T

t
 бу-

дет тождественен максвеллову T ў
t

. В этих условиях тензор натяжений 
T
t

 выражается суммой тензоров натяжений в случае электростатиче-
ского и магнитостатического полей: 

( )( )1
2ik i k k i i k k i ikT E D E D H B H B ED HBd= + + + - +

r r r r
.  (87) 

Индексы i  и в этом выражении пробегают значения 1,2,3 и означают 
проекции полей на пространственные координаты, которые будем 
обозначать 1 2 3, ,x x x , величина ikd  - символ Кронекера, который опре-
деляется следующим образом 1iid = ,  при i k№ .  

Плотность пондеромоторных сил связана с тензором натяжений 
следующим образом: 
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3

1

ik
i

k k

Tf
x=

¶=
¶е . 

Компоненты тензора ikT  удобно представить в виде 

( )1
2ik i k i k ikT E D H B ED HBd= + - +

r r r r
, 

который тождественен (87). В результате дифференцирования имеем: 
3 3

1 1

ik k i k i
i k i k

k kk k k k k

T D E B HE D H B
x x x x x= =

ж ц¶ ¶ ¶ ¶ ¶ чз ч= + + + -з чз чз¶ ¶ ¶ ¶ ¶и ше е  

( )1
2 i

ED HB
x
¶- +

¶

r r r r
. (88) 

Принимая во внимание, что согласно максвелловым уравнениям (15), (16):  
3

1

k

k k

D divD
x

r
=

¶ = =
¶е

r
,  

3

1

0k

k k

B divB
x=

¶ = =
¶е

r
.  (89) 

Далее ( ) ( )
3 3

1 1

k k
k k k k

k ki i i i

E DED E D D E
x x x x= =

ж ц¶ ¶ ¶ ¶ чз ч= = +з чз чз¶ ¶ ¶ ¶и ше е
r r

и часть 

членов в правой части (86) можно преобразовать следующим образом: 

( )
3 3

1 1

1
2

i i k
k k

k kk i k i

E E ED ED D
x x x x= =

ж ц¶ ¶ ¶ ¶ чз ч- = - +з чз чз¶ ¶ ¶ ¶и ше е
r r

 

3

1

1
2

k k
k k

k i i

E DD E
x x=

ж ц¶ ¶ чз ч+ -з чз чз ¶ ¶и ше .  (90) 

Аналогичным образом преобразуются и члены ( )
3

1

1
2

i
k

k k i

H B HB
x x=

¶ ¶-
¶ ¶е

r r
: 

( )
3 3

1 1

1
2

i i k
k k

k kk i k i

H H HB HB B
x x x x= =

ж ц¶ ¶ ¶ ¶ чз ч- = - +з чз чз¶ ¶ ¶ ¶и ше е
r r

 

3

1

1
2

k k
k k

k i i

H BB H
x x=

ж ц¶ ¶ чз ч+ -з чз чз ¶ ¶и ше .  (91) 

В рассматриваемом случае неподвижной изотропной среды связь меж-
ду E

r
 и D

r
, а также между H

r
и B

r
 дается формулами (20), поэтому 

вторые слагаемые в правых частях уравнений (90) и (91) упрощаются 
следующим образом: 
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3

1

k k
k k

k i i

E DD E
x x=

ж ц¶ ¶ чз ч- =з чз чз ¶ ¶и ше  

( ) ( )
3

2 2
0 0

1
k

k i i

E E
x x

ee ee
=

¶ ¶= - = -
¶ ¶е ;  (92) 

( )
3 3

2
0

1 1

k k
k k k

k ki i i

H BB H H
x x x

mm
= =

ж ц¶ ¶ ¶чз ч- = =з чз чз ¶ ¶ ¶и ше е  

( )2
0

i

H
x

mm¶= -
¶

.  (93) 

Преобразуя правую часть (88) с помощью соотношений (89)-(93), при-

ходим к следующему выражению для 
3

1

ik

k k

T
x=

¶
¶е :  

3 3

1 1

ik i k
i k

k kk k i

T E EE D
x x x

r
= =

ж ц¶ ¶ ¶ чз ч= + - +з чз чз¶ ¶ ¶и ше е  

( ) ( )
3

2 2
0 0

1

1
2

i k
k

k k i i i

H H B E H
x x x x

ee mm
=

ж ц ж ц¶ ¶ ¶ ¶ч чз зч ч+ - - +з зч чз зч чз з¶ ¶ ¶ ¶и ш и ше  

Нетрудно проверить прямыми вычислениями, что  
3

1

( )i k
k i

k k i

E E D rotE D
x x=

ж ц¶ ¶ чз ч- = ґз чз чз¶ ¶и ше
r r

, 
3

1

( )i k
k i

k k i

H H B rotH B
x x=

ж ц¶ ¶ чз ч- = ґз чз чз ¶ ¶и ше
r r

. 

На основании уравнений Максвелла (15), (16) 

( ) ( ) B DrotE D rotH B D B j B
t t

¶ ¶ґ + ґ = - ґ + ґ + ґ
¶ ¶

r rr r r r r r rr
, 

далее ( )B D B DD B D B D B
t t t t t

¶ ¶ ¶ ¶ ¶- ґ + ґ = ґ + ґ = ґ
¶ ¶ ¶ ¶ ¶

r r r rr r r r r r
. 

С помощью четырех последних соотношений выражение для 
3

1

ik

k k

T
x=

¶
¶е  

преобразуется к виду:  
3

1

( )ik
i i

k k

T E j B
x

r
=

¶ = + ґ -
¶е

rr
 

( ) ( )2 2
0 0

1 ( )
2 i

i i

E H D B
x x t

ee mm
ж ц¶ ¶ ¶чз ч- + + ґз чз чз ¶ ¶ ¶и ш

r r
. (94) 
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В рассматриваемом нами случае неподвижной изотропной среды пос-
ледний член в уравнении (94) может быть представлен в следующей 
форме: 

( ) ( )0 0 0 0( )i
i

gD B E H
t t t

ee mm e m¶ ¶ ¶ґ = + - ґ
¶ ¶ ¶

rr r r r
,  (95) 

где вектор ( ) ( )0 0 2

1g E H E H
c

e m= ґ = ґ
r r r rr  – импульс или количество 

движения электромагнитного поля (см. также (84), (85)). Последний 
член в правой части (95) называется силой Абрахама. Если ввести еще 
обозначения  

( )(1)
i i

i
f E j Br= + ґ

rr
; 

(2)
if = - ( ) ( )2 2

0 0
1
2 i i

E H
x x

ee mm
ж ц¶ ¶ чз ч+з чз чз ¶ ¶и ш

+( ) ( )0 0 0 0
i

E H
t

ee mm e m ¶- ґ
¶

r r
,  

то уравнение (94) примет вид 
3

(1) (2)

1

ik
i i

k k

T f f
x=

¶ = + +
¶е ig

t
¶
¶

.  (96) 

Первый член в правой части (96) 
(1)

if  равен плотности пондеромотор-
ных сил действующих на свободные заряды r  и электрические токи 

j
v

. Второй член в правой части (96) (2)
if  представляет собой плотность 

пондеромоторных сил действующих на среду. В вакууме 1e m= =  и 
поэтому (2) 0if = . Последний член в правой части (96) учитывает из-
менение во времени плотности электромагнитного количества движе-
ния gr . Этот член обеспечивает сохранение суммы количества движе-
ния материальных тел и электромагнитного поля. В постоянном поле 
он равен нулю. 

12. Задачи с решениями 
 
1. Круглая проволочная петля радиуса a , находящаяся в постоянном 
магнитном поле 0H , вращается с угловой скоростью w  вокруг сво-
его диаметра, перпендикулярного 0H (см. рис. 11). Найти силу тока 

в петле и среднюю мощность P , которая требуется для поддер-
жания движения.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 11. Проволочная петля, вращающаяся в магнитном поле 

 
Решение 

При вращении петли в постоянном магнитном поле поток вектора 
магнитной индукции через площадь петли изменяется, что вызывает 
э.д.с. ( )ind te  в контуре петли, которая зависит от времени. Поэтому ток 
в рамке также рис. 11 будет функцией времени, следовательно магнит-
ный поток,  
созданный этим током, через площадь петли будет переменным, что 
будет вызывать в петле э.д.с. самоиндукции ( )s te . По закону Ома для 
полной цепи сумма падений напряжений вдоль замкнутого контура 
равна сумме приложенных э.д.с. : 
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( ) ( ) ( )ind sI t R t te e= + ,  (1.1) 
где R - сопротивление петли.  

В соответствии с (1) ( )( )ind
d tt

dt
e F= - , где 0( ) cost B S twF = - по-

ток вектора магнитной индукции, созданный внешним магнитным 
полем 0H , через плоскость петли, 2S ap= - площадь, охватываемая 
контуром петли. Предполагаем, что в начальній момент нормаль к 
плоскости петли паралельна вектору магнитного поля 0H .  
Далее, в соответствии с определением э.д.с самоиндук-

ции: ( )( )s
dI tt L

dt
e = - , где L - индуктивность петли. Подставляя два 

последних соотношения в (1.1) получим неоднородное дифференциа-
льное уравнение первого порядка относительно ( )I t : 

0 0( ) ( ) sindI t R H SI t t
dt L L

m w w+ = .  (1.2) 

Здесь было использовано соотношение 0 0 0B Hm=  справедливое для 
вакуума (считаем, что петля находится в вакууме). Уравнение (1.2) 
легко решается в явном виде. Наиболее просто это можно сделать ком-
плексным методом, полагая sin Im( )i tt e ww = , 0( ) Im( )i tI t I e w= , где 0I  – 
неизвестная комплексная константа, подлежащая определению. 

Подставляя в таком виде ( )I t в (1.2), имеем: 

( ) ( ) 0 0
0 0Im Im Im( )i t i t i tR H Si I e I e e

L L
w w wm ww + = .  (1.3) 

При получении (1.3) мы воспользовались тем, что операции Im и диф-
ференцирование можно переставлять. Далее, внося под знак Im посто-
янные вещественные множители, приходим к соотношению: 

0 0
0Im Imi t i tR H Si I e e

L L
w wm ww

ж цж ц ж цчз ч чз з+ =чч чзз зчч чз зчзи ш и ши ш
.  (1.4) 

Ввиду линейности уравнения (1.4) знак Im вообще можно отбросить, 
после чего находим 0I : 

0 0
0

H SI
i L R
m w
w

=
+

.  (1.5) 

Зависимость тока от времени определяется формулой: 
2

0 0 0 0
2 2

( ) Im sin( )
( )

i tH S a HI t e t
i L R L R

wm w p m w w j
w w

ж цчз= = -чз чзи ш+ +
, 
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где j  определяется из условия Ltg
R

wj = .  

Средняя мощность, которая требуется для поддержания движения 
равна: 

2 2
2 0 0

2 2
0

1 1 ( )( )
2 ( )

T a HP I t R dt R
T L R

p m w
w

= =
+т ,  (1.6) 

где 2 /T p w=  - период вращения петли. 
 
2. Определить собственные частоты электрических колебаний в двух 
контурах (см. рис. 12), связь между которыми осуществляется че-

рез емкость C  1Z
i Cw

ж цчз = чз чзи ш. 

Решение 
 

Резонансные частоты 
контура, изображенно-
го на рис. 12 находятся 
из условия 0Z = , где 
Z  – комплексное соп-
ротивление контура 
или импеданс контура. 
Его можно найти, зная 
комплексные сопротив 

Рис. 12. Два колебательных контура, связанных ления индуктивности и 
              черех емкость емкости, и используя  
законы последовательного и паралельного соединения сопротивлений. 
Сопротивление индуктивного элемента LR  определяется формулой 

LR i Lw= , где L  – индуктивность этого элемента. Сопротивление 
емкостного элемента цепи определяется формулой 1 /CR i Cw= , где 
C  – емкость этого элемента.  

Таким образом, удобно считать, что контур изображенный на на 
рис. 12., состоит из трех последовательно соединенных сопротивлений 

1R , Z  и 2R , где 1R  – сопротивление блока 1L - 1C , 2R  – сопротивле-
ние блока 2L - 2C . Так как элементы 1L  и 1C  соединены параллельно, 
то общее сопротивление этого блока вычисляется из формулы 

1 1 11 / 1 / 1 /L CR R R= + , где 1 `1LR i Lw=  - сопротивление элемента 

1L , 1 11 /CR i Cw=  – сопротивление элемента. Отсуда следует ,что  
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( ) ( )2
1 1 1 1 1 1 1 1/ / 1L C L CR R R R R i L L Cw w= + = - .  (2.1) 

Аналогично можно получить выражение для комплексного сопро-
тивления второго блока 2R : 

( ) ( )2
2 2 2 2 2 2 2 2/ / 1L C L CR R R R R i L L Cw w= + = - .  (2.2) 

Теперь выражение для полного комплексного сопротивления кон-
тура можно найти по формуле: 1 2tZ R Z R= + + . Подставляя в это 
выражение 1R  из (2.1) и 2R  из (2.2), а также учитывая, что 

1 /Z i Cw= , получим: 

( ) ( )
( )( )

( )( )
( ) ( )

( )( )

2 2
1 1 1 2 2 2

2 2
1 1 2 2
2 2

1 1 2 2

2 2 2 2
1 2 2 2 1 1

2 2
1 1 2 2

/ 1 / 1 1 /

1 1
1 1

1 1
.

1 1

tZ i L L C i L L C i C

L C L C
i C L C L C

L C L C L C L C
i C L C L C

w w w w w

w w
w w w

w w w w
w w w

= - + - + =

- -
= -

- -

- + -
-

- -

 (2.3) 

Собственные частоты определяются из соотношения 0tZ = , т. е. 

( )( ) ( )2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 21 1 1L C L C L C L Cw w w w- - - - -  

( )2 2
2 1 11 0L C L Cw w- - = .  (2.4) 

Уравнение (2.4) является биквадратным и может быть решено ана-
литически. Для этого его удобно переписать в виде: 

( )4
1 2 1 2 1 2L L C C CC CCw + + -  

( )2
1 1 2 2 1 2 1 0L C L C L C L Cw- + + + + = , (2.5) 

Его решения имеют вид: 

( )
2 1 1 2 2 1 2
1,2

1 2 1 2 1 2

( )
2
L C L C C L L
L L C C CC CC

w + + += ±
+ +

 

( ) ( )( )( )
( )

1 / 22 2
1 1 2 2 1 2

1 2 1 2 1 2

4

2

L C C L C C L L C

L L C C CC CC

+ - + +
±

+ +
.  (2.6) 

При 0C =  связь между контурами отсутствует и 1 1 11 / L Cw = , 

2 2 21 / L Cw = , что соответствует независимым колебаниям в каждом 
из контуров. 

 
3. Колебательный контур состоит из емкости C  и индуктивности 

L . В некоторый момент времени к обкладкам конденсатора при-
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соединяется батарея с постоянной э.д.с. e  и внутренним сопро-
тивлением R  (см. рис. 13). Найти зависимость тока, текущего че-
рез индуктивность от времени. Исследовать эту зависимость от 
величин R , L  и C . 

Решение 

При подключении источника э.д.с. к рассматриваемому контуру в 
нем возникает переменный ток. При этом в емкостном элементе цепи 
происходят явления зарядки и разрядки конденсатора, а в емкостном 
элементе становится существенным явление самоиндукции, т. е. воз-
никает дополнительная э.д.с., э.д.с. самоиндукции se . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 13. Колебательный контур, соединенный с источником э.д.с. 
 

Поскольку токи в цепи квазистационарные (см. с. 6), для них спра-
ведливы те же законы, что и для постоянного тока. В частности, здесь 
удобно использовать второе правило Кирхгофа: для любого замкнуто-
го контура алгебраическая сумма э.д.с. равна алгебраической сумме 
падений напряжений на элементах контура. Для написания соотноше-
ний удобно выбрать два контура: 1 контур – ABEF, 2 контур – ACDF. 
Причем порядок букв соответствует направлению обхода контуров. 
Наравление токов на участках контура можно также выбрать произво-
льно. Допустим, что в некоторый произвольный момент времени 

0t > , направление токов соответствует показанному на рис. 13. В 
обозначениях указанных на рис. 13 соотношения, выражающие второе 
правило Кирхгофа дла контуров 1 и 2, выглядят следующим образом: 

1 контур: ( ) ( ) ( )Ct I t R u te = + ;  (3.1)  
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2 контур: ( ) ( ) ( )st t I t Re e+ = ,  (3.2) 
где ( )Cu t - напряжение (или разность потенциалов) на обкладках кон-
денсатора. 

Согласно закону самоиндукции ( )( ) L
s

dI tt L
dt

e = - , где ( )LI t  – ток, 

протекающий через индуктивность, а для конденсатора справедливо 

соотношение ( )( )C
q tu t
C

= , где ( )q t - заряд на обкладках конденсатора. 

Подставляя эти соотношения в (3.1) и (3.2), а также вычитая (3.2) из 
(3.1) получим: 

( ) ( )Lq t dI tL
C dt

= .  (3.3) 

Далее используя первое правило Кирхгофа для узла В (закон сохране-
ния заряда): ( ) ( ) ( )C LI t I t I t= + , где ( )CI t  – ток протекающий через 
конденсатор, выражение (3.2) можно переписать в виде: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) L
C L

dI tt I t I t R L
dt

e = + + .  (3.4) 

Дифференцируя (3.3) по времени с учетом, что ( )( )C
dq tI t

dt
=  получим: 

2

2

( ) ( )C LI t d I tL
C dt

= .  (3.5) 

Таким образом, имеем систему из двух уравнений (3.4) и (3.5) с двумя 
неизвестными ( )CI t  и ( )LI t . Исключая из них ( )CI t  приходим к урав-
нению для ( )LI t : 

2

2

( ) 1 ( ) 1 ( )( )L L
L

d I t dI t tI t
dt CR dt CL CLR

e+ + = ,  (3.6) 

где 
0, 0

( ) , 0

t
t te e

<мпп= н >ппо
 - по условию задачи известная функция времени. 

Уравнение (3.6) является неоднородным дифференциальным урав-
нением второго порядка в полных производных. Оно может быть ре-
шено методом вариации постоянных Лагранжа. Ниже кратко опишем 
этот метод для данного случая. Вначале ищем общее решение соответ-
ствующего (3.6) однородного уравнения: 

0)(1)(1)(
2

2

=++ tI
CLdt

tdI
CRdt

tId
L

LL .  (3.7) 

Оно имеет вид: 
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1 2( ) t t

LI t A e Bel l= + ,  (3.8) 
где A  и B  константы, а 1,2l  - корни соответствующего характеристи-
ческого уравнения, которое получается из (3.7) при подстановке в него 
решения в виде ( ) t

LI t const el= ґ : 

2 1 1 0
CR CL

l l+ + = .  (3.9) 

Решая (3.9) получаем 
2

1,2
1 1 1

2 2RC RC CL
l ж цчз= - ± -чз чзи ш .  (3.10) 

Из (3.10) легко видеть, что зависимость ( )LI t  будет иметь качественно 
разный характер в случаях, когда подкоренное выражение в (3.10) по-
ложительное, отрицательное или равно нулю. Для получения оконча-
тельного решения нужно в (3.8) считать A  и B  зависящими от време-
ни. Тогда  

1 2 1 2
1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t tLdI t A t e B t e A t e B t e
dt

l l l ll l ў ў= + + + .  (3.11) 

Так как мы ввели две неизвестных функции, мы можем произвольно 
определить соотношение между ними, которое удобно выбрать следу-
ющим образом: 

1 2( ) ( ) 0t tA t e B t el lў ў+ = .  (3.12) 
Подставляя в (3.6) ( )LI t в виде (3.8)(считая A  и B  зависящими от 
времени), и используя (3.12) получим: 

1 2
1 2( ) ( ) ( )t tA t e B t e tl ll l eў ў+ = .  (3.13) 

Система двух линейных алгебраических уравнений (3.12), (3.13) отно-
сительно неизвестных функций ( )A tў  и ( )B tў  легко решается, после 
чего интегрированием можно определить ( )A t  и ( )B t , а затем и ( )LI t . 
Опуская эти детали, приведем окончательные выражения для ( )LI t : 

а) 
CLRC
1

2
1 2

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

;  

/ 2 sin( ) 1 cos
2

t RC
L

tI t e t
R RC
e w w

w
-ж цж цчз чз= - + ччз з ччзз и ши ш

, 

где 
21 1

2CL RC
w ж цчз= - чз чзи ш ; 
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б) 
21 1

2RC CL
ж цчз >чз чзи ш ; 

/ 2( ) 1
2

t RC
L

sh tI t e ch t
R RC
e -ж цж цW чз чз= - + W ччз з ччз чз и ши шW

, 

где 
21 1

2RC CL
ж цчзW= -чз чзи ш ; 

с) 
21 1

2RC CL
ж цчз =чз чзи ш ; 

/ 2( ) 1 1
2

t RC
L

tI t e
R RC
e -ж цж цчз чз= - + ччз з чз чз и ши ш

. 

В первом случае зависимость ( )LI t  носит возрастающий колебатель-
ный характер. В двух последних случаях ( )LI t  возрастает монотонно и 
колебаний не возникает. 
 
4. Точечный заряд q  движется равномерно и прямолинейно с нереля-
тивистской скоростью v

r
. Найти вектор плотности тока смеще-

ния в точке P , находящейся на расстоянии 0r  от заряда на прямой 
совпадающей с его траекторией. 

Решение 
Движущийся заряд возбуждает в окружающем пространстве элект-

ромагнитное поле. Согласно формуле (11) ток смещения может быть 
найден из выражения /cj D t= ¶ ¶

r
. Таким образом, чтобы найти ток 

смещения в точке P  достаточно вычислить в этой точке /D t¶ ¶
r

. 
Чтобы это сделать нужно в начале найти вектор электрической индук-
цииD

r
, который создается в точке P  точечным движущимся зарядом. 

Для этого можно воспользоваться формулой (42) для запаздывающего 
скалярного потенциала. Если заряд движется в вакууме, то скалярный 
потенциал в окружающем пространстве дается выражением: 

0

1 ( , / )( , )
4 V

r t r cr t dV
r r

rj
pe ўў

ў - ў=
ў-т

rr
r r .  (4.1) 

Вследствие нерелятивистской скорости заряда запаздыванием в 
подинтегральном выражении можно пренебречь. Тогда 

( , / ) ( , )r t r c r tr rў ў- =r r . Распределение заряда ( , )r tr ўr  соответствую-
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щее одиночному точечному заряду q , движущемуся со скоростью v
r

 
имеет вид: ( , ) ( )r t q r vtr dў ў= -

rr r . Систему координат выберем таким 
образом, что в начальный момент времени 0t =  заряд находится в 
начале координат. Подставляя выражение для ( , )r tr ўr  в (4.1) и исполь-
зуя свойства d -функции, можно выполнить интегрирование, после 
которого получаем: 

0

1 1( , )
4

r t
r vt

j
pe

=
-

r
rr  (4.2) 

Из (4.2) путем дифференцирования можно подучить D
r

: 
( )

0 0 3
1( , )

4
r vt

D E r t
r vt

e e j
p

-
= = - С =

-

rrr r r r
rr .  (4.3) 

Выполняя дифференцирование по времени из (4.3) можно получить 
выражение для плотности тока смещения в любой момент времени и в 
любой точке пространства. В частности в точке, которая в момент вре-
мени 0t =  находится на расстоянии 0r  от заряда на линии его движе-
ния, имеем: 

00, 3
0

1/
2

t r rc
qvj D t
rp

= == ¶ ¶ =r r

rrr
.  (4.4) 

Причем выражение для cj
r

 справедливо как для точек расположенных 
впереди заряда q  на линии его движения, так и сзади. Иной метод 
решения этой задачи приведен в учебном пособии: И.Е. Иродов Осно-
вные законы электромагнетизма: Учебное пособие. – М.: Высшая шко-
ла, 1991. – с. 257. 
 
5. Определить типы волн, которые могут распространяться в прямо-
угольном волноводе с идеально проводящими стенками (длины сто-
рон a и b ). Найти закон дисперсии и зависимости полей от координат.  

Решение 
Все возможные типы волновых возмущений в волноводах с произ-

вольным поперечным сечением могут быть выражены через суперпо-
зицию волн, у которых 0zE № , 0zH =  и волн у которых, 0zE = , 

0zH № , где предполагается, что ось z  направлена вдоль оси волново-
да. Волны первого типа называются волнами электрического типа ( E -
волны или T M -волны). Волны второго типа называются волнами 
магнитного типа ( H -волны или T E -волны). Типы волн, колторые 
могут распространяться в произвольном волноводе, определяются 
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путем решения уравнений Максвелла при соответствующих граничных 
условиях. Поля волн, распространяющихся в регулярных (однородных 
вдоль оси) волноводах описываются выражениями вида 

( , ) ( , ) exp( ( ))zE r t e x y i k z tw= -
r r r , 

( , ) ( , ) exp( ( ))zH r t h x y i k z tw= -
r rr ,  (5.1) 

где w  – частота волны, zk - составляющая волнового вектора вдоль оси 

волновода (постоянная распространения), функции ( , )e x yr  и ( , )h x y
r

 
называются функциями поперечного сечения.  

Подставляя выражения (5.1) в уравнения Максвелла (15),(16), в ко-
торых полагаем 0j =

r
, и используя материальные кравнения (20) для 

вакуума, имеем: 

0rotE i Hwm=
r r

, 0rotH i Ewe= -
r r

.  (5.2) 
Взяв rot  от первого из уравнений (5.2) и используя второе, имеем: 

2
0rotrotE i rotH k Ewm= =

r r r
,  (5.3) 

где /k cw= . 
Используя тождество rotrot graddiv= - D  и то, что в вакууме 

0divE =
r

 уравнение (5.3) преобразуем к виду 
( )2 0k ED + =

r
.  (5.4) 

От уравнения (5.4) с помощью (5.1) можно перейти к уравнению для 
функции поперечного сечения. В частности для T M волн имеем 

2( ) ( , ) 0zk e x y^ ^D + = ,  (5.5) 

где введены обозначения 
2 2

2 2x y^
¶ ¶D є +

¶ ¶
, 2 2 2

zk k k^ = - .  

Уравнение (5.5) должно решаться с граничным условием на стен-
ках волновода 0SE t = , из которого в случае T M волн в прямоуголь-
ном волноводе следует:  

(0, ) ( , ) ( , 0) ( , ) 0z z z ze y e a y e x e x b= = = = .  (5.6) 
Система прямоугольных координат выбрана таким образом, что бы ее 
начало совпадало с одним из углов волновода, а ось xr  направлена 
вдоль стороны a . 

Таким образом, для определения ( , )ze x y  имеем уравнение (5.5) с 
граничными условиями (5.6). Для решения этого уравнения можно 
использовать метод разделения переменных, согласно которому 

( , )ze x y  представляем в виде:  
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( , ) ( ) ( )ze x y F x G y= .  (5.7) 

С помощью (5.7) уравнение (5.5) можно преобразовать к виду: 
2 2

2
2 2

1 1( ) ( )
( ) ( )

k F x G y
F x x G y y^

ж ц¶ ¶чз ч+ = -з чз чз¶ ¶и ш
.  (5.8) 

Выражение, стоящее в правой части (5.8) зависит только от y , в то же 
время выражение в левой части (5.8) зависит только от x . Это означа-
ет, что обе части равенства (5.8) равны некоторой константе C , кото-
рая подлежит определению. При этом наша задача разделяется на две 
задачи для ( )F x и ( )G y : 

( )
2

2
2 ( ) ( ) 0;

(0) ( ) 0

F x k C F x
x

F F a

^

мп ¶п + - =пп¶нпп = =ппо

 

2

2 ( ) ( ) 0.

(0) ( ) 0

G y CG y
y

G G b

мп ¶п + =пп¶нпп = =ппо

  (5.9) 

Решение второй из задач (5.9) ищем в виде 
( ) sinG y A C x= ,  (5.10) 

где A  – произвольная константа. 
Легко видеть, что граничное условие (0) 0G =  удовлетворяется 

автоматически. Для выполнения второго граничного условия ( ) 0G b =  
необходимо, чтобы  

sin 0Cb = .  (5.11) 
Из (5.11) следует, что допустимые значения C  находятся по формуле: 

2nC
b

pж цчз= чз чзи ш , где 0, 1, 2, ...,n = ± ± .  (5.12) 

Первая задача решается аналогичным образом. Решение для ( )F x  
ищем в виде 

2( ) sinF x B k C x^= - ,  (5.13) 
где B  – произвольная константа. 

Оно удовлетворяет граничному условию (0) 0F = . Для выполне-
ния граничного условия ( ) 0F a =  необходимо, чтобы 

2sin 0k Cb^ - = , что приводит к следующему дисперсионному урав-
нению 

2 2
2 m nk

a b
p p

^
ж ц ж цч чз з= +ч чз зч чз зи ш и ш  , где 0, 1, 2, ...,m = ± ±   (5.14) 

Решение этого дисперсионного уравнения имеет вид: 
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2 2

2( )zmn
m nk k
a b

p pw ж ц ж цч чз з= - -ч чз зч чз зи ш и ш .  (5.15) 

Выражения для ( , )zE r tr  имеет вид: 

( , ) sin sin exp( ( ))z z
m nE r t A x y i k z t
a b

p p wж ц ж цч чз з= -ч чз зч чз зи ш и ш
r .  (5.16) 

Остальные компоненты полей выражаются через ( , )zE r tr  из уравнений 
Максвелла. Например, ( , )yE r tr  может быть найдено используя x -
составляющую первого из уравнений (5.2) и y -составляющую второго 
из уравнений (5.2): 

0
yz

x

EE i H
y z

wm
¶¶ - =

¶ ¶
, 0

x
y

H i E
z

we¶ = -
¶

.  (5.17) 

Дифференцируя первое из уравнений (5.17) по z , а затем, используя 
второе из уравнений (5.17) для исключения xH , получим: 

2

2

1( , ) ( , )y zE r t E r t
k z y^

¶= =
¶ ¶

r r  

2 sin cos exp( ( ))z
z

ik n m nA x y i k z t
k b a b

p p p w
^

ж ц ж ц ж цч ч чз з з= -ч ч чз з зч ч чз з зи ш и ш и ш .  (5.18) 

Остальные компоненты полей выглядят следующим образом: 
2

2

1( , ) ( , )x zE r t E r t
k z x^

¶= =
¶ ¶

r r  

2 cos sin exp( ( ))z
z

ik m m nA x y i k z t
k a a b

p p p w
^

ж ц ж ц ж цч ч чз з з= -ч ч чз з зч ч чз з зи ш и ш и ш ;  (5.19) 

0
2( , ) sinx

i n mH r t A x
k b a
we p p

^

ж ц ж цч чз з= - ґч чз зч чз зи ш и ш
r  

cos exp( ( ))z
n y i k z t

b
p wж цчзґ -чз чзи ш ;  (5.20) 

0
2( , ) cosy

i m mH r t A x
k a a
we p p

^

ж ц ж цч чз з= ґч чз зч чз зи ш и ш
r  

sin exp( ( ))z
n y i k z t

b
p wж цчзґ -чз чзи ш . (5.21) 

Таким образом, в прямоугольном волноводе могут распространяться 
бесконечное количество волн T M поляризации, для которых диспер-
сионные кривые определяются выражением (5.15), а компоненты по-
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лей выражениями (5.17)-(5.21). Эти волны называются модами прямо-
угольного волновода и обозначаются mnT M , где m  и n  называются 
поперечными индексами.  

Аналогичным образом можно показать, что в прямоугольном вол-
новоде могут распространяться также счетное количество волн маг-
нитного типа или T E  мод. Они обозначаются mnT E . Закон дисперсии 
для них такой же, как и для mnT M . Все компоненты полей этих мод 
могут быть выражены через ( , )zH r tr , для которого справедливо выра-
жение: 

))(exp(coscos),( tzkiy
b
nx

a
mAtrH zz ωππ

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

r ,  (5.22) 

где A  – произвольная константа. 
 
6. Бесконечно протяженный диэлектрический слой с относительными 
проницаемостями e  и m , заполняет в вакууме область 

a x a- Ј Ј . Показать, что такой слой может действовать как 
волновод (для этого нужно, чтобы поле бегущей волны концентри-
ровалось в основном внутри слоя). Определить типы волн, которые 
могут распространяться в таком волноводе. Ограничиться случа-
ем, когда поля не зависят от координаты y .  

Решение 
Для определения типов волноводных мод поддерживаемых диэле-

ктрическим слоем с неограниченным поперечным размером, запишем 
систему уравнений Максвелла: 

0rotE i Hwmm=
r r

, 0rotH i Ewee= -
r r

; 
в декартовых координатах, полягая / 0y¶ ¶ =  и считая все поля про-
порциональны exp( ( ))zi k z tw-   

0z y xik E i Hwmm- = ,  (6.1) 

0
z

z x y
Eik E i H
x

wmm¶- =
¶

;  (6.2) 

0
y

z

E
i H

x
wmm

¶
=

¶
;  (6.3)  

0z y xik H i Ewee- = - ;  (6.4)  

0
z

z x y
Hik H i E
x

wee¶- = -
¶

;  (6.5) 
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0
y

z

H
i E

x
wee

¶
= -

¶
.  (6.6) 

 
Как легко видеть, система уравнений (6.1)-(6.6) распадается на две 

совершенно независимых подсистемы. Первая подсистема - это урав-
нения (6.2), (6.4) и (6.6), в которых неизвестными являются компонен-
ты полей xE , yH , zE . Эта подсистема определяет моды T M поляри-
зации. Все компоненты полей этой подсистемы удобно выражаются 
через yH , для которого легко получить уравнение. Для этого нужно 
выразить xE  и zE  через yH , пользуясь уравнениями (6.4) и (6.6) соот-
ветственно, и подставить их в (6.2). После несложных алгебраических 
преобразований получим: 

2 21 ( / ) 0y z yH k k H
x x

m e
e
ж ц¶ ¶ чз + - =чз чзи ш¶ ¶

.  (6.7) 

Хорошо известно, что любое распределение полей в диэлектриче-
ском слое может быть представлено в виде суперпозиции симметрич-
ных ( ( ) ( )z zE x E x= - ) и антисимметричных ( ( ) ( )z zE x E x= - - ) мод. 
Поэтому можно ограничиться решением уравнения (6.7) в области 

0x > . Далее уравнение (6.7 )удобно решать отдельно в каждой из 
однородных областей: в вакууме ( x a> ) и в диэлектрике ( 0 x aЈ Ј ). 
Кроме этого, удобно перейти к новой неизвестной функции не содер-
жащей фазового множителя и зависящей только от x : 

( ) exp( ( ))y y zH h x i k z tw= - . Тогда в вакууме (6.7) можно привести к 
виду: 

2
2 2

2 ( ) 0y z yh k k h
x

¶ - - =
¶

.  (6.8) 

Общее решение уравнения (6.8) имеет вид: 
exp( ) exp( )y V Vh A k x B k x^ ^= - + ,  (6.9) 

где A  и B - неизвестные константы, 2 2
V zk k k^ = - , причем для оп-

ределенности и удобства выбирается ветвь корня для которого 

( )2 2Re 0zk k- > .  

 
В открытых волноводах т. е. волноводах не ограниченных идеаль-

но проводящими стенками в поперечном направлении поле формально 
простирается до бесконечности в поперечном направлении. Однако 
поля волноводных мод при этом должны быть локализованы в основ-
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ном в волноводе и должны затухать при стремлении поперечной коор-
динаты в бесконечность. В рассматриваемом случае yh  должно стре-
миться к нулю при x ® Ґ . Это возможно, если 0B = , а zk k> . 
Поэтому компоненты полей (без фазового множителя exp( ( ))zi k z tw- ) 
в вакууме выглядят следующим образом : 

exp( )y Vh A k x^= - , 
0

z
x y

ke h
we

= , 
0

V
z y

ike h
we

^= - ,  (6.10) 

где xe  и ze  вводятся следующим образом: ( ) exp( ( ))x x zE e x i k z tw= - , 
( ) exp( ( ))z z ze e x i k z tw= - .  

В диэлектрике ( 0 x aЈ Ј ) уравнение (6.7) приобретает вид: 
2

2 2
2 ( ) 0y z yh k k h

x
em¶ + - =

¶
.  (6.11) 

Для симметричных мод ( ) ( )y yh x h x= - -  решение уравнения (6.11) 
должно обращаться в нуль при 0x = . Такое решение имеет вид: 

sin( )y Dh C k x^= ,  (6.12) 

где C  – произвольная константа, 2 2
D zk k kem^ = - , причем 

( )2 2Re 0zk kem- > . 

Остальные компоненты полей выражаются через yh  следующим 
образом: 

0

z
x y

ke h
wee

= , 
0

cos( )D
z D

ike k x
wee

^
^= .  (6.13) 

На границе раздела вакуум-диэлектрик ( x a= ) тангенциальные 
компоненты полей должны быть непрерывны. Поэтому нужно потре-
бовать выполнения условий: 

exp( ) sin( )V DA k a C k a^ ^- = , 

0 0

exp( ) cos( )V D
V D

ik ikA k a C k a
we wee

^ ^
^ ^- - = ; (6.14) 

откуда находим связь между A  и C , а также дисперсионное уравне-
ние симметричных T M мод: 

( )1 0D
V D

tg k a
k k

e
^

^ ^

+ = .  (6.15) 

Уравнение (6.15) задает связь между частотой w  и волновым век-
тором zk . Эта связь обычно иллюстрируется кривой ( )zkw в zkw -  
плоскости. Уравнение (6.15) относительно w  и zk  является трансцен-
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дентным и его решения, а следовательно и зависимость ( )zkw  могут 
быть найдены только численно. Графический способ решения уравне-
ния типа (6.15) приведен в учебнике: В. В. Батыгин, И. Н. Топтыгин 
Сборник задач по электродинамике. – М.: Гос. Изд. Физ.-мат. Лит., 
1962. – с. 347. Исследование уравнения (6.15) позволяет заключить, что 
при заданных w , a , e  и m  имеется конечное количество волновод-
ных мод. Компоненты полей волноводных мод выглядят следующим 
образом: 

0

exp( ( )),

sin( ) , 0
sin( )

V

y D

D

k x a x a
h A k x x a

k a

^

^

^

м - - >пппп= нп Ј Јпппо

, 

0

z
x y

ke h
we

= , 
0

1 y
z

h
e

i xwee
¶

=
- ¶

.  (6.16) 

Аналогично могут быть проанализированы и симметричные моды 
T M поляризации, а также моды T E  поляризации.  
 
7. Найти возможные типы волн в круглом волноводе радиуса R , счи-
тая его стенки идеально проводящими. Определить граничную час-
тоту такого волновода. 

Решение 
Для анализа волн в круглом волноводе удобно использовать цили-

ндрическую систему координат, начало которой находится на оси вол-
новода. Так как, по азимутальному углу все поля должны быть перио-
дичны с периодом 2p , то они должны быть пропорциональны множи-
телю ( )( )exp zi k z m tj w+ - , где 0, 1, 2, ...,m = ± ±  - фзимутальный 
номер, zk  и w - как и ранее продольный волновой вектор и частота 
волн. Пользуясь тем же приемом , что и в задаче 5, для полей внутри 
волновода можно получить следующие уравнения: 

( )2 0k ED + =
r

; ( )2 0k HD + =
r

.  (7.1) 
Ниже детально рассмотрим случаи T M и T E  поляризаций.  

В случае T M  поляризации ( 0zH = ) все поля могут быть выра-
жены через zE . Записывая оператор D  в цилиндрических координатах 

и представляя zE  в виде ( )( )( , ) ( ) expz z zE r t e r i k z m tj w= + -r , полу-

чим уравнение для ( )ze r : 
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2
2 2

2

1 ( ) ( ) ( ) ( ) 0z z z z
mr e r e r k k e r

r r r r
ж ц¶ ¶ чз + + - =чз чзи ш¶ ¶

.  (7.2) 

Общее решение уравнения (7.2) имеет вид:  
 

( ) ( ) ( )z m me r A J k r BN k r^ ^= + ,  (7.3) 
где ( )mJ x  и ( )mN x  цилиндрические функции Бесселя и Неймана по-

рядка m , A  и B  - произвольные константы, 2 2
zk k k^ = - . Из усло-

вия ограниченности полей на оси следует, что 0B = . Из граничного 
условия на идеальной поверхности волновода следует, что 0z r Re = = . 
Это приводит к дисперсионному уравнению:  

( ) 0mJ k R^ = .  (7.4) 
Решения уравнения (7.4) находятся из соотношений  

,m sk R m^ = ,  (7.5) 
где ,m sm  – корни функции Бесселя порядка m , 1, 2, ...,s =  - порядко-
вый номер корня (радиальный номер). Мода с азимутальным номером 
m  и радиальным номером s  обозначается ,m sT M . Полученное соот-
ношение (7.5) может быть легко разрешено относительно частоты  

2 2 2
, ,( ) /m s z m s zk c R kw m= + .  (7.5) 

Наименьшая частота, при которой волна является распространяю-
щейся называется критической частотой или частотой отсечки для 
данной моды. В рассматриваемом случае частоты отсечки равны час-
тотам, которые задаются выражением (7.5), взятом при 0zk = :  

, , /cut
m s m sc Rw m= . 

Наинизшей критической частотой из T M мод обладает мода с но-
мерами 0m = , 1s = . Она равна 0,1 0,1 /cut c Rw m= , где 0,1 2.405m » . 

Остальные компоненты полей T M мод находятся из уравнений 
Максвелла 

0z z r
im e ik e i h
r j wm- = , 0

z
z r

eik e i h
r jwm¶- =

¶
, 

0z rk h ej we= , 0z rk h ejwm= - , ( ) 0
1

r z
imrh h i e

r r rj we¶ - = -
¶

 

Их можно представить в виде: 
2

2
0

r z
m kh e
r kwm ^

= , 
2

2
0

zi k eh
k rj wm ^

¶=
¶

, 
0

z
r

ke hj wm
= - , 
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0

z
r

ke hjwe
= .  (7.6) 

Случай T E  поляризации рассматривается аналогично. Соответст-
вующее дисперсионное уравнение выглядит следующим образом: 

 
( ) 0mJ k R^ў = ,  (7.7) 

где ( )mJ xў  - производная функции Бесселя порядка m . Выражения для 
частот имеют вид: 

2 2 2
, ,( ) /m s z m s zk c R kw mў= + ,  (7.8) 

где 2
,m smў  - корни производной от функции Бесселя порядка m . Крити-

ческие частоты определяются выражениями , , /cut
m s m sc Rw mў= . Наиме-

ньшая критическая частота равна 0,1 /c Rmў , где 0,1 3.832mў » .  
Таким образом наинизшей возможной частотой волны в круглом 

волноводе является критическая частота моды 0,1T M .  
 

8. Определить типы собственных колебаний в полом резонаторе с 
идеально проводящими стенками. Резонатор имеет форму прамоу-
гольного параллелепипеда с размерами a b hґ ґ .  

Решение 
Данный резонатор можно рассматривать как отрезок прямоуголь-

ного волновода со сторонами a  и b  длинной h  закрытый с обеих 
торцов идеальными стенками. Поэтому при решении этой задачи удоб-
но воспользоваться результатами задачи 5, записывая искомые поля в 
виде супурпозиции волноводных волн, бегущих в прямом и обратном 
направлении по оси z . Тогда для волн T M поляризации (относительно 
оси z  которую направим вдоль стороны h )в волноводе со стенками a  
и b  имеем: 

( , ) sin sin exp( ( ))

sin sin exp( ( )).

z z

z

m nE r t A x y i k z t
a b

m nB x y i k z t
a b

p p w

p p w

ж ц ж цч чз з= - +ч чз зч чз зи ш и ш
ж ц ж цч чз з+ - -ч чз зч чз зи ш и ш

r

  (8.1) 

Остальные компоненты полей выражаются через zE  в соответствии с 
уравнениями Максвелла (см. также формулы(5.18-5.21)). В частности 
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2

2 2

2

1( , ) ( , )

sin cos exp( ( ))

sin cos exp( ( ));

z
y z

z

z
z

ik nE r t E r t
k z y k b

m nA x y i k z t
a b

ik n m nB x y i k z t
k b a b

p

p p w

p p p w

^ ^

^

¶ ж цчз= = ґчз чзи ш¶ ¶
ж ц ж цч чз зґ - -ч чз зч чз зи ш и ш

ж ц ж ц ж цч ч чз з з- - -ч ч чз з зч ч чз з зи ш и ш и ш

r r

  (8.2) 

2

2 2

2

1( , ) ( , )

cos sin exp( ( ))

cos sin exp( ( )).

z
x z

z

z
z

ik mE r t E r t
k z x k a

m nA x y i k z t
a b

ik m m nB x y i k z t
k a a b

p

p p w

p p p w

^ ^

^

¶ ж цчз= = ґчз чзи ш¶ ¶
ж ц ж цч чз зґ - -ч чз зч чз зи ш и ш

ж ц ж ц ж цч ч чз з з- - -ч ч чз з зч ч чз з зи ш и ш и ш

r r

  (8.3) 

Выбранное представление (8.1-8.3) удовлетворяет граничным услови-
ям на стенках a  и b : 0z yE E= =  при 0x = , x a= ; 0z xE E= =  
при 0y = , y b= . Остается удовлетворить граничному условию на 
торцах волновода: 0x yE E= =  при 0z = , z h= . Приравнивая (8.2) 
и (8.3) к нулю в указанных точках, имеем: 

A B= , exp( ( ) ) exp( ( ) )z zA ik h B ik hw w= - .  (8.4) 

Здесь как и в (8.1)-(8.3) zk  нужно считать функцией w , которая опре-
деляется выражением (5.15). Из (8.4) следует, что  

sin( ( ) ) 0zk hw = ,  (8.5) 
что и определяет собственные частоты резонатора. Пользуясь (5.15) 
находим их в явном виде: 

2 2
2 m nh k l

a b
p p pж ц ж цч чз з- - =ч чз зч чз зи ш и ш , где 0, 1, 2, ...,l = ± ±  

откуда 
22 2m n lc

a b h
p p pw

ж цж ц ж ц чч ч зз з= + + чч ч зз зч чз з чзи ш и ш и ш
. 

То же самое выражение для частот можно получить, используя дру-
гое возможное представление для полей – в виде суперпозиции волно-
водных мод T E  поляризации относительно оси z . Поэтому одна и та 
же частота соответствует двум различным конфигурациям полей. Это 
означает, что собственные частоты прямоугольного резонатора двукрат-
но вырождены. Если одно из чисел m , n , l  равно нулю, то вырождение 
отсутствует. Однако, если размеры резонатора a , b , и h  относятся друг 
к другу как целые числа, то кратность вырождения возрастает.  
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Упражнения и задачи для самостоятельной работы 
 

1. Круглая проволочная петля радиуса a , находящаяся в постоянном 
магнитном поле 0H , вращается с угловой скоростью w  вокруг сво-
его диаметра, перпендикулярного 0H (см. рис. 11). Найти тормозя-
щий момент ( )N t . 

 
2. Определить собственные частоты электрических колебаний в двух 

контурах (см. рис. 12), связь между которыми осуществляется через 
индуктивность L  ( )Z i Lw= . 

 
3. К цепочке, состоящей из последовательно соединенных сопротивле-

ния R  и индуктивности L , прикладывается прямоугольный им-
пульс напряжения: 1 0( )U t U= , при 0 t TЈ Ј , и 1( ) 0U t =  при 

0t <  и t T> . Найти напряжение на индуктивности 2( )U t . 
 
4. Найти конфигурацию полей для волн T E  поляризации относитель-

но оси волновода z  ( 0zE = ) в прямоугольном волноводе со сторо-
нами a  и b . Вывести дисперсионное уравнение этих волн. 

 
5. Диэлектрический слой с проницаемостями e  и m , заполняющий 
пространство 0 x aЈ Ј , нанесен на поверхность идеального про-
водника. В области x a>  - вакуум. Найти типы электромагнитных 
волн, которые могут распространяться вдоль слоя с амплитудой 
убывающей при удалении от слоя. 

 
6. Найти возможные типы волн T E  поляризации, которые могут рас-
пространяться в круглом волноводе радиуса R , считая его стенки 
идеально проводящими. Рассмотреть волны электрического ( )T M  и 
магнитного ( )T E  типов.  

  
7. Используя результат предыдущей задачи, найти коэффициенты за-
тухания a , разных типов волн в круглом волноводе. Поверхност-
ный импеданс стенок Z  задан.  

 
8. Вычислить среднюю погонную плотность энергии в круглом волно-

воде с идеально проводящими стенками.  
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9. Определить фазовую и vj  и групповую gv  скорости волн в прямо-
угольном и круглом волноводе с идеально проводящими стенками. 
Построить их зависимость от 2 /cl p w= . 

 
10. Исследовать структуру волны T M поляризации в коаксиальном 

волноводе с проводящими стенками (большой и малый радиусы 
соответственно равны 1R  и 2R ). Посчитать средний поток энергии 

S  через сечение волновода.  
 
11. Резонатор имеет форму прямого кругового цилиндра высотой h  и 

радиуса R . Считая стенки резонатора идеально проводящими, на-
йти частоты собственных колебаний. Рассмотреть колебания элек-
трического ( )T M  и магнитного ( )T E  типов.  
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