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ВСТУП 

Вплив детермінованих збурень просторово неоднорідного середовища на 

поширення електромагнітних хвиль доводиться враховувати в широкому колі 

практичних додатків. Враховуючи специфіку конкретних видів хвильових полів 

та частотних діапазонів, перерахуємо деякі з них. При дистанційному 

зондуванні земних покривів у геофізичних цілях виникає проблема відновлення 

структури підповерхневих шарів за характеристиками електромагнітного поля, 

що приходить від земної поверхні [1] . Для отримання корисної  інформації з 

радіолокаційних даних необхідно знати зв'язок характеристик поля, що 

приходить, з параметрами земних покривів для деякої моделі останніх. Земна 

кора є дуже різноманітною з електродинамічної точки зору структурою, для 

якої характерні електрична неоднорідність по глибині, наявність нерівностей 

поверхні та об'ємних нерегулярностей. Близькою до реальності моделлю 

підстилаючих земних покривів може бути однорідний або плоскошаровий 

напівпростір з нерівними границями та об'ємними  детермінованими 

збуреннями, що зображують, наприклад, поклади корисних копалин. У зв'язку з 

цим у геофізиці базовою служить задача дифракції електромагнітної хвилі на 

однорідному або багатошаровому шматково-однорідному напівпросторі з 

включеннями [2].  

Використовується для зондування первинне поле реальних 

випромінювачів у типових ситуаціях з прийнятним ступенем точності 

апроксимується плоскою хвилею [3]. Відомі теоретичні моделі зондування 

виходять із того, що хвиля є монохроматичною та лінійно-поляризованою [4]. 
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1. ЗАДАЧА РОЗСІЯННЯ ЕЛЕКТРОМАГНІТНИХ ХВИЛЬ  НА 

АНІЗОТРОПНОМУ ВКЛЮЧЕННІ В АНІЗОТРОПНОМУ ШАРІ  

(s -поляризація) 

 

1.1  Огляд літератури 

 

Задачі дифракції монохроматичних хвиль на об'ємних неоднорідностях, а 

також завдання розсіювання хвиль на граничних нерегулярностях у 

неоднорідному середовищі з точки зору додатків є дуже актуальними. Вони 

досить актуальні й у науковому плані. Зважаючи на зрозумілу складність для 

розв'язання задач дифракції на тілах досить довільної форми, занурених у 

шарувате середовище, нині використовуються виключно прямі чисельні методи 

[5-7].  

Підповерхневої радіолокації виникає проблема виявлення та ідентифікації 

малорозмірних об'єктів, занурених під земну поверхню – наприклад, 

комунікаційних споруд [8]. 

Головна увага в описаних роботах приділяється розробці та 

обґрунтуванню чисельних методів вирішення. Коло досліджених залежностей 

вкрай обмежене, а самі ці залежності мають ілюстративний характер. У роботі 

[9] отримано аналітичне рішення і наведено матеріал для розсіювання на 

тривимірному тілі в плоскошаровому середовищі. В основу розвиненого 

підходу покладено узагальнення інтегро-диференціальних рівнянь Н. А. 

Хижняка [10] на випадок плоскошарового середовища. Істотним обмеженням 

цих робіт є припущення, що розміри тіла набагато менші за довжину хвилі. Тим 

часом, метод інтегро-диференціальних рівнянь виявився дуже плідним і у 

застосуванні до тіл, розміри яких можна порівняти з довжиною хвилі. 

Наприклад, з його допомогою в [11] отримано чисельно-аналітичне розв'язання 
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задачі розсіювання на прямокутному брусі в закритому хвилеводі. Однак, у 

завданнях розсіювання на тілах у плоскошаровому середовищі безпосереднє 

перенесення чисельно-аналітичного підходу [12] зустрічає суттєві труднощі в 

силу того, що а) ядра згаданих інтегральних рівнянь у випадку плоскошарового 

середовища представляються не в замкнутій формі, а у вигляді контурних; б) 

конструктивне застосування теореми погашення, вдало використаної в [13] 

неможливо через те, що спектр власних хвиль шаруватого середовища включає 

безперервну частину, тоді як у закритих хвилеводах він чисто дискретний. У 

зв'язку зі складністю розглянутих завдань, ситуації, які піддаються чисельно-

аналітичним методам, набувають, таким чином, особливої ваги. До них 

відноситься, зокрема, модель плоскошаруватого кусково-однорідного 

середовища з включенням досить простої форми та будови. Неможливість 

поділу змінних одразу в усьому просторі і в цьому випадку призводить до 

необхідності залучення чисельних методів, однак, для такого роду моделей 

вдається значно просунутися в попередній аналітичній обробці задачі і, тим 

самим, полегшити її чисельне вирішення. 

На даний час у суворій постановці відомі чисельно-аналітичні рішення 

для задач дифракції монохроматичної електромагнітної хвилі на кулі та 

круговому циліндрі у двошаровому середовищі з однією границею поділу [11, 

12], на круговому циліндрі, розташованому в однорідному шарі або під ним [7] . 

У роботах   [15, 16-18]  одиночне включення канонічної форми розглядається як 

рівноправна складова частина нерегулярного середовища: для кожної з областей 

з границями, що збігаються з координатною поверхнею ортогональної системи 

координат; рішення шукається у вигляді розкладання за власними функціями, а 

коефіцієнти цього розкладання знаходяться із умов для поля на межах розділу 

середовища. При цьому виникає необхідність чисельного розв'язання 

нескінченних систем лініних алгебраічних рівнянь для невідомих коефіцієнтів. 

Однак для досить простих моделей розсіювача ці системи рівнянь мають зручну 



 6 

структуру та легко піддаються чисельній реалізації. Тим не менш, незважаючи 

на зазначену простоту чисельної реалізації, навіть на прикладі цих 

елементарних моделей закономірності розсіювання електромагнітних хвиль 

практично не вивчені. Так, автори роботи [12] обмежилися побудовою діаграм 

розсіювання циліндром, зануреним під однорідний шар діелектрика, Фізичні 

результати роботи [11] також мають ілюстративний характер. А автори цих та 

інших робіт зовсім не досліджували закономірностей формування амплітудно-

частотного відгуку, розподілу поля на поверхні структури, які становлять 

значний науковий інтерес. Підкреслимо також, що чисельно-аналітичні рішення 

відповідних задач дифракції побудовані для простих моделей середовища, що 

нараховує один-два однорідні шари [19-20]. 

 

 

1.2  Рівняння Максвела в регулярному середовищі (s-

поляризація) 

 

 

Віднесемо тривимірний простір до прямокутної декартової системи 

координат   X . Y .Z . Вісь  0Z  направимо вертикально вгору, а  вісь  0Y  

праворуч. Навколишньому середовищу відведемо область 0<  Z    , а 

структурі область -∞ <Z <0 (- < x, y<+∞). Сукупне середовище, що заповнює 

весь простір, характеризуватимемо комплекснозначними діадами діелектричної 

та магнітної проникності  

 ̂( )    ( )( ⃗  ⃗   ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗)    ( )  ⃗⃗ ⃗⃗   ⃗⃗ ⃗⃗  , 

 ̂( )    ( )(  ⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗   ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗)    ( )  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗         (1.1) 

(   ⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗  -  орти осей X . Y .Z ).  
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Рис. 1. 

Навколишне середовище  однорідне і ізотропне, згідно з чим для кожного 

значення символу           або       функції     ( ) та    ( ) приймають при   

0 Z     постійні та однакові позитивні значення:    ( )    ( )      . В 

області           середовище складається з неоднорідного шару        

та однорідній підложки         . Неоднорідний шар і підложка - одновісні, 

з вертикальною оптичною віссю. У межах         величини     ( )   ( )  

являють собою довільні частково-гладкі функції змінної  z, а на інтервалі     

        вони набувають постійних значень    ( )      ,   ( )       

(           ). Середовище в нижньому напівпросторі вважається 

дисипативним, тому уявні частини функцій   ( )  та   ( ) при         і 

постійних      ,      позитивні. Випадок середовища без втрат входить у розгляд 

як граничний. Нехай сторонні монохроматичні джерела   ⃗( ⃗)  та  ⃗⃗⃗( ⃗)  розподіл 

яких не залежить від   Х,   створюють в описаному вище  регулярному 

середовищі поле    ⃗⃗ ( ⃗) ,   ⃗⃗⃗ ( ⃗).   Воно підпорядковується рівнянням 

Максвелла 
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    ⃗⃗ ( ⃗)      ̂( ) ⃗⃗⃗ ( ⃗)   (  
 ⁄ ) ⃗⃗⃗( ⃗)   

    ⃗⃗⃗ ( ⃗)      ̂( ) ⃗⃗ ( ⃗)  (  
 ⁄ ) ⃗( ⃗)                             (1.2) 

(         ),  умовою безперервності горизонтальних компонентів поля 

на всіх поверхнях розділу та умовою випромінювання в нескінченності. Тут і 

надалі тимчасовий множник          опущений, c – швидкісь світла у вакуумі, 

    
 ⁄   ,   ⃗  (     ),         ⃗⃗⃗⃗⃗  + ⃗     ,    означає векторний витвір.   З  

(1.2) видно, що вертикально (s) поляризована складова поля      ,     ,        

породжена компонентами            а горизонтально (р) поляризована складова 

    ,    ,      - компонентами          . 

 

1.3  Задача з включенням 

 

Помістимо в  шар   f< z <0 включення у формі нескінченно довгого 

циліндра з поперечним перерізом  S, утворюючі  якого паралельні осі   Ох (Рис. 

1.).  Матеріал циліндра - одновісний, з вертикальною оптичною віссю.  Він  

характеризується діадами діелектричної та магнітної проникності     ( ⃗)   та 

   ( ⃗)   виду (1.1). Компоненти цих діад    ( ⃗),     ( ⃗)    ( ⃗)   являють собою 

кусочно-гладкі комплекснозначні функції змінного   ⃗ , від яких поки  не 

конкретизуємо.  Нехай S та область локалізації сторонніх  джерел у площині   Y 

0 Z  не перетинаються.  Тоді  у зовнішності CS  області S  електромагнітне поле 

сторонніх джерел можно представити у вигляді    ⃗⃗    
⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗    ,   ⃗⃗⃗    

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗   ⃗⃗⃗   

де   ⃗⃗   ,   
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗    первинне поле,  створюване  джерелами у  відсутності включення,  

а  ⃗⃗ ,   ⃗⃗⃗  невідоме розсіяне поле.  Поле у внутрішніх точках включення, що 

також підлягає відшуканню, при необхідності забезпечуємо індексом  p : 

 ⃗⃗( ⃗)   ⃗⃗ ( ⃗)      ( ⃗)   ⃗⃗⃗ ( ⃗)  , ( ⃗      ). 
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1.4  Функція Гріна  

 

З цього моменту і далі розглядатимемо   S  - поляризоване поле   ⃗⃗  

(       )     ⃗⃗⃗  (      )  поклавши, що   ⃗  (        ) ,  ⃗⃗⃗  (      )   Основні 

вирази для р – поляризованого поля наведено у розділі 2.   

З рівнянь Максвелла в області CS  доповнюючої  до всієї площини  у 0 х, 

умов сполучення для поля на границі  L   області S і формул Гріна випливають 

наступні співвідношення: 

  
 ( ⃗)  ,      ( )-      

 ( ⃗) , 

  
 ( ⃗)   *   

⁄  ( )+     
 ( ⃗)       (1.3) 

  
 ( ⃗)  ∫    

 
   (   

 ⃗⃗⃗⃗ )    ( ⃗)     ( ⃗     ) , 

   ( ⃗)  ∫    
 

    (   
 ⃗⃗⃗⃗ )    ( 

 ⃗⃗⃗⃗ )        ( ⃗    )                                          (1.4) 

В цих функціях введено позначення 

    ((  ⃗⃗⃗  ⃗
 )    ( ⃗

 )      (  ⃗⃗⃗  ⃗
 )[   

  ( ⃗ )  
        

  ( ⃗ )  
    ]    

     ( ⃗
 )     ( ⃗

 )[  
  ( ⃗ )  

       
  ( ⃗ )  

    ]   (  ⃗⃗⃗  ⃗
 ), 

d   та  ⃗⃗⃗  - елемент довжини контура  L та нормаль до L в точці  

( ⃗ )                           ⃗⃗⃗  (    
    

  ). Функція Гріна   (  ⃗⃗⃗  ⃗
 ) 

визначена як рішення рівняння  

   [   ( )    
 ( )    

 ]  (  ⃗⃗⃗  ⃗
 )    ( )  ( ⃗  ⃗ ),           (1.5) 

(-        ), яка в точках розриву  коефіцієнтів цього рівняння неперервна 

разом з   
  ( )    (  ⃗⃗⃗  ⃗

 )  (останнє - при z   ), а в нескінченності задовільняє 

умові випромінювання. 
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Тут   ( )    ( )    
  ( )  ,    

 ( )     
     ( ),  - дельта - функція Дірака. 

В області S із рівнянь Максвела й умов на внутрішніх межах розділу слідують 

співвідношення 

    ( ⃗
 )  *      

⁄ ( ⃗ )+      ( ⃗
 ), 

    ( ⃗
 )   *      

⁄ ( ⃗ )+      ( ⃗
 ),                      (1.6) 

рівняння для     ( ⃗): 

[     
  ( ⃗)        

  ( ⃗)        ( ⃗)]   ( ⃗)                        (1.7) 

і вимога безперервності величин  

   ( ⃗) [   
  ( ⃗)  ( ⃗)      

  ( ⃗)  ( ⃗)  ]   ( ⃗)   на всіх лініях в S, де 

коефіцієнти рівняння (1.7) відчуває розрив ( ⃗⃗ – нормаль до лінії розриву: 

 ⃗⃗  (       )). Доповнимо рівняння (1.7) і згадану вимогу безперервності  

рівнянням, що випливає з тотожності (1.4) 

      ⃗  ⃗ ∫  
 

  ( ⃗  ⃗ ),   ( ⃗
 )          ( ⃗ )  (  ⃗   )  .      (1.8) 

В результаті отримуємо замкнуту краєву задачу відносно     ( ⃗) в 

області S.  Співвідношення  (1.8) відіграє роль нелокальної граничної умови, що 

враховує наявність зовнішньої області  CS  [21,22]. Якщо поле     ( ⃗) відоме, 

рівняння (1.3.), (1.6) перетворюються в прямі формули  для розрахунку    
    

 .  

      
              

1.5  Первинне поле  

 

З цього моменту рахуємо, що включення цілком знаходиться в однорідній  

ізотропній ділянці  d<z< b  неоднорідного одновісного шару f<z<0  (f<d<b<0). В 
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межах цієї ділянки для кожного значення     або   обидві функції   ( ) та 

  ( ) співпадають та приймають постійні значення   :     ( )   ,        ( )       

(         ). Приведемо вираз для полів збуджуваних у регулярній структурі 

джерелами частного виду. 

Позначимо      √    ,        √   ,           √      ,     

(0               )  і введемо до розгляду наступні функції комплексної 

змінної ϰ: 

    =0.
      

    
/ (   

    )1
   

,     ,     -   , 

    ,  
    -   ,   (     )      ( )                     (1.9) 

Визначимо на інтервалі   f<z<d  функцію    
 (   ) як будь яке рішення рівняння 

,  ( )    
 ( )    -U(z)=0 ,                                                     (1.10)     

яке в точках розриву коефіцієнтів цього рівняння при  f<z<d  неперервне разом з 

  
  ( )   ( ), а при z=f+0 підпорядковується граничній умові  ,   

     (   )  (   )-  
 (   )     

Далі рахуємо, що вказані умови в точках розриву «вбудовані» на 

відповідному інтервалі в рівнянні (1.10) і згадку  про них ми  опускаємо. 

Обчислимо величини 

 

 (   )    
 

     (   )
  
  

 ̇(     )

  
 (     )

, 

 (   )  

* (   )  (
  

    
⁄ )    (  )+

*  (
    

 ⁄ )  (   )   (  )+

⁄      (1.11) 
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(           )  та побудуємо на інтервалі  b<z<0  функцію   
 (   )    Вона 

є рішенням рівняння (1.10) при b<z<0  та задовольняє при z=b+0  умові 

 ,        (   )  (   )-  
 (   )   . 

Позначимо  (   )  
      (   )

     (  )  
 (   )⁄   .  Величини     мають 

сенс вхідного імпедансу выдповідної границі: z=f, d, b  або 0 - по відношенню 

до поля, джерела якого знаходяться віще цієї межі. Введемо на всій вісі     

      рішення рівняння (1.10) наступного виду: 

 

 (   )
 

={
   (     )    (    )   (    )         
,    (    )- 

 ( )  (   )              
            (1.12) 

 (   )
  

{
 

 
  

 (   )   
 (   )⁄                                                                         

     (   )       (    )                                                       

    
 (   )   

 (    ⁄  )                                                      

    ,    (   )-    
 (     )   

 (     )             ⁄

  (1.13)   

         

  (   )   
        (   )

        (   )
,         ( )  

  
 (     )

  
 (    )

, 

2  ( )       ,      (   )  -, 

2  ( )      ,      (   )  -, 

  ( )     (   )  (     )  ⁄  (   )    (  )             (1.14) 

Визначимо загальний вірний лист    риманової поверхні функцій    ( ), 

  ( ) та    ( )  умовами Im  ( )      Im   ( )       Im    ( )    . При  

     функція     ( ⃗)=exp(i   )  
   (   )  очевидно, описує поле, яке 

збуджується в середовище s - поляризовані плоскою хвилею з амплітудою   
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яка падає з верхнього напівпростору в напрямку хвильового вектора    ⃗⃗⃗⃗⃗  -   ⃗⃗ ⃗⃗    . 

Хай     довільний корінь рівняння 

  ( )     (   )     .                             (1.15) 

Поклав    
    

 ,      (   )  -  ⁄     зробимо в попередньому виразі для     

( ⃗) граничний перехід     .  В результаті отриуємо первинне поле у вигляді 

нормальної хвилі шаруватого  середовища  

   ( ⃗)     (     )  
   (   

 )    

      

  (   
 )  

{
     ,   (  

 ) -                                                                             

  (   )  (     )                                                               
                  (1.16) 

Позначимо  (   )    ( )     ⁄  і введемо до розгляду функцію   
 (    ) 

–рішення рівняння (1.10) на інтервалі b<z<0, задовольняюче при z=-0 граничній 

умові  

,        (  ) (   )-   
 (   ) =0. 

Побудуємо величини 

 (   )=
 

     (   )
 
 ̇ 

 (      )

  
 (      )

  

 (   )  , (   )  (     )   (  )⁄ - ,  (     ) (   )  (  )⁄ -  ⁄        (1.17)             

і функцію   
 (   ). Остання визначена на інтервалі f<z<d  як рішення рівняння 

(1.10), підпорядковане при z=d-0 умові   ,        (   ) (   )-   
 (   )    .  

Пов'яжемо з   
 (   ) функцію змінного 

    (   )= ̇ 
 (     )      (   )⁄   

 (     ). Величини   мають сенс 

вхідного імпедансу відповідної межі (z=0,b,d, або f) по відношенню до поля 
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джерела якого знаходяться нижче цієї границі. Позначимо через   (   ) 

наступне рішення  рівняння (1.10) на всій осі: 

   (   )={
,    (   )- 

 ( )  (   )                           

    ,    (   )-      (   )    ,    (   )-                 
   (1.18) 

 

  (   )=

{
 

 
    (    ) 

   
 (    )   

 (     )                  ⁄

    
 (   )   

 (     )                                   ⁄  

     (   )       (    )                              

  
 (   )   

 (     )⁄                                          

       (1.19)             

  

  (   )=
          (   )

          (   )
    ( )=

  
 (     )

  
 (     )

, 

2  ( )       ,      (   )  ⁄ -  

2  ( )      ,      (   )  ⁄ -              (1.20)                             

  ( )= cos(  )  (     ⁄ )  (   )    (  )  

Легко бачити, що при         функція    ( ⃗)     (   )  
   (   ) описує 

первинне поле, яке збуджується плоскою хвилею з амплітудою   
 , яка 

приходить нижнього середовища в направленні хвильового вектора  ⃗   + ⃗    . 

1.6  Функція Гріна регулярної задачі 

 

Скориставшись стандартною схемою будування функції   ( ⃗  ⃗
 ) шляхом 

розкладання в інтеграл Фур’є, отримаємо наступний результат: 

  ( ⃗  ⃗
 )  

 

  
∫

  

  ( )
    

  
(  ,ϰ)  (    ) 

  (    )               (1.21)   

де  
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  ( )    
  (z),  (   )   

 (   )    (   )  (   )-         (    )     

   (    ).  Контур інтегрування тут і в наступних вираженнях (1.27), (1.29), 

(1.30) вважається лежачим на вірному листі   .  

На ділянці           він співпадає з тим берегом розрізу по лінії   

Im  ( )   , де arg  ( )   . Значення функції   ( )  у точках згаданого 

контура можна записати як   ( )  √  
      при -         , та   ( )  

 √  
      при      або        (тут фігурує арифметичний квадратний 

корінь). 

Величини   (   ), отже, і підінтегральний вираз (1.21) не залежать від 

вибору  ( ). Це характерно для отриманих з використанням (1.21) формул 

(1.27), (1.29), (1.30), (1.33). Підкреслимо, однак, що всюди протягом цієї роботи 

фігурує та сама гілка  ( ). Її зручно, наприклад, зафіксувати проведенням 

розрізів по лінії Im ( )=0 та вимогою Im ( )>0 в інших точках комплексної 

площини. 

 

1.7  Поле всередині включення 

 

Обмежимося надалі частим випадком, коли, по-перше, циліндр має 

круговий переріз радіуса a  з центром у точці  ⃗  (       )         S={ ⃗   ⃗  

 } (b+a<     )  по-друге, матеріал циліндра ізотропний і радіально-

шаруватий: 

   ( ⃗)     ( ⃗)    ( ),    ( ⃗)     ( ⃗)    ( )   Тут   ( )      ( )  - деякі 

кусково-гладкі комплекснозначні функції змінного  =0(    )
 
 (  

  )
 
1
  ⁄

. Нехай   (   ) - довільне рішення рівняння з (комплекснозначним) 

параметром  : 
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[
  ( )

 
 
 

  
 

 

  ( )
 
 

  
   

   ( )  
  

  ]   (   )                 (1.22) 

(0<    ), яке в точках розриву  коефіцієнтів цього рівняння безперервно разом 

з    
  ( )    (   )   ⁄  , а в точці     обмежено. 

Тоді рішення рівняння (1.7), задовольняюче належним умовам неперервності на 

внутрішніх межах  розділу, дається виразом: 

 

   ( ⃗)  ∑       (   )    (   )    
                              (1.23) 

де 0      ,     - невизначені коефіцієнти,   - кут полярної системи 

координат      в площині y0z з центром в точці  ⃗                z-

  =      . 

1.8  Система лінійних рівнянь 

 

Підстановка (1.23) в нелокальну граничну умову (1.8) доставляє 

нескінченну систему лінійних алгебраїчних рівнянь відносно  коефіцієнтів   : 

  +∑         
  
    ,  m=0  1,                                      (1.24) 

 

Техніка відповідних обчислень наведена до прикладу, в [14]. Коефіцієнти при 

невідомих праві частини мають наступний вигляд: 

      (   )  ( )    ( ) ⁄   

     ( )    ( ) ⁄                                                                   (1.25) 

              ( )  
 

  ( )

   (   )

  
  (   )    (   )

   (  )

  
   

  ( )  
 

  ( )

   (   )

  
  

( )(   )    (   )
   

( )
(  )

  
                  (1.26) 
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  ( )  ∫   
  

 
   ( ⃗ ( ))       (  )      ⁄ . 

Тут використані наступні позначення:   
( )

 та    функція Ханкеля першого роду 

та функція Бесселя порядку m,  ⃗  –змінна точка на контурі L : 

 ⃗ ( )  (                   )    

  (   )  ∫  
  

  
 ,      (   )       (   )-   ( ) ⁄           (1.27)  

   (   )          (   )[ 
                  (   )]   

   (   )         (   )[ 
                   (   )]   

  (   )  
      (   )

      (   )
      (   )  

      (   )

      (   )
                    (1.28)                                                

  ( )      (   )  (   )    (    ) , 

 

 ( )=,    ( )-  ⁄ .   В окремому випадку, коли первинне поле в шарі  d<z<b  

визначається виразом    ( ⃗)      (    ),     (    )       (     )-, 

коефіцієнт   ( ) з (1.26) набуває вигляд  

  ( )  

(   )   ⁄ (    )[   
  (  )     (     )     

 (  )    (      )]       

 (  )  

1.9  Розсіяне поле 

 

 Враховуючи, що рішення системи рівнянь (1.24) відомо, підставимо 

формулу (1.23) з урахуванням (1.21) в нижнє із співвідношень (1.3). В результаті 

отримаємо наступне вираження для розсіяного поля для зовнішності 

включення: 

при  b<z<+   

  
 ( ⃗)  ∫     (   )  ( ) 

  (    )   ( )      ⁄
  

  
,                          (1.29) 

а при - <z<d –  
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 ( ⃗)  ∫     (   )  ( ) 

  (    )   ( )      ⁄
  

  
                             (1.30) 

Тут 

     ( )      (   ),    (   -  
 (    )   

 (     )⁄ , 

  ( )      (    ),    (   -  
 (     )   

 (     ) ⁄   

  ( )    ( )    (     )    ( )  (   )   [  (     )]   

  ( )    ( )    (    )    ( )  (   )   [  (     )],              (1.31) 

  ( )   ∑     ( )  ( )   
      

 

                                                                            

 

 

 

 

                    

 

 

        

Рис.2. Розсіяне поле 

 

  ( )   ∑     ( )   ( )   
      

Функція    (   ), визначена на інтервалі b<z<+  дорівнює     (    ) при 

0<z<+  та   
 (   )   

 (    )⁄      при b<z<0 . Функція    (   ), яка задана в 

, pp 

,с c 
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области  - <z<d, співпадає з    
 (   )   

 (     )⁄   при f<z<d  та дорівнює 

   ,    (   )- при  - <z<f. 

Застосувавши до обчислення інтеграла в (1.29) метод стаціонарної фази, 

приходимо до наступного вираження для розсіяного поля у верхньому 

півпросторі (0< < ),  справедливому при       
       

 

  
 ( ⃗)  √   (  )  (  ) 

 (       ⁄ ) √    ⁄   (  )                               (1.32) 

 

В цій формулі  L та   – полярна система координат в площині y0z з центром в 

точці  (0,    )             ,  z=       ;    =        .   

Деформація контура інтегрування в (1.21) в верхню півплощину листа     

призводить до відомого представлення функції   ( ⃗  ⃗
 ) у вигляді розкладення 

по власним хвилям регулярного середовища [23]. Відповідне представлення для 

розсіяного поля в області - <z<+ , |    |     описується наступної 

формулою: 

  
 ( ⃗)

 (   )⁄ [∑  (  

 

  ) 
   |    |           ∫  

 

⁄    (   )   [  |    |]  ( )    ( )  ⁄  

+ ∫     (   )   [  |    |]  ( )    ( )-⁄
  

                                               (1.33) 

Тут ∑                          рівняння (1.15), які лежать на    у 

верхній півплощині   
  *       +   U*             +  (зауважимо що 

через дисипативні  втрати в середовищі згаданих коренів на речовій осі    

нема).  Г та    – орієнтовані контури в   . Контур Г включає позитивну частину  

мнимої  осі й відрізок 0<       речової осі . Він співпадає з тим берегом 

розрізу  Im  ( )     у верхній  напівплощині на якому arg  ( )      і 

проходить у напрямку від точки       в бескінечність, співпадає з тим 
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берегом розрізу  Im   ( )     на множені   
     arg   ( )   . Далі 

позначимо: 

 

   ( )      ( )  (   )   ⁄ , 

   ( )       ( )  (   )                                                           (1.34) 

    
 

   
0

 

  ( )
 

    

  

  (   )

  
1     ⁄ , 

 

     (  )    Величини    ( )  (  = ) відповідно випадкам y>      даються 

виразами  

  ( )    ( )  ( )    (    )    ( )  ( )    (     )       (1.35) 

  ( )    ( )  
 ( )    (    )    ( )  

 ( )    (     )   де  

  
 ( )   ∑     ( ),  ( )-   

    ;              (1.36) 

  
 ( )   ∑     ( ),  ( )-    

    . 
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2. ЗАДАЧА РОЗСІЯННЯ ЕЛЕКТРОМАГНІТНИХ ХВИЛЬ 

НА АНІЗОТРОПНОМУ ВКЛЮЧЕННІ 

В АНІЗОТРОПНОМУ ШАРІ (p – поляризація) 

 

Використовуємо ту ж модель багатошарової структури з включенням й ті 

ж самі позначення, що і в розділі 1. 

Розсіянні поля записуються у вигляді: 

 

  
 ( ⃗)   ,   ⁄   ( )-    

 ( ⃗),  

  
 ( ⃗)   ,   ⁄   ( )-    

 ( ⃗),                                                         (2.1) 

  
 ( ⃗)  ∫       ( ⃗  ⃗

 )    
( ⃗ )          ( ⃗    ). 

Всередині включення поле задовільняє наступному співідношенню: 

 

   ( ⃗)  ∫       ( ⃗  ⃗
 )     

( ⃗ )  =0,                                        (2.2) 

де 

 〈  ( ⃗  ⃗
 )    ( ⃗

 )〉    ( ⃗  ⃗
 )[   

  (  )  
        

  ( ⃗ )  
    ]    

    ( ⃗
 )     ( ⃗

 )[  
  ( )  

       
  ( ⃗ )  

    ]  ( ⃗  ⃗
 )   

Функція   ( ⃗  ⃗
 ) визначена як рішення граничної задачі 

[  ( )    
 ( )    

 ]  ( ⃗  ⃗
 )     ( ⃗   ⃗ )  

з відповідними граничними умовами. 

Тут   ( )    ( )    
  ( )  ,    

 ( )    
   ( )  ( ). 
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Поле в середині включення задовольняє рівнянню: 

 

[     
  ( ⃗)        

  ( ⃗)     
    ( ⃗)]   ( ⃗)      

де величини     ( ⃗)  та [   
  ( ⃗)  ( ⃗)      

  ( ⃗)    ( ⃗)  ]   ( ⃗)   неперервні  

на всіх лініях розриву коефіцієнтів рівняння. 

 Нелокальна гранична умова має вигляд: 

      ⃗  ⃗ ∫ 〈  ( ⃗  ⃗
 )    ( ⃗

 )〉        ( ⃗ )    ( ⃗   )
 

                          (2.3) 

Випишемо кінцеві вираження  для первинних полів: 

- для хвилі шаруватого середовища, падаючої із верхнього півпростору 

 

   ( ⃗)     (   )  
   (   )  

де 

 (   )
 =,

   (     )    (    )   (    )         

[    (    )] 
 ( )  (   )              

 

 (   )
  

{
 
 

 
 

  
 (   )   

 (   )⁄                                                                         

     (   )       (    )                                                       

    
 (   )   

 (    ⁄  )                                                      

    [    (   )]    
 (     )   

 (     )             ⁄

  

 

 (  )
 = 

  
 (     )

  
 (    )

;     (   )  
   (   )     

   (   )     
; 

    0
   

   
(   

    )1
 

 ⁄
;         (      )

 
 ⁄ ; 

2  ( )       , (   )      ⁄ -. 
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   ( )      , (   )      ⁄ -; 

  ( )     (  )  (   )     (  )(     ⁄ )    

Функції   
 (   ) визначені на інтервалі  f<z<d  як рішення наступної задачі: 

[  ( )    
 ( )    ]  

 (   )            f<z<d, 

, (   )        (   )-  
 (   )   ,              z=f+0. 

Функції   
 (   ) визначені на інтервалі  b<z<0  як рішення наступної задачі: 

[  ( )    
 ( )    ]  

 (   )            b<z<0, 

, (   )        (   )-  
 (   )   ,              z=b+0. 

Величина   має сенс вхідного адмитаксу відповідної межі по відношенню до 

поля, джерела якого розташовані вище цієї межі; 

- для хвилі шаруватого середовища, падаючої з верхнього середовища 

   ( ⃗)     (    )   
   (   ), 

де 

 

  (   )  ,
[    (   )] 

 ( )  (   )                                            

   [    (   )]  (   )   [    (   )]                           
 

 

  (   )  

{
 
 

 
   

 (   )   
 (     )⁄                                                                         

     (   )       (    )                                                              

    
 (   )   

 (    ⁄  )                                                                   

             
 (    )   

 (     )                                           ⁄
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  (   )=
 (   )         

 (   )         
    ( )=

  
 (     )

  
 (     )

, 

2  ( )       , (   )      ⁄ -  

2  ( )      , (   )      ⁄ -                                          

  ( )=  (   )cos        ⁄ )  (   )        

Функції   
 (   )  визначені на інтервалі        як рішення задачі: 

[  ( )    
 ( )    ]  

 (   )   ,          

 , (   )        (   )-  
 (   )      ,   z= d - 0. 

Функції   
 (   )  визначені на інтервалі        як рішення задачі: 

[  ( )    
 ( )    ]  

 (   )                                             

, (   )       (  )-  
 (   )                                     z= - 0. 

Величина   має сенс вхідного адмитансу  відповідної границі з її 

нижнього боку відносно поля, джерела якого знаходяться нижче цієї границі. 

 Функція Гріна регулярної задачі знаходиться із вираження: 

  ( ⃗  ⃗
 )  

 

  
∫

  

  ( )
    

  
(  ,ϰ)  (    ) 

  (    ),         (2.4) 

де  

  ( )    
  (z),  (   )   

 (   )    (   )  (   )-. 

Поле всередині включення представимо наступним чином: 

   ( ⃗)  ∑       (   )    (   )  
                             (2.5) 

Випишемо нескінченну систему алгебраїчних  рівнянь  у кінцевому вигляді. 

    ∑         
  
             m=0,                           (2.6) 
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де 

      (   )  ( )  ⁄   ( ); 

     ( )    ( )⁄    

  ( )  
 

  ( )

   (   )

  
  (  )    (   )

   (  )

  
,                       (2.7) 

  ( )  
 

  ( )

   (   )

  
  

( )(  )    (   )
   

( )
(  )

  
, 

  ( )  ∫   
  

 
   ( ⃗ ( ))       (  )       ⁄   

Ми використовували наступні  позначення 

  (   )  ∫   [      (   )       (   )]
  

  
   ⁄ ( ), 

   (   )          (   )[ 
                  (   )], 

   (   )         (   )[ 
                    (   )];                  (2.8) 

  (   )  
  (   )    

  (   )    
;     (   )  

 (   )     

 (   )     
;  

  ( )      (   ) (   )    (    ); 

 ( )  ,    ( )-  ⁄ . 

Розсіяне поле у верхній півпростір відображається виразом 

  
 ( ⃗)=∫     (   )  ( ) 

  (    )  
  

  
( )      ⁄ ,                                   (2.9) 

де 

  ( )     (   ) [    (   )]  
 (    )   

 (     )⁄    

  ( )    ( )    (     )    ( )  (   )   [  (     )]   

  ( )   ∑     ( )  
      ( )   
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  ( )   ∑     ( )  
       ( )   

  (   )  {
     (    )                                    

  
 (   )   

 (    )⁄                           
 

Розсіяне у верхне середовище поле у дальньої зоні дорівнює: 

  
 ( ⃗)  √   (  )  (  ) 

 (       ⁄ ) √    ⁄   (  )       

Тут      =       .         
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3. ФІЗИЧНІ ЗАКОНОМІРНОСТІ РОЗСІЯННЯ ХВИЛЬ НА 

ДІЕЛЕКТРИЧНОМУ ЦИЛІНДРІ, ЗАНУРЕНОМУ ПІД 

ПОВЕРХНІСТЬ СЕРЕДОВИЩА 

  

 

Дана глава присвячена чисельному дослідженню задачі иракції волі на 

включенні в плоскошаровому середовищі. Для прояснення физичної картини 

явищ ми обмежилися найпростішою моделлю, яка передавала б процес 

багаторазового розсіювання волн между включенням та структурними межами 

середовища та, водночас, характеризувалася б мінімальною кількістю 

електрофізичних параметрів. Такою моделлю служить однорідний 

діелектричний напівпростір, що виступає як окремий випадок шаруватого 

середовища з єдиною межею розділу. Вона використовується, зокрема, у 

геофізиці, підземній радіолокації [24]. Відповідне двовимірне завдання 

дифракції плоскої монохроматичної хвилі Е- або Н-поляризації для такого 

напівпростору з циліндричним включенням вирішено, наприклад, [11,12]. 

Викладені тут результати є узагальнення відомих раніше у таких напрямках: а) 

розширено коло досліджених залежностей (і, зрозуміло, виявлених 

закономірностей).  

3.1. Розподіл розсіяного поля у просторі 

 

У цьому параграфі розглянуто питання про дифракцію хвиль на 

циліндричному включенні в однорідному напівпросторі. Опишемо коротко 

обрану модель та позначення. Вісь   прямокутної декартової системи 

координат направимо вертикально вгору, вісь праворуч. Вважаємо, що верхній 

напівпростір 0<z<+   - <х, у<+  заповнений середовищем з речовинною 

діелектричною і магнітною проникностями            В нижньому середовищі з 

комплексними          перепендикулярно площині yOz розташований нескінечно 
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довгий круговий циліндр радіуса  : його  характеризуватимемо комплексними 

діелектричною та магнітною проникностями          .   

Вісь обертання  циліндра задана рівняннями  - <х<+   y=0,     .  

Вважається, що включення не перетинає межу розділу  z=0:     <0. Далі ми 

розглядаємо випадок падіння з верхнього середовища на нижній напівпростір з 

включенням плоскої монохроматичної (~    ) , хвилі Е- або Н-поляризацій. Для 

вирішення поставленої задачі ми скористаємося суворим чисельно-аналітичним 

методом, який для випадку H- поляризації і діелектричних материалов 

реализовано в [25]. 

Розв'язання задачі для Е-поляризованої хвилі отримується з результатів 

розділу 2. Випишемо систему нескінечних алгебраїчних рівнянь (НСЛАУ) 

відносно невідомих коефіцієнтів    розкладання поля всередині включення по 

циліндричним функціям: 

   ∑    
  
          ̇     m=0,                                                (3.1) 

Тут    - задані коефіцієнти, а    ̇ – відомі праві частини БСЛАУ 

дорівнюють 

     (   )     ( )   ( )⁄                                                            (3.2) 

   ̇   ( )   ( )⁄                                                                                    (3.3) 

де 

 (   )  ∫       (       )
    

  

  

  
 
      

      
 ; 

  (     )       √  
               √  

    ⁄   (Im√   )                  (3.4)              

     √              √      (Im√   )          ⁄     

с - швидкість світла у вакуумі 
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 ( )     [     (  )  ] 0       (  )
  

  
1
             

 ,         (   )-
; 

 ( )   
   (   )

  
  (   )-   (   )

   (   )

  
;                                                    (3.5) 

 ( )    
   (   )

  
  

( )(   )    (   )
   

( )
(   )

  
; 

 (  )  √  
   

        ⁄         (Im√   )  

 

Коефіцієнти  , v в (3.4), (3.5) для Е- поляризації дорівнюють       ⁄  , 

      ⁄ , а для Н- поляризації       ⁄  ,       ⁄    - кут ковзання падаючої  

хвилі. 

Рішення  НСЛАУ (3.1) шукається численно  методом редукції [26]. 

Використовуючи  його,  відображеним у верхнє середовище, поле можна 

виразити як суму 

  ( )( ⃗)   (  )( ⃗)   ( )( ⃗)                                                              (3.6) 

 

плоскої хвилі, відображеної в дзеркальному напрямку (вона не залежить від 

присутності включення): 

 (  )( ⃗)  
        (  )

        (  )
    ,   (             )-                          (3.7) 

і розсіяної хвилі. Остання  представляє  собою неперервну суперпозицію 

плоских хвиль і обумовлена наявністю включення: 

 ( )( ⃗)  ∫
  

 (      )
    , (

  

  
           )]∑     

  
    ( ),      (3.8) 

де 

    ( )     ( )      . 
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Символ U означає x- компоненту електричного або магнітного полів для 

випадку Е або Н- поляризації відповідно. Із (3.8) та (3.5) бачимо що відсутність 

включення:       – маємо p(m)=0. M=0,        і, як слідство,  ( )( ⃗)   . 

В дальній зоні розсіяне поле представляється у вигляді неоднорідної 

циліндричної  хвилі 

  ( )( ⃗)  
     

√ 
 ( ),                                                                      (3.9) 

 ( )  √
  

  

   [  (   ⁄     ( )  )]

       ( )
∑     ( )  

                         (3.10) 

де 

  ( )   0
  

  
(       ( )1

 
             

У формулах (3.9) і (3.10) L ,   - полярна система координат з 1.7 з центром у 

точці (у=0, z=0). Нижче символами    ( ) та    ( ) Ми позначатимемо 

амплітуди розсіяного поля. з (3.10) у далеку зону для Е- та Н-поляризації 

відповідно. 

Наведені аналітичні вирази утворюють основу чисельного дослідження, 

результати якого підсумововані далі у цьому розділі. 

Аналіз формування хвильової картини проведено нами в термінах 

наступних величин: 1) модуля | ( )|   - компоненти повного поля при z = 0 на 

границі контрольованого середовища; 2) модуля амплітуди | | циліндричної 

хвилі, що описує кутовий розподіл енергії розсіяного поля в дальній зоні. При 

чисельних розрахунках різні величини, мають розмірність довжини (а ,      
    

та інші) вважалися виміряними однієї й тієї одиницею довжини, яка 

конкретизувалася. Усюди в чисельному експерименті прийнято    = 1 (дефект у 

вигляді повітряної порожнини), а також   = 1 для всього сукупного середовища.  
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Рис. 3 

 

Рис. 4 

Якщо не обумовлено неприємне, мається на увазі, що верхній півпростір 

вільний  (    ).  

Залежності характеристик поля від електричних і геометричних 

параметрів простежимо спершу на прикладі включення, радіус якого набагато 

менший за довжину хвилі у вільному просторі           ⁄ і навколишньому 

середовищі. Приймемо      .                           
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       Рис. 5 

 

Рис. 6 

 

Діаграми розсіювання волі обох поляризації (Н - криві 1,3; E- криві - 2,4) 

для двох різних кутів ковзання та глибини залягання   = -1 наведено на рис. 3. 
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Рис. 7 

 

Рис. 8 
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Вони однопелюсткові, що характерно для малого включення, що випромінює 

розсіяне поле подібнодо деякого точкового джерела. Для кута ковзання    

      максимум випромінювання  спрямован по нормалі до границі розділу 

середовищ (криві 1,2), а для          (кут ковзання знаходиться в першій 

чверті площини  y0z)   максимуми діаграм розсіювання зміщуються: для Н-

поляризації у бік менших кутів; а для Е- поляризації у бік великих кутів щодо 

нормалі до границі z = 0. Зі збільшенням глибини залягання |  | зростають 

втрати первинного поля, що збуджує дефект, що призводить до зменшення 

максимуму діаграми розсіювання  | (   )|(      )  для обох поляризацій 

майже вдвічі при зміні  |  |     0,ІІ до І (рис. 7).  На рис. 4 наведено діаграми 

розсіювання плоскої хвилі, що падає під кутом ковзання.        . Стосовно 

до хвилі Н-поляризаціїцей кут ковзання дорівнює значенню 

квазібрюстерівського кута нижнього середовища. Видно, що в порівнянні з 

випадком нормально падаючої хвилі (      )  максимуми діаграми 

зміщуються в бік великих кутів ближче до напрямку зворотного розсіювання 

(  120°) для Н-поляризації, і в  бік менших  кутів (   50°) - для Е- поляризації 

ближче до напрямку дзеркального відображення. При цьому максимум | ( )| 

для H-поляризації зростає приблизно на 20%. 

Розподіл модуля х- компоненти повного поля вздовж  z=0 для  кожної з 

поляризацій наведені на рис. 5 і рис. 6.  Наявність дефекту проявляється тут в 

осциляціях велични | ( )| навколо середнього рівня, зникаючих з віддаленням 

від точки  y=0  на відстань ∼3     Криві 1,3 на рис. 5  відносяться до Н-

поляризації, а -2,4 до Е-поляризації, причому криві 1,2 побудовані для кута 

ковзання        , а 3,4 для        . Амплітуда осциляцій | ( )| на 

поверхні розділу z=0 для Н- поляризації при куті ковзання        перевищує 

відповідну для         на  20% (рис. 6, крива 1). 

Зі збільшенням радіусу включення (покладено  a=1,       ) діаграми 
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розсіяння  ускладнюються для обох поляризацій (рис. 8) (криві 1.3 відповідають 

Н- поляризації для кутів ковзання         та          відповідно, а криві 

2,4- Е-поляризації для тих саме кутів ковзання). Із малюнка чітко видно 

двухпелюстковий характер діаграм розсіяння | |. 
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ВИСНОВКИ 

 

Результати даної  кваліфікаційної роботі, можна підсумувати наступним чином: 

У цієї роботі описані теоретичні моделі  та залучені для їх аналізу 

математичні засоби, що відносяться до поставленої проблеми. Остання 

належить до ключових у мікроелектроніці НВЧ, дистанційному зондуванні 

земних покривів, радіолокації та інших додатках. Для полегшення аналізу ми 

вдалися до найпростіших за своєю будовою моделей, які, тим не менш, 

передають усі сторони явищ, що нас цікавлять. Розглянута двовимірна задача 

розсіювання монохроматичного поля на круговому проникному циліндрі, що 

розташовується в однорідному шарі довільної шаруватої структури. Отримані 

тут результати узагальнюють відомі раніше як щодо моделі середовища та 

збуджуючого поля, так і повноти рішення. Ми отримали чисельно-аналітичне 

рішення задачі  збудження і розповсюдження електромагнітних хвиль у 

довільної шаруватої анізотропної структурі з анізотропним включенням для 

двох поляризацій поля.  

Після отримання інтегральних рівнянь і функції Гріна, чисельне рішення 

розсіяння плоскої електромагнітної хвилі Н і Е – поляризацій для ціліндричного 

включення в напівпросторі  було проведено за допомогою методу моментів.  

Отримані чисельні ілюстративні результати, які дозволяють врахувати і 

вплив включення на параметри росіяного поля як в дальньої зоні, так і на 

поверхні шаруватого середовища. 
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