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Анотацiя

Астаф’єва Т.А. «Класифiкацiя орбiт у гравiтацiйному полi тора та

центральної маси».– Рукопис.

Випускна робота на здобуття освiтньо-квалiфiкацiйного рiвня «Магiстр»

за напрямком пiдготовки 104 – «Фiзика та астрономiя». – Харкiв, 2024.

В данiй роботi було проведено дослiдження динамiки частинки в гравi-

тацiйному полi однорiдного кругового тора та центральної маси. Отримано

вирази для компонент гравiтацiйної сили тора. Для них було побудовано

графiки вiдносних похибок якi показали, що максимальнi значення похибок

не перевищували 1%. Було також отримано вираз для OSCO та чисельнi

значення для рiзних товщин, з’ясовано її роль у формуваннi орбiт частинки.

Отримано графiки залежностi радiуса кiлець Лагранжа вiд вiдношення мас

тора та центральної маси. Також дослiджено їх вплив на динамiку частинки.

Побудованi траєкторiї в екваторiальнiй та меридiональнiй площинi.

Метод: Створена модель, яка мiстить диференцiальнi рiвняння, що опису-

ють динамiку частинки в гравiтацiйному полi тора i центральної маси.

Ключовi слова: гравiтацiйний потенцiал тора, кiльце Лагранжа, OSCO.



Abstract

Astafieva T. A. "Classification of orbits in the gravitational field of the

torus and central mass".–Manuscript.

Final work on obtaining the educational qualification "Master of Science" and

the direction of preparation 104 "Physics and Astronomy".– Kharkiv, 2024.

This thesis investigates the dynamics of a test particle in the gravitational

field of a homogeneous circular torus and a central mass. Expressions for the

gravitational force of the torus were obtained. The relative errors were obtained

as the functions of coordinates, showing that the maximum error values did not

exceed 1%. An expression for the OSCO (Orbiting Self-Consistent Object) was

also derived, along with numerical values for various thicknesses, elucidating its

role in shaping particle orbits. Graphs depicting the dependence of the Lagrange

ring radius on the ratio of torus mass to central mass were obtained, and their

influence on particle dynamics was investigated. Trajectories were plotted in

the equatorial and meridional planes.

Method: A model was created containing differential equations that describe

a test particle dynamics in the gravitational field of the torus and the central

mass.

Keywords: torus gravitational potential, Lagrange ring, OSCO.
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Скорочення та умовнi позначення

АЯГ - активнi ядра галактик

IЧ-область спектру - iнфрачервона область спектра

НМЧД - надмасивна чорна дiра

РЗНБ - радiоiнтерферометри з наддовгою базою

ALMA - Atacama Large Millimeter Array

Sy1 - сейфертiвська галактика першого типу

Sy2 - сейфертiвська галактика другого типу

VLTI - Very Large Telescope Interferometer

OSCO - The outermost stable circular orbit
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Вступ

Тороїдальнi структури зустрiчаються у багатьох типах астрономiчних

об’єктах. Наприклад, розглянемо газопиловi тори у активних ядрах гала-

ктик (АЯГ). Вiдомо, що АЯГ подiляються на декiлька типiв : сейфертiвськi

галактики, квазари, блазари та радiогалактики. Їх рiзноманiтнiсть, згiдно

унiфiкованої схеми, полягає у рiзному розташованi затiнюючого тора вiдно-

сно спостерiгача. Тор, у цьому випадку, предсталяє собою оптично товсту

газопилову структуру яка оточує НМЧД та акрецiйний диск. Тобто, коли

тор видно з ребра (при цьому спостерiгається надлишок в IЧ спектрi) спо-

стерiгається сейферовська галактика 2-го типу (Sy2). При спостереженнi

Sy1 тор орiєнтований пiд досить великим кутом до променя зору (надлишок

в оптичнiй або УФ областi спектра). АЯГ , у яких спостерiгаються джети

напрямленi пiд кутом >15 до променя зору, називаються квазарами, а якщо

кут <15 - блазарами. Унiфiкована схема також була поширена i на випадок

радiогалактик [26].

Також важливе значення мiсце займають тори i для дослiдження

кiльцевих галактик, одних iз найзагадковiших у Всесвiтi. Тiльки 1 iз 10 000

галактик потрапляє у цю групу. Їх центральна частина складається зi старих

зiрок, а в торовiй блакитнiй структурi, навколо центральної, вiдбувається

зореутворення. Перша кiльцева галактика була вiдрита у 1950 роцi А.Хогом

[27] i названа в його честь. Унiкальнiсть об’єктiв типу Хога також полягає

у тому,що гравiтацiйне поле кiльця вiдiграє значну або навiть вирiшальну

роль в динамiцi речовини у цих галактиках. Це повязано з тим, що маса

кiльця приблизно дорiвнює масi центральної частини.

Актуальнiсть роботи.

У момент розквiту теорiї гравiтацiйного потенцiалу тор був дуже спе-

цiальним випадком, але технологiчний прогрес вивiв його на новий рiвень.
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Це пов’язано з появою таких телескопiв як РЗНБ, якi дозволяють нам

спостерiгати тороїднi структури. Наприклад, радiоiнтерферометр ALMA у

мiлiметровому дiапазонi дозволив розрiзнити такi газопиловi структури у

центральних частинах найближчих АЯГ. Також на VLТI вдалося провести

прямi спостереження центральної частини ядра галактики NGC 1068 в IЧ

дапазонi. З цiєї причини виник iнтерес до дослiдження динамiки газопи-

лових хмар у гравiтацiйному полi тора та НМЧД. До того ж й незвичний

вигляд галактик типу Хога може представляти iнтерес для розумiння їх

спостережувальних особливостей.

Тому дослiдження та класифiкацiя орбiт у гравiтацiйному полi тора з

центральною масою є досить актуальною задачею.

Мета: Дослiдити динамiку пробної частинки в гравiтацiйному полi

однорiдного кругового тора з центральною масою

Пiд час проведення дослiдження було поставлено та виконано такi

завдання:

1.Дослiдити динамiку частинки в гравiтацiйному полi тора з централь-

ною масою в екваторiальнiй та меридiональнiй площинi ;

2. Отримати вирази для сили, яка дiє на частинку зi сторони тора та

центральної маси;

3. Отримати вираз для розрахунку OSCO, дослiдити змiни при рiзних

товщинах тора i їх iснування взагалi;

4. Перевiрити iснування кiлець Лагранжа для рiзних товщин тора,

отримати числовi рiшення, дослiдити траєкторiї в околi кiлець Лагранжа.

Об’єкт дослiдження: товстi та тонкi тори з центральною масою.

Предмет дослiдження: динамiка в гравiтацiйному полi тора та

центральної маси, OSCO, кiльця Лагранжа.
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Роздiл 1. Тороїдальнi та кiльцевi структури в

астрофiзицi

Дослiдження потенцiалу були важливi для розумiння гравiтацiйного

поля Землi та зiрок, тому першi досягнення у цiй областi пов’язанi з потен-

цiалом кулi, сферичної оболонки, елiпсоїда, диска, тобто ключових фiгур

небесної механiки та астрофiзики.

Iнтерес до дослiдження гравiтацiйного потенцiалу тора з’явився у

зв’язку з виявленням об’єктiв рiзного типу, складовою яких є тор або

кiльце, що має iстотну масу. Слiд зауважити, що в граничному випадку

тор вироджується в диск i, отже, є загальним випадком.

1.1. Спостереження

Кiльцевi структури зустрiчаються у рiзних типах об’єктiв. Найвiдомiшi

з них – це планетарнi кiльця, як, наприклад, кiльця Сатурна, якi були

вперше спостереженi ще Галiлеєм. Одну зi своїх робiт Софiя Ковалевська

присвятила саме кiльцям. Маса кiлець Сатурна зовсiм мала у порiвняннi з

масою самої планети, тому гравiтацiйним полем кiлець можна знехтувати.

Iнший приклад - це товстi протопланетнi диски. Одне з найвражаючих

зображень такого диска (для NGC 1068) було отримане за допомогою

найбiльшого радiоiнтерферометра ALMA, який працює у мiлiметровому

дiапазонi [2]. У цьому випадку маса вже бiльш суттєва, нiж у випадку

планетарних кiлець.

Формування кiльцевих структур може бути наслiдком зiткнення га-

лактик, при цьому кiльця можуть бути як правильної форми, так i бiльш

витягнутi без наявностi центральної маси [3]. Також кiльця можуть бути

наслiдком подальшої зовнiшньої акрецiї, з намотуванням речовини навколо
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центральної структури [4]. Iнший варiант – це результат обертання бару,

який за певних умов може призвести до формування кiлець у галактиках

[18]. Такий клас галактик називаються кiльцевими галактиками. При цьому

видiляють галактики з полярними кiльцями, коли кiльце охоплює галактику

в площинi, ортогональнiй площинi обертання головної галактики [5, 17]. Для

зiркових систем стає зрозумiлим, що кiльця мають суттєву масу, оскiльки

складаються з великої кiлькостi газу та зiркової складової.

Рис. 1: Оптичнi зображення галактик з каталогу Моiсєєв та iн. [9]. Комбi-
нацiя зображень складена з i, g, r фiльтрiв вiдповiдно до даних каталогу
SDSS DR8. Масштабна смуга вiдповiдає кутовому розмiру 10 кут.сек.
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За допомогою спостережень було показано, що складовими частинами

астрофiзичних об’єктiв рiзних типiв є тороїдальнi та кiльцевi об’єкти. На-

приклад, кiльцевi галактики Zw II 28,AM 0644-741,PGC 54559 (об’єкт Хога

рис.2(справа)) тощо.

Рис. 2: Злiва : Схема, що зображує унiфiковану модель АЯГ [30]. Рiзнома-
нiття типiв активних ядер пояснюється рiзною орiєнтацiєю затiнюючого
газопилового тора вiдносно спостерiгача. Справа: Hubble Heritage WFPC2
colour image of Hoag’s Object (Image credit: NASA, ESA, and the Hubble
Heritage Team)

Тороїдальнi структури, як у кiльцевих галактиках, так i навколо АЯГ,

є достатньо масивнi, щоб впливати на рух матерiї. Це випливає з того, що

маса центральної частини галактики в об’єктi Хога приблизно рiвна масi

кiльця зореутворення.

Iншим типом об’єктiв, якi мiстять тороїдальнi структури є активнi

ядра галактик. У рамках унiфiкованої схеми АЯГ(рис. 2 (злiва)) рiзнi типи

АЯГ пояснюються рiзною орiєнтацiєю газопилового тора щодо спостерiгача.

При цьому тор повинен бути геометрично товстим, щоб пояснити спектри

АЯГ, що спостерiгаються[25]. Крiм того, тор вiдiграє роль резервуара, який

живить акрецiйний диск i забезпечує потужну свiтнiсть АЯГ протягом три-

валого часу. Прямi спостереження газопилових торiв у сейфертовських га-
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лактиках були отриманi в IЧ дiапазонi за допомогою VLTI/MIDI [20, 24, 10],

а також у мiлiметровому дiапазонi з використанням iнтерферометра ALMA

[2, 11]. Mаса пилового тора корелює iз масою НМЧД та складає близько

105M⊙ (у випадку сейфертiвських галактик) [28]. При цьому спостереження

ALMA дозволяють отримати динамiку речовини в торi, яка вiдрiзняється

вiд динамiки в кеплерiвському диску [11]. Тому вивчення гравiтацiйного

потенцiалу тора є важливим для розумiння динамiчних процесiв.

1.2. Гравiтацiйний потенцiал однорiдного тора

Уперше дослiдження потенцiалу тора у своїх останнiх роботах здiйснив

Б.Рiман (середина ХIХ ст.), де вiн показав, що гравiтацiйний потенцiал

можна представити за допомогою ряду Фур’є [19]. Ця робота не була завер-

шеною i розвиток гравiтацiйного потенцiалу тора було полишено приблизно

на столiття.

Варто зазначити, що потенцiал об’ємної фiгури можна знайти кiлькома

способами:

1. прямим iнтегруванням за об’ємом;

2. за допомогою теореми Дiрiхле;

3. використання потенцiалiв елементарних тiл.

Перший спосiб дозволяє отримати iнтегральний вираз, який досить

незручний, як у чисельних моделюваннях, так i в аналiтичних розрахунках.

Використання теореми Дiрiхле також ускладнюється, оскiльки рiвняння

Пуассона в тороїдальних координатах має складний вигляд i не дозволяє

отримати рiшення подiбного до потенцiалу кулi. Вдалим виявляється третiй

спосiб, а саме знаходження потенцiалу тора з елементарних тiл. Такий спосiб

був використаний в [15], де в якостi початкового гравiтуючого елемента

було використано диск. У результатi iнтегральний вираз для потенцiалу
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однорiдного тора був рiвний сумi потенцiалiв дискiв.

Результат, який був отриманий у цiй роботi, показав, що зовнiшнiй

потенцiал тора можна подати у виглядi потенцiалу диска рiвної маси [15].

Також у роботi вдалося звести потрiйне iнтегрування (за об’ємом) до одного

iнтегралу вiд комбiнацiї повних елiптичних iнтегралiв всiх трьох типiв. З

одного боку, це певний математичний успiх, проте вираз виявився дуже гро-

мiздким i незручним при його використаннi, як у чисельних моделюваннях,

так i в аналiтичних дослiдженнях.

У статтi [6] також застосовується третiй спосiб. Iдея полягає в складан-

нi потенцiалу тора iз потенцiалiв нескiнченно тонких кiлець.Такий пiдхiд

є цiлком розумним, оскiльки в граничному випадку тор вироджується в

нескiнченно тонке кiльце.При цьому площини складових кiлець паралельнi

до площини тора.

Рис. 3: Лiворуч: схематичне зображення кругового тора. Праворуч: по-
перечний перетин кругового тора, координата x вiдповiдає координатi r.
Рисунки iз роботи [6].

Для зручностi, використовуємо цилiндричну систему координат з

координатами, нормованими на великий радiус тора R: ρ = r
R , ζ = z

R ; а

також для складеного кiльця (рис.3) : η′ = x′

R ,ζ ′ = z′

R .

Тодi безрозмiрний потенцiал складеного нескiнченно тонкого кiльця з
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координатами (ρ, ζ) має вигляд:

ϕr(ρ, ζ; η
′, ζ ′) =

√
(1 + η′)mr

ρ
K(m) , (1)

a гравiтацiйний потенцiал тора має наступний вираз [6] :

φtor(ρ, ζ) =
GMmc

π2Rr20
·

r0∫
−r0

√
r20−η′2∫

−
√

r20−η′2

ϕr(ρ, ζ; η
′, ζ ′)dη′dζ ′ , (2)

де K(m) - повний елiптичний iнтеграл першого роду

K(m) =

∫ π
2

0

dβ√
1−m sin2 β

(3)

з параметром

mr =
4ρ(1 + η′)

(1 + η′ + ρ)2 + (ζ − ζ ′)2
. (4)

Вираз (2) справедливий для внутрiшньої i зовнiшньої областi тора. Пiд

зовнiшньою областю мається на увазi область, в якiй немає розподiлу

густини, а пiд внутрiшньою - область з присутнiм розподiлом густини.

Тобто центральний отвiр тора також представляє собою зовнiшню область.

Це визначення пов’язане з теоремою Дiрiхле: внутрiшнiй потенцiал тора

задовольняє рiвнянню Пуассона, а зовнiшнiй потенцiал — рiвнянню Лапласа.

Таким чином, потенцiал тора вдалося звести до подвiйного iнтегралу вiд

спецiальної функцiї. (2), однак вiн громiздкий i складний для використання

в чисельному модулюваннi. Тому важливо знайти наближенi вирази для

потенцiалу тора, якi ми розглянемо у наступних пiдроздiлах.
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1.2 Наближенi вирази для потенцiалу тора

Як було зазначено вище, пiд зовнiшньою областю тора мається на

увазi область поза об’ємом тора, тобто координати точки, в якiй шукається

потенцiал, задовольняє нерiвнiсть (ρ − 1)2 + ζ2 ≥ r20. У цьому пiдроздiлi

я наведу основнi результати з роботи [6], якi будуть використанi надалi.

Розкладанням в ряд пiдiнтегральної функцiї (2), тобто функцiї (1)в ряд

Макларена за степенями η′, ζ ′ в околi точки η′ = 0, ζ ′ = 0 та обмежуючись

членами 2-го порядку було отримано наближений вираз для потенцiалу

тора (S-наближення):

φtor(ρ, ζ; r0) ≈
GM

πR
ϕc · (1−

r20
16

+
r20
16

· S(ρ, ζ)) . (5)

Зауважимо, що ненульовими в цьому випадку виявляються лише парнi

члени ряду через симетрiю меж iнтеграла (2). Спiльний множник в (5) являє

собою безрозмiрний потенцiал нескiнченно тонкого кiльця, розташованого

в центрi перетину тора:

ϕc =

√
m

ρ
K(m) , (6)

де параметр елiптичного iнтегралу

m =
4ρ

(1 + +ρ)2 + ζ2
(7)

Цей вираз вiдповiдає (1) для η′ = ζ ′ = 0. S-функцiя, яка залежить вiд

координат в (5) має вигляд:

S(ρ, ζ) =
ρ2 + ζ2 − 1

(ρ− 1)2 + ζ2
· E(m)

K(m)
(8)

тут E(m) – повний елiптичний iнтеграл 2-го роду:

E(m) =

∫ π
2

0

dβ

√
1−m sin2 β. (9)
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Рис. 4: Залежнiсть потенцiалу тора з r0 = 0.5 вiд ρ для ζ = 0 (верхнi кривi)
i ζ = 0.5 (нижнi кривi). Суцiльнi лiнiї вiдповiдають потенцiалу, отриманому
шляхом чисельного iнтегрування по точнiй формулi (2). S-наближення
потенцiалу показано пунктирною лiнiєю. Рисунок взятий з роботи [8].

Як бачимо з рис.4, S-наближення має досить хорошу точнiсть аж

до поверхнi тора (верхнi кривi). Вiдмiнностi мiж потенцiалом отриманим

iнтегральним виразом (2) i S-наближенням (5) досягають максима бiля

поверхнi, але навiть для дуже товстого тора (r0 = 0.9) не перевищують

1.5%. У наступному роздiлi ми будемо використовувати S-наближення для

дослiдження динамiки частинки в системi, що складається з центральної

точкової маси та тора.

Зауважимо, що у роботi [29] був дослiджений потенцiал оболонки

тора, що значно простiше за потенцiал об’ємного тора. Також у цiй роботi,

використовуючи метод, запропонований у [6], було отримано наближений

вираз для потенцiалу тора, який з точнiстю до позначень збiгається з (5).

Для розгляду потенцiалу у внутрiшнiй частинi тора зручно перене-

сти початок системи координат у центр перетину тора. При цьому нова

координата η виражається через ρ: η = ρ− 1.

Вираз для внутрiшнього потенцiалу тора має вид:

φinner
tor (η, ζ; r0) ≈

GM

2πR
[c+ a1

η

r0
+ a2(

η

r0
)2 + b2(

ζ

r0
)2] (10)
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b2 = −1 + 4k2(3 + 2 ln k) , c = 1 + 2k2 − 2 ln k + 8k2 ln k, a1 = 8k(1 + ln k),

a2 = −1 − 4k2(11 + 10 ln k), k ≡ r0
8 . Цей вираз було отримано шляхом

розкладання в ряд потенцiала складового кiльця, але в даному випадку за

малим параметром 1−m.

Рис. 5: Залежнiсть внутрiшнього потенцiалу вiд нормованих координат η
r0

при ζ = 0 для рiзних значень геометричного параметра:r0 = 0.1, 0.2, 0.5.

Суцiльнi кривi представляють залежнiсть потенцiалу вiд вiдстанi до центра

перетину тора, якi отриманi чисельним iнтегруванням за формулою (2).

Пунктирнi лiнiї — кривi потенцiалу тора, якi отриманi по наближеному

виразу для внутрiшнього потенцiалу (10). Рисунок взятий з роботи [8]

Як бачимо з рис. 5 кривi потенцiалу отриманi по iнтегральному ви-

разу (2) добре узгоджуються з (10) аж до r0 = 0.5 (максимум вiдхилення

поблизу поверхнi тора становить 2%). Зазначимо, що у максимальному

положеннi потенцiалу η = ηmax, ζ = 0 сили врiвноважуються i результуюча

дорiвнює нулю (точка невагомостi). При цьому вираз для координати точки

невагомостi в випадку однорiдного кругового тора має вигляд:

ηmax = −a1r0
2a2

(11)

i не сходитися з центром перерiзу тора.
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Для вивчення динамiки i отримання траєкторiй частинки в полi товсто-

го тора необхiдно отримати такий наближений вираз, який буде працювати

у всiх областях. Для цього ми використовуємо метод, який представляє

собою наслiдок теореми Дiрiхле про потенцiал тора, а саме, що зовнiшнiй i

внутрiшнiй потенцiал i його похiднi (компоненти сили) повиннi бути рiвнi на

границi об’ємного тiла. Для того, щоб зшити два рiшення для зовнiшнього

та внутрiшнього потенцiалу, ми використовуємо S-наближення, а внутрi-

шнiй потенцiал тора, у вiдповiдностi з отриманим попереднiм розкладанням,

представляємо у виглядi степеневого ряду з невiдомими коефiцiєнтами ряду.

А саме, безрозмiрний внутрiшнiй потенцiал у цьому випадку має вигляд:

ϕ(η, ζ; r0) =
1

2π

(
c(r0) +

∑
i=1

ai(r0)

(
η

r0

)i

+
∑
i=1

∑
j=1

tij(r0)

(
η

r0

)i(
ζ

r0

)j

+
∑
j=1

bj(r0)

(
ζ

r0

)j )
(12)

c(r0), ai(r0), bj(r0), tij(r0) -невiдомi коефiцiєнти. Цi коефiцiєнти можна одер-

жати шляхом мiнiмiзацiї.В додатку у таблицi представленi значення значу-

щих коефiцiєнтiв ряду для тора з рiзним геометричним параметром.

На рис.6 ми бачимо, що значення отриманi за допомогою точного

виразу (2) збiгаються досить добре з наближеним. Вирази (5),(10),(12)

ми будемо використовувати надалi для дослiдження динамiки частинки в

такому типi гравiтацiйного поля.

1.3. Динамiка в околi кiльця з центральною масою

Перед дослiдженням динамiки тора цiкавим буде розглянути динамiку

кiльця. Вивчення динамiки кiльця була захоплюючою задачею досить давно,
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Рис. 6: Залежнiсть потенцiалу тора вiд ρ для r0 = 0.5(ζ = 0). У всiй областi:
крива потенцiалу, отримана чисельно за точним виразом (2), показана су-
цiльною кривою; пунктирна крива показує спiльне зшивання S-наближення
у зовнiшнiй областi (5) з внутрiшнiм потенцiалом, представленим у виглядi
степеневого ряду (12). Рисунок взятий з роботи [8]

наприклад, хоча б з точки зору дослiдження нашої Сонячної системи. Так у

1859 роцi Максвелл написав знамениту книгу про динамiку кiлець Сатурна

показавши, що суцiльне кiльце було б нестабiльним.

Слiд мати на увазi, що дослiджувати орбiти можна у двох рiзних

площинах тора: полярнiй (XZ) та екваторiальнiй (XY).

Проводилися дослiдження динамiки у гравiтацiйному полi кiльця, але

без центральної маси [12]. У цiй роботi було отримано близько 10 рiзних

сiмейств орбiт у полярнiй площинi, а також перетин Пуанкаре (вiн дозво-

ляє розрiзняти квазiперiодичнi рухи (коли точки утворюють безперервнi

концентричнi лiнiї, званi островами) i нестiйкi хаотичнi рухи).

У роботах [14],[8] було зроблено дослiдження вже з центральною масою.

Автори [14] провели детальне аналiтичне дослiдження в екваторiальної

площини i виявили, що всi сингулярностi з’являються внаслiдок зiткнень.

Вони отримали наступнi графiки поведiнки ефективного потенцiалу ззовнi

i всерединi кiльця рис.(7).

Мiнiмум ефективного потенцiалу дає нам круговий розв’язок, який є
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Рис. 7: Можливi графiки для значень ефективного потенцiалу в залежностi
вiд c- кутового моменту iмпульсу: всерединi кiльця (злiва), ззовнi кiльця
(справа). Рисунки з роботи [14]

стабiльним, тодi як максимальна точка дає нам круговий розв’язок, який є

нестiйким. Це було продемонстровано у роботi [8], де було отримано рiзнi

орбiти в екваторiальнiй площинi (рис.8). У роботi [8] також було отримано

рiзнi типи орбiт i для меридiональної площини (рис.9).

Рис. 8: Ефективний потенцiал (лiва колонка) i орбiта пробної частинки
(середня, права колонка) в екваторiальнiй площинi кiльця для M0 = Mmc.
Початковi умови: a) I = 0.5, ρ0 = 0.252, ρ0 = 0.779; b)I = 0.5, ρ0 =
0.252, ρ0 = 0.606. Рисунок взятий з роботи [8]
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Рис. 9: Замкнутi траєкторiї пробної частинки в меридiональнiй площинi
масивної окружностi для M0 = Mmc i початкових умов: ζ0 = 0, Vρ(0) =
0, a)ρ0 = 1.1, Vζ(0) = 0.392, b)ρ0 = 1.21, Vζ(0) = 0.3924, c)ρ0 = 0.95, Vζ(0) =
0.145, d)ρ0 = 2.5, Vζ(0) = 0.905. Рисунок взятий з роботи [8].

Роздiл 2. Особливостi динамiки в

гравiтацiйному полi тора та центральної маси

2.1.Компоненти гравiтацiйної сили з боку тора для всiєї

областi

Для того, щоб записати рiвняння руху, необхiдно знайти компоненти

гравiтацiйної сили тора. Для цього ми скористаємося виразами гравiтацiй-

ного потенцiалу для зовнiшньої та внутрiшньої областей. Знаходячи похiднi

за координатами вiд S-наближення потенцiалу (5), отримуємо вiдповiдно
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вирази для компонент сили у зовнiшнiй областi:

Fout,ρ =
∂φout

∂ρ
= − GMtor

8πR2β2ρ

(
m

4ρ

) 3
2

(
−
[(

r20[(1 + ζ2)2+

+(−1− 12ζ2 + ζ4)ρ2 + (−1 + 2ζ2)ρ4 + ρ6]−

−8β(1 + ζ2 − ρ2)
4ρ

m

)
E(m)

]
+

+ β(r20(1 + ζ2 + (ζ2 − 2)ρ2 + ρ4)− 8ξ)K(m)

)
(13)

Fout,ζ =
∂φout

∂ζ
= −GMtorζ

8πR2β2

(
m

4ρ

) 3
2 [(

16ξ + r20(−7 + ζ2[ζ2 − 6]+

+2(3 + ζ2)ρ2 + ρ4)
)
E(m)− r20β(ζ

2 + ρ2 − 1)K(m)
]
. (14)

де β = ζ2 + (ρ− 1)2, ξ = (1 + ζ2)2 + 2(ζ2 − 1)ρ2 + ρ4.

Для знаходження компонентiв гравiтацiйної сили у внутрiшнiй областi

ми використовуємо розкладання потенцiалу в степеневий ряд (12) :

Fin,ρ =
∂φin

∂ρ
=

GMtor

2R2πr40

(
r30a1 + 2a2r

2
0(ρ− 1) + t12r0ζ

2+

+2t22ζ
2(ρ− 1) + 3a3r0(ρ− 1)2 + 4a4(ρ− 1)3). (15)

Fin,ζ =
∂φin

∂ζ
=

GMtorζ

πR2r40

(
b2r

2
0 + 2b4ζ

2 + (ρ− 1)(t12r0 + t22(ρ− 1))) (16)

При цьому коефiцiєнти для внутрiшнього потенцiалу, як було зазначено

вище, знаходились методом зшивки на поверхнi тора iз зовнiшнiм потенцiа-

лом. Щоб перевiрити наскiльки точно данi вирази описують гравiтацiйне

поле кругового тора, ми порiвнюємо їх iз компонентами сили, отриманими
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за "точною"формулою. Для того, щоб отримати вирази для компонент сили

за iнтегральним виразом потенцiалу (2), ми повиннi продиференцiювати

пiдiнтегральнi вирази за вiдповiдними координатами:

Ftor,ρ =
∂φtor(ρ, ζ)

∂ρ
=

GMmc

π2Rr20
·

r0∫
−r0

√
r20−η′2∫

−
√

r20−η′2

∂ϕρ(ρ, ζ; η
′, ζ ′)

∂ρ
dη′dζ ′ (17)

Ftor,ζ =
∂φtor(ρ, ζ)

∂ζ
=

GMmc

π2Rr20
·

r0∫
−r0

√
r20−η′2∫

−
√

r20−η′2

∂ϕρ(ρ, ζ; η
′, ζ ′)

∂ζ
dη′dζ ′ . (18)

Рис. 10: Залежнiсть гравiтацiйної сили тора вiд координати ρ : 1)r0 =
0.1, ζ = 0; 2)r0 = 0.1,ζ = 0.3 ; (суцiльна лiнiя вiдповiдає iнтегральному
виразу (17), штрихована - наближенням: (13)- поза об’ємом тора, (15)-
всерединi).

На рис.10 показанi кривi компонент гравiтацiйної сили з боку тора,

отриманi по наближеним формулам (15) та (13) i за iнтегральним виразом

(17) для рiзних значень ζ.

Через те, що в подальших розрахунках ми будемо використовувати

наближенi вирази для сил є необхiдним дiзнатися для них вiдносну похибку.
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Для цього ми використовуємо загально вiдому формулу для вiдносних

похибок:

RE(ρ, ζ) = (1− Fintegral,tor

Fapprox,tor
)100%, (19)

де Fapprox,tor вiдповiдна компонента гравiтацiйної сили, отримана за набли-

женими виразами (13),(14) та (15),(16), а Fintegral,tor - за точними виразами

(18) i (17). При чому для того, щоб отримати карту похибок ззовнi й всереди-

нi тора спочатку вони отримуються окремо для внутрiшньої та зовнiшньої

областi , а потiм просто накладаються. Так на рис.11 зображено контурнi

графiки вiдносних похибок порiвняння гравiтацiйної сили тора для геоме-

тричного параметра r0 = 0.3, що описується за iнтегральними виразами

для ρ (17) та ζ координати(18) та наближеними виразами для ρ - (13),(15)

та ζ -(14),(16),що були отриманi шляхом зшивання зовнiшньої та внутрi-

шньої сил вiдповiдно. Максимальнi значення похибок не перевищують 1%.

Таким чином, ми можемо використовувати отриманi наближенi вирази для

Рис. 11: Контурнi графiки вiдносних похибок порiвняння гравiтацiйної сили
тора для геометричного параметра r0 = 0.3, що описується за iнтегральними
виразами для ρ (17) - справа, та ζ координати(18)- злiва, та наближеними
виразами для ρ - (13),(15) та ζ -(14),(16), вiдповiдно.

дослiдження динамiки пробної частинки в такому гравiтацiйному полi.
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2.2. Окружнiсть Лагранжа

Для побудови та класифiкацiї орбiт в екваторiальнiй площинi необхiдно

вiдзначити областi де iснують фiнiтнi, зокрема круговi орбiти, а також

область нестiйкої рiвноваги.

На частинку, що знаходиться в гравiтацiйному полi тора та централь-

ної маси дiють сили притягання у рiзних напрямках вiдповiдно. З цього

випливає, що є область, де сили з боку центральної маси i тором знаходять

баланс - цю область за аналогiєю з L1 називають кiльцем (окружнiстю)

Лагранжа [8]. Так як ця рiвновага є нестiйкою, то навiть невелике збурення

буде вирiшальним для частинки, яка буде захоплена або тором або централь-

ною масою. У роботi [8] було показано, що рiвновага сил |Fmc,ρ| = |F0,ρ|,

де Fmc,ρ – радiальнi компоненти сили нескiнченно тонкого кiльця, можна

отримати наступне рiвняння для визначення радiуса окружностi Лагранжа

для тонкого кiльця ρL:

ρL
1− ρL

E(mL)−
ρL

1 + ρL
K(mL) = qπ (20)

де q = M0

Mmc
, Параметр елiптичного iнтеграла mL визначається форму-

лою: mL = 4ρL
(ρL+1)2 . При цьому для дослiдження динамiки частинки був

розглянутий тiльки випадок зовнiшнього потенцiалу тора, який замiню-

вався потенцiалом нескiнченно тонкого кiльця. У цiй дипломнiй роботi

враховується як зовнiшня так i внутрiшня область тора. Для зовнiшньої

областi використовується бiльш точне наближення для потенцiалу, а саме

S-наближення.

Для отримання значень радiуса окружностi Лагранжа, розглядається

рiвновага сил (13) поза тором i (15) усерединi (залежно вiд мiсцеперебування

частинки) з виразом для сили, яка дiє зi сторони центральної маси (26).

В дiрцi тора цi сили дiють у протилежних напрямках (див. схему
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Рис. 12: Схематичне зображення дiй сил. Тут центральна маса позначена
як СМ i кiльце Лагранжа - LC, червона зiрка - точка невагомостi.

на рис. 12). Це справедливо аж до точки невагомостi, яка знаходиться

всерединi об’єму тора.

Для отримання точки рiвноваги ми використовуємо рiвняння |Fout,ρ| =

|F0,ρ|; |Fin,ρ| = |F0,ρ|. При цьому враховуємо, що область допустимих рiшень

має перебувати всерединi радiуса, що вiдповiдає точцi невагомостi. На радi-

альних вiдстанях бiльших, нiж вiдстань до точки невагомостi, сили дiють в

одному напрямку i рiвновага сил мiж центральною масою та тором немо-

жлива. Рiвняння для знаходження радiуса Лагранжа неможливо розв’язати

аналiтично, тому що вирази для радiальних компонент сили тора (13) i

(15) досить громiздкi i виражаються через елiптичнi функцiї. Розв’язки

для радiуса кiльця Лагранжа отримано чисельно i показано на рис. 13 для

рiзного значення вiдношення центральної маси до маси тора (q). При цьому

враховується, що допустиме рiшення можливе тiльки в областi всерединi

точки невагомостi, координати якої визначаються виразом (11). Бачимо,

що можливе iснування другого кiльця Лагранжа всерединi обсягу тора. Це

пов’язано з тим, що гравiтацiйна сила з боку тора зменшується вiд поверхнi

до центру. Таким чином можлива рiвновага сил з боку тора та центральної

маси. Аналiз показує, що iснування другого кiльця Лагранжа можливе

для випадку тонкого тора та його значної маси стосовно центральної маси.

У побудовi подальших траєкторiй розглянемо окремий випадок рiвного

вiдношення маси тора до центральної маси (q = 1). У наступному роздiлi
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Рис. 13: Залежнiсть радiуса Лагранжа вiд вiдношення мас q, ζ = 0 для
рiзних значень геометричного параметра: r0 = 0.1 (злiва); r0 = 0.3 (справа).
Вертикальний пунктир позначає межi тора.

буде розглянуто траєкторiї в околi кiльця Лагранжа для випадку r0 = 0.1.

2.3.Остання стабiльна кругова орбiта (OSCO)

У роботi [8] було показано, що у зовнiшнiй областi тора iснує область

нестiйких орбiт i, вiдповiдно, iснує остання стiйка кругова орбiта OSCO

(the outermost stable circular orbit). Радiус OSCO визначають за допомогою

екстремумiв ефективного потенцiалу, який має вигляд:

Ueff = U0 + Utorus +
I2

2Rρ
, (21)

де U0 = −GM0

Rρ – потенцiальна енергiя центральної маси, Utorus = −φtorus

–потенцiальна енергiя тора, а I = Iζ - кутовий момент частинки на одиницю

маси. При цьому потенцiал тора (φtorus) задається iнтегральним виразом (2).

На рис. 14 показано приклади кривих ефективного потенцiалу для тора з

рiзним радiусом його поперечного перерiзу (лiворуч) i для рiзного значення

моменту частинки (праворуч). З рис. 14 (праворуч) видно, що iснують два

мiнiмуми. При збiльшеннi моменту перший мiнiмум (ближче до центральної
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Рис. 14: Приклади залежностi ефективного потенцiалу вiд ρ : при рiзних
значеннях товщин тора (нижня крива вiдповiдає r0 = 0.1,кожна наступна
вiдповiдає збiльшенню цього геометричного параметра на 0.1, остання крива
вiдповiдає r0 = 0.9), I = 0.68 (злiва) i для r0 = 0.1 при рiзних значеннях
моменту iмпульсу (перша крива вiдповiдає I = 0.3,кожна наступна вiдпо-
вiдає збiльшенню цього моменту iмпульсу на 0.1.)

маси в областi дiри тора) зникає, що вiдповiдає OSCO. При цьому другий

мiнiмум зберiгається i вiн розташований усерединi об’єму тора. Оскiльки

мiнiмуми ефективного потенцiалу вiдповiдають стiйким круговим орбiтам,

то це означає, що всерединi об’єму тора можливе iснування кругових ор-

бiт. Iснування замкнутих фiнiтних орбiт усерединi об’єму тора становить

особливий iнтерес. Такi траєкторiї частинок буде розглянуто нижче.

Екстремуми ефективного потенцiалу знаходяться з умови dUeff/dρ = 0.

Враховуючи (21) i вiдповiднi вирази для радiальної компоненти сили у вну-

трiшнiй та зовнiшнiй областi, умову для екстремумiв можна записати у

загальному виглядi:

I2 = W (ρ), (22)
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де

W (ρ) = ρ+
GMρ

16πR(ρ− 1)2

√
m

ρ

×
(
(8(ρ2 − 1) + r20(1 + ρ2))E(m)− (8 + r20)K(m)

)
. (23)

Тепер рiвняння для OSCO може бути отримано з умови dW (ρ)/dρ = 0, що

приводить до наступного рiвняння:

1 +
GMρ

4πR
√

m
ρ α

3

(
−16α + r20

(
−2− 7ρ2 + ρ4

)
E(m)

)
− (−1 + ρ)2

(
r20(−2 + ρ2)− 16α

)
K(m)) = 0 (24)

де α = ρ2 − 1. Як бачимо з рис. 15 у нас є два дiйсних розв’язки, тобто

iснує двi OSCO у "дiрцi" та ззовнi тора. Зрозумiло що вони будуть iснувати

не для всiх r0, а саме вони будуть зникати, коли тор починає заходити за

цi двi точки(тобто коли r0 > 0.4 ). Координати точок перетину рiзнi для

Рис. 15: Злiва: залежнiсть похiдної функцiї W вiд радiальної координати
ρ для r0 = 0.1; справа: залежнiсть моменту iмпульсу вiд координати для
r0 = 0.1. Обидва випадки вiдповiдають q = 1.

тора з рiзним геометричним параметром. У таблицi (1) наданi значення цих

точок.
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r0 1-й перетин 2-й перетин
0.1 0.609344 1.4244
0.2 0.61168 1.42965
0.3 0.615731 1.438

Табл. 1: Значення радiальної координати, яка вiдповiдає останнiй стiйкiй
круговiй орбiтi(ρosco) для рiзних значень геометричного параметра r0

Роздiл 3. Класифiкацiя траєкторiй частинок

Для дослiдження динамiки частки в системi тор i центральна маса

запишемо рiвняння руху: ρ′′ = Ftor,ρ + F0,ρ ,

ζ ′′ = Ftor,ζ + F0,ζ ,
(25)

де вектор F0 = (F0,ρ, F0,ζ) – сила, яка дiє на частинку зi сторони центральної

маси, Ftor = (Ftor,ρ, Ftor,ζ) – зi сторони тора. При цьому сила нормована на

масу частинки. Лiва частина є другою похiдною за вiдповiдними координа-

тами. Вираз для F0 не залежать вiд того всерединi чи ззовнi знаходиться

частинка i має наступний вигляд:

F0,ρ =
∂φ0

∂ρ
=

GM0ρ

(ρ2 + ζ2)
3
2

(26)

F0,ζ =
∂φ0

∂ζ
=

GM0ζ

(ρ2 + ζ2)
3
2

(27)

Зауважимо, що розмiрний множник R = 1.

Наявнiсть двох кiл Лагранжа може призводити до особливостей в

динамiцi частинки в такому гравiтацiйному полi. Як зазначалося вище,

динамiка була розглянута ранiше лише випадку зовнiшнього гравiтацiйного
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потенцiалу тора. При цьому зовнiшнiй потенцiал був замiнений потенцiалом

нескiнченно тонкого кiльця [8].У цiй дипломнiй роботi та, зокрема, у цьому

роздiлi, ми не тiльки використовуємо бiльш точний вираз для зовнiшнього

потенцiалу тора (S-наближення), але також i враховуємо внутрiшнiй потенцi-

ал тора. Наприклад, якщо частинка запускається iз зовнiшньої областi тора

ми використовуємо в рiвняннях руху вiдповiднi компоненти гравiтацiйної

сили (13),(14).Як тiльки частка досягає поверхнi тора i заходить всередину

його об’єму, за допомогою умовного циклу компоненти гравiтацiйної си-

ли з боку тора замiнюються на (15),(16). Код для розрахунку траєкторiї

частинок був написаний на Wolfram Mathematica 13. При цьому також

контролюється положення кiлець Лагранжа, положення останньої кругової

стiйкої орбiти. (OSCO). Також будуються кривi ефективного потенцiалу

для вибраних значень параметрiв системи та повна енергiя, що вiдповiдає

початковим умовам запуску пробної частинки.

3.1. Екваторiальна площина

Оскiльки кiльця Лагранжа перебувають в екваторiальнiй площинi,

дослiдження орбiт у цьому разi представляє особливий iнтерес. При цьому

ми задаємо початковi умови таким чином, щоб розглянути рiзнi класи орбiт:

у зовнiшнiй областi, поряд з кiльцями Лагранжа та в областi всерединi

об’єму.

Орбiти в околi кiлець Лагранжа

Всi розрахунки для орбiт отриманi в системi одиниць R = 1,Mtor = 1, G =

1, q = 1. Будемо розглядати траєкторiї частинки в околi кiлець Лагранжа

для r0 = 0.1. Спочатку отримаємо рiзнi типи траєкторiй при однiй швидко-

стi, а саме Vy(0) = 1. В областi радiусу OSCO iснують круговi орбiти, якi

вiдповiдають мiнiмуму ефективного потенцiалу. Це узгоджується з резуль-

татом, отриманим у роботi [8], де зовнiшнiй потенцiал тора замiнювався
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потенцiалом нескiнченно тонкого кiльця. Також iснують орбiти типу розе-

тки якi починаються iз заданої координати i йдуть усередину, приклади

яких показанi на риc. 16.

Рис. 16: Траєкторiї руху пробної частинки для рiзних початкових умов:
Vρ(0) = 1, ρ0 = 0.5 (злiва); Vρ(0) = 1, ρ0 = 0.6 (справа). Тут i у наступних
малюнках червоними колами позначенi межi об’єму тора; жовтим кольором
позначенi кiльця Лагранжа; зеленим - коло, що вiдповiдає останнiм круговим
стiйким орбiтам (OSCO).

Чисельний розв’язок рiвняння для радiуса кiлець Лагранжа для цього

випадку: Lout ≈ 0.828;Lin ≈ 0.948. Бачимо на рис.(17), що коли початковi

умови вiдповiдають Lout ≤ ρ0 ≤ (1 − r0), траєкторiя частинки охоплює

область вiд кiльця Лагранжа до кiнця тора; коли (1− r0) ≤ ρ0 ≤ Lin, трає-

кторiя щiльно охоплює внутрiшню частину тора, повнiстю його охоплюючи;

коли Lin ≤ ρ0 ≤ (1+ r0) - у нас трапилась кiльцева орбiта, пiсля якої орбiти

рухаються в напрямку границi тора не охоплюючи весь об’єм тора, а нiби

помаленьку займають простiр зi збiльшенням значення моменту iмпульсу,

причому тепер траєкторiя не заходить за межу Lin.

Коли ρ0 ≥ (1 + r0) частинка рухається у сторону тора i може його

перетинати (рис.18). З рис.18 можна побачити, що незважаючи наскiльки

далеко вiд тора частинка починає рухатись, вона всерединi тора зупиняється

на одному з кiлець Лагранжа. Через це з’являються орбiти схожi на ’арахiс’,



33

Рис. 17: Траєкторiї пробної частинки для початкової швидкостi Vρ(0) = 1:
1)ρ0 = 0.8; 2)ρ0 = 0.9; 3) ρ0 = 0.95; 4)ρ0 = 0.98

бо мають звуження з двох сторiн де вони заходять у тор (3-я тр. на рис.18).

З цiкавих орбiт також необхiдно зазначити орбiту яка з’являється мiж

OSCO i Lout - рис.19. Ця орбiта також звужується, коли заходить усередину

тора, але це вiдбувається тiльки з одного боку, тому це на вигляд схоже на

"пелюстки".

Для цiєї швидкостi (Vρ(0) = 1) було знайдено 2 круговi орбiти, одна

всерединi тора, iнша - ззовнi. Причому орбiта ззовнi (4-а тр.на рис.18)

залишається такою для всiх значень r0. Це не стосується внутрiшньої орбiти

(вона рiзна для рiзних товщин тора), але її змiщення мiнiмальне (так для

r0 = 0.1 величина ρ0 = 0.98, а для r0 = 0.2 ρ0 = 0.93). Варто зазначити, що i

при змiнi швидкостi для одного i того самого r0 зсув кругової орбiти досить

малий. Щоб мати точну впевненiсть у тому, що кругова орбiта не прецесує
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Рис. 18: Траєкторiї пробної частинки для початкових умов: 1)Vρ(0) = 1, ρ0 =
1.1 2)Vρ(0) = 1, ρ0 = 1.2;3)Vρ(0) = 1.2, ρ0 = 1.4;4)Vρ(0) = 1, ρ0 = 2.2.

пiд час розрахунку було задано велику кiлькiсть iтерацiй, що пiдтверджує

те, що вони дiйсно являються круговими.

Трапляються нестабiльнi круговi орбiти, якi починають розкручува-

тись i вилiтати в бiк тора. Це трапляється коли енергiя системи припадає

на мiнiмум ефективного потенцiалу, але при цьому орбiта виходить за межi

OSCO.

Круговi орбiти iснують не для всiх значень моменту iмпульсу, бо при

деяких значеннях ефективний потенцiал набагато менше енергiї системи, до

того ж ефективний потенцiал згладжується при збiльшеннi товщини тора.

Так, наприклад на рис. 20 показано, що мiнiмум ефективного потенцiалу

при збiльшеннi моменту частинки змiщується в бiк центральної маси i стає
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Рис. 19: Злiва: траєкторiя частинки при ρ0 = 0.7, Vρ(0) = 1, r0 = 0.1; Справа:
графiк ефективного потенцiалу для даного випадку

досить глибоким. Щоб сiсти за повною енергiєю в мiнiмум ефективного

потенцiалу, повна енергiя за модулем має бути досить високою, що фактично

недосяжно. Тому для цього випадку кругових орбiт не iснує.

Рис. 20: Графiк ефективного потенцiалу для випадку r0 = 0.4; I =
0.4, 0.6, 0.8, 2.2, красний пунктир - повна енергiя системи

Було помiчено, коли орбiти є у "дiрцi"тора, то їх немає з зовнiшньої

сторони тора i навпаки. Деякi з кругових орбiт, якi вдалося отримати

зображенi на рис. 21.

Зовнiшня область

На рис. представленi типовi орбiти ззовнi тора, якi не перетинають його
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Рис. 21: Початковi умови для ρ0, Vρ(0) при яких отримуємо круговi орбiти
для геометричного параметра r0 = 0.1

тiло. Якщо енергiя системи досить мала, то ми бачимо випадок 1 на рис., а

при збiльшеннi випадок 2 рис., тобто вона стає менш щiльною, з’являється

"вiльна" зона мiж центральною масою i орбiтою. Також бачимо що рух

частинки направлений у сторону центральної маси. Так буде вiдбуватися

допоки не зустрiнеться кiльцева орбiта. Вона слугує мiсцем де частинка

змiнює направлення свого руху на протилежний. Через те, що тут немає

кiлець Лагранжа то рiзноманiтнiсть орбiт для торiв бiльше нiж r0 = 0.1

менше.

Внутрiшня область

Як бачимо, тут можна спостерiгати змiну напрямку руху частинки

пiсля кругової орбiти (3-я i 4-а орбiти на рис.23). Також бачимо з 1-ї орбiти

на рис.23, що орбiта може займати весь простiр всерединi тора, але це

залежить i вiд початкових координат частинки i вiд швидкостi. Так на

2-й орбiтi задана та ж швидкiсть, але початок координат iнший. Через це

мiж тором i орбiтою утворюється "вiльний"простiр. Якщо ж ми задаємо

координати близько до зовнiшньої частини тора, то вона може перетинати.

Орбiти, що перетинають об’єм тора

Як писалося вище, якщо частинка задається близько до зовнiшньої

частини тора з будь-якого боку, то вона може створювати орбiту, яка
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Рис. 22: Траєкторiї частинки для тора з r0 = 0.3: 1)Vρ(0) = 0.5, ρ0 = 0.5;
2)V = 0.5, ρ0 = 0.7 4)Vρ(0) = 1.5, ρ0 = 1.5; та для r0 = 0.1 : 3)Vρ(0) =
1.5, ρ0 = 0.42

перетинає тор. Такий випадок - 1-ша,2-га i 5-та орбiти на рис.24. Траєкторiї

3 та 4 на рис.24 показують, що бувають випадки, коли частинка влiтає у

тор iз зовнiшньої областi.

Остання орбiта на рис.24 є прикладом нестiйкої орбiти, яка немає

чiткої форми. Такi орбiти трапляються в обох зовнiшнiх областях тора.

На рис.25 така ж нестiйка орбiта та її ефективний потенцiал. Часто такi

орбiти зустрiчаються перед або пiсля круговою орбiтою. Трапляються та-

кож випадки, коли орбiта мала б бути круговою (згiдно з їх ефективного

потенцiалу i повної енергiї системи), але вона по координатах виходить за

OSCO i через це стає нестабiльною.



38

Рис. 23: Траєкторiї частинки для тора r0 = 0.3: 1) Vρ(0) = 1.5, ρ0 = 0.7; 2)
Vρ(0) = 1.5, ρ0 = 0.8; 3) Vρ(0) = 1, ρ0 = 0.8; 4) Vρ(0) = 1, ρ0 = 1

Рис. 25: Злiва: траєкторiя частинки при Vρ(0) = 1, ρ0 = 0.7, r0 = 0.3; Справа:

графiк ефективного потенцiалу для даного випадку
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Рис. 24: Траєкторiї частинки для тора r0 = 0.3:1)Vρ(0) = 0.5, ρ0 =
0.8; 2)Vρ(0) = 0.5, ρ0 = 1.2; 3)Vρ(0) = 0.5, ρ0 = 4; 4)Vρ(0) = 1.5, ρ0 =
0.5; 5)Vρ(0) = 1, ρ0 = 1.6; 6)Vρ(0) = 1, ρ0 = 1.9

3.2. Меридiональна площина

Бiльшiсть траєкторiй у меридiональнiй площинi хаотичнi (наприклад

6-та тр. на рис.26).На рис.26 1-ше i 2-ге зображення типовi орбiти для

осесиметричного потенцiалу "чашка". Зазначимо, на 2-ому зображеннi
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частинка починає рух всерединi тора.Якщо збiльшити початковi умови для

координати ζ то ми отримаємо 5-ту орбiту на рис.26. Якщо ж збiльшити

початковi умови для ρ то ми отримаємо 3-ту орбiту на рис.26. Також була

отримана замкнена кругова орбiта навколо усього тора така як на рис.9

при тих же початкових умовах. Виявити ще замкненi орбiти не вийшло.

Рис. 26: Орбiти частинки для випадку q = 1, r0 = 0.3 : 1)Vz(0) = 0.5; ρ0 =

0.52)Vz(0) = 0.4; ρ0 = 0.83)Vz(0) = 0.4; ρ0 = 1.6; 4)Vz(0) = 1.8; ρ0 =

1.8, 5)Vz(0) = 1; ρ0 = 0.7, 6)Vz(0) = 1; ρ0 = 1.5; Центральна маса розта-

шована в точцi (0,0), координати тора (±1, 0)
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Висновки

Цю роботу присвячено дослiдженню динамiки частинки в гравiтацiйно-

му полi центральної маси й однорiдного кругового тора. Основнi результати,

отриманi в данiй роботi:

1.Отримано новi наближенi вирази для компонент гравiтацiйної сили

з боку однорiдного кругового тора для зовнiшньої та внутрiшньої областей.

Побудовано графiки вiдносних похибок при порiвняннi наближених та iнте-

гральних виразiв компонент гравiтацiйної сили. Показано, що максимальнi

значення вiдносних похибок доволi низькi й не перевищують 1 % (всерединi

тора на його границi).

2. Показано, що в гравiтацiйному полi тонкого тора i центральної

маси iснує друге кiльце Лагранжа (всерединi об’єму тора). Побудовано

залежнiсть радiуса Лагранжа вiд вiдношення мас.

3. Дослiджено область iснування нестiйких орбiт i отримано рiвняння

для радiуса останньої стiйкої кругової орбiти (OSCO), яке було вирiшено

чисельно.

4. Розроблено код для розв’язання рiвнянь руху пробної частинки

на пiдставi отриманих наближених виразiв для гравiтацiйної сили тора

у внутрiшнiй i зовнiшнiй областях. Проведено класифiкацiю траєкторiй

залежно вiд початкових умов i вiдповiдно до форми ефективного потенцiалу

системи в екваторiальнiй та меридiональнiй площинi тора.

5. Показано, що за певних початкових умов можливе iснування стiйких

кругових орбiт по обидва боки вiд перерiзу тора. Отримано умови, за яких

орбiта завжди перебуває всерединi об’єму тора або охоплює його тiло. А

також отримано орбiти, якi перетинають його об’єм.
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Додаток

Таблиця 1. Коефiцiєнти степеневого ряду для внутрiшнього потенцiалу
тора для рiзних значень r0, отриманих методом зшивання [8].

Коеф. Геометричний параметр r0

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

a1 -0.33798 -0.53651 -0.68154 -0.79129 -0.87439 -0.93587 -0.97906 -1.00628 -1.01928

a2 -0.98002 -0.93543 -0.87773 -0.81171 -0.74107 -0.66865 -0.59677 -0.52739 -0.46224

b2 -1.00411 -1.01086 -1.01970 -1.02892 -1.03759 -1.04495 -1.05030 -1.05299 -1.05237

a3 0.02392 0.04364 0.05781 0.06608 0.06853 0.06550 0.05753 0.04525 0.02938

t12 0.02550 0.05329 0.08404 0.11791 0.15454 0.19323 0.23295 0.27238 0.30991

a4 -0.00182 -0.00785 -0.01610 -0.02576 -0.03580 -0.04535 -0.05371 -0.06036 -0.06495

b4 0.00061 0.00131 0.00308 0.00570 0.00922 0.01362 0.01880 0.02453 0.03045

t22 -0.00122 -0.00812 -0.01948 -0.03681 -0.06076 -0.09157 -0.12900 -0.17213 -0.21931


