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АНОТАЦIЯ

Система під дією зовнішнього періодичного збурення може переходити у
нетривіальні надпровідні стани. Малі відхилення від оптимальних параме-
трів зовнішнього імпульсу зазвичай призводять до суттєво слабших збу-
джень. Крім цього, переходи в стани з найсильнішими надпровідними ко-
реляціями не спостерігаються. Ми покажемо, як підсилити надпровідне
спарювання за неоптимальних параметрів збуджувального поля лазера та
як досягти ідентичних відгуків (ідентичних струмових характеристик) від
двох систем у двох різних станах. Останній метод зокрема дає змогу отри-
мати такий відгук від системи в нормальному стані, ніби вона перебуває у
стані з максимально можливим рівнем надпровідних кореляцій.
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ABSTRACT

The system under external perіodіc drіvіng can host non-trіvіal superconduc-
tіng states. Slіght devіatіons from the optіmal parameters of the external pulse
typіcally lead to a sіgnіficant decrease іn the level of excіtatіon. Addіtіonally,
transіtіons to the states wіth the hіghest-possіble paіrіng values are not observed.
We wіll show how to enhance the superconductіng paіrіng when the parameters
of the laser pulse are not optіmal and how to achіeve іdentіcal responses (іdentі-
cal current characterіstіcs) from two systems іn two dіfferent states. The latter
method, іn partіcular, enables obtaіnіng a response from a system іn the normal
state as іf the system were іn a state wіth the maxіmal possіble value of the
superconductіng paіrіng.
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ВСТУП

Хоча людство з давніх-давен працювало з твердими тілами, і ще у IV
ст. до н.е. давньогрецьким філософом-матеріалістом Демокрітом, який об-
стоював модель твердого тіла, що складається зі зчеплених між собою най-
дрібніших неділимих частинок Всесвіту, було розвинуте вчення про атом,
формування фізики твердого тіла почалося лише на початку 20 століття
після відкриття електрона та паралельно зі швидким розвитком квантової
механіки.

Одним з найбільш вагомих досягень перших тридцяти років стала зонна
теорія твердого тіла. Але, як невдовзі з’ясувалося, вона через нехтування
електронними кореляціями нездатна описувати, зокрема, моттівські діеле-
ктричні стани. Відносно простою і водночас дуже ефективною моделлю,
що враховує електронну взаємодію є побудована у 1963 році модель Габбар-
да. Після відкриття у 1986–1987 рр. високотемпературної надпровідності у
моделі Габбарда були знайдені стани з нетривіальними надпровідними ко-
реляціями. Після нещодавніх експериментів зі збудження надпровідності
за допомогою імпульсів електромагнітного поля за температур, що переви-
щують критичні, було показано, що фотоіндуковану надпровідність також
можна спостерігати в ланцюгах Фермі–Габбарда [1, 2].

Модель Фермі–Габбарда знаходить застосування і при вивченні впливу
квантових контролів на еволюцію системи [3, 4]. У данній роботі ми зосере-
димося на оптимізації еволюції надпровідних кореляцій під дією зовнішньо-
го поля за допомогою квантового контролю за Ляпуновим та покажемо
можливе застосування трекінгового контролю для отримання в основному
стані системи струмового відгуку за звичайних умов недосяжного стану з
максимальним збудженням надпровідних кореляцій.

Для того, щоб краще описати фізику, закладену в систему, в роботі бу-
де приділено увагу її статичним характеристикам та детально розглянуто
залежність розвитку надпровідних кореляцій від вибору збуджувального
імпульсу. Ми обговоримо обмеження і недоліки використаних методів кван-
тового контролю, а також – можливі напрямки подальших досліджень.
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РОЗДIЛ 1

Огляд літератури

У 1897 році за результатами вивчення “катодних променів” англійським
фізиком Дж. Дж. Томсоном, лауреатом Нобелівської премії 1906 року, було
відкрито субатомну частинку з негативним зарядом – електрон. Ця подія
та стрімкий розвиток квантової механіки у першій половині 20 століття
визначили становлення фізики твердого тіла. За три десятиліття від впер-
ше запропонованої Паулем Друде та Гендріком Антоном Лоренцом вільно-
електронної теорії металів до публікаціїї монументальної праці Арнольда
Зоммерфельда й Ганса Бете у 1933 році [5] фізика твердого тіла пройшла
шлях від грубих класичних концепцій до етапу, на якому могли проводи-
тися серйозні розрахунки характеристик конкретних металів.

Початком прориву стало напівкласичне застосування Вольфганом Пау-
лі у 1926 р. [6] та Арнольдом Зоммерфельдом у 1927 р. [7] квантової стати-
стики Фермі–Дірака до газу вільних електронів і фундаментальне форму-
лювання квантової механіки електронів у потенціалі кристалічної ґратки
Феліксом Блохом у 1928 році [8]. Нова фізика твердого тіла стала наслід-
ком успішного застосування квантової механіки до макроскопічних систем
з метою пояснення багатократно спостережуваних явищ.

Зонна теорія, яка ґрунтується на розв’язанні рівняння Шредінгера у
періодичному потенціалі, наведеному в роботі Фелікса Блоха, стала ключем
до розуміння електронного транспорту та оптичних властивостей твердих
тіл. За допомогою цієї концепції вдалося пояснити як базові речі на кшталт
природи напівпровідників та різниці між металами й діелектриками, так і
конкретні давно відомі фізичні явища: ефект Холла, магнітоопір тощо.

Найбільшим тріумфом зонної теорії було успішне розділення величезної
кількості кристалічних твердих тіл на метали та діелектрики. Але невдовзі
виявилося, що найбільша проблема теорії лежить зовсім поруч з найбіль-
шим її досягненням: вона передбачала, що деякі діелектрики мають бути
провідниками. У випадку кристалічних тіл зонна теорія – апроксимація
реальної фізики у наближенні вільних електронів, яка не може врахува-
ти кореляційні ефекти, наслідком яких є, зокрема, існування моттівських
діелектричних станів.



7

Серед підходів, які враховують взаємодію електронів, в межах даної
роботи нас буде цікавити модель Габбарда. Відповідний вираз для гаміль-
тоніана (1.1), що описує електрони в потенціалі ґратки, з’являється в літе-
ратурі вперше у 1963 році у двох статтях за авторством Мартіна Ґутцвілле-
ра [9] та Джона Габбарда [10], які працювали над побудовою простої теорії
для опису кореляцій електронів на d-орбіталях атомів перехідних металів.
Джуньїро Канаморі одержує подібні вирази у своїй роботі [11], датованій
тим же 1963 роком. Модельний гамільтоніан складається з двох доданків:

Ĥ =
∑
і,j

∑
σ

tі,j

(
ĉ†і,σĉj,σ + h.c.

)
+ U

∑
і

n̂і,↑n̂і,↓. (1.1)

Перший, кінетичний доданок, описує тунелювання електронів між вузла-
ми ґратки (у найпростішому випадку амплітуда tі,j однакова для переходів
між будь-якими сусідніми вузлами і дорівнює −th, th > 0). Другий дода-
нок апроксимує взаємодію між електронами на вузлі (U > 0 відповідає
кулонівському відштовхуванню). У гамільтоніані (1.1) індекси і та j нуме-
рують вузли ґратки, σ =↑, ↓ позначає проєкцію спіну, ĉ†і,σ, ĉі,σ – оператори
народження та знищення, що задовольняють звичайним антикомутаційним
співвідношенням:{

ĉі,σ, ĉ
†
j,χ

}
= δі,jδσ,χ,

{
ĉі,σ, ĉj,χ

}
=
{
ĉ†і,σ, ĉ

†
j,χ

}
= 0, (1.2)

де h.c. означає ермітове спряження (у нашому випадку – це зворотній про-
цес тунелювання, що відповідає добутку ĉ†j,σĉі,σ), n̂і,σ = ĉ†і,σĉі,σ – оператор
кількості частинок з проєкцією спіну σ на вузлі і, його власні значення
nі,σ = 0, 1.

Ця модель вбирає в себе ідеї зонної теорії (завдяки тунелюванню) і на-
ближення невзаємодійних атомів (завдяки відштовхуванню на вузлах ґра-
тки) та при збільшенні співвідношення U/th в основному стані напівзапов-
неної системи дає змогу спостерігати перехід від металу до діелектричного
стану Мотта.

Незважаючи на зовнішню простоту гамільтоніана (1.1), точний аналі-
тичний розв’язок існує лише для основного стану в строго одновимірній
геометрії [12]. Iнші результати отримують або чисельними методами, або
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за певних наближень.
У 1986–1987 рр. відбулося відкриття високотемпературних надпровід-

ників [13, 14], що породило нову хвилю зацікавленості моделлю Габбарда,
пов’язану з початком пошуку в ній надпровідного спарювання. У 1989 році
китайським фізиком Янгом Чженьніном було показано, що багато власних
станів гамільтоніана Габбарда в тривимірній (а також у дво- та однови-
мірній) геометрії мають недіагональний далекий порядок зведеної матриці
густини [15] – властивість, необхідну для існування явищ надпровідності
та надплинності [16]. На відміну від неперервних систем, у яких далекий
порядок для хвильових функцій Бардіна–Купера–Шріффера реалізується
через механізм куперівських пар, тут за надпровідні кореляції відповідаль-
не так зване η-спарювання, властиве саме для ґраткових систем.

Після нещодавнього експериментального спостереження фотоіндукова-
ної надпровідності в купратах [17–19] та фулеренах [20, 21] за температур,
що перевищують критичні, низка авторів зосередилася на теоретичному
описі спостережуваних явищ в межах моделей цих матеріалів [22–25]. Окре-
му увагу ми приділимо двом роботам 2019-2020 років [1, 2], у яких фото-
індукована надпровідність розглядається без прив’язки до конкретних ре-
човин у рамках одновимірної моделі Фермі–Габбарда. Так, було показано,
що за допомогою нелінійного імпульсу зовнішнього електромагнітного по-
ля можна перевести систему з основного нормального стану моттівського
діелектрика в стан зі збудженими надпровідними кореляціями.

Модель Габбарда вже більше 60 років поєднує елегантну просту ідею із
багатою фізикою. За її допомогою виввчають не тільки нелінійну динаміку
збудження надпровідності під дією зовнішнього поля. Окремим цікавим на-
прямком досліджень є застосування квантових контролів, що накладають
певні умови на еволюцію системи. Наприклад, трекінговий контроль [3, 4]
під впливом імпульсу зовнішнього поля дає змогу спрямувати еволюцію се-
реднього значення оператора вздовж наперед заданої траєкторії. Зокрема,
можна отримати ідентичні електричні відгуки від металу та моттівського
діелектрика (або від системи у нормальному та надпровідному станах).
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РОЗДIЛ 2

Надпровідне η-спарювання

У цьому розділі та надалі ми будемо працювати з одновимірним напів-
заповненим ланцюжком Фермі–Габбарда. Кількість вузлів обиратиметься
парною, кількість електронів з проєкцією спіну вгору обиратиметься рів-
ною кількості електронів з проекцією спіну вниз. Граничні умови – періоди-
чними (дозволятиметься тунелювання між першим та останнім вузлами).
Гамільтоніан такої L-вузлової системи за відсутності зовнішнього впливу,
записаний в атомних одиницях1, має вигляд (2.1)

Ĥ = −th
∑
і

∑
σ

(
ĉ†і,σĉі+1,σ + ĉ†і+1,σĉі,σ

)
+ U

L∑
і=1

n̂і,↑n̂і,↓. (2.1)

Порівняно з (1.1), у (2.1) покладено tі,j = −th (трансляційна інваріантність)
та записано і + 1 замість j (тунелювання між кожною парою вузлів в ко-
жному напрямку враховується один раз). У кінетичному доданку додаван-
ня проводиться від і = 1 до L (значення індексу і+1, рівне L+1, необхідно
замінити на 1)2. Для уніфікації процедури додавання можна зробити зсув
індексів і→ і− 1 та замість і+1 брати цілу частину від ділення (і+1)/L.

На наявність далекого надпровідного порядку в системі вказує від-
мінне від нуля спостережуване значення оператора η̂2 (2.2) зі спектром
η2 = η(η + 1), η = 0, 1, ..., L2 [1],

η̂2 =
1

2

(
η̂+η̂− + η̂−η̂+

)
+ η̂2z . (2.2)

Є безпосередня аналогія між родиною операторів ŝ−, ŝ+, ŝz, що описують
спін s = 1/2 та операторами η̂−, η̂+, η̂z (2.3).

η̂− =
∑
j

(−1)j ĉj,↑ĉj,↓, η̂+ =
∑
j

(−1)j ĉ†j,↓ĉ
†
j,↑,

η̂z =
1

2

∑
j

(n̂j,↑ + n̂j,↓ − 1) , ηz = −η,−η + 1, ..., η − 1, η.
(2.3)

1 ℏ = 1, e = 1, me = 1, 4πε0 = 1.
2 Якщо L = 2, то і дорівнює 1. Iнакше тунелювання між вузлами враховується двічі.
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η̂−, η̂+, η̂z задовольняють комутаційним співвідношенням групи SU(2):

[
η̂−, η̂+

]
= −2η̂z,

[
η̂−, η̂z

]
= η̂−,

[
η̂+, η̂z

]
= −η̂+, (2.4)

та змінюються під дією ермітового спряження таким чином:

(
η̂−
)†

= η̂+,
(
η̂+
)†

= η̂−, (η̂z)
† = η̂z,

(
η̂2
)†

= η̂2. (2.5)

Для перевірки (2.4) корисно помітити, що оператори η̂−j , η̂+j , n̂j,σ, згідно
з (1.2), комутують, коли діють на різні вузли j ̸= і:

[
η̂−і , η̂

+
j

]
= 0,

[
η̂−і , n̂j,σ

]
= 0,

[
η̂+і , n̂j,σ

]
= 0. (2.6)

Тоді в справедливості виразу [η̂−, η̂+] = −2η̂z можна переконатися, врахо-
вуючи (1.2) і виконуючи перетворення на кшталт запропонованих нижче:

[
η̂−, η̂+

]
=
∑
j

(
ĉj,↑

(
1− ĉ†j,↓ĉj,↓

)
ĉ†j,↑ − ĉ†j,↓ĉ

†
j,↑ĉj,↑ĉj,↓

)
=

=
∑
j

(
ĉj,↑ĉ

†
j,↑ + (−1)3ĉ†j,↓

(
1− ĉ†j,↑ĉj,↑

)
ĉj,↓ − ĉ†j,↓ĉ

†
j,↑ĉj,↑ĉj,↓

)
=

=
∑
j

(1− n̂j,↑ − n̂j,↓) = −2η̂z.

(2.7)

Значення другого й третього комутаторів (2.4) стають очевидними після
доведення таких тотожностей:

[
η̂−, n̂σ

]
= η̂−,

[
η̂+, n̂σ

]
= −η̂+. (2.8)

Можна показати, що η2 та ηz комутують з гамільтоніаном (2.1) та збе-
рігаються в системі з визначеною енергією. Буде зручно ввести такі позна-
чення:

K̂ = −th
∑
і

∑
σ

ĉ†і,σĉі+1,σ, K̂ = K̂ + K̂†, Û = U
L∑
і=1

n̂і,↑n̂і,↓, (2.9)

де K̂ відповідає тунелюванню ліворуч, K̂ – кінетичному доданку, а Û – вза-
ємодії електронів у вузлах. Крім цього, варто пригадати, що для ферміонів
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квадрати операторів народження або знищення при дії на будь-який стан
дають нуль:

ĉ†і,σĉ
†
і,σ = 0, ĉі,σĉі,σ = 0. (2.10)

Враховуючи співвідношення (1.2), (2.6), (2.8) та (2.10) і розкриваючи
комутатори вигляду

[
Â, B̂Ĉ

]
за відомим правилом

[
Â, B̂Ĉ

]
=
[
Â, B̂

]
Ĉ +

B̂
[
Â, Ĉ

]
, легко побачити, що

[
η̂−, Û

]
= Uη̂−,

[
η̂+, Û

]
= −Uη̂+. (2.11)

Наступне співвідношення, [
η̂z, Û

]
= 0, (2.12)

пояснюється тим, що оператори n̂і,σ та n̂j,χ комутують за будь-яких значень
і, j, σ, χ.

Спираючись на (1.2) та (2.6), легко показати, що[
η̂−, K̂

]
= −th

∑
і

(−1)і (ĉі,↑ĉі+1,↓ − ĉі,↓ĉі+1,↑) ,[
η̂+, K̂

]
= −th

∑
і

(−1)і
(
ĉ†і,↓ĉ

†
і+1,↑ − ĉ†і,↑ĉ

†
і+1,↓

)
,[

n̂σ, K̂
]
= 0.

(2.13)

Зі співвідношень (2.5) і (2.13) з урахуванням виразу
[
Â, B̂†

]
= −

[
Â†, B̂

]†
випливає комутація операторів η̂−, η̂+, η̂z з кінетичним доданком гамільто-
ніана: [

η̂−, K̂
]
= 0,

[
η̂+, K̂

]
= 0,

[
η̂z, K̂

]
= 0. (2.14)

Збираючи разом (2.11), (2.12), (2.14), доходимо висновку:[
η̂2, Ĥ

]
= 0,

[
η̂z, Ĥ

]
= 0, (2.15)

що й було оголошено на початку розгляду.
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РОЗДIЛ 3

Статичні характеристики системи

У цьому розділі ми розглянемо власні стани гамільтоніана системи. Їх
надпровідні властивості характеризуватиме спостережуване значення опе-
ратора η̂2. Щоб отримати інформацію про магнітні характеристики систе-
ми, ми також розглянемо середні значення квадрата сумарного спіну Ŝ2

та спін-спінового корелятора між сусідніми вузлами ∆̂s =
∑

і ŝіŝі+1. Про-
ведення відповідних розрахунків пов’язане з оперуванням матрицями та

векторами в d-вимірному просторі, де d =
(
C

L/2
L

)2
=
(

L!
(L/2)!(L/2)!

)2
. Для

систем, що складаються з L = 2, 4, 6, 8 вузлів (а також за умов N = L і
N↑ = N↓), d = 4, 36, 400, 4900. Для того, щоб унаочнити розгляд, ми вико-
наємо деякі аналітичні розрахунки для двовимірної системи. Для систем
більших розмірів користуватимемося чисельними методами.

Огляньмо оператори Ŝ2 та ∆̂s:

Ŝ2 =
1

2

∑
і,j

(
ŝ+і ŝ

−
j + ŝ−і ŝ

+
j

)
+
∑
і,j

ŝz,іŝz,j,

∆̂s =
1

2

∑
і

(
ŝ+і ŝ

−
і+1 + ŝ−і ŝ

+
і+1

)
+
∑
і

ŝz,іŝz,і+1.

(3.1)

Відмінне від нуля значення першого з них вказує на наявність нетривіаль-
ного магнітного моменту системи. Якщо середнє значення другого опера-
тора позитивне, у системі переважно феромагнітне упорядкування спінів.
Якщо воно негативне, у системі переважно антиферомагнітне упорядкува-
ння. При записі (3.1) використовувалися стандартні (не залежні від поряд-
ку чисел заповнення: |n↑, n↓⟩ чи |n↓, n↑⟩) визначення одновузлових спінових
операторів ŝ+і , ŝ−і , ŝα,і, (α = x, y, z, σατ,τ ′ – матриці Паулі):

ŝ+і = ĉ†↑,іĉ↓,і, ŝ−і = ĉ†↓,іĉ↑,і, ŝα,і =
1

2
ĉ†τ,іσ

α
τ,τ ′ ĉτ ′,і, τ, τ ′ =↑, ↓ . (3.2)

Для того, щоб отримати матриці Ĥ, η̂2, Ŝ2, ∆̂s перш за все треба узго-
дити порядок запису чисел заповнення у векторі багатовузлового стану си-
стеми – результаті тензорного добутку |n↑, n↓⟩1⊗ |n↑, n↓⟩2⊗ ...⊗ |n↑, n↓⟩L L
векторів одновузлових станів. Ми будемо використовувати такий порядок
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запису, як показано нижче:

|I⟩ = |n1,↑, n2,↑, ..., nL,↑, n1,↓, n2,↓, ..., nL,↓⟩, I = 1, .., d. (3.3)

Iдентичний застосовується в програмному пакеті QuSpіn [26, 27], який буде
використовуватися нами під час проведення подальших чисельних розра-
хунків. Тепер запишімо базисні стани системи, що складається з L = 2

вузлів і N = 2 частинок. Очевидно, що це

|1⟩ = |11,↑, 02,↑, 11,↓, 02,↓⟩ ,
|2⟩ = |11,↑, 02,↑, 01,↓, 12,↓⟩ ,
|3⟩ = |01,↑, 12,↑, 11,↓, 02,↓⟩ ,
|4⟩ = |01,↑, 12,↑, 01,↓, 12,↓⟩ .

(3.4)

Згідно з інваріантним визначенням дії операторів народження та знищення
на вектори багаточастинкових (багатовузлових) станів (3.5) [28], починаємо
отримувати матриці операторів.

ĉ†і |n1, ..., nі, ...⟩ = (−1)
∑і−1

k=1 nkδnі,0 |n1, ..., nі + 1, ...⟩ ,

ĉі |n1, ..., nі, ...⟩ = (−1)
∑і−1

k=1 nkδnі,1 |n1, ..., nі − 1, ...⟩ .
(3.5)

Почнімо з операторів “потенційної” енергії Û = U (n̂1,↑n̂1,↓ + n̂2,↑n̂2,↓) та
“кінетичної” енергії K̂ = −th

(
ĉ†1,↑ĉ2,↑ + ĉ†2,↑ĉ1,↑ + ĉ†1,↓ĉ2,↓ + ĉ†2,↓ĉ1,↓

)
.

(
Û
){I}
іj

= ⟨і| Û |j⟩ =


U 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 U

 . (3.6)

Верхній індекс {I} вказує на те, що матриця записана у базисі |I⟩ (3.4).
Враховуючи, що

K |1⟩ = −th |3⟩ − th |2⟩ ,
K |2⟩ = −th |4⟩ − th |1⟩ ,
K |3⟩ = −th |1⟩ − th |4⟩ ,
K |4⟩ = −th |2⟩ − th |3⟩ ,

(3.7)
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отримуємо матрицю кінетичного доданка:

(
K̂
){I}
іj

= ⟨і| K̂ |j⟩ =


0 −th −th 0

−th 0 0 −th
−th 0 0 −th
0 −th −th 0

 . (3.8)

Матриця гамільтоніана матиме такий вигляд:

(
Ĥ
){I}
іj

=


U −th −th 0

−th 0 0 −th
−th 0 0 −th
0 −th −th U

 . (3.9)

На цьому етапі можемо поцікавитися власними векторами та значен-
нями оператора Ĥ. Характеристичне рівняння для пошуку енергетичних
рівнів матиме вигляд (E2−UE−4t2h)(E−U)E = 0. Якщо ввести позначення
χ =

√
U 2 + 16t2h, його розв’язки із відповідними нормованими векторами

набувають такого вигляду:

E1 =
U − χ

2
, |φ1⟩ =

1

2

√
1− U

χ

(
1,
U + χ

4th
,
U + χ

4th
, 1

)T

,

E2 = 0, |φ2⟩ =
1√
2
(0,−1, 1, 0)T ,

E3 = U, |φ3⟩ =
1√
2
(−1, 0, 0, 1)T ,

E4 =
U + χ

2
, |φ4⟩ =

1

2

√
1 +

U

χ

(
1,
U − χ

4th
,
U − χ

4th
, 1

)T

.

(3.10)

Серед рівнів енергії (3.10) нема вироджених. Тож, власний базис гаміль-
тоніана також буде власним базисом операторів η̂2 і Ŝ2 [29] (у попередньо-
му розділі було показано, що Ĥ комутує з η̂2 (3.10), так само можна по-
казати, що Ĥ комутує з Ŝ2). Відповідно, за допомогою матриці переходу
P = (|φ1⟩ , |φ2⟩ , |φ3⟩ , |φ4⟩) можна діагоналізувати

(
η̂2
){I}
іj

та
(
Ŝ2
){I}
іj

, як це
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показано нижче:

(
η̂2
){I}
іj

=


1 0 0 −1

0 0 0 0

0 0 0 0

−1 0 0 1

 ,
(
η̂2
){φI}
іj

=


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 2 0

0 0 0 0

 ,

(
Ŝ2
){I}
іj

=


0 0 0 0

0 1 −1 0

0 −1 1 0

0 0 0 0

 ,
(
Ŝ2
){φI}

іj
=


0 0 0 0

0 2 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 .

(3.11)

У матриці
(
η̂2
){I}
іj

та
(
Ŝ2
){I}
іj

роблять внесок лише оператори η̂+ і η̂− та
Ŝ+ =

∑
і ŝ

+
і і Ŝ− =

∑
і ŝ

−
і , відповідно. Єдине відмінне від нуля значення〈

η̂2
〉

= 2 спостерігається у стані системи з енергією
〈
Ĥ
〉

= U . Єдине

відмінне від нуля значення
〈
Ŝ2
〉

= 2 спостерігається у стані
〈
Ĥ
〉

= 0

(спін-триплетний стан |φ2⟩ = 1√
2
(↓1, ↑2 − ↑1, ↓2) з S = 1 і Sz = 0).

Оскільки оператор ∆̂s не комутує з гамільтоніаном, його матриця не
набуватиме діагонального вигляду в базисі {φI}. У базисі {I} вона запи-
сується так:

(
∆̂s

){I}
іj

=


0 0 0 0

0 −1
4 −1

2 0

0 −1
2 −1

4 0

0 0 0 0

 . (3.12)

Внески в діагональні елементи дає сума 1
2

∑
і

(
ŝ+і ŝ

−
і+1 + ŝ−і ŝ

+
і+1

)
, у недіаго-

нальні – сума
∑

і ŝz,іŝz,і+1. Нижче записані середні ∆̂s у станах з енергіями
EI (3.10) (χ =

√
16t2h + U 2):

E1 =
U − χ

2
, ⟨φ1| ∆̂s |φ1⟩ = −3

8

(
1 +

U

χ

)
,

E2 = 0, ⟨φ2| ∆̂s |φ2⟩ =
1

4
,

E3 = U, ⟨φ3| ∆̂s |φ3⟩ = 0,

E4 =
U + χ

2
, ⟨φ4| ∆̂s |φ4⟩ = −3

8

(
1− U

χ

)
.

(3.13)
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Спостерігаємо феромагнітне впорядкування спінів у стані з відмінним від
нуля

〈
Ŝ2
〉

= 2. Унаочнімо результати (3.10), (3.11), (3.13). Покладаючи
U = 20th [2], будуємо графіки, які продемонстровані на рис. 3.1.
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Рис. 3.1: Надпровідні та магнітні характеристики власних енергетичних
станів системи з L = 2 вузлів та за фіксованого U = 20th. Абсциса точки
дорівнює енергії стану, ордината та колір вказують на зв’язок між над-
провідністю та магнетизмом стану (верхній графік), між надпровідністю
стану та типом впорядкування спінів (середній), між магнетизмом стану
та типом впорядкування спінів (нижній графік).

Для системи, що складається з L = 6 вузлів, при U = 20th аналогічні
графіки зображені на рис. 3.2. Iз них видно, що станам з найбільш сильни-
ми надпровідними кореляціями не властиві сильні магнітні кореляції між
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найближчими сусідами. Феромагнітний порядок спінів спостерігається у
станах з великими значеннями

〈
Ŝ2
〉
, антиферомагнітний порядок трапля-

ється серед станів зі слабким проявом надпровідності за низьких та по-
мірних енергій. У високоенергетичних станах системи спостережуване ∆̂s

прямує до нуля.
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Рис. 3.2: Надпровідні та магнітні характеристики власних енергетичних
станів системи з L = 6 вузлів за фіксованого U = 20th. Абсциса точки
дорівнює енергії стану, ордината та колір вказують на зв’язок між над-
провідністю та загальним спіном (верхній графік), між надпровідністю та
впорядкуванням спінів (середній), між загальним спіном та впорядкуван-
ням спінів (нижній графік).
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РОЗДIЛ 4

Збудження системи імпульсом зовнішнього поля

Уведімо в стаціонарний гамільтоніан (2.1) часозалежне зовнішнє еле-
ктромагнітне поле з векторним потенціалом A(t) за допомогою підстанов-
ки Паєрлса: K̂(t) → eіΦ(t)K̂, де Φ(t) = aA(t), a – стала ґратки (відстань
між сусідніми вузлами), а напруженість електричного поля E(t) = −1

a
dΦ(t)
d t .

У результаті отримуємо нестаціонарний гамільтоніан (4.1), з яким надалі
працюватимемо:

Ĥ = −th
∑
і

∑
σ

(
eіΦ(t)ĉ†і,σĉі+1,σ + h.c.

)
+ U

∑
і

n̂і,↑n̂і,↓. (4.1)

Розгляньмо напівзаповнену систему з періодичними граничними умовами
(PBC) у моттівському діелектричному стані: покладімо a = 1, th = 1, U =

20th, кількість електронів – рівною кількості вузлів (N↑ = N↓ = L/2). Як
було показано раніше [2], під дією суттєво нелінійного імпульсу зовнішнього
поля (4.2) така система може перейти із нормального стану в стан, що
характеризується ненульовим значенням ⟨η̂2⟩. Нижче наведено імпульс, що
нами використовуватиметься:

Φ(t) = Φ0 exp

(
−(t− tp)

2

2σ2p

)
cos(ωp(t− tp)). (4.2)

Оптимальні параметри цих модульованих гаусіаном гармонічних коливань
обираються таким чином, щоб у початковий момент часу гамільтоніан (4.1)
співпадав зі стаціонарним виразом (2.1) та ⟨η̂2⟩ під час еволюції досягав
максимального дозволеного значення. Покладімо tp = 10/th, σp = 2/th,
Φ0 = 0.3, тоді оптимальні кутові частоти ωp для систем з L = 6, 8, 10, 12, 14

вузлів будуть, відповідно, 18.68th, 19.11th, 19.36th, 19.54th, 19.66th [2]. Ми
зосередимося на вивченні системи, що складається з L = 6 вузлів, тому
покладімо ωp = 18.68th.

Побудуймо графік залежності ⟨Ψ(t)|η̂2|Ψ(t)⟩/L від часу. Ці та наступні
розрахунки будемо проводити за допомогою пакету для точної діагоналіза-
ції та динаміки квантових систем багатьох тіл QuSpіn [26, 27]. Зокрема, для
розв’язання часозалежного рівняння Шредінгера d

d t|Ψ(t)⟩ = −іĤ(t)|Ψ(t)⟩
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пакет QuSpіn за замовчуванням використовує вбудований в клас для чи-
сельного розв’язання звичайних диференційних рівнянь бібліотеки ScіPy
алгоритм Дорманда й Прінса для явного методу Рунге–Кутти порядку
8(5,3). Будемо відстежувати еволюцію з початкового стану |Ψ0⟩, що є вла-
сним станом стаціонарного гамільтоніана з мінімальною енергією, на про-
міжку часу від t = 0 до t = 30/th, який у чисельному алгоритмі розби-
ватимемо на 10 тисяч точок (це відповідає часовому кроку 3t−1

h × 10−3,
що набагато менше періоду коливань збуджувального поля T = 2π/ωp ≈
3t−1

h × 10−1). На рис. 4.1 представлений результат чисельних розрахунків
для еволюції ⟨η̂2⟩/L.
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Рис. 4.1: Еволюція ⟨η̂2⟩/L в 6-вузловій напівзаповненій системі під дією
зовнішнього поля (4.2) з A0 = 0.3, ωp = 18.68th. Пунктирною лінією подано
збуджувальний імпульс Φ(t).

Як бачимо, разом з увімкненням зовнішнього поля починається зро-
стання ⟨η̂2⟩/L, яке змінюється легким спадом під час загасання амплітуди
збуджувального імпульсу. Цікаво подивитися, які власні стани операторів
Ĥ і η̂2 роблять внески у стан |Ψmax⟩ з максимальним спостережуваним під
час еволюції значенням ⟨η̂2⟩/L та у фінальний стан |Ψfinal⟩ = |Ψ(30/th)⟩.
Для цього побудуємо в координатах ⟨φI |Ĥ|φI⟩, ⟨φI |η̂2|φI⟩/L діаграми роз-
поділу статистичної ваги wI = |⟨φI |Ψ⟩|2 власних станів |φI⟩ операторів Ĥ
і η̂2 . Ці результати представлені на рис. 4.2.
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Рис. 4.2: Внески власних станів операторів Ĥ і η̂2 у стан системи |Ψmax⟩ з
максимальним спостережуваним під час еволюції значенням ⟨η̂2⟩/L (верх-
ня діаграма) та у фінальний стан |Ψfinal⟩ = |Ψ(30/th)⟩ (нижня діаграма).
Кольлором (32 ромбики на верхній діагарамі і 13 на нижній) позначена
статистична вага wI = |⟨φI |Ψ⟩|2. Станам з wI < 10−13 увідповіднюються
чорні точки, а ромбик початкового стану має чорний контур. Еволюція від-
бувалася під дією зовнішнього поля (4.2) з A0 = 0.3, ωp = 18.68th.

Варто підкреслити, що ані в стан |Ψmax⟩, ані у |Ψfinal⟩ не дає внеску
стан з енергією 60 і максимальним для даної системи значенням ⟨η̂2⟩/L =
1
2

(
L
2 + 1

)
= 2. Iнше важливе запитання – як еволюціонує ⟨η̂2⟩/L під дією
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Φ(t) з параметрами A0 та ωp, що відмінні від оптимальних. На рис. 4.3
подано 9 кривих, що відповідають еволюції ⟨η̂2⟩/L під дією збуджень з
усіма можливим комбінаціям амплітуд A0 = 17.68, 18.68, 19.68 та кутових
частот ωp = 0.2, 0.3, 0.4.
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Рис. 4.3: Еволюція ⟨η̂2⟩/L під дією зовнішнього поля Φ(t) для різних зна-
чень амплітуди A0 та кутової частоти ωp. Суцільна лінія відбповідає опти-
мальним параметрам. Штрихові – неоптимальній амплітуді та оптималь-
ній частоті. Пунктирні – еволюції, що закінчується у станах зі значенням
⟨η̂2⟩/L, близьким до нуля.

З рис. 4.3 можна зробити такі висновки: по-перше, частота ωp = 18.68th

має бути резонансною (тільки за неї спостерігається помітне збудження
надпровідних кореляцій), по-друге, за ωp = 18.68th відхилення від опти-
мального значення амплітуди призводить до суттєво різних величин ⟨η̂2⟩/L
в кінцевому стані після остаточного вимкнення імпульсу зовнішнього по-
ля. Щоб простежити результати розвитку надпровідних кореляцій під дією
суттєво більшої вибірки імпульсів, побудуймо діаграму розподілу ⟨η̂2⟩/L у
станах |Ψmax⟩ та |Ψfinal⟩ за амплітудами A0 ∈ [0, 2.5] та частотами ωp ∈
[0, 37.68th]. Результати обчислень наведені на рис. 4.4. Ми спостерігаємо
чіткий резонансний дублет поблизу ωp = U = 20th, за частот якого дося-
гаються максимальні значення ⟨η̂2⟩/L. Якісно це можна пояснити розще-
пленням внаслідок тунелювання резонансної лінії ωp = U , що у наближен-
ні окремих атомів відповідає народженню на вузлі електронної пари ↑, ↓.
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За більших частот (розрахунки проводились до ωp = 68.68th (найвищий
енергетичний рівень системи Emax ≈ 60.8525th)) збудження надпровідних
кореляцій не спостерігалося.
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Рис. 4.4: Залежність максимального (верхній графік) та кінцевого (нижній
графік) значень ⟨η̂2⟩/L, що досягаються в ході еволюції, від параметрів
збуджувального імпульсу A0 та ωp. Часовий проміжок від t = 0 до t = 30/th
розбивався на 103 точок, що відповідає часовому кроку еволюції ∼ 0.1T ,
де T = 2π

ωp
– період коливань збуджувального поля. Крок вздовж вісі ωp/th

дорівнює 0.2, вздовж вісі A0 – 0.05.
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РОЗДIЛ 5

Засади контролю за Ляпуновим

За результатами попереднього розділу постає запитання: чи можна по-
кращити еволюцію надпровідних кореляцій для даних A0 та ω0? Крім цьо-
го, цікавість становить запитання, чи можна під дією зовнішнього поля
повернутися зі збудженого стану у нормальний. Квантовий контроль за Ля-
пуновим накладає умову на похідну середнього значення оператора. Для
покращення розвитку η-кореляцій ми вимагатимемо ∂

∂t

〈
η̂2
〉
≥ 0, для їх

ефективного пригнічення, – відповідно, ∂
∂t

〈
η̂2
〉
≤ 0.

Запишімо явний вигляд похідної ∂
∂t

〈
η̂2
〉
. За теоремою Еренфеста (η̂2 ̸=

η̂2(t)):
∂

∂t

〈
η̂2
〉
= і
〈[

Ĥ(t), η̂2
]〉

+

〈
∂η̂2

∂t

〉
= і
〈[

Ĥ(t), η̂2
]〉
. (5.1)

Тут часткові похідні підкреслюють, що в загальному випадку оператори та
стани можуть залежати від координати. Ми можемо замінити їх на повні
похідні. Враховуючи комутаційні співвідношення, встановлені у другому
розділі, бачимо: [Ĥ(t), η̂2] = [K̂(t), η̂2]. Тут K̂(t) = K̂(t) + K̂†(t) – кінети-
чний доданок часозалежного гамільтоніана (4.1). З урахуванням того, що
K̂(t) = −th

∑
і

∑
σ e

іΦ(t)ĉ†і,σĉі+1,σ = eіΦ(t)K̂, [K̂†, η̂±] = −[K̂, η̂∓]† та, згідно з
(2.13), [K̂, η̂±]† = [K̂, η̂∓], комутатор [K̂(t), η̂2] можна виразити через синус
зовнішнього поля і оператор Q̂ (5.3):

2
[
K̂(t), η̂2

]
= eіΦ(t)

({[
K̂, η̂+

]
, η̂−
}
+
{[
K̂, η̂−

]
, η̂+
})

−

−e−іΦ(t)

({[
K̂, η̂−

]†
, η̂−
}
+

{[
K̂, η̂+

]†
, η̂+
})

≡ −2іth sіn (Φ(t)) Q̂.
(5.2)

Тут −thQ̂ = {[K̂, η̂+], η̂−} + {[K̂, η̂−], η̂+} = {[K̂, η̂+], η̂−} + h.c. Також мо-
жемо записати більш явний вигляд Q̂:

Q̂ =
∑
і

∑
j

(−1)і+j
{(
ĉ†і,↑ĉ

†
і+1,↓ − ĉ†і,↓ĉ

†
і+1,↑

)
, ĉі,↑ĉі,↓

}
+ h.c. ≡ q̂ + q̂†. (5.3)

За допомогою цього позначення рівняння (5.1) перетворюється на таке:

∂

∂t

〈
η̂2
〉
= th sіn (Φ(t))

〈
Q̂
〉
. (5.4)
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Одна з ознак коректно отриманої структури оператора Q̂ – дійсність
його середнього значення: ⟨Q̂⟩ = ⟨q̂ + q̂†⟩ = ⟨q̂⟩+ ⟨q̂⟩⋆ ∈ R. Так і має бути,
якщо йому пропорційна похідна від спостережуваного значення ермітового
оператора. Простежмо за еволюцією ∂

∂t

〈
η̂2
〉

і ⟨Q̂⟩ під дією імпульсу зовні-
шнього поля (4.2) (рис. 5.1 і рис. 5.2).
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Рис. 5.1: Еволюція ⟨Q̂⟩ у напівзаповненій системі (N↑ = N↓ = L/2) з періо-
дичними граничними умовами під дією зовнішнього поля Φ(t) (4.2). L = 6,
a = 1, th = 1, U = 20th, tp = 10/th, σp = 2/th, A0 = 0.3, ωp = 18.68, крок
еволюції τ = 3t−1

h × 10−3.

Якщо обрати Φ(t) у вигляді

Φ(⟨Q̂⟩(t)) = arcsіn

(
⟨Ψ(t)|Q̂|Ψ(t)⟩
max(|{Qі}eіgen|)

)
, (5.5)

то під час еволюції, згідно з (5.4), виконуватиметься умова ∂
∂t

〈
η̂2
〉
≥ 0.

Тут max(|{Qі}eіgen|) – максимальний модуль власного значення операто-
ра Q̂. Під час чисельних розрахунків замість max(|{Qі}eіgen|) буде братися
⌈max(|{Qі}eіgen|)⌉ (значення, заокруглене вгору). Необхідно визначитися з
умовою увімкнення контролю. Якщо це зробити на самому початку, ам-
плітуда збуджувального сигналу буде нульова, та еволюція буде тривіаль-
ною. Логічно запропонувати вмикати контроль, коли похідна ∂

∂t

〈
η̂2
〉

стає
від’ємною, але під час осциляцій (рис. 5.2) вона набуває малих негативних
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Рис. 5.2: Еволюція ⟨η̂2⟩/L і ∂
∂t

〈
η̂2
〉

у напівзаповненій системі (N↑ = N↓ =
L/2) з періодичними граничними умовами під дією зовнішнього поля
Φ(t) (4.2). L = 6, a = 1, th = 1, U = 20th, tp = 10/th, σp = 2/th, A0 = 0.3,
ωp = 18.68, крок еволюції τ = 3t−1

h × 10−3.

значень від самого початку еволюції. Якщо обрати фіксоване від’ємне чи-
сло ε, при досягненні похідною якого вмикається контроль, виявляється,
що, по-перше, існує доволі суттєва залежність від вибору цього числа (ем-
пірично було встановлено, що ε ∼ −1 × 10−3 є оптимальним), по-друге,
амплітуда результуючого імпульсу має доволі різкий стрибок при переході
від Φ(t) до Φ(⟨Q̂⟩(t)) навіть у випадку простого придушення спадання ⟨η̂2⟩
після досягнення максимуму за оптимальних умов (A0 = 0.3, ωp = 18.68th).
Більш фізичною умовою, що не залежить від вибору параметра ε є увімкне-
ння контролю, коли похідна стає від’ємною в середньому за період T = 2π

ωp

коливань Φ(t). Саме для неї і будуть представлені подальші результати.
Таким чином, зокрема, вдається усунути стрибок амплітуди результуючо-
го імпульсу за оптимальних умов (A0 = 0.3, ωp = 18.68th). Хоча для всіх
випадків це не досягається.

У чисельному алгоритмі розраховується сума значень похідної за час
від початку еволюції до періоду. Якщо вона додатна, часовий проміжок
зсувається на один крок в бік кінця еволюції. Так повторюється доти, доки
сума не стає від’ємною. Тоді від кінця часового інтервалу відступаємо на
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половину періоду назад і вмикаємо контроль за Ляпуновим. Далі еволюція
стану системи описується таким нелінійним рівнянням Шредінгера (час-
ткова похідна за часом замінена повною через незалежність операторів і
станів від координати):

d

d t
|Ψ(t)⟩ = −іĤ(⟨Q̂⟩(t))|Ψ(t)⟩ (5.6)

Окремо слід зазначити, що контроль, у якому Φ(t) замінюється на
−Φ(t) щоразу, коли похідна стає від’ємною, не враховує зміну “періоду”
⟨Q̂⟩(t) під час загасання амплітуди імпульсу (рис. 5.3) і, отже, не є опти-
мальним. Після його увімкнення вдається зупинити спадання ⟨η̂2⟩, але не
досягти його збільшення. Так само добре не зарекомендували себе контро-
лі, у яких під арксинусом (5.5) ⟨Q̂⟩(t) не масштабується, а змінюється його
форма.
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Рис. 5.3: Зміна “періоду” коливань ⟨Q̂⟩(t) під час загасання амплітуди збу-
джувального імпульсу Φ(t). Параметри системи та еволюції співпадають зі
вказаними під рис. 5.1 і рис. 5.2.
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РОЗДIЛ 6

Підсилення надпровідного спарювання

Застосуймо окреслений в минулому розділі алгоритм до напівзаповненої
системи (N↑ = N↓ = L/2 = 3) з періодичними граничними умовами. По-
даймо збуджувальний імпульс Φ(t) (4.2), зачекаймо, коли середнє за період
коливань значення похідної ∂

∂t

〈
η̂2
〉

стане від’ємним – увімкнімо контроль
за Ляпуновим.
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Рис. 6.1: Порівняння еволюції під дією оптимального Φ(t) (4.2) (A0 = 0.3,
ωp = 18.68th) без (синій пуктир) та із (помаранчева суцільна лінія) застосу-
ванням контролю за Ляпуновим після фіксування середнього негативного
значенням похідної ∂

∂t

〈
η̂2
〉
.

Так, для оптимальних параметрів імпульсу вдається позбутися небажа-
ного спадання ⟨η̂2⟩/L (рис. 6.1). Застосування контролю до решти випадків,
представлених на рис. 4.3, дає помітне зростання кінцевого значення ⟨η̂2⟩/L
(рис. 6.2). Від контролю за Ляпуновим у тому найпростішому вигляді, в
якому ми його використовуємо, не варто було очікувати отримання глад-
кої еволюції ⟨η̂2⟩/L та результуючих імпульсів збуджувального поля без
стрибків в області зшивки Φ(t) із Φ(⟨Q̂⟩(t)) (див. рис. 6.2 та рис. 6.3). По-
рівняння вільної та контрольованої еволюцій після початкового збудження
з A0 = 0.2, ωp = 19.68 наведено на рис. 6.3. Як бачимо, в області зшивки
Φ(t) із Φ(⟨Q̂⟩(t)) поле, що зростало, починає стрибком спадати. У сенсі ж
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Рис. 6.2: Еволюція під дією оптимального Φ(t) (4.2) (A0 = 0.3, ωp = 18.68th)
із увімкненням контролю за Ляпуновим після фіксування середнього нега-
тивного значенням похідної ∂

∂t

〈
η̂2
〉
.

збільшення кінцевого значення ⟨η̂2⟩/L ефективність контролю за Ляпуно-
вим складно недооцінити. Щоб отримати повнішу картину результатів йо-
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Рис. 6.3: Порівняння еволюції під дією неоптимального Φ(t) (4.2) (A0 = 0.2,
ωp = 19.68th) без (синій пуктир) та із (помаранчева суцільна лінія) застосу-
ванням контролю за Ляпуновим після фіксування середнього негативного
значенням похідної ∂

∂t

〈
η̂2
〉
.
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го застосування, побудуймо діаграму розподілу ⟨η̂2⟩/L у стані |Ψfinal⟩ (або
|Ψmax⟩, що в даному випадку те ж саме) за амплітудами A0 ∈ [0, 2.5] та
частотами ωp ∈ [0, 37.68th] (рис. 6.4).
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Рис. 6.4: Залежність кінцевого значення ⟨η̂2⟩/L, що досягається в ході ево-
люції з увімкненням контролю за Ляпуновим після фіксування середнього
негативного значенням похідної ∂

∂t

〈
η̂2
〉
, від параметрів збуджувального ім-

пульсу A0 та ωp. Часовий проміжок від t = 0 до t = 30/th розбивався на
103 точок, що відповідає часовому кроку еволюції ∼ 0.1T , де T = 2π

ωp
– пе-

ріод коливань збуджувального поля. Крок вздовж вісі ωp/th дорівнює 0.2,
вздовж вісі A0 – 0.05.

Як бачимо, практично для всіх станів досягається помітне збуджен-
ня надпровідних кореляцій. Крім того, на частоті ωp ≈ 18.3 з’являється
острівок більших значень ⟨η̂2⟩/L, ніж досягаються без застосування кон-
тролю. Так, якщо на діаграмах рис. 4.4 максимальне досяжне значення
було ⟨η̂2⟩/L ≈ 0.8943, то на рис. 6.4 це ⟨η̂2⟩/L ≈ 0.9376.
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РОЗДIЛ 7

Пригнічення надпровідного спарювання

Коли система вже має нетривіальні надпровідні характеристики, може
виникнути потреба перевести її за допомогою імпульсу електромагнітного
поля у нормальний стан. Покажімо на кількох прикладах, що еволюція
системи сильно залежить від початкових умов. Розгляньмо 5 моментів у
кінці еволюції системи під впливом збурення вигляду (4.2) з оптимальними
параметрами:

1. стан |Ψfinal⟩,

2. момент, коли ⟨Q̂⟩ максимальне,

3. момент, коли ⟨Q̂⟩ = 0 та ∂
∂t⟨Q̂⟩ > 0,

4. момент, коли ⟨Q̂⟩ мінімальне,

5. момент, коли ⟨Q̂⟩ = 0 та ∂
∂t⟨Q̂⟩ < 0.

Вони позначені відповідними точками на рис. 7.1.
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Рис. 7.1: Моменти часу на прикінцевому етапі еволюціїї системи під дією
зовнішнього поля з оптимальними характеристиками, з яких починатиме-
ться пригнічення надпровідних кореляцій.
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Додатково до нормованого значення ⟨Q̂⟩ на рисунку подано спостере-
жуване струму ⟨Ĵ⟩, який задовольняє такому дискретному рівнянню непе-
рервності і[Ĥ(t), ρ̂j] = −1

a

(
Ĵj(t)− Ĵj−1(t)

)
і буде детальніше розглянутий

у наступному розділі. Iз графіка видний сталий фазовий зсув між ⟨Q̂⟩ та
⟨Ĵ⟩. Тож, для вибору оптимального моменту подачі пригнічувального ім-
пульсу потенційно можуть використовуватися показники струму в системі.
З кривих на рис. 7.2 видно, що при еволюціїї з початкового стану ⟨Q̂⟩ = 0,
∂
∂t⟨Q̂⟩ > 0 нормоване середнє ⟨η̂2⟩/L досягає мінімального значення (перед
невеликим зростанням).
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Рис. 7.2: Пригнічення надпровідного стану імпульсом вигляду (4.2) з опти-
мальними характеристиками без застосування контролю (5 різних поча-
ткових станів).

Тепер застосуймо квантовий контроль за Ляпуновим у режимі пригні-
чення. Для цього оберімо імпульс зовнішнього поля в такому вигляді:

Φ(⟨Q̂⟩(t)) = − arcsіn

(
⟨Ψ(t)|Q̂|Ψ(t)⟩
max(|{Qі}eіgen|)

)
. (7.1)

Розгляньмо два моменти увімкнення контролю:

1. від самого початку еволюції,

2. після фіксування середнього позитивного значення похідної ∂
∂t

〈
η̂2
〉
.
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Узагальнені результати представлені на рис. 7.3. Виявляється, що перша
умова увімкнення контролю призводить до приблизно однакових кінцевих
значень. Водночас його застосування після фіксування позитивної сере-
дньої похідної дає у вже згаданому випадку початкового стану ⟨Q̂⟩ = 0,
∂
∂t⟨Q̂⟩ > 0 ефективніше пригнічення надпровідних кореляцій.
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Рис. 7.3: Пригнічення надпровідного стану імпульсом вигляду (4.2) з опти-
мальними характеристиками без застосування контролю (пунктирні кри-
ві), із застосуванням контролю від самого початку (штрихові криві) та із
застосуванням контролю після фіксування середнього позитивного значе-
ння похідної ∂

∂t

〈
η̂2
〉

(суцільні криві).
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РОЗДIЛ 8

Теоретичні засади трекінгового контролю

Трекінговий контроль дає змогу спрямувати еволюцію системи таким
чином, щоб спостережуване значення обраного оператора слідувало напе-
ред заданій траєкторії [3]. Квантова система при цьому, звичайно, не стає
детерміністичною. Розвиток усіх інших характеристик може бути довіль-
ним. Оскільки струм досить тривіально спостерігається експериментально,
ми зосередимося саме на його трекінгу, хоча алгоритм дій для, наприклад,
середнього значення оператора ⟨Ŝ2⟩ ідейно буде тим самим [4]. Почнімо з
отримання явного вигляду Ĵ . У неперервній системі він має задовольняти
такому рівнянню неперервності (тут було враховано, що ρ̂(x) не залежить
від t):

∂

∂t
⟨ρ̂(x)⟩ = −і

〈[
Ĥ(t), ρ̂(x)

]〉
= − ∂

∂x

〈
Ĵ(x, t)

〉
, (8.1)

де ρ̂(x) =
∑

σ ψ̂
†
σ(x)ψ̂σ(x), а ψ̂σ(x) – стандартний ферміонний польовий

оператор, що задовольняє співвідношенню {ψ̂†
σ′(x′), ψ̂σ(x)} = δσ,σ′δ(x− x′).

Перехід до нашого дискретного випадку здійснюється заміною ρ̂(x) → ρ̂j =∑
σ ĉ

†
j,σĉj,σ та ∂

∂x → 1
a (( )j − ( )j−1), де a – стала ґратки, j – номер вузла:

і
〈[

Ĥ(t), ρ̂j

]〉
= −1

a

(〈
Ĵj(t)

〉
−
〈
Ĵj−1(t)

〉)
. (8.2)

Тоді рівняння, що визначає струм на двох сусідніх вузлах, можна записати
таким чином:

і
[
Ĥ(t), ρ̂j

]
= −1

a

(
Ĵj(t)− Ĵj−1(t)

)
. (8.3)

Задача знову зводиться до обчислення комутатора. Використовуючи
отримані в другому розділі співвідношення, доходимо висновку:[

Ĥ(t), ρ̂j

]
=
[
K̂(t), ρ̂j

]
− h.c. (8.4)

Тут було враховано, що K̂(t) = eіΦ(t)K̂ та [K̂†(t), ρ̂j] = −[K̂(t), ρ̂†j]
† =

−[K̂(t), ρ̂j]
†. Для того, щоб розкрити комутатор у правій частині рівнян-
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ня (8.4), можна виконати перетворення на кшталт запропонованих у (8.5):

1

−theіΦ(t)
[
K̂(t), ρ̂j

]
=
∑
σ

∑
χ

(
ĉ†j,σĉ

†
j,χĉj,χ − ĉ†j,χĉj,χĉ

†
j,σ

)
ĉj+1,σ+

+ĉ†j−1,σ

(
ĉj,σĉ

†
j,χĉj,χ − ĉ†j,χĉj,χĉj,σ

)
=
∑
σ

(
−ĉ†j,σĉj+1,σ + ĉ†j−1,σĉj,σ

)
.

(8.5)

Відповідно, явний вираз для оператора повного струму Ĵ(t) =
∑

j Ĵj(t)

буде таким:

Ĵ(t) = −іath
∑
j

∑
σ

(
eіΦ(t)ĉ†j,σĉj+1,σ − h.c.

)
. (8.6)

На рис. 8.1 представлено характерну залежність спостережуваного струму
від часу.
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Рис. 8.1: Залежність спостережуваного струму ⟨Ĵ⟩ від часу при збудженні
системи імпульсом вигляду (4.2) з оптимальними параметрами. Як і рані-
ше, N↑ = N↓ = L/2 = 3, U = 20th, th = 1, a = 1.

Тепер отримаймо трекінгове поле, що призводитиме до еволюції струму
вздовж наперед заданої траєкторії JT (t). Покладімо ⟨Ĵ⟩(t) ≡ JT (t):

JT (t) = −іath

(
eіΦT (t)

〈
Ψ(t)

∣∣∣∣∣∑
j

∑
σ

ĉ†j,σcj+1,σ

∣∣∣∣∣Ψ(t)

〉
− h.c.

)
. (8.7)
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Визначмо величини R(Ψ(t)) та θ(Ψ(t)) так, як це зроблено в рівнянні (8.8):〈
Ψ(t)

∣∣∣∣∣∑
j

∑
σ

ĉ†j,σcj+1,σ

∣∣∣∣∣Ψ(t)

〉
≡ R(Ψ(t))eіθ(Ψ(t)). (8.8)

Тепер рівняння (8.7) можна переписати, як показано нижче:

JT (t) = 2athR(Ψ(t)) sіn (ΦT (t) + θ(Ψ(t))) , (8.9)

а з нього – виразити трекінгове поле:

ΦT (t) = arcsіn

(
JT (t)

2athR(Ψ(t))

)
− θ(Ψ(t)). (8.10)

Iз (8.10) випливають обмеження на застосування трекінгового контро-
лю: по-перше,

∣∣∣ JT (t)
2athR(Ψ(t))

∣∣∣ ≡ |X(t,Ψ(t))| < 1−ϵ1, по-друге, R(Ψ(t)) > 0+ϵ2.
На рис. 8.2 наведені залежності |X(t,Ψ(t))| і R(Ψ(t)) від часу у випадку
успішної реалізації контролю (детальніше про цей випадок – у наступному
розділі).
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Рис. 8.2: Графіки залежності |X(t,Ψ(t))| та R(Ψ(t)) від часу в системі,
що еволюціонує з основного стану під впливом трекінгового поля ΦT (t),
що призводить до струмового відгуку, ідентичного струму системи з тим
самим співвідношенням U/th = 20 та у 5 разів меншою сталою ґратки
a = 1, яка еволюціонує під дією поля Φ(t) вигляду (4.2) зі стану з ⟨η̂2⟩/L =
1
2

(
L
2 + 1

)
= 2 (див. рис. 4.2). Детальніше про цей випадок – у наступному

розділі.

Перше обмеження |X(t,Ψ(t))| < 1 − ϵ1 можна подолати масштабува-
нням амплітуди JT (t) і підбором a у системі, якій “прищеплюють” невла-
стивий струм. Внаслідок другого R(Ψ(t)) > 0 + ϵ2 існують стани |Ψі⟩ з
R(Ψі) = 0, із яких не можна запускати трекінговий контроль. На рис. 8.3
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наведена діаграма розподілу станів |φI⟩ з визначеними енергією та ⟨η̂2⟩/L
за величиною R(φI). Як бачимо, наприклад, екзотичний стан з макси-
мальним значенням ⟨η̂2⟩/L не підходить для “прищеплення” невластивого
струму. ϵ1 і ϵ2 в умовах застосовності контролю залежать від точності чи-
сельного методу. Наприклад, “прищеплений” струм може відрізнятися від
трекового при порушенні першого обмеження навіть тоді, коли аргумент
арксинуса у (8.10) за модулем не перевищує одиниці.
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Рис. 8.3: Розподіл станів |φI⟩ з визначеними енергією та ⟨η̂2⟩/L за величи-
ною R(φI). Як і раніше, N↑ = N↓ = L/2 = 3, U = 20th, th = 1, a = 1.
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РОЗДIЛ 9

Застосування трекінгового контролю

У розділах 4 та 6 нам не вдалося перевести напівзаповнену систему з
шести вузлів з періодичними граничними умовами у стан з максималь-
ним значенням ⟨η̂2⟩/L = 1

2

(
L
2 + 1

)
= 2 (див. рис. 4.2), який рівномір-

но розподілений за двадцятьма чистими станами системи (вага кожного
дорівнює 0.05), у яких всі електрони збираються на вузлах парами. Вне-
ски стану | ↑↓, ↑↓, ↑↓, 0, 0, 0⟩ та всіх, що отримуються з нього мінімаль-
ною парною кількістю перестановок вузлів (наприклад, | ↑↓, 0, ↑↓, ↑↓, 0, 0⟩,
| ↑↓, 0, ↑↓, 0, 0, ↑↓⟩ тощо), негативні; внески решти – позитивні.

Якщо нас цікавлять лише характеристики струму, ми можемо отримати
відгук, створюваний під дією імпульсу збуджувального поля системою, що
перебувала в початковому надзбудженому стані з ⟨η̂2⟩/L = 1

2

(
L
2 + 1

)
= 2,

від системи, що перебувала в основному стані за допомогою подачі правиль-
ного трекінгового поля. Як бачимо з рис. 8.3, основний стан задовольняє
другій умові застосовності контролю. Для того, щоб задовольнити першій,
ми подаватимемо трекінгове поле на систему зі збільшеною сталою ґратки.
На рис. 9.1 наведено результат для a = 5.
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Рис. 9.1: “Прищеплення” струму, який збуджується оптимальним полем ви-
гляду (4.2) у напівзаповненій системі N↑ = N↓ = L/2 = 3, U = 20th, th = 1,
a = 1 з періодичними граничними умовами, яка перебувала в початковому
надзбудженому стані з ⟨η̂2⟩/L = 1

2

(
L
2 + 1

)
= 2, до тієї ж системи, що пере-

бувала в основному стані, зі збільшеною в 5 разів сталою ґратки.

Зменшуючи сталу ґратки a, ми наближаємося до порушення першої
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умови застосовності трекінгового контролю. Якщо зменшити a з 5 до 3,
ΦT (t) стає суттєво аперіодичним (див. рис. 9.2), а за a = 2 та тієї ж точно-
сті чисельного алгоритму “прищеплений” струм перестає збігатися з JT (t).
Трекінговий контроль у тому вигляді, в якому він застосовується нами,
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Рис. 9.2: Процес, що зображений на рис. 9.1, але стала ґратки тепер збіль-
шена не у 5, а в 3 рази.

також дає змогу отримувати струмовий відгук, ненульовий у початковий
момент часу. Так, ми можемо “прищепити” до основного стану струм, який
відповідає еволюції системи з кінцевого стану |Ψfinal⟩ еволюції, представле-
ної на рис. 4.1, під впливом звичайного збуджувального поля з оптималь-
ними параметрами. На рис. 9.3 порівнено трекінгові поля у випадках, коли
a збільшена у 25 та 100 разів.
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Рис. 9.3: “Прищеплення” струму, який збуджується оптимальним полем ви-
гляду (4.2) у напівзаповненій системі N↑ = N↓ = L/2 = 3, U = 20th, th = 1,
a = 1 з періодичними граничними умовами, яка перебувала у фінальному
стані еволюції, представленої на рис. 4.1, до тієї ж системи, що перебувала
в основному стані, зі збільшеною у 25 і 100 разів сталою ґратки.
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ВИСНОВКИ

Основну увагу в даній роботі приділено характеристикам надпровідних
η-кореляцій в одновимірному напівзаповненому (N↑ = N↓ = L/2) ланцюзі
Фермі–Габбарда з періодичними граничними умовами під дією зовнішнього
збуджувального поля. Кількісна характеристика, що використовується для
їх опису, – середнє значення оператора η̂2, структура якого аналогічна до
структури оператора сумарного спіну Ŝ2.

У найпростішому випадку L = 2 гамільтоніан, оператор η̂2, квадрат су-
марного спіну Ŝ2 та спін-спіновий корелятор між сусідніми вузлами ∆̂s =∑

і ŝіŝі+1 подано у вигляді матриць 4 × 4, а відповідні власні стани і ве-
ктори проаналізовано аналітично. Для кращого розуміння надпровідних
та магнітних характеристик станів системи з визначеною енергією були
побудовані відповідні діаграми розподілу.

Динаміку надпровідних кореляцій було розглянуто на прикладі систе-
ми з L = 6 вузлів. Їх збудження виявляється сильно залежним від вибору
частоти та амплітуди зовнішнього поля. Так, спостерігаються дві резонан-
сні лінії ефективного розвитку надпровідного спарювання навколо частоти
ωp = U , та плямиста структура на їх місці, що відповідає амплітудам ім-
пульсів, за яких надпровідні кореляції зберігаються після вимкнення зов-
нішнього поля.

Для ефективного переведення системи у збуджений стан з ненульовим
значенням ⟨η̂2⟩ було запропоновано використати квантовий контроль за
Ляпуновим. Його основа – побудова імпульсу зовнішнього поля таким чи-
ном, що похідна ∂

∂t⟨η̂
2⟩ підтримується невід’ємною впродовж усієї еволюції.

Ми подавали той же імпульс, що й при вивченні вільної еволюції, і пере-
ходили до квантового контролю при спостереженні від’ємного середнього
значення похідної ∂

∂t⟨η̂
2⟩. За допомогою цього методу вдається побудувати

поле, що починається імпульсом із практично будь-яким співвідношенням
амплітуди й частоти, але виводить систему в стан з максимальним дозво-
леним правилами відбору значенням ⟨η̂2⟩. Це, зокрема, дає змогу уникнути
процедури підбору оптимальних параметрів для збудження стійкої надпро-
відності і побудувати бажаний імпульс на основі довільного сильно нелі-
нійного сигналу. Очевидним недоліком цього методу є майже неминучий
стрибок поля в області зшивки пробного імпульсу з тим, що будується за
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Ляпуновим.
Контроль за Ляпуновим також було використано під час розв’язання

задачі пригнічення надпровідних кореляцій у вже збудженій системі. На
прикладі цього процесу було показано нелокальність контролю та зверну-
то увагу на можливість використання струму системи для вибору моменту
часу, в який подання імпульсу призведе до найбільш ефективного пригні-
чення надпровідності.

Крім контролю за Ляпуновим, нами було використано квантовий тре-
кінговий контроль. За його допомогою еволюцію системи можна спрямува-
ти таким чином, що середнє обраного оператора змінюватиметься із часом
вздовж наперед заданої траєкторії. Якщо у досліді мають значення лише
характеристики струму, можна не переводити систему у необхідний стан,
а “прищепити” теоретично розрахований струм до наявного стану систе-
ми. У даній роботі, зокрема, від основного стану було отримано відгук,
ідентичний до відгуку стану із недосяжним за звичайних умов максималь-
но можливим значенням ⟨η̂2⟩/L = 1

2

(
L
2 + 1

)
. Окремо було проаналізовано

обмеження, що накладаються на застосування цього квантового контролю.
Можливими розвитками даної роботи є передовсім пошук алгоритму

згладжування стрибку результуючого поля, що отримується після вико-
ристання контролю за Ляпуновим, та глибше вивчення можливостей за-
стосування для досягнення більш ефективного пригнічення надпровідних
кореляцій зв’язку між відповідальним за зміну ⟨η̂2⟩ середнім значенням
оператора Q̂ і спостережуваним струмом. Окремими напрямками подаль-
ших дослідженнь є квантовий контроль магнітних характеристик системи і
застосування методів асимптотичного контролю, які квдратичні за середні-
ми значеннями операторів і вимагають суттєво більшої точності чисельних
розрахунків.
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