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Анотацiї

Татаренко Вiталiй Вiталiйович. Геометрична звивистiсть випадкових пори-
стих структур. У роботi дослiджено геометричну звивистiсть двовимiрних випад-
кових пористих середовищ, сформованих множиною прямокутних включень. Запро-
поновано стохастичну цифрову модель, що дозволяє варiювати морфологiчнi власти-
востi структури та контролювати пористiсть. Для кожної реалiзацiї обчислюються
морфологiчнi iнварiанти (функцiонали Мiнковського), топологiчнi характеристики
та траєкторна метрика zigzag. Звивистiсть визначається за допомогою алгоритмiв
пошуку найкоротшого шляху(алгоритм Дейкстри / алгоритм A*). На основi сформо-
ваного датасету побудовано моделi машинного навчання для прогнозування звиви-
стостi. Показано, що локальнi особливостi каналу та характеристика zigzag є клю-
човими чинниками, що визначають величину звивистостi.

Ключовi слова: пористе середовище, звивистiсть, функцiонали Мiнковського, ха-
рактеристика Ейлера, машинне навчання, найкоротший шлях.

Tatarenko Vitalii. Geometric tortuosity of random porous structures. The thesis
investigates the geometric tortuosity of two-dimensional random porous media composed
of multiple rectangular solid inclusions. A stochastic digital model is developed to control
morphological variability and porosity. For each realization, Minkowski morphological
functionals, Euler characteristic, and the zigzag trajectory metric are computed. Tortuosi-
ty is evaluated using shortest-path algorithms (Dijkstra / A*). Machine-learning regression
models are trained to predict tortuosity from geometric descriptors. The study demonstrates
that local channel features and the zigzag characteristic are the dominant factors influenci-
ng tortuosity.

Keywords: porous media, tortuosity, Minkowski functionals, Euler characteristic, machi-
ne learning, shortest path.
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Вступ
Пористi середовища є об’єктами пiдвищеної уваги в сучасних наукових дослiджен-
нях, оскiльки вони вiдiграють ключову роль у процесах фiльтрацiї, дифузiї, тепло- та
масопереносу, а також у розробцi нових матерiалiв з контрольованими транспортни-
ми властивостями. Прикладами таких систем є ґрунти, нафтоноснi пласти, пористi
керамiки, каталiзатори, бiологiчнi тканини та мембрани [1, 2]. Однiєю з основних
характеристик, яка визначає ефективнiсть переносу речовини в подiбних середови-
щах, є їхня геометрична звивистiсть (англ. tortuosity) — мiра вiдхилення реального
шляху потоку або частинки вiд прямолiнiйного [3, 4].

Звивистiсть тiсно пов’язана з морфологiєю середовища: пористiстю, топологiчною
зв’язнiстю та геометричною складнiстю мiкроструктури. У низцi робiт показано, що
змiна пористостi та топологiї порового простору призводить до суттєвих змiн ефе-
ктивної дифузiї та проникностi [2, 3, 4]. Однак значна частина iснуючих моделей
або надто спрощує структуру матерiалу, або потребує обчислювально затратних си-
муляцiй потокiв чи дифузiйних процесiв у тривимiрних зразках. Тому актуальним
завданням є розробка ефективних методiв прогнозування звивистостi на основi чисто
геометричних характеристик пористого середовища.

У цiй роботi розглядається стохастична цифрова модель пористого середовища,
в якiй тверда фаза представлена множиною випадково розташованих прямокутних
включень у двовимiрнiй областi. На вiдмiну вiд традицiйних моделей iз круглими по-
рами або простими решiтковими структурами [1, 2], такий пiдхiд дозволяє врахувати
орiєнтацiю, видовження та взаємне розташування включень, що iстотно впливає на
топологiю порового простору та реальну довжину шляхiв переносу. Для бар’єрних
композитних плiвок подiбнi схеми з орiєнтованими пластинчастими або «цегляними»
включеннями є стандартними при аналiзi звивистостi дифузiйних шляхiв.

Сучаснi пiдходи до опису мiкроструктур базуються на використаннi морфоло-
гiчних iнварiантiв — функцiоналiв Мiнковського, якi дозволяють кiлькiсно оцiню-
вати форму, площу поверхнi та топологiчну структуру об’єктiв [1, 5, 8]. У двови-
мiрному випадку така система включає площу, периметр та характеристику Ей-
лера–Пуанкаре, що утворює повний морфометричний опис бiнарного зображення.
Поєднання цих морфологiчних параметрiв з методами машинного навчання вiдкри-
ває можливiсть побудови швидких емпiричних моделей, здатних передбачати зви-
вистiсть без проведення повноцiнних чисельних розрахункiв потокiв або дифузiї у
складних випадкових структурах [4].

Метою роботи є розробка математичної та обчислювальної моделi для прогно-
зування геометричної звивистостi стохастичних пористих структур iз прямокутними
перешкодами на основi їхнiх морфологiчних характеристик iз використанням методiв
машинного навчання.

Для досягнення поставленої мети необхiдно вирiшити такi основнi завдання:

1. проаналiзувати iснуючi теоретичнi пiдходи до оцiнювання звивистостi та мор-
фологiї пористих середовищ [1, 2, 3, 4];

2. побудувати стохастичну модель пористої структури на основi випадкового роз-
подiлу прямокутних включень;

3. обчислити морфологiчнi iнварiанти (пористiсть, функцiонали Мiнковського, ха-
рактеристику Ейлера) для згенерованих структур [1, 5, 8];
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4. визначити геометричну звивистiсть за допомогою алгоритмiв пошуку найкоро-
тшого шляху в поровому просторi;

5. сформувати набiр даних i побудувати моделi машинного навчання для прогно-
зування звивистостi;

6. порiвняти результати моделей iз вiдомими аналiтичними та емпiричними за-
лежностями для звивистостi в пористих середовищах та композитних плiв-
ках [3, 4, 9].

Об’єктом дослiдження є цифровi моделi випадкових пористих середовищ iз
прямокутними або паралелепiпедними включеннями. Предметом дослiдження є
залежнiсть геометричної звивистостi вiд морфологiчних характеристик середовища
та форми твердих включень.

У роботi використано методи стохастичного моделювання, обчислювальної гео-
метрiї, морфометричного аналiзу та машинного навчання [1, 2, 5, 8]. Розроблена
модель дозволяє встановити кiлькiснi зв’язки мiж морфологiчними iнварiантами та
ефективною звивистiстю, а також оцiнити вплив форми та орiєнтацiї включень на
транспортнi властивостi середовища.

1 Теоретичнi основи дослiдження

1.1 Пористi середовища: властивостi та моделi

Пористим середовищем називають матерiал, який складається з твердої матрицi
та системи пор, каналiв або пустот, заповнених рiдиною чи газом [1, 2]. Геометрiя та
топологiя цiєї подвiйної структури (тверда фаза + поровий простiр) визначають такi
ефективнi характеристики, як проникнiсть, ефективна дифузiя, теплопровiднiсть,
електропровiднiсть та iншi транспортнi властивостi [1, 2].

Для опису пористих середовищ у лiтературi використовують низку основних ма-
кроскопiчних характеристик [1, 2, 3]:

• Пористiсть ϕ = Vпор/Vзаг — вiдношення об’єму порового простору до загаль-
ного об’єму зразка. Це перший базовий параметр, який характеризує, скiльки
«вiльного мiсця» доступно для руху рiдини чи газу.

• Проникнiсть — параметр, що описує здатнiсть середовища пропускати потiк
пiд дiєю градiєнта тиску (закон Дарсi). Вона залежить не лише вiд пористостi,
а й вiд розмiрiв, форми та зв’язностi пор [2].

• Топологiчна зв’язнiсть — описує, чи утворюють пори та канали єдину нескiн-
ченну кластерну структуру, чи розбитi на iзольованi «острови». Ця властивiсть
пов’язана з характеристикою Ейлера–Пуанкаре та перколяцiйними властиво-
стями середовища [1, 5].

• Геометрична звивистiсть τ — безрозмiрна величина, яка характеризує, на-
скiльки реальний шлях потоку в поровому просторi довший за прямолiнiйний
вiдрiзок мiж тими ж точками [3, 4].
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У теорiї випадкових неоднорiдних середовищ широко застосовуються стохасти-
чнi цифровi моделi, в яких середовище дискретизується на регулярну сiтку (пi-
кселi або вокселi), а тверда й порова фаза подаються як двiйкова маска [5, 8]. Такий
пiдхiд зручний для чисельного обчислення морфологiчних характеристик (функцiо-
налiв Мiнковського) та для реалiзацiї алгоритмiв пошуку шляхiв у поровому просто-
рi [1, 5].

У данiй роботi використовується дводимiрна цифрова стохастична модель, де
тверда фаза моделюється множиною прямокутних включень («перешкод») ви-
падкового розмiру та положення. Цi прямокутники можуть частково перекриватися
i формувати складну систему вузьких каналiв i «розширень», аналогiчну до систе-
ми пластинчастих наповнювачiв у бар’єрних полiмерних плiвках [4, 9]. Такий опис
прямо пов’язаний iз класичними моделями дифузiйних бар’єрiв з орiєнтованими пла-
стинками наповнювача, де перешкоди змушують дифундуючi молекули йти довгими
звивистими траєкторiями [9].

1.2 Геометрична звивистiсть

2.2.1. Визначення звивистостi

У бiльшостi робiт iз переносу в пористих середовищах геометричну звивистiсть ви-
значають як вiдношення середньої довжини реального шляху через поровий простiр
до вiдстанi мiж вхiдною та вихiдною границями [3, 4]:

τ =
Lреальний

Lпрямий
, τ ≥ 1. (1)

Якщо τ = 1, то поровий простiр еквiвалентний прямому каналу без перешкод; при
τ > 1 траєкторiї потоку подовжуються за рахунок обходу твердих включень.

У контекстi дифузiї в бар’єрних плiвках звивистiсть часто вводять через ефектив-
ний коефiцiєнт дифузiї або проникнiсть [4, 9]:

Dеф =
D0

τ
, Pвiдн =

P

P0

=
ϕp

τ
, (2)

де D0 i P0 — дифузiя та проникнiсть чистого полiмеру, ϕp — об’ємна частка полi-
мерної матрицi, τ — фактор звивистостi, пов’язаний з подовженням траєкторiй у
присутностi непроникних частинок [9].

2.2.2. Чисельне обчислення звивистостi в роботi

У нашiй моделi звивистiсть обчислюється суто геометрично. Розглядається прямо-
кутна область, на верхнiй та нижнiй границях якої обираються двi точки A та B
з однаковою горизонтальною координатою (однаковий x). Це задає «номiнальний»
напрямок транспорту (зверху вниз).

Тверда фаза (прямокутнi перешкоди) задається двiйковою маскою, а поровий
простiр складається з усiх комiрок, де немає твердого матерiалу. На цiй дискретнiй
сiтцi застосовується алгоритм пошуку найкоротшого шляху (модифiкацiя алгоритму
Дейкстри або A*) по порових комiрках з вагами, що вiдповiдають довжинi кроку: 1
— для вертикальних та горизонтальних переходiв,

√
2 — для дiагональних.
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У результатi отримуємо довжину найкоротшого порового шляху L мiж A та B, а
також довжину прямої вiдстанi

L0 = |yB − yA|.

Далi геометрична звивистiсть визначається як

τ =
L

L0

. (3)

Саме це значення τ записується в набiр даних i надалi використовується як цiльова
змiнна для моделей машинного навчання.

1.3 Морфологiчнi характеристики середовища

Щоб описати, чому той чи iнший зразок має бiльшу чи меншу звивистiсть, недо-
статньо знати лише пористiсть. Необхiднi бiльш тонкi морфометричнi характери-
стики, якi враховують форму, розвиненiсть поверхнi та топологiю фаз. Для цього в
теорiї випадкових середовищ активно використовують функцiонали Мiнковсько-
го [1, 5, 8]. У двовимiрному випадку вони утворюють повну систему геометричних
iнварiантiв: площу, периметр i характеристику Ейлера.

У данiй роботi чисельно обчислюються такi величини:

ϕ, V0, V1, V2 = χ, τ, zigzag.

Далi розглянемо кожну з них докладнiше.

2.3.1. Пористiсть ϕ та площа порового простору V0

Пористiсть у дискретнiй моделi визначається як

ϕ =
Nпор

Nусi
,

де Nпор — кiлькiсть «порових» пiкселiв (комiрок сiтки, якi не належать твердiй фазi),
а Nусi — загальна кiлькiсть пiкселiв. Ця величина вiдповiдає класичному визначенню
ϕ = Vпор/Vзаг [1, 2].

Функцiонал Мiнковського V0 у двовимiрному випадку збiгається з площею вибра-
ної фази [1, 5]. У цифровiй масцi порового простору це:

V0 = |Ωp| = Nпор,

тобто V0 пропорцiйний площi доступного для переносу каналу. Таким чином, пара
величин (ϕ, V0) фiксує, скiльки «вiльного мiсця» є для потоку в цiлому.

2.3.2. Периметр межi фаз V1

Другий функцiонал Мiнковського V1 у двовимiрному випадку пов’язаний iз довжи-
ною межi мiж твердою та поровою фазами [1, 5]:

V1 ∝ P (∂Ωs),
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де P (∂Ωs) — сумарний периметр твердих включень. У нашiй реалiзацiї V1 обчислю-
ється як

V1 =
1

4
Pцифр.,

де Pцифр. — периметр, обчислений для двiйкової маски за стандартними алгоритмами
цифрової морфологiї [5, 8].

Фiзично V1 характеризує розвиненiсть поверхнi твердої фази: чим бiльше дрiбних
включень, кутiв i «зубцiв» на межi, тим бiльшим буде V1 при фiксованiй пористостi.
Для транспортних процесiв це означає збiльшення площi контакту мiж потоками
в порах i твердою матрицею, а також появу додаткових локальних «обходiв», що
природно пов’язано зi зростанням звивистостi [1, 2].

2.3.3. Характеристика Ейлера–Пуанкаре V2 = χ

Третiй функцiонал Мiнковського V2 у 2D є нормованою характеристикою Ейле-
ра–Пуанкаре χ [5]:

χ = Nкомпонент −Nотворiв,

тобто кiлькiсть зв’язних компонент фази мiнус число «петель» (отворiв) у нiй. Для
складних стохастичних структур величина χ є важливим топологiчним iнварiантом,
чутливим до перколяцiйного переходу та утворення «лабiринтiв» у поровому просто-
рi [1, 5].

У нашiй моделi V2 обчислюється окремо для твердої фази. Вiд’ємнi значення χ
означають домiнування «петель» та складних замкнених контурiв у структурi вклю-
чень, що корелює з утворенням численних обхiдних шляхiв у поровому просторi й,
вiдповiдно, зi зростанням звивистостi.

2.3.4. Геометрична звивистiсть τ як макропараметр

Звивистiсть τ уже визначена вище як вiдношення L/L0. На вiдмiну вiд ϕ та V0,
це величина, яка нелiнiйно залежить вiд усiєї геометрiї та топологiї структури: на
однаковiй пористостi рiзнi конфiгурацiї можуть мати дуже рiзнi значення τ [2, 3].

У багатьох аналiтичних моделях для композитних плiвок звивистiсть записують у
виглядi простих функцiй вiд об’ємної частки наповнювача, її аспектного вiдношення
i параметрiв «звужень» мiж пластинками [4, 9]. Наприклад, моделi, що розвивають
пiдходи Нiльсена та подальшi модифiкацiї, виражають τ через товщину плiвки, дов-
жину й товщину пластинки, об’ємну частку та «wiggles» (зигзаги) траєкторiй [4, 9].
У нашiй роботi замiсть явної аналiтичної формули використовується чисельне ви-
значення τ через пошук найкоротшого шляху в дискретному поровому просторi.

2.3.5. Показник zigzag як мiра поперечних вiдхилень шляху

Окремим внеском, специфiчним для даної роботи, є введення локального пока-
зника звивистостi zigzag, який вимiрює поперечнi вiдхилення траєкторiї вiд «но-
мiнального» напрямку потоку.

Нехай шлях, знайдений алгоритмом найкоротшого маршруту, представлено у ви-
глядi послiдовностi пiкселiв

(y0, x0), (y1, x1), . . . , (yK , xK),
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де координата y змiнюється вiд верхнього до нижнього краю, а координата x описує
поперечне змiщення. Тодi показник zigzag визначається як

zigzag =
1

K

K∑
i=1

|xi − xi−1|. (4)

Iншими словами, це середня величина горизонтального кроку мiж послiдовними
точками на шляху. Якщо шлях йде майже строго в одному напрямку, xi ≈ xi−1, i
zigzag близький до нуля. Якщо ж траєкторiя змушена часто «петляти» влiво–вправо
через розташування перешкод, zigzag стає бiльшим.

Фiзично zigzag можна iнтерпретувати як дискретний аналог wiggles (зигзагiв
траєкторiї), якi видiляються в аналiтичних моделях бар’єрних плiвок iз пластинча-
стими наповнювачами [4, 9]. У роботах з моделювання дифузiї через композити з
орiєнтованими пластинками показано, що внесок у звивистiсть можна розкласти на
кiлька ефектiв: (i) власне подовження траєкторiї навколо пластинок, (ii) звуження
перетину («slits»), (iii) зигзаги внаслiдок неоднорiдної орiєнтацiї та розподiлу пласти-
нок [4, 9]. Наш показник zigzag саме й намагається вiдокремлено кiлькiсно описати
третiй ефект — поперечнi вiдхилення шляху, якi не обов’язково сильно змiнюють
загальну довжину L, але є важливими для структури потоку.

Таким чином, пара параметрiв (τ, zigzag) дає бiльш багату характеристику шляху:

• τ описує загальне подовження траєкторiї порiвняно з прямою;

• zigzag описує ступiнь латерального «петляння» траєкторiї в поперечному
напрямку.

Двi структури можуть мати однакову τ , але рiзний профiль zigzag: одна — з плавно
вигнутим каналом, iнша — з численними локальними «поворотами», що є важливим
для механiзмiв переносу в реальних композитних плiвках [4, 9].

1.4 Зв’язок звивистостi з морфологiчними характеристиками

Класичнi пiдходи намагаються виразити звивистiсть як функцiю кiлькох глобальних
параметрiв, наприклад [1, 2, 3]:

τ ≈ f(ϕ, V1, χ). (5)

Зменшення пористостi ϕ та збiльшення периметра V1 зазвичай ведуть до зростання
τ , оскiльки канал стає вужчим i бiльш «ламким». Топологiчна характеристика χ вiд-
ображає, скiльки «петель» i розгалужень має структура; складнi лабiринтнi конфiгу-
рацiї з великою кiлькiстю отворiв можуть суттєво пiдвищувати звивистiсть [1, 2, 5].

Однак, як показано в роботах з морфологiчного аналiзу невпорядкованих середо-
вищ, одних лише глобальних функцiоналiв Мiнковського не завжди достатньо для
точного вiдтворення транспортних властивостей [1, 5]. Суттєву роль вiдiграють ло-
кальнi особливостi каналу: наявнiсть «пляшкових горлечок», вузьких шийок, ло-
кальних «коридорiв» та областей iз високою локальною щiльнiстю перешкод. Саме
такi ефекти у випадку композитних плiвок пов’язують iз пiдвищенням звивистостi
та зменшенням ефективної дифузiї [4, 9]. У нашiй постановцi цi явища описуються
введеним показником zigzag та iншими локальними ознаками (у розширенiй моделi)
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— локальною вiдкритою площею й числом зв’язних компонент у центральнiй частинi
областi.

У загальному випадку точний вигляд залежностi

τ = f
(
ϕ, V0, V1, V2, zigzag, . . .

)
невiдомий i є суттєво нелiнiйним. Аналiтичнi моделi, запропонованi для композитних
бар’єрних плiвок, добре працюють для сильно спрощених геометрiй та обмеженого
дiапазону параметрiв [4, 9], але їх важко прямо застосувати до випадкових структур
iз перекривними прямокутними перешкодами.

Тому в данiй роботi для вiдновлення залежностi мiж морфологiчними характе-
ристиками та звивистiстю τ використовується пiдхiд машинного навчання. Спо-
чатку за допомогою стохастичної моделi та алгоритму найкоротшого шляху генеру-
ється великий набiр (ϕ, V0, V1, V2, zigzag, τ). Потiм на цьому наборi навчаються регре-
сiйнi моделi (Random Forest, Gradient Boosting, XGBoost, MLP), якi апроксимують
невiдому нелiнiйну функцiю f . Такий пiдхiд узгоджується iз сучасними тенденцiя-
ми в галузi, де класичнi морфологiчнi iнварiанти поєднують iз методами штучного
iнтелекту для опису складних пористих структур [1, 4, 5].

2 Постановка задачi
У цьому роздiлi формулюється математична постановка задачi моделювання дво-
вимiрного пористого середовища з прямокутними перешкодами, а також визначаю-
ться основнi характеристики, якi використовуються далi як вхiднi ознаки для моделi
машинного навчання: пористiсть, функцiонали Мiнковського V0, V1, V2, геометрична
звивистiсть τ та додаткова характеристика “змiйкоподiбностi” траєкторiї (zigzag).
Отримана постановка є спiльною для обох чисельних моделей, що розглядаються в
роботi (модель з перетинаннями прямокутникiв та модель “цегляної кладки”).

2.1 Математичне формулювання

1. Геометрична область i фазовий розподiл

Розглядається прямокутна область

Ω = [0,W ]× [0, H] ⊂ R2,

яка складається з двох фаз:

Ω = Ωp ∪ Ωs, Ωp ∩ Ωs = ∅,

де Ωp — поровий простiр (область, доступна для руху частинок), а Ωs — тверда фаза,
що утворює перешкоди.

Тверда фаза моделюється як об’єднання прямокутних включень:

Ωs =
N⋃
i=1

Ri.

Кожне включення Ri задається параметрами центра (xi, yi) та пiвдовжин сторiн ai/2,
bi/2:

Ri =
{
(x, y) ∈ R2 : |x− xi| ≤

ai
2
, |y − yi| ≤

bi
2

}
.
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У першiй моделi центри й розмiри прямокутникiв задаються як незалежнi ви-
падковi величини з рiвномiрним розподiлом у заданих iнтервалах, i перекривання
включень дозволяється. Така схема вiдповiдає класичним стохастичним моделям ви-
падкових перешкод у композитах i пористих плiвках [4].

У другiй моделi використовується напiврегулярна “цегляна” структура: усi пря-
мокутники мають однакову висоту, розташованi рядами, мiж якими залишаються
зазори фiксованої товщини, а сусiднi ряди зсунутi на пiв довжини типового прямо-
кутника. Така конфiгурацiя дає змогу контролювати ширину каналiв i має меншу
варiативнiсть, нiж повнiстю випадкова структура, що корисно для порiвняння моде-
лей.

2. Пористiсть

Пористiсть ϕ — це частка площi порового простору в загальнiй областi:

ϕ =
|Ωp|
|Ω|

= 1− |Ωs|
|Ω|

. (6)

Якщо площа кожного прямокутника дорiвнює |Ri| = aibi i перекривання не врахову-
ються, то формально

|Ωs| ≈
N∑
i=1

aibi,

але в чисельнiй реалiзацiї площа твердої фази визначається по бiнарнiй сiтцi (див. ниж-
че), де кожна заповнена комiрка вiдноситься до Ωs.

Iз фiзичної точки зору, при великих значеннях пористостi поровий простiр добре
перколює, а шляхи мають невелику звивистiсть (τ ≈ 1). При зменшеннi ϕ поровий
простiр стає бiльш звуженим i звивистим, що вiдображається у зростаннi τ ; подiбнi
закономiрностi вiдмiчено в експериментальних та чисельних дослiдженнях пористих
матерiалiв [4].

3. Дискретизацiя та побудова бiнарної маски

Для чисельного аналiзу область Ω дискретизується на регулярну сiтку розмiру H×W
(у роботi H = W = 128). Кожнiй комiрцi з центром (xj, yk) вiдповiдає значення
бiнарної маски

M(j, k) =

1, якщо комiрка належить твердiй фазi Ωs,

0, якщо комiрка належить поровому простору Ωp.

У кодi така маска зберiгається у виглядi логiчного масиву solid[y,x]. Поровий
простiр описується масивом pore = ~solid, де логiчне заперечення означає доступнi
для руху комiрки.

Дискретна маска є основою як для обчислення морфологiчних функцiоналiв, так
i для побудови графа прохiдностi, по якому шукається найкоротший шлях.
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2.2 Морфологiчнi характеристики

1. Функцiонали Мiнковського

У двовимiрному випадку повний набiр адитивних, iнварiантних вiдносно рухiв та
безперервних (у сенсi додавання компактних множин) морфологiчних iнварiантiв
складається з трьох функцiоналiв Мiнковського [5, 8]:

• Площа порового простору V0. У дискретнiй моделi

V0 = |Ωp| = #{(j, k) : M(j, k) = 0},

тобто кiлькiсть порових пiкселiв. Нормоване значення V0/|Ω| збiгається з пори-
стiстю ϕ.

• Периметр фазової межi V1. У безперервному випадку V1 пропорцiйний дов-
жинi межi мiж поровою та твердою фазами. У цифровому зображеннi його
наближено обчислюють як

V1 =
1

4
P (∂Ωs), (7)

де P (∂Ωs) — оцiнений периметр на основi метрик, адаптованих до квадратної сi-
тки. В роботi для цього використовується реалiзацiя з бiблiотеки scikit-image,
що фактично враховує горизонтальнi, вертикальнi та дiагональнi переходи мiж
пiкселями.

• Характеристика Ейлера–Пуанкаре V2 = χ. Вона визначається як

χ = C −H, (8)

де C — кiлькiсть зв’язних компонент твердої фази, а H — кiлькiсть “дiрок” (пе-
тель) всерединi них [5]. Додатнi значення χ вiдповiдають простим структурам з
невеликою кiлькiстю замкнених пор, тодi як вiд’ємнi — складним лабiринтним
конфiгурацiям з великою кiлькiстю порожнин.

Функцiонали Мiнковського дають глобальний морфометричний опис пористого
середовища, який узгоджується з класичною теорiєю стохастичної геометрiї [5, 8] i
широко застосовується для аналiзу композитiв та випадкових пористих структур [5].

2. Геометрична звивистiсть

Геометрична звивистiсть τ описує подовження реального шляху частинки в поровому
просторi порiвняно з найкоротшою прямою лiнiєю мiж вхiдною та вихiдною точками.
У загальному виглядi [4, 9]

τ =
Lреальний

Lпрямий
, τ ≥ 1. (9)

У нашiй дискретнiй моделi вибираються двi точки на протилежних границях
областi — “вхiд” та “вихiд”. Для моделi з довiльними перетинаннями прямокутни-
кiв точки розташовуються на верхнiй та нижнiй границi з однаковою випадковою
горизонтальною координатою x, але тiльки в тих мiсцях, де вiдповiднi пiкселi нале-
жать поровому простору. Це гарантує, що пряма вертикальна лiнiя з’єднує обидвi
границi.
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Реальний шлях L визначається як довжина найкоротшої ламаної, що проходить
через поровi пiкселi й не перетинає тверду фазу. Його знаходять за допомогою алго-
ритму A* або Дейкстри на графi прохiдностi (див. нижче). Пряма вiдстань L0 для
таких вибраних точок дорiвнює рiзницi координат по y:

L0 = |ytop − ybottom| = H − 1.

Тодi звивистiсть у чисельнiй моделi обчислюється як

τ =
L

L0

. (10)

У класичних моделях переносу маси чи тепла звивистiсть входить у ефективнi
коефiцiєнти дифузiї й теплопровiдностi у виглядi

Dеф ≈ ϕ

τ 2
D0,

що узгоджується з експериментальними даними для пористих плiвок та композитiв
[4, 9].

3. Характеристика “zigzag” траєкторiї

Функцiонали Мiнковського є глобальними характеристиками структури i не врахову-
ють безпосередньо, як саме “вигинається” конкретний шлях крiзь середовище. Щоб
кiлькiсно оцiнити поперечнi вiдхилення траєкторiї вiд прямої, вводиться додаткова
скалярна характеристика, яку в роботi позначено як zigzag.

Пiсля застосування алгоритму пошуку найкоротшого шляху маємо множину дис-
кретних точок

γ = {(yk, xk)}Kk=0,

де k — iндекс кроку уздовж шляху, xk — горизонтальна координата, yk — вертикаль-
на. Для послiдовних комiрок шляху вводимо поперечнi змiщення

∆xk = xk − xk−1, k = 1, . . . , K.

Тодi мiра “змiйкоподiбностi” (zigzag) визначається як

zigzag =
1

K

K∑
k=1

|∆xk|. (11)

Iнтуїтивно:

• якщо шлях майже вертикальний, змiщення |∆xk| малi, i zigzag близький до
нуля;

• якщо траєкторiя робить багато поперечних “зигзагiв” мiж перешкодами, сере-
днє |∆xk| збiльшується;

• для сильно звивистих каналiв zigzag набуває великих значень i корелює зi збiль-
шенням τ .

Таким чином, zigzag можна розглядати як нормовану оцiнку “поперечної варi-
ацiї” траєкторiї, яка доповнює суто геометричну характеристику τ . На вiдмiну вiд
функцiоналiв Мiнковського, що описують структуру середовища, zigzag є характери-
стикою конкретного шляху в данiй структурi i тому мiстить iнформацiю про локаль-
не розташування перешкод вiдносно напрямку руху. Запровадження такої ознаки є
одним iз внескiв цiєї роботи.
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2.3 Графова модель та пошук найкоротшого шляху

1. Побудова графа

На базi бiнарної маски pore будується орiєнтований або неорiєнтований зважений
граф G = (V,E):

• кожнiй поровiй комiрцi (y, x) ставиться у вiдповiднiсть вершина vyx ∈ V ;

• мiж вершинами проводяться ребра до всiх сусiднiх порових комiрок (4- або
8-сусiдство залежно вiд варiанту моделi);

• вага ребра дорiвнює

w =

{
1, для горизонтальних/вертикальних переходiв,√
2, для дiагональних переходiв.

Точки входу A та виходу B задаються як окремi вершини на протилежних гра-
ницях областi. У моделi з вирiвняними по горизонталi точками A i B (верх/низ) це
гарантує, що пряма вiдстань L0 вiдома наперед i не залежить вiд конкретної конфi-
гурацiї перешкод.

2. Алгоритм пошуку найкоротшого шляху

Для знаходження мiнiмального шляху мiж A та B застосовується класичний алго-
ритм Дейкстри, а в моделi з 8-сусiдством — його евристичне розширення A*, де у
якостi евристичної функцiї використовується евклiдова вiдстань до цiльової точки.
Обидва алгоритми гарантують знаходження шляху мiнiмальної довжини у зважено-
му графi з невiд’ємними вагами.

Результатом роботи алгоритму є:

• довжина шляху L (сума ваг уздовж траєкторiї),

• послiдовнiсть пiкселiв шляху γ = {(yk, xk)}Kk=0.

Якщо вершина B недосяжна з A (вiдсутнiй перколюючий канал), така реалiзацiя
вiдкидається, оскiльки звивистiсть у цьому випадку формально нескiнченна.

2.4 Вектор ознак i вихiдна величина

1. Вхiднi ознаки

Для кожної згенерованої структури зберiгаються значення:

ϕ, V0, V1, V2, zigzag,

якi утворюють вектор ознак

xi =
(
ϕi, V0,i, V1,i, V2,i, zigzagi

)
. (12)

Таким чином, у моделi машинного навчання використовуються чотири стандартнi
морфологiчнi характеристики (пористiсть та три функцiонали Мiнковського) i одна
динамiчна характеристика траєкторiї — zigzag.

Глобальнi величини (ϕ, V0, V1, V2) описують, наскiльки сильно середовище “запов-
нене” твердою фазою i наскiльки складною є його топологiя, тодi як zigzag фiксує
реальну геометрiю проходу крiзь цю структуру.

14



2. Вихiдна величина

Вихiдною змiнною в задачi регресiї є геометрична звивистiсть τ :

yi = τi =
Li

L0,i

.

Пiсля проведення великої кiлькостi симуляцiй формується датасет

D =
{
(xi, τi)

}M

i=1
,

на основi якого в подальших роздiлах будуються та аналiзуються моделi машинного
навчання (Random Forest, Gradient Boosting, XGBoost, нейронна мережа), що апро-
ксимують невiдому нелiнiйну залежнiсть

τ ≈ f(ϕ, V0, V1, V2, zigzag).

3 Реалiзацiя моделi
У цьому роздiлi наведено програмну реалiзацiю двовимiрної моделi пористого се-
редовища з прямокутними перешкодами, а також методику чисельного обчислен-
ня геометричної звивистостi та додаткової характеристики змiйкоподiбностi шляху
(zigzag). Модель побудована як дискретизована (пiксельна) область, у якiй твер-
да фаза описується множиною прямокутних включень, а поровий простiр утворює
сiтковий граф, по якому можна визначити найкоротший шлях мiж заданими точка-
ми. Кiнцевою метою є формування навчальних вибiрок (xi, τi) для побудови моделей
машинного навчання.

У роботi розглядаються двi близькi за iдеєю, але рiзнi за геометрiєю чисельнi
моделi:

• Модель 1 — випадковi прямокутнi включення у квадратнiй областi з контро-
лем пористостi та вирiвнюванням вхiдної i вихiдної точок по однiй вертикалi;

• Модель 2 — напiврегулярна “цегляна” структура, в якiй прямокутники фор-
мують ряди з промiжками, а вхiд i вихiд розташованi на верхнiй та нижнiй
границях областi.

В обох випадках для кожної реалiзацiї обчислюються однаковi морфологiчнi ха-
рактеристики (ϕ, V0, V1, V2), геометрична звивистiсть τ та характеристика zigzag.

3.1 Загальна структура програмної реалiзацiї

Реалiзацiя моделi виконана мовою Python iз використанням наступних бiблiотек:

• NumPy — робота з багатовимiрними масивами та генерацiя випадкових структур;

• scikit-image — обчислення морфологiчних характеристик, зокрема периметра
та характеристики Ейлера на дискретнiй сiтцi [5, 8];

• Matplotlib — побудова зображень середовища та знайдених шляхiв;
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• heapq — реалiзацiя прiоритетної черги для алгоритмiв Дейкстри та A*;

• pandas — формування та збереження датасетiв у форматi CSV.

Код розбитий на окремi функцiональнi блоки:

1. генерацiя прямокутних включень (двi рiзнi схеми для Моделi 1 i Моделi 2);

2. побудова бiнарної матрицi прохiдностi solid/pore;

3. обчислення глобальних морфологiчних iнварiантiв (ϕ, V0, V1, V2);

4. побудова зваженого графа прохiдностi;

5. пошук найкоротшого шляху (алгоритм Дейкстри або A*);

6. обчислення геометричної звивистостi τ ;

7. обчислення характеристики змiйкоподiбностi шляху zigzag;

8. формування одного запису вибiрки;

9. повторення симуляцiй для побудови датасетiв з тисячi прикладiв

Такий модульний пiдхiд дозволяє легко змiнювати параметри моделювання, до-
давати новi ознаки або варiювати алгоритми пошуку шляху.

3.2 Генерацiя прямокутних структур

1. Модель 1: випадковi прямокутники з перекриванням

Область моделювання визначається як квадрат

Ω = [0,W ]× [0, H], W = H = 128.

Для кожної реалiзацiї випадковим чином задається кiлькiсть прямокутникiв N у
межах [Nmin, Nmax], пiсля чого послiдовно генеруються включення iз випадковими
розмiрами:

hi ∈ [hmin, hmax], wi ∈ [wmin(hi), wmax],

де мiнiмальна ширина wmin(hi) вибирається так, щоб прямокутники були видовже-
ними (у кодi застосовується умова wmin ≥ 2hi). Розташування верхнього лiвого кута
(xi, yi) береться з рiвномiрних iнтервалiв, що гарантують повне входження прямоку-
тника в межi областi.

На вiдмiну вiд класичних пакувальних моделей, у Моделi 1 перекривання пря-
мокутникiв дозволяється. Кожне нове включення просто “накладається” на вже
наявнi, i в масивi solid усi пiкселi, що потрапляють у зону [xi, xi + wi]× [yi, yi + hi],
позначаються як належнi твердiй фазi. Якщо декiлька прямокутникiв перекриваю-
ться, вiдповiднi пiкселi залишаються заповненими (solid = True), тобто формується
об’єднання всiх включень.

У пiдсумку утворюється стохастична структура з видовженими прямокутними
перешкодами, якi можуть злипатися та формувати складнi кластери, що наближує
модель до реалiстичних композитних середовищ iз високим наповненням.
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Рис. 1: Приклад згенерованого пористого середовища для Моделi 1 (випадковi пря-
мокутники з перекриванням) iз позначеним найкоротшим шляхом.

2. Модель 2: “цегляна” структура

У другiй моделi прямокутники формують ряди висотою h, що чергуються iз верти-
кальними промiжками фiксованої товщини. У кожному рядку вiдрiзки заповненої
твердої фази мають випадкову довжину в межах

wi ∈ [wmin, wmax],

але розташованi послiдовно, без перекривання всерединi рядка, з горизонтальними
зазорами мiж ними. Сусiднi ряди змiщенi вiдносно один одного приблизно на поло-
вину середньої довжини прямокутникiв, утворюючи структуру, подiбну до цегляної
кладки, що призводить до характерної мережi змiщених каналiв.

Такий варiант дозволяє дослiдити, як змiнюється звивистiсть у бiльш регулярних,
квазiперiодичних структурах при тих самих глобальних морфологiчних параметрах.
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Рис. 2: Приклад згенерованого пористого середовища для Моделi 2 (“цегляна” стру-
ктура) iз позначеним транспортним каналом.

3. Бiнарна маска фаз

На основi параметрiв включень будується логiчний масив solid[y,x], де значення
True вiдповiдає твердiй фазi Ωs, а False — поровому простору Ωp. Порову фазу зру-
чно представляти як pore = ~solid. Цей масив використовується як для обчислення
морфологiчних функцiоналiв, так i для побудови графа прохiдностi.

3.3 Обчислення морфологiчних характеристик

1. Пористiсть i площа порового простору

Пористiсть чисельно обчислюється як

ϕ = 1− 1

HW

∑
y,x

solid[y,x],

тобто як частка порових пiкселiв. Площа порового простору (функцiонал Мiнков-
ського V0) дорiвнює кiлькостi елементiв False:

V0 = #{(y, x) : solid[y,x] = 0}.

У нормованому виглядi V0/(HW ) = ϕ.

2. Периметр V1

Функцiонал Мiнковського V1 пов’язаний з довжиною межi мiж поровою та твер-
дою фазами. На дискретнiй сiтцi периметр ∂Ωs оцiнюється за допомогою функцiї
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measure.perimeter з бiблiотеки scikit-image, яка враховує сумарну довжину пере-
ходiв мiж заповненими й порожнiми пiкселями [8]. У нашiй постановцi значення V1

визначається вiдповiдно до формули (7), де множник 1/4 узгоджує одиницi вимiрю-
вання з розмiрнiстю клiтинки.

Велике значення V1 вiдповiдає сильно розвиненiй поверхнi твердих включень, що,
як правило, збiльшує складнiсть порових каналiв.

3. Характеристика Ейлера V2

Третiй функцiонал Мiнковського V2 у двовимiрному випадку спiвпадає з характери-
стикою Ейлера–Пуанкаре χ, яка визначає топологiчну складнiсть твердої фази як
рiзницю мiж кiлькiстю зв’язних компонент i кiлькiстю «отворiв» [5]. У нашiй роботi
значення V2 обчислюється вiдповiдно до формули (8). У програмнiй реалiзацiї хара-
ктеристику χ отримують за допомогою функцiї measure.euler_number з параметром
connectivity=2, що вiдповiдає 8-зв’язностi на квадратнiй сiтцi.

Додатнi значення χ вiдповiдають простiшим конфiгурацiям, тодi як вiд’ємнi свiд-
чать про наявнiсть численних перфорацiй та лабiринтної структури твердої фази [5].

4. Характеристика змiйкоподiбностi шляху zigzag

Пiсля знаходження найкоротшого шляху зберiгається послiдовнiсть пiкселiв трає-
кторiї

γ = {(yk, xk)}Kk=0.

Щоб кiлькiсно оцiнити поперечнi вiдхилення шляху вiд «iдеального» вертикального
руху, уводиться характеристика змiйкоподiбностi шляху. У нашiй роботi показник
zigzag визначається вiдповiдно до формули (11), яка вiдображає середню величину
горизонтального змiщення мiж сусiднiми точками траєкторiї. Якщо шлях проходить
майже по прямiй (мiнiмум обхiдних маневрiв), значення zigzag близьке до нуля.
Для структур, у яких частинка змушена багаторазово змiщуватися вправо-влiво, ця
величина суттєво зростає. Таким чином, zigzag доповнює глобальнi морфологiчнi
iнварiанти, безпосередньо характеризуючи геометрiю конкретного шляху в даному
середовищi.

3.4 Побудова графа прохiдностi та пошук шляху

1. Вершини та ребра графа

На основi масиву pore будується граф G = (V,E): кожнiй поровiй клiтинцi (y, x)
вiдповiдає вершина vyx; мiж вершинами проводяться ребра до сусiднiх порових ко-
мiрок.

У Моделi 1 використовується 8-сусiднiсть:

(dy, dx) ∈ {(±1, 0), (0,±1), (±1,±1)},

що дозволяє дiагональнi переходи. Вага ребра дорiвнює

w =

{
1, для горизонтальних i вертикальних переходiв,√
2, для дiагональних.

У Моделi 2 застосовується 4-сусiднiсть (±1, 0), (0,±1), тобто рух дозволено лише
по вертикалi та горизонталi, що робить топологiю графа простiшою.
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2. Вибiр стартової та кiнцевої точок

Для Моделi 1 точки входу та виходу беруться на верхнiй та нижнiй границях областi.
Спочатку на обох границях шукаються стовпчики x, у яких верхнiй i нижнiй пiкселi
належать поровому простору; з множини допустимих x випадково вибирається один,
пiсля чого стартова та кiнцева точки мають координати

A = (ytop, x), B = (ybottom, x).

Це гарантує, що пряма вiдстань L0 є сталою (рiвною висотi областi) для всiх реалi-
зацiй.

У Моделi 2 старт i фiнiш також розташовуються на верхнiй та нижнiй грани-
цях, але їх горизонтальнi координати вiдбираються незалежно в межах центральної
частини областi, що вiдображає iншу геометрiю каналiв.

3. Алгоритми пошуку найкоротшого шляху

У Моделi 1 для пошуку шляху використовується алгоритм A* з евклiдовою евристи-
кою:

h((y, x)) =
√
(y − yB)2 + (x− xB)2.

Алгоритм A* узагальнює Дейкстру та дозволяє прискорити обчислення за рахунок
спрямованого “просування” фронту у напрямку до цiлi.

У Моделi 2 застосовується класичний алгоритм Дейкстри на графi з невiд’ємними
вагами. В обох випадках результатом є:

• мiнiмальна довжина шляху L мiж A та B;

• послiдовнiсть вершин шляху γ, яка потiм використовується для обчислення
zigzag.

Якщо цiльова вершина B недосяжна (вiдсутня перколююча компонента порового
простору), реалiзацiя вiдкидається i не потрапляє до датасету.

3.5 Обчислення звивистостi

Пряма вiдстань мiж A i B у побудованих конфiгурацiях дорiвнює рiзницi координат
по вертикалi:

L0 = |ybottom − ytop|.

Мiнiмальна довжина шляху L вже отримана пiсля роботи алгоритму A* або Дейк-
стри як сума ваг уздовж траєкторiї.

Геометрична звивистiсть обчислюється як

τ =
L

L0

, τ ≥ 1. (13)

Це вiдповiдає класичному визначенню звивистостi в теорiї ефективного переносу в
пористих середовищах [4, 9].

Якщо шлях проходить практично по прямiй (мiнiмум обхiдних маневрiв), одер-
жуємо τ ≈ 1; сильна невпорядкованiсть та звуження каналiв приводять до значень
τ > 1.5.
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3.6 Формування навчальних вибiрок

Для кожної успiшної симуляцiї (тобто для кожної структури, в якiй iснує прохiдний
канал мiж A та B) обчислюється набiр величин

ϕ, V0, V1, V2, zigzag, τ.

Цi значення зберiгаються у виглядi одного рядка таблицi pandas, що iнтерпрету-
ється як вектор ознак та цiльова змiнна:

xi =
(
ϕi, V0,i, V1,i, V2,i, zigzagi

)
, yi = τi.

Повторення процедури моделювання M разiв дає датасет

D = {(xi, τi)}Mi=1,

який експортується у формат CSV. Для Моделi 1 формується файл dataset.csv,
для Моделi 2 — файл reduced_minimal_dataset.csv. У кожному випадку кiлькiсть
елементiв вибiрки становить приблизно M ≈ 103, що забезпечує достатню статистику
для подальшого навчання та оцiнки моделей машинного навчання.

4 Аналiз згенерованих даних
У цьому роздiлi проаналiзовано статистичнi властивостi двох наборiв даних, згенеро-
ваних за допомогою описаних у попередньому роздiлi моделей пористого середовища:

• Модель 1 — випадковi прямокутнi перешкоди, що можуть перетинатися; набiр
даних dataset.csv;

• Модель 2 — “цегляна” структура з вирiвняними горизонтальними рядами пря-
мокутникiв; набiр даних reduced_minimal_dataset.csv.

В обох випадках для кожної реалiзацiї середовища обчислюється один i той самий
набiр морфологiчних характеристик:

ϕ, V0, V1, V2, zigzag, τ,

де ϕ — пористiсть, V0, V1, V2 — функцiонали Мiнковського, τ — геометрична звиви-
стiсть, а zigzag — середнє абсолютне горизонтальне змiщення на один крок вздовж
знайденого найкоротшого шляху.

Кожен датасет мiстить 1000 реалiзацiй, якi надалi використовуються для побудо-
ви моделей машинного навчання.

Параметри генерацiї структур

Перед аналiзом розподiлiв зафiксуємо параметри стохастичної генерацiї пористого
середовища для обох моделей.
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Табл. 1: Параметри генерацiї середовища для Моделi 1 (випадковi прямокутники).

Розмiр областi W = H = 128 пiкселiв
Кiлькiсть прямокутникiв N ∈ [330, 480]
Ширина прямокутникiв w ∈ [1, 3]
Висота прямокутникiв h ∈ [2, 6]
Цiльова пористiсть ϕ ∈ [0.50, 0.9]

Табл. 2: Параметри генерацiї середовища для Моделi 2 (“цегляна” структура).

Розмiр областi W = H = 128 пiкселiв
Кiлькiсть прямокутникiв N ∈ [250, 430]
Ширина прямокутникiв w ∈ [4, 12]
Цiльова пористiсть ϕ ∈ [0.30, 0.9]

4.1 Розподiли пористостi та звивистостi

На рис. 3 показано розподiл звивистостi для першої моделi.

Рис. 3: Модель 1. Розподiл геометричної звивистостi τ .

Розподiл звивистостi для Моделi 1 має максимум у дiапазонi 1.2–1.4, при цьому
крайнi значення наближаються до τ ≈ 1.0 (майже прямий шлях) та τ ≈ 1.8 (ду-
же звивистi траєкторiї). Такий широкий розкид зумовлений тим, що прямокутники
можуть перекриватися, утворюючи як порiвняно просту, так i дуже лабiринтну гео-
метрiю.

Для другої, “цегляної” моделi гiстограму наведено на рис. 4.
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Рис. 4: Модель 2. Розподiл геометричної звивистостi τ .

Розподiл звивистостi для другої моделi охоплює iнтервал 1.18 ≲ τ ≲ 1.62, причому
бiльшiсть значень зосереджена поблизу центру iнтервалу (τ ≈ 1.35–1.45). Порiвня-
но з першою моделлю розкид менший, що вiдображає бiльш регулярну структуру
каналiв.

4.2 Залежнiсть звивистостi вiд пористостi та периметра

На рис. 5–6 подано розсiювання пар (ϕ, τ) та (V1, τ) для першої моделi.

Рис. 5: Модель 1. Залежнiсть звивистостi вiд пористостi.

У першому датасетi видно слабко виражений спадний тренд: за збiльшення ϕ зви-
вистiсть у середньому зменшується, однак для кожного фiксованого рiвня пористостi
iснує великий розкид значень τ . Це означає, що самої пористостi недостатньо для
однозначного передбачення довжини шляху.
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Рис. 6: Модель 1. Залежнiсть звивистостi вiд периметра твердої фази V1.

Аналогiчно, зi збiльшенням V1 (розвиненостi межi твердої фази) значення τ в
середньому зростають, проте залежнiсть залишається доволi “розмитою”.

Для другої моделi (рис. 7–8) картина iнша.

Рис. 7: Модель 2. Залежнiсть звивистостi вiд пористостi.

На графiку τ–ϕ видно три вузькi вертикальнi “хмари”, що вiдповiдають трьом
кластерам пористостi. Усерединi кожного кластера значення τ змiнюються в досить
вузькому дiапазонi, тобто пористiсть тут вже тiснiше пов’язана з довжиною шляху,
нiж у випадку повнiстю випадкових перешкод.
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Рис. 8: Модель 2. Залежнiсть звивистостi вiд V1.

Залежнiсть τ вiд периметра V1 для “цегляної” геометрiї також має кластерну стру-
ктуру; однак i тут помiтно, що збiльшення V1 (бiльш “розiрванi” та довгi перешкоди)
веде до деякого зростання звивистостi.

4.3 Поведiнка параметра zigzag

Найяскравiшi залежностi виявляються для введеного нами параметра zigzag, який
описує середню горизонтальну змiну координати шляху на один крок. У нашiй ро-
ботi це значення обчислюється вiдповiдно до формули (11), що кiлькiсно вiдображає
ступiнь латеральних вiдхилень траєкторiї.

По сутi, zigzag вимiрює ступiнь бокового “блукання” шляху : для майже пря-
молiнiйного проходу вiн близький до нуля, а для сильно зигзагоподiбної траєкторiї
зростає.

На рис. 9 показано залежнiсть τ вiд zigzag для першого датасету.

Рис. 9: Модель 1. Звивистiсть як функцiя параметра zigzag.

Точки лежать вздовж чiткої зростаючої кривої: зi збiльшенням зигзагоподiбностi
шляху значення τ монотонно зростає. Розкид навколо гладкої залежностi невеликий,
що свiдчить про те, що zigzag вже майже однозначно визначає звивистiсть.
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У другiй моделi ця залежнiсть стає ще бiльш вираженою (рис. 10).

Рис. 10: Модель 2. Залежнiсть τ вiд zigzag.

Графiк практично утворює гладку, майже одновимiрну криву без помiтного роз-
киду. Це означає, що в “цеглянiй” конфiгурацiї заданi нами глобальнi морфологiчнi
параметри та спосiб вибору старту/фiнiшу роблять zigzag фактично єдиним суттє-
вим предиктором звивистостi.

4.4 Промiжнi висновки

Отриманi результати можна пiдсумувати так:

• пористiсть ϕ та периметр V1 демонструють коректнi фiзичнi тренди (менше
ϕ та бiльше V1 — бiльша τ), але поодинцi не дозволяють точно передбачити
звивистiсть;

• для випадкової моделi з пересiчними прямокутниками розподiли ϕ i τ досить
широкi, що вiдображає високу варiативнiсть структури;

• у “цеглянiй” моделi пористiсть та звивистiсть мають дискретнiшу, кластерну
структуру через регулярну геометрiю;

• введений нами параметр zigzag виявляється надзвичайно iнформативним: у
другiй моделi вiн майже повнiстю визначає значення τ .

Цi спостереження пояснюють, чому в наступному роздiлi моделi машинного на-
вчання, що використовують набiр ознак (ϕ, V0, V1, V2, zigzag), демонструють дуже ви-
соку точнiсть, особливо коли структура має регулярний “цегляний” характер.

5 Моделювання та результати прогнозування звиви-
стостi

У цьому роздiлi наведено результати побудови моделей машинного навчання для
прогнозування геометричної звивистостi τ на основi морфологiчних характеристик
згенерованих середовищ. Окремо аналiзуються двi серiї експериментiв:
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• Експеримент 1 (Модель 1): випадковi прямокутники, що можуть перетина-
тися; набiр dataset.csv;

• Експеримент 2 (Модель 2): “цегляна” структура; набiр reduced_minimal_dataset.csv.

В обох серiях використовується той самий вектор ознак

x = (ϕ, V0, V1, V2, zigzag),

а цiльова змiнна — звивистiсть τ .
Для навчання застосовано чотири регресiйнi моделi:

• Random Forest Regressor;

• Gradient Boosting Regressor;

• XGBoost Regressor;

• багатошаровий персептрон (MLP) на базi Keras.

Данi подiляються на навчальну й тестову частини у пропорцiї 80/20, а ознаки
попередньо стандартизуються.

5.1 Експеримент 1: випадковi пересiчнi включення

1. Точнiсть моделей

Для першого датасету (dataset.csv) були отриманi такi значення метрик (MAE,
RMSE, R2):

Табл. 3: Експеримент 1. Метрики якостi моделей

Модель MAE RMSE R2

Random Forest 0.0396 0.0557 0.810
Gradient Boosting 0.0375 0.0541 0.821

XGBoost 0.0383 0.0541 0.820
MLP 0.0446 0.0598 0.781

Усi ансамблевi моделi дерев (Random Forest, Gradient Boosting, XGBoost) демон-
струють дуже близькi результати з коефiцiєнтом детермiнацiї R2 ≈ 0.81–0.82. Бага-
тошаровий персептрон дещо поступається, але все одно надає задовiльну точнiсть
(R2 ≈ 0.78).

Графiки “iстинне проти прогнозованого” для цього експерименту показанi на
рис. 11–14.

27



Рис. 11: Експеримент 1. Random Forest: iстиннi та прогнозованi значення τ .

Рис. 12: Експеримент 1. Gradient Boosting: iстиннi та прогнозованi значення τ .

Рис. 13: Експеримент 1. XGBoost: iстиннi та прогнозованi значення τ .
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Рис. 14: Експеримент 1. MLP: iстиннi та прогнозованi значення τ .

У всiх випадках точки тiсно згрупованi навколо дiагоналi y = x, що свiдчить про
хорошу якiсть вiдновлення τ .

2. Важливiсть ознак

Для Random Forest було проаналiзовано важливостi ознак (рис. 15).

Рис. 15: Експеримент 1. Важливiсть ознак у моделi Random Forest.

Бачимо, що майже вся вага припадає на параметр zigzag (понад 90% сумарної
важливостi), тодi як ϕ, V0, V1, V2 вiдiграють лише допомiжну роль. Це узгоджується
з попереднiм аналiзом: саме середня бокова “зигзагоподiбнiсть” шляху практично
однозначно визначає геометричну звивистiсть, а глобальнi морфологiчнi iнварiанти
лише трохи коригують результат.

5.2 Експеримент 2: “цегляна” структура

1. Точнiсть моделей

Для другого датасету (reduced_minimal_dataset.csv) отримано ще вищi показники
якостi:
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Табл. 4: Експеримент 2. Метрики якостi моделей

Модель MAE RMSE R2

Random Forest 0.00018 0.00101 0.99984
Gradient Boosting 0.00008 0.00111 0.99980

XGBoost 0.00100 0.00163 0.99958
MLP 0.00419 0.00560 0.99503

Ансамблевi моделi майже iдеально вiдтворюють значення τ (R2 > 0.9995), а на-
вiть MLP досягає R2 ≈ 0.995. Такi результати означають, що в “цеглянiй” геометрiї
обрана система ознак практично повнiстю описує звивистiсть.

Це добре видно на графiках “iстинне проти прогнозованого” (рис. 16–19): всi точки
лежать майже точно на дiагоналi.

Рис. 16: Експеримент 2. Random Forest: iстиннi та прогнозованi значення τ .

Рис. 17: Експеримент 2. Gradient Boosting: iстиннi та прогнозованi значення τ .
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Рис. 18: Експеримент 2. XGBoost: iстиннi та прогнозованi значення τ .

Рис. 19: Експеримент 2. MLP: iстиннi та прогнозованi значення τ .

2. Важливiсть ознак

Для другої моделi розподiл важливостей у Random Forest ще бiльш “екстремальний”
(рис. 20).
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Рис. 20: Експеримент 2. Важливiсть ознак у моделi Random Forest.

Усi Minkowski-функцiонали (ϕ, V0, V1, V2) мають майже нульову важливiсть, тодi
як параметр zigzag фактично один пояснює змiну τ . Це природний наслiдок того,
що у “цеглянiй” геометрiї глобальнi морфологiчнi параметри жорстко пов’язанi мiж
собою, i zigzag вже вiдображає їхнiй сукупний вплив на форму шляху.

5.3 Пiдсумковi висновки щодо моделей

• Для бiльш “хаотичної” моделi з пересiчними прямокутниками обрана система
ознак дозволяє вiдтворити звивистiсть iз досить хорошою точнiстю (R2 ≈ 0.8).

• Для бiльш регулярної “цегляної” структури тi ж самi ознаки дають майже iде-
альне передбачення (R2 > 0.999), що вказує на майже детермiнований зв’язок
мiж zigzag та τ .

• У всiх моделях ключовим предиктором є введений нами параметр zigzag, тодi
як Minkowski-функцiонали вiдiграють роль невеликих коригувальних чинникiв.

• Таким чином, запропонована комбiнацiя узагальнених морфологiчних iнварiан-
тiв та траєкторної характеристики zigzag виявляється достатньою для швид-
кого й точного прогнозування геометричної звивистостi в широкому класi шту-
чних пористих середовищ.
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Висновки
У роботi розроблено та дослiджено комплексну математичну й обчислювальну мо-
дель двовимiрних пористих середовищ з прямокутними включеннями. Метою було
кiлькiсно описати залежнiсть геометричної звивистостi τ вiд морфологiчних характе-
ристик середовища та перевiрити можливiсть її точного прогнозування за допомогою
методiв машинного навчання на основi геометричних ознак.

Було послiдовно виконано такi основнi кроки:

1. Побудовано двi стохастичнi моделi пористого середовища з прямокутними пе-
решкодами:

• модель з випадково розташованими та такими, що можуть перетинатися,
прямокутниками;

• “цегляну” модель з регулярними рядами непротинаючих прямокутних вклю-
чень.

2. Реалiзовано дискретизацiю областi, побудову графа прохiдностi та пошук най-
коротшого шляху в поровому просторi (алгоритм A* з 8-зв’язнiстю для першої
моделi та чотиризв’язний алгоритм Дейкстри для “цегляної” структури).

3. Для кожної конфiгурацiї обчислено морфологiчнi характеристики, зокрема по-
ристiсть ϕ, функцiонали Мiнковського V0, V1 та характеристику Ейлера–Пуанкаре
V2 = χ [1, 5].

4. Запропоновано й реалiзовано нову геометричну ознаку zigzag — середнє го-
ризонтальне змiщення траєкторiї вздовж шляху, що кiлькiсно описує ступiнь
поперечних вiдхилень частинки вiд напрямку транспорту.

5. Згенеровано два набори даних:

• перший — для випадкових прямокутникiв, що перетинаються;
• другий — для “цегляної” структури.

Кожен датасет мiстить понад 1000 реалiзацiй з повним вектором ознак (ϕ, V0, V1, V2, zigzag)
та вiдповiдною звивистiстю τ .

6. На основi отриманих даних побудовано та порiвняно моделi машинного навча-
ння: Random Forest, Gradient Boosting, XGBoost та багатошаровий перцептрон
(MLP).

Отриманi чисельнi результати дозволяють сформулювати такi науковi висновки.

• У обох розглянутих геометрiях звивистiсть демонструє фiзично природну по-
ведiнку: τ зростає зi зменшенням пористостi та збiльшенням периметра твердої
фази V1, що узгоджується з класичними уявленнями про вплив мiкроструктури
на перенесення в пористих середовищах [1, 3].

• Функцiонали Мiнковського (V0, V1, V2) є коректними глобальними дескриптора-
ми структури, але їхньої iнформацiї недостатньо для точного вiдновлення τ .
Розкид значень звивистостi при близьких значеннях ϕ та V1 показує, що ло-
кальна форма каналу та характер вигинiв траєкторiї вiдiграють вирiшальну
роль.
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• Запропонована ознака zigzag виявилася домiнуючим фактором: у моделях RF
та XGBoost її важливiсть наближається до 90–100%, тодi як внесок ϕ, V0, V1

та V2 є порiвняно малим. Графiки залежностi τ вiд zigzag для обох датасетiв
демонструють майже одновимiрний нелiнiйний тренд.

• Для моделi з випадковими прямокутниками, що перетинаються отримано то-
чнiсть прогнозування MAE ≈ 0.04–0.06 та R2 ≈ 0.80–0.82 для ансамблевих
методiв (Random Forest, Gradient Boosting, XGBoost), а також R2 ≈ 0.78 для
нейронної мережi MLP. Це означає, що побудована модель адекватно вiдтворює
нелiнiйну залежнiсть τ = f(ϕ, V0, V1, V2, zigzag) у випадку сильно стохастичної
геометрiї.

• Для “цегляної” структури отримано практично детермiнований зв’язок мiж
ознаками та звивистiстю: дерева рiшень (Random Forest, Gradient Boosting,
XGBoost) демонструють значення R2 > 0.999, MAE ∼ 10−4 при дуже щiльному
розташуваннi точок уздовж прямої y = x на графiках “iстинне проти прогнозо-
ваного”. Нейронна мережа також показує високу точнiсть (R2 ≈ 0.995).

• Порiвняння двох геометрiй показує, що структурна регулярнiсть (“цегляний”
малюнок) рiзко пiдвищує передбачуванiсть звивистостi за геометричними озна-
ками. У випадкових конфiгурацiях з перекриттям прямокутникiв зберiгається
iстотна стохастична компонента, але навiть у цьому випадку використання
ознаки zigzag дозволяє досягти високих значень R2.

• Розробленi моделi дозволяють прогнозувати геометричну звивистiсть без ви-
конання повного розрахунку найкоротшого шляху, що вiдкриває можливiсть
прискореної оцiнки ефективних транспортних коефiцiєнтiв (дифузiї, теплопро-
вiдностi тощо) через вiдомi спiввiдношення виду D ∼ D0/τ

2 [9].

Отже, поєднання морфологiчного аналiзу на основi функцiоналiв Мiнковсько-
го [1, 5] iз сучасними методами машинного навчання дозволяє побудувати швидкi
та досить точнi емпiричнi моделi звивистостi для класу прямокутних пористих
структур. Запропонований пiдхiд є гнучким i може бути розширений у кiлькох на-
прямках:

• поширення на тривимiрнi середовища з довiльними включеннями;

• поєднання з прямим чисельним моделюванням переносу (методи скiнченних
рiзниць, Lattice Boltzmann) для оцiнки ефективної проникностi й дифузiї [3];

• вивчення узагальнених ознак траєкторiй, подiбних до zigzag, для iнших типiв
мiкроструктур.

Таким чином, результати роботи пiдтверджують практичну доцiльнiсть вико-
ристання геометричних дескрипторiв разом iз методами машинного навчання для
швидкого прогнозування транспортних властивостей пористих матерiалiв.
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