
Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ.

Áàçîâûé êóðñ ëåêöèé.

ßìïîëüñêèé À.Ë.



2



Îãëàâëåíèå

1 Îáùèå ïîëîæåíèÿ 7

1.1 Ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2 Ëîêàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîäìíîãîîáðàçèé â IRn. . . . . . . . . . . . . 8

1.3 ßâíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.4 Íåÿâíî çàäàííûå ðåãóëÿðíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â IRn. . . . . . . . . . . . 12

1.5 Ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.5.1 Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ïðè çàìåíå ïà-
ðàìåòðîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.6 Ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.6.1 Êðèâûå íà ïîâåðõíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.6.2 Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2 Òåîðèÿ êðèâûõ 23

2.1 Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè êðèâûõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.1.1 Ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîé êðèâîé. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.1.2 Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.1.3 Ðàñøèðåíèå êëàññà êðèâûõ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.1.4 Íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.2 Êðèâèçíà êðèâîé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.3 Ðåïåð Ôðåíå, òðåõãðàííèê Ôðåíå. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.4 Êðó÷åíèå êðèâîé â E3. Ôîðìóëû Ôðåíå. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.5 Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè êðèâûõ â E3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.6 Ýëåìåíòû ãåîìåòðèè ïëîñêèõ êðèâûõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.6.1 Îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâèçíà ïëîñêîé êðèâîé. . . . . . . . . . . . . 49

2.6.2 Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè êðèâûõ íà ïëîñêîñòè. . . . . . . . . . . 52

2.6.3 Îâàëû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.6.4 Îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà ïëîñêèõ êðèâûõ. . . . . . . . . . . . . . . . 57

2.7 Ñîïðèêîñíîâåíèå êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

2.8 Ôîðìóëû Ôðåíå äëÿ êðèâîé â En . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3 Òåîðèÿ ïîâåðõíîñòåé 73

3.1 Ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . 73

3.1.1 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ çàïèñü ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû . . . 75

3.1.2 Ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû I ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïðè çàìåíå
ïàðàìåòðîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

3



4 Îãëàâëåíèå

3.1.3 Ïåðâûå ôóíäàìåíòàëüíûå ôîðìû íåêîòîðûõ ïîâåðõíîñòåé. . . . 76

3.2 Äëèíà äóãè êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

3.3 Óãîë ìåæäó êðèâûìè íà ïîâåðõíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

3.4 Ïëîùàäü (m- ìåðíûé îáúåì) îáëàñòè íà ïîâåðõíîñòè . . . . . . . . . . . 88

3.5 Îòîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòåé. Èçîìåòðèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

3.6 Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

3.7 Âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè. . . . . . . . . . . . . . . . 101

3.8 Ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä ïîâåðõíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

3.9 Ñôåðè÷åñêîå (Ãàóññîâî) îòîáðàæåíèå. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

3.10 Ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

3.11 Ðåïåð Äàðáó. Äåðèâàöèîííûå ôîðìóëû Äàðáó. . . . . . . . . . . . . . . . 114

3.12 Íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

3.12.1 Òåîðåìà Ìåíüå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

3.12.2 Ãëàâíûå êðèâèçíû è ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ . . . . . . . . . . . . . 120

3.12.3 Èíäèêàòðèñà Äþïåíà. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

3.12.4 Ôîðìóëà Ýéëåðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

3.13 Îìáèëè÷åñêèå òî÷êè. Âïîëíå îìáèëè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè. . . . . . . . . . 128

3.14 Ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷åíèå ïîâåðõíîñòè. Ëèíèè êðèâèçíû . . . . . . . . . . 130

3.15 Àñèìïòîòè÷åñêèå ëèíèè. Ñîïðÿæåííûå ñåòè. . . . . . . . . . . . . . . . . 135

3.16 Ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðèâîé. Ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè . . . . . . . . . . . 136

3.17 Òðåòüÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . 138

3.18 Ýêâèäèñòàíòíûå ïîâåðõíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

3.19 Ïîâåðõíîñòè íóëåâîé Ãàóññîâîé êðèâèçíû . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

3.20 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ òåîðèè ïîâåðõíîñòåé. . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

3.20.1 Äåðèâàöèîííûå ôîðìóëû Ãàóññà è Âåéíãàðòåíà. . . . . . . . . . . 149

3.20.2 Óðàâíåíèÿ Ãàóññà è Êîäàööè. Òåðåìà Áîííå. . . . . . . . . . . . . 151

3.21 Ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

3.21.1 Âíóòðåííåå óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè. . . . . . . . . . . . . 153

3.21.2 Ïîëóãåîäåçè÷åñêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò. . . . . . . . . . . . . . . . 158

3.21.3 Ìåòðèêè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

3.21.4 Ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ïîñòîÿííîé Ãàóññîâîé êðèâèçíû. . . . . . 164

3.21.5 Îêðóæíîñòè Ãàóññà. Òåîðåìà Áåðòðàíà-Ïüþèçå. . . . . . . . . . . 169

3.21.6 Îêðóæíîñòè Äàðáó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

3.21.7 Ãåîäåçè÷åñêèå êàê ëîêàëüíî êðàò÷àéøèå . . . . . . . . . . . . . . . 173

3.21.8 Ãåîäåçè÷åñêèå êàê ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà äëèíû . . . . . . . . 174

3.22 Ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

3.22.1 Ñïåöèàëüíûå ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè â E3. . . . . . . . . . . . 180

3.23 Êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë âåêòîðíîãî ïîëÿ . . . . . . . . . . . . . . . 188

3.24 Ôîðìóëà Ãàóññà-Áîííå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

3.24.1 Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Ãàóññà. Òåîðåìà ßêîáè. . . . . . . . . . . 201

4 Òåíçîðû â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè 205

4.1 Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû òåíçîðíûõ ïîëåé . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205

4.2 Àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íàä òåíçîðàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208

4.3 Òåíçîðû â íåêîîðäèíàòíîì áàçèñå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210

4.4 Äèôôåðåíöèðîâàíèå òåíçîðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212



Îãëàâëåíèå 5

4.5 Òåíçîð êðèâèçíû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218
4.5.1 Òåíçîð Ðè÷÷è è ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà . . . . . . . . . . . . . . . . . 223

4.6 Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû Áåëüòðàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . 223



6 Îãëàâëåíèå



Ãëàâà 1

Îáùèå ïîëîæåíèÿ

1.1 Ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1 Ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîå õàóñäîðôî-
âî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî èìååò
îêðåñòíîñòü ãîìåîìîðôíóþ IRn.

Àòëàñîì íà ìíîãîîáðàçèè Mn íàçûâàåòñÿ íàáîð îòêðûòûõ ìíîæåñòâ {Uα} è ãîìåî-
ìîðôèçìîâ {φα} òàêèõ, ÷òî

• M =
∪
α
Uα;

• êàæäûé φα ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè Uα íà IRn ( Uα
φα≈ IRn);

• åñëè Uα
∩
Uβ ̸= ∅, òî φαβ = φβ ◦ φ−1

α : IRn → IRn ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Ïàðà (uα, φα) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé êàðòîé, φα íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíûì ãîìåîìîð-
ôèçìîì, φαβ íàçûâàþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè ñêëåéêè. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé òî÷êå
ìíîãîîáðàçèÿ, ëåæàùåé â ëîêàëüíîé êàðòå Uα, ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íàáîð ÷èñåë
(x1α, . . . , x

n
α), êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè â êàðòå Uα. Òàê

êàê φα � ãîìåîìîðôèçì, òî φ−1
α îòîáðàæàåò IRn â Uα ⊂ M . Îòîáðàæåíèå φ−1

α íàçû-
âàåòñÿ ëîêàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé M â ëîêàëüíîé êàðòå Uα. Çàìåòèì, ÷òî â âèäó
ñ÷åòíîñòè áàçû, àòëàñ íà ìíîãîîáðàçèè ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî ÷èñëî åãî ëîêàëüíûõ
êàðò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Åñëè Q ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ Uα è Uβ , òî Q ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå
äâà íàáîðà ïàðàìåòðîâ: (x1α, . . . , x

n
α) è (y1β, . . . , y

n
β). Òîãäà ãîìåîìîðôèçì ñêëåéêè

φαβ = φβ ◦ φ−1
α : IRn → IRn

ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è çàäàåòñÿ íàáîðîì èç n íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé

yiβ = yiβ(x
1
α, . . . , x

n
α).

Îïðåäåëåíèå 1.1.2 Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì êëàññà Ck, åñëè ñóùåñòâó-
åò àòëàñ A = {(uα, φα)}α∈IR òàêîé, ÷òî φαβ ∈ Cm ( m ≥ k) äëÿ ëþáûõ α, β òàêèõ,
÷òî Uα ∩ Uβ ̸= ∅.
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8 Ãëàâà 1. ÎÁÙÈÅ ÏÎËÎÆÅÍÈß

Ïðè k = 0 ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì. Ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, â îòëè-
÷èå îò òîïîëîãè÷åñêèõ, îáëàäàþò ñâîéñòâîì, ïîçâîëÿþùèì àíàëèòè÷åñêè îïðåäåëèòü,
ÿâëÿåòñÿ ëè îòîáðàæåíèå ñêëåéêè ãîìåîìîðôèçìîì (íà ñàìîì äåëå äàæå äèôôåîìîð-
ôèçìîì, òî åñòü ãëàäêèì, âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì ñ ãëàäêèì îáðàòíûì).
Òàêîå ñðåäñòâî äàåò òåîðåìà îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè, õîðîøî èçâåñòíàÿ èç àíà-
ëèçà.

Òåîðåìà 1.1.1 Ïóñòü f : IRn(x) → IRn(y) Ck-ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, çàäàííîå íàáî-
ðîì ãëàäêèõ ôóíêöèé

yi = yi(x1, . . . , xn) (i = 1, . . . , n),

Åñëè â òî÷êå p(x1p, . . . , x
n
p ) ∈M îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ßêîáè

det
( ∂yi
∂xk

)
(p) ̸= 0,

òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Up òî÷êè p òàêàÿ, ÷òî â ýòîé îêðåñòíîñòè äàííîå
îòîáðàæåíèå îáðàòèìî è îáðàòíîå ê íåìó òàê æå ãëàäêî êëàññà ðåãóëÿðíîñòè Ck.

1.2 Ëîêàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîäìíîãîîáðàçèé â IRn.

Íàïîìíèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå èç êóðñà òîïîëîãèè.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1 Ïîäìíîæåñòâî F òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M íàçûâà-
åòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì, åñëè F ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì â èíäóöèðîâàííîé òîïîëî-
ãèè.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîäìíîãîîáðàçèÿ â IRn. Ïóñòü F k ⊂ IRn ïîäìíîãîîáðà-
çèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (x1, . . . , xn) äåêàðòîâû ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû â IRn. Òî÷êå
p ∈ F k ñîîòâåòñòâóåò íàáîð äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (x1, . . . , xn). Íî, òàê êàê F k �
ïîäìíîãîîáðàçèå, òî ñóùåñòâóåò ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì φ íåêîòîðîé åå èíäóöèðî-

âàííîé îêðåñòíîñòè W = U ∩ F k
φ
≈ IRk (U � îêðåñòíîñòü òî÷êè â IRn). Îáîçíà÷èì

÷åðåç (u1, . . . , uk) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â IRk. Òîãäà φ−1
α (IRk) = W ⊂ U , à çíà÷èò

îòîáðàæåíèå φ−1
α : IRk → IRn çàäàåòñÿ â âèäå

xi = xi(u1, . . . , uk) (i = 1, . . . , n). (1.1)

Îòîáðàæåíèå (1.1) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé F k (â îêðåñòíîñòè òî÷êè
p ∈ F ). Â ïðîñòðàíñòâå IRn, êàæäîé åãî òî÷êå ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ðàäèóñ-
âåêòîð ýòîé òî÷êè. Òîãäà ëîêàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ (1.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
âåêòîð-ôóíêöèè

r⃗ = r⃗ (u1, . . . , uk), (1.2)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîé ëîêàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé ïîäìíîãîîáðàçèÿ â F k ⊂
IRn.

Àíàëèòè÷åñêèì óñëîâèåì, îáåñïå÷èâàþùèì ëîêàëüíóþ îáðàòèìîñòü1 è ãëàäêîñòü
äëÿ ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ (1.1), ÿâëÿåòñÿ åãî ðåãóëÿðíîñòü. Ñôîðìóëèðóåì ýòî ïîíÿ-
òèå â áîëåå øèðîêîì êîíòåêñòå.

1Â ñìûñëå íàëè÷èÿ îòîáðàæåíèÿ èç W = U ∩ F k íà IRk
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Îïðåäåëåíèå 1.2.2 Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : IRk → IRn íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì â
òî÷êå p ∈ IRk, åñëè ðàíã ìàòðèöû ßêîáè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå p ìàêñèìàëåí
(ò.å., ðàâåí min(k, n)).

Ïóñòü Up � îêðåñòíîñòü òî÷êè p â òî÷êàõ êîòîðîé îòîáðàæåíèå f ðåãóëÿðíî. Ïðè
k < n îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé èììåðñèåé (ïîãðóæåíèåì); ïðè k > n
îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé ñóáìåðñèåé (íàëîæåíèåì); ïðè k = n îòîáðàæåíèå
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì.

Îïðåäåëåíèå 1.2.3 Ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî F â IRn íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðèçî-
âàííûì ðåãóëÿðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ F ñóùåñòâóåò
Up = Wp ∩ F è òàêàÿ ëîêàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ r⃗ : D(u1, . . . , uk)→ Wp ⊂ IRn, ÷òî
ðàíã ìàòðèöû ßêîáè îòîáðàæåíèÿ r⃗ ðàâåí k.

Åñëè ëîêàëüíî îòîáðàæåíèå r⃗ çàäàåòñÿ êàê

x1 = x1(u1 . . . uk)
. . .

xn = xn(u1 . . . uk)

òî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè

rg

 ∂x1

∂u1 . . .
∂x1

∂uk

. . .
∂xn

∂u1 . . .
∂xn

∂uk

 = k

Åñëè k = 1, òî ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé êðèâîé, à åñëè k = 2 -
ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòüþ. Åñëè n > 3 è k = n − 1, òî ïîäìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ
ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.

Ïðèìåð 1.2.1 Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

r⃗ : I → IR2 I = (0, 2π).

çàäàííîå â âèäå

r⃗ = {cos t, sin t} ∼
{
x = cos t
y = sin t

Ìàòðèöà ßêîáè:

∂r⃗ =

(
− sin t
cos t

)
.

Åå ðàíã ðàâåí 1 äëÿ âñåõ t, òàê êàê (x
′
t)
2 + (y

′
t)
2 ≡ 1

Ïðèìåð 1.2.2 r⃗ : D2(u, v)→ IR3


x = u
y = v
z = u2 + v2



10 Ãëàâà 1. ÎÁÙÈÅ ÏÎËÎÆÅÍÈß

Çäåñü D2 = IR2, òàê êàê îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî è âçàèìíî îäíîçíà÷íî âî âñåõ òî÷êàõ
IR. Ìàòðèöà ßêîáè èìååò âèä:

∂r⃗ =


x

′
u x

′
v

y
′
u y

′
v

z
′
u z

′
v

 =

 1 0

0 1

2u 2v

 rg (∂r⃗ ) = 2

Ýòî ïîâåðõíîñòü ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà.

Ïðèìåð 1.2.3 Ðàññìîòðèì r⃗ : D2 → IR3 âèäà
x = sinu cos v
y = sinu sin v
z = cosu

Çäåñü D2 = {0 < u < π, 0 < v < 2π} � îòêðûòûé ïðÿìîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè IR2.
Ìàòðèöà ßêîáè

(∂r⃗ ) =

 cosu cos v − sinu sin v
cosu sin v sinu cos v
− sin v 0


Åå ðàíã ìîæåò áûòü ìåíüøå 2 òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ñòîëáöû ìàòðèöû ïðîïîðöè-
îíàëüíû. Ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèè, ñîñòàâëåííûå èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû ßêîáè, à
èìåííî,

∂ur⃗ = { cosu cos v, cosu sin v, − sinu}
∂v r⃗ = {− sinu sin v, sinu cos v, 0 }

.

Òîãäà óñëîâèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñòîëáöîâ áóäåò ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ êîëëèíåàð-
íîñòè ýòèõ âåêòîð-ôóíêöèé, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü âûðàæàåòñÿ â âèäå

∂ur⃗ × ∂v r⃗ = 0.

Âû÷èñëèì

∂ur⃗ ×∂v r⃗ = {sin2 u cos v,− sin2 u sin v, sinu cos v} = sinu{sinu cos v,− sinu sin v, cosu}

Òàê êàê sinu
∣∣
D2 ̸= 0, òî rg(∂r⃗ ) = 2 è ïàðàìåòðèçàöèÿ ðåãóëÿðíà. Äàííàÿ ïîâåðõíîñòü

åñòü ÷àñòü åäèíè÷íîé ñôåðû.

1.3 ßâíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.3.1 Ïóñòü F k � ïîäìíîãîîáðàçèå â IRn. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîäìíîãî-
îáðàçèå F k äîïóñêàåò ÿâíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè p ∈ F k, åñëè
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Up ⊂ F k, ÿâëÿþùàÿñÿ ãðàôèêîì ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ
f : IRk → IRn−k, òî åñòü

Up =
{
(x, y)

∣∣ y = f(x), x ∈ IRk, y ∈ IRn−k
}
.
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Òåîðåìà 1.3.1 Åñëè F k� ðåãóëÿðíîå ïàðàìåòðèçîâàííîå ïîäìíîãîîáðàçèå â IRn, òî
äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ F k åñòü îêðåñòíîñòü Up äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ÿâíàÿ ïàðà-
ìåòðèçàöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà p ∈ F k. Ïóñòü Up� îêðåñòíîñòü p äëÿ êîòîðîé ñóùå-
ñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ

r⃗ : Dk(u1 . . . uk)→ Up.

Âûïèøåì ýòî îòîáðàæåíèå â êîîðäèíàòàõ:

x1 = x1(u1 . . . uk)
...

xk = xk(u1 . . . uk)
xk+1 = xk+1(u1 . . . uk)

...
xn = xn(u1 . . . uk)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàíã ýòîãî îòîáðàæíåíèÿ äîñòèãàåòñÿ íà ïåðâûõ k ñòðîêàõ, òî
åñòü, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

rg

(
∂xi

∂uj

) ∣∣∣∣∣
Dk

= k, i, j = 1, . . . , k

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p̄ òî÷êó â IRk ñ êîîðäèíàòàìè (u1p, . . . , u
k
p). Ïîëîæèì

xip = xi(u1p, . . . , u
k
p).

Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V (xp) ⊂ IRk ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

u : V (xp)→ Vp̄ ⊂ Up

çàïèñûâåìîå â êîîðäèíàòíîé ôîðìå êàê

u :


u1 = u1(x1 . . . xk)
...
uk = uk(x1 . . . xk)

Ïðè÷åì, ýòè ôóíêöèè èìåþò òîò æå êëàññ ðåãóëÿðíîñòè, ÷òî è èñõîäíûå ôóíêöèè xi =
xi(u1 . . . uk). Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ôóíêöèè â êîîðäèíàòíîå âûðàæåíèå ïàðàìåòðèçàöèè,
ïîëó÷àåì

x1 = x1

x2 = x2

. . .
xk = xk

xk+1 = f1(x1, . . . , xk)
. . .
xn = fn−k(x1, . . . , xk)

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
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1.4 Íåÿâíî çàäàííûå ðåãóëÿðíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â IRn.

Ïóñòü f : IRn → IRm (n > m) ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Òî÷êà q ∈ IRm íàçûâàåòñÿ ðåãó-
ëÿðíûì çíà÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ f , åñëè ðàíã ìàòðèöû ßêîáè îòîáðàæåíèÿ f âî âñåõ
òî÷êàõ p ∈ f−1(q) ìàêñèìàëåí2.

Òåîðåìà 1.4.1 Ïóñòü f : IRn → IRm (n > m) � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü q ∈ IRm

� ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå äëÿ f . Òîãäà êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà f−1(q) ÿâëÿåòñÿ
ïàðàìåòðèçîâàííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì IRn ðàçìåðíîñòè n−m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì òîëüêî, ÷òî â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè èç ïðîîáðàçà
ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ, ïîäìíîæåñòâî f−1(q) ìîæåò áûòü çàäàíî êàê ãðàôèê ãëàäêîãî
îòîáðàæåíèÿ.

Ïóñòü f : IRn → IRm � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü q ∈ IRm� ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå.
Ïóñòü p ∈ f−1(q). Çàäàäèì íàøå îòîáðàæåíèå â êîîðäèíàòàõ:

f :


y1 = f1(x1, . . . , xn)
...
ym = fm(x1, . . . , xm)

Ìàòðèöà ßêîáè âûïèøåòñÿ êàê

∂f =


∂f1

∂x1 . . . ∂f1

∂xm
∂f1

∂xm+1 . . . ∂f1

∂xn

...
...

...
...

∂fm

∂x1 . . . ∂fm

∂xm
∂fm

∂xm+1 . . . ∂fm

∂xn


Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

det

(
∂f i

∂xj

) ∣∣∣
p
̸= 0, i, j = 1, . . . ,m.

Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Upòî÷êè p òàêàÿ, ÷òî

det

(
∂f i

∂xj

)
|Up ̸= 0

Ïî òåîðåìå î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

f(x1, . . . , xm;xm+1, . . . , xn) = 0

â âèäå

f(φ1(xm+1, . . . , xn), φ2(xm+1, . . . , xn), . . . , φm(xm+1, . . . , xn), xm+1 . . . xn) = 0

ãäå φ1, φ2, . . . , φm� ãëàäêèå ôóíêöèè. Çíà÷èò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

f(x1 . . . xm, xm+1 . . . xn) = 0

2ò.å., ðàâåí m
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ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå:

x1 = φ1(xm+1 . . . xn)
...
xm = φm(xm+1 . . . xn)
xm+1 = xm+1

...
xn = xn

òî åñòü, â âèäå ãðàôèêà îòîáðàæåíèÿ φ : IRn−m → IRn. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ ñâÿç-
íàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà f−1(q) ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðèçîâàííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â
IRn ðàçìåðíîñòè n−m.

Îïðåäåëåíèå 1.4.1 Íåÿâíî çàäàííûì ðåãóëÿðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â IRn íàçûâà-
åòñÿ ïîëíûé ïðîîáðàç ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f : IRn → IRm.
Ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ðàâíà n−m.

Òðåáîâàíèå ðåãóëÿðíîñòè ñóùåñòâåííî â ñèëó ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.4.2 (Óèòíè). Äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà F ⊂ IRn ñóùåñòâó-
åò C∞ � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : IRn → IR, òàêîå, ÷òî F = f−1(0).

Ê ïðèìåðó, áåç óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè, ïîäìíîæåñòâî

γ = {(x, y) ⊂ IR2 |F (x, y) = 0}

ìîæåò èìåòü âèä, ìàëî íàïîìèíàþùèé èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå î êðèâîé. Âçÿòü
õîòÿ áû ïîäìíîæåñòâî F íà ïëîñêîñòè, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîð-
äèíàòàìè èëè Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.

1.5 Ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
ïðè çàìåíå ïàðàìåòðîâ

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü Fm ïàðàìåòðèçîâàíà äâóìÿ îáëàñòÿìè ïàðàìåòðîâ Dm(u1, . . . , um)
è G(v1, . . . , vm) è ïóñòü ýòèì îáëàñòÿì îòâå÷àþò ïàðàìåòðèçàöèè

r⃗ = r⃗(u1, . . . , um), ρ⃗ = ρ⃗ (v1, . . . , vm).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç u = u(v) äèôôåîìîðôèçì u : Gm → Dm âèäà
u1 = u1(v1, . . . , vm),

. . . . . . . . . . . .
um = um(v1, . . . , vm).

Â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå q ∈ Fm ïðîñòðàíñòâî TqF
m ñîäåðæèò äâå ñèñòåìû áàçèñîâ

∂1r⃗, . . . , ∂mr⃗ è ∂1ρ⃗ , . . . , ∂mρ⃗ .
Ñîñòàâèì ôîðìàëüíûå ìàòðèöû-ñòðîêè,

∂r⃗ = (∂1r⃗, . . . , ∂mr⃗) è ∂ρ⃗ = (∂1ρ⃗ , . . . , ∂mρ⃗ ).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Óòâåðæäåíèå 1.5.1 Ïóñòü ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü Fm ïàðàìåòðèçîâàíà äâóìÿ
âåêòîð - ôóíêöèÿìè r⃗ = r⃗(u) è ρ⃗ = ρ⃗ (v) íàä îáëàñòÿìè ïàðàìåòðîâ Dm(u) è G(v)
ñîîòâåòñòâåííî. È ïóñòü u : Gm → Dm ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì. Òîãäà

∂r⃗ = ∂ρ⃗

(
∂u

∂v

)
,

ãäå

(
∂u

∂v

)
� ìàòðèöà ßêîáè ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê u : Gm → Dm ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì, òî îí çàäàåò
ïåðåïàðàìåòðèçàöèþ à ïîâåðõíîñòè è ìû ìîæåì çàïèñàòü

ρ⃗ (v1, . . . , vm) = r⃗(u1(v1, . . . , vm), . . . , um(v1, . . . , vm)).

Òîãäà, ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, íàéäåì

∂iρ⃗ = ∂kr⃗
∂uk

∂vi
,

÷òî â ìàòðè÷íîé ôîðìå çàïèñè ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

(∂1ρ⃗ , . . . , ∂mρ⃗ ) = (∂1r⃗, . . . , ∂mr⃗)


∂u1

∂v1
. . .

∂u1

∂vm
... · · ·

...
∂um

∂v1
. . .

∂um

∂vm


èëè â ñâåðíóòîì âèäå

∂ρ⃗ = ∂r⃗

(
∂u

∂v

)
.

1.5.1 Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ïðè çàìåíå

ïàðàìåòðîâ

Ïóñòü X⃗ êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ïîâåðõíîñòè Fm â ïðîèçâîëüíîé åå òî÷êå. Òàê êàê
âåêòîð-ôóíêöèè ∂ir⃗, . . . , ∂r⃗ îïðåäåëÿþò áàçèñ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîâåðõíîñòè
Fm â êàæäîé åå òî÷êå, òî èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

X⃗ = X1∂1r⃗ + · · ·+Xm∂mr⃗.

Â ýòîì ðàçëîæåíèè âåêòîð X⃗ ïðåäñòàâëåí êàê âåêòîð â Em+p, èìååò m+p êîîðäèíàò,
êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü âíåøíèìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðà X⃗.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó X⃗ íàáîð ïàðàìåòðîâ (X1, . . . , Xm) çàïèñàííûõ
â âèäå âåêòîðà-ñòîëáöà:

X⃗ →

 X1

...
Xm

 = X.
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Ýòîò íàáîð ïàðàìåòðîâ ìû áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííèìè êîîðäèíàòàìè êàñàòåëüíîãî
âåêòîðà X⃗. Èñïîëüçóÿ âíóòðåííèå êîîðäèíàòû âåêòîðà, åãî ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó
êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà äàííîé ïàðàìåòðèçàöèè, ñêàæåì r⃗ = r⃗(u), ïðèìåò âèä

X⃗ = ∂r⃗X.

Óòâåðæäåíèå 1.5.2 Ïóñòü ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü Fm ïàðàìåòðèçîâàíà äâóìÿ
âåêòîð - ôóíêöèÿìè r⃗ = r⃗(u) è ρ⃗ = ρ⃗ (v) íàä îáëàñòÿìè ïàðàìåòðîâ Dm(u) è G(v)
ñîîòâåòñòâåííî. È ïóñòü u : Gm → Dm ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç X(u) è X(v) âíóòðåííèå êîîðäèíàòû îäíîãî è òîãî æå âåêòîðà îòíîñèòåëüíî
ñèñòåì êîîðäèíàò Dm(u) è Gm(v) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

X(u) =

(
∂u

∂v

)
X(v),

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X⃗ ïðîèçâîëüíûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ïîâåðõíîñòè. Òîãäà
åãî ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñàì äâóõ ïàðàìåòðèçàöèé áóäóò èìåòü âèä

X⃗ = X1(u)∂1r⃗ + . . .+Xm(u)∂mr⃗, X⃗ = X1(v)∂1ρ⃗ + . . .+Xm(v)∂mρ⃗

èëè â ìàòðè÷íîé çàïèñè

X⃗ = ∂r⃗X(u), X⃗ = ∂ρ⃗X(v).

Ìû ïîëó÷èëè äâà ðàçëîæåíèÿ îäíîãî è òîãî æå âåêòîðà â Em+p è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

∂r⃗X(u) = ∂ρ⃗X(v).

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñîâ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðîäîëæèì

∂r⃗X(u) = ∂ρ⃗Xv = ∂r⃗
∂u

∂v
X(v).

Îòñþäà íåìåäëåííî çàêëþ÷àåì

X(u) =
∂u

∂v
X(v).

1.6 Ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè è êàñàòåëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 1.6.1 Ýëåìåíòàðíîé ïîâåðõíîñòüþ Fm ⊂ IRm+p íàçûâàåòñÿ îáðàç
îòêðûòîãî øàðà Dm ⊂ IRm ïðè åãî òîïîëîãè÷åñêîì îòîáðàæåíèè â IRm+p.
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Òîïîëîãè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå φ : Dm → IRm+p ÿâëÿþùååñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç, òî åñòü

Dm φ
≈ φ(Dm) = Fm.

Îáëàñòü D íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ïàðàìåòðîâ. Ãîâîðÿò òàê æå, ÷òî ïîâåðõíîñòü
Fm çàäàíà íàä îáëàñòüþ ïàðàìåòðîâ D.

Îáëàñòü ïàðàìåòðîâ îïðåäåëåíà íå îäíîçíà÷íî. Åñëè φ : Dm → φ(Dm), à ψ : Gm ≈
Dm � ãîìåîìîðôèçì, òî îòîáðàæåíèå φ ◦ ψ : Gm → IRp+m îáëàäàåò òàêèì ñâîéñòâîì,
÷òî

(φ ◦ ψ)(Gm) = φ(Dm) = Fm

Ãîìåîìîðôèçì ψ íàçûâàåòñÿ ïåðåïàðàìåòðèçàöèåé ïîâåðõíîñòè Fm èëè çàìåíîé ïà-
ðàìåòðîâ.

Ïðåäñòàâèì

IRm+p = IR1 × · · · × IR1︸ ︷︷ ︸
m+p

è ðàññìîòðèì ïðîåêöèè

πi : IR
m+p → IR1

(i),

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè îòîáðàæåíèÿìè. Òîãäà êîìïîçèöèè φi = πi ◦ φ ÿâ-
ëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè îòîáðàæåíèÿìè

φi : Dm → IR1
(i)

è íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè îòîáðàæåíèÿ φ.

Åñëè (x1, . . . , xm+p ) ∈ IRm+p, à (u1, . . . , um) ∈ Dm ⊂ IRm, òî òîãäà φi(u) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

xi = φi(u
1, . . . , um),

à ñàìî îòîáðàæåíèå φ ðàñïèñàòü ïîêîìïîíåíòíî â âèäå
x1 = φ1(u

1, . . . , um)
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

xm+p = φm+p (u
1, . . . , um)

(1.3)

Óðàâíåíèÿ (1.3) íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ýëåìåíòàðíîé ïî-
âåðõíîñòè Fm èëè êîîðäèíàòíûì âûðàæåíèåì ãîìåîìîðôèçìà φ. Îòîáðàæåíèå φ
íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì êëàññà Ck, åñëè â åãî êîîðäèíàòíîì âûðàæåíèè φi ∈ Cs (s ≥ k).
Ãîìåîìîðôèçì φ íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì êëàññà Ck, åñëè φ è φ−1 ÿâëÿþòñÿ
Ck ãëàäêèìè.

Óðàâíåíèÿ (1.3) âîîáùå ãîâîðÿ íå çàäàþò ýëåìåíòàðíîé ïîâåðõíîñòè â Em+p, òàê

êàê íå îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèÿ òðåáîâàíèÿ Dm
φ
≈ φ(Dm). Äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü

φi(u
1, . . . , um) = ci. Òîãäà ïîñòðîåííîå ïî îòîáðàæåíèÿì φi îòîáðàæåíèå

φ(u1, . . . , um) = (c1, . . . , cm)



1.6. ÏÎÍßÒÈÅ ÐÅÃÓËßÐÍÎÉ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ 17

ïåðåâîäèò Dm â òî÷êó, à çíà÷èò íå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Íà óðàâíåíèÿ (1.3)
íåîáõîäèìî íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, ÷òîáû ïî îòîáðàæåíèÿì φi âîññòà-
íàâëèâàëñÿ ãîìåîìîðôèçì φ. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà îòîáðàæåíèå
φ : IRm → IRm+p èìååò âèä

φ(u) = (u, h(u)).

ãäå u ∈ Dm. Â ýòîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå φ çàäàåò áèåêöèþ ìåæäó Dm è ãðàôèêîì Γh

îòîáðàæåíèÿ h : IRm → IRp. Îòîáðàæåíèå h íåïðåðûâíî (ãëàäêî) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îòîáðàæåíèå φ : Dm → Γh, çàäàííîå ïî ôîðìóëå φ(u) = (u, h(u)), ÿâëÿåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì (äèôôåîìîðôèçìîì) Dm íà ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ h, òî åñòü

Dm φ
≈ φ(Dm) = Γh.

Òàêèì îáðàçîì, ãðàôèêè ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé äàþò ïðèìåð ýëåìåíòàðíûõ ïîâåðõ-
íîñòåé, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ÿâíî çàäàííûìè.

Îïðåäåëåíèå 1.6.2 Ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå φ : IRm → IRm+p çàäàåò ïîâåðõ-
íîñòü Fm íàä îáëàñòüþ Dm ∈ IRm ÿâíî, åñëè φ|Dm èìååò âèä äèàãîíàëüíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ

φ|Dm = id× h,

ãäå h : IRm → IRp ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, a id : IRm → IRm � òîæäåñòâåííîå îòîáðà-
æåíèå.

Óêàæåì òåïåðü êðèòåðèé, ïîçâîëÿþùèé ëîêàëüíî çàäàâàòü ýëåìåíòàðíûå ïîâåðõ-
íîñòè èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ëîêàëüíî âîññòàíàâëèâàòü ãîìåîìîðôèçì ïî åãî êîîðäè-
íàòíîìó âûðàæåíèþ.

Óòâåðæäåíèå 1.6.1 Ïóñòü φ : IRm → IRm+p, çàäàííîå ñâîèìè êîìïîíåíòàìè φi :
IRm → IR1, è φ ∈ Ck (k ≥ 1). Åñëè â òî÷êå u0 ∈ IRm ðàíã ìàòðèöû ßêîáè

rg

(
∂φ

∂u

)∣∣∣∣
u0

= m,

òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Au0 òî÷êè u0 è ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì ψ : IRm →
IRm òàêèå, ÷òî

(φ ◦ ψ)|Au0
= id× h,

ãäå h ∈ Ck.

Èíûìè ñëîâàìè, âûáîðîì íîâîé ëîêàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè, ïîäìíîæåñòâî φ(Au0) ⊂
IRm+p ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ãðàôèêà ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ñ ñîõðàíå-
íèåì ïîðÿäêà ãëàäêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ : IRm → IRm+p = IRm× IRp. Ïðåäñòàâèì ýòî îòîáðàæå-
íèå â âèäå äèàãîíàëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ φ = (φ1, φ2) ïîëàãàÿ

φ(u) = (φ1(u), φ2(u)),

ãäå φ1 : R
m → Rm, à φ2 : R

m → Rp.
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Òàê êàê

rg

(
∂φ

∂u

)∣∣∣∣
u0

= m,

òî íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

det

(
∂φ1

∂u

)∣∣∣∣
u0=0

̸= 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Au0 , òàêàÿ ÷òî det

(
∂φ1

∂u

)∣∣∣∣
Au0=0

̸= 0.

Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

ψ : IRm ← IRm,

òàêîå ÷òî (φ1◦ψ)|Au0
= id, ïðè ýòîì ψ ∈ Ck è ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì.

Òîãäà èìååì
φ ◦ ψ = (φ1 ◦ ψ,φ2 ◦ ψ) = (id, h),

ò.å. (φ ◦ g)|Au0
= id× h, h ∈ Ck, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíîé ïîâåðõ-
íîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.6.3 Ïîäìíîæåñòâî Fm ⊂ IRm+p íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïàðàìåò-
ðèçîâàííîé ïîâåðõíîñòüþ ðàçìåðíîñòè m êëàññà Ck, åñëè ó êàæäîé òî÷êè q ∈ Fm

ýòîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Vq ⊂ IRm+p è äèôôåîìîðôèçì φ : Dm ⊂
IRm → Fm ∩ Vq =Wq, ÷òî φ ∈ Ck è

rgφ|Dm = m.

Îòîáðàæåíèå φ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèåé ïîâåðõíîñòè Fm â îê-
ðåñòíîñòè Wq.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü ëîêàëüíî
ìîæåò áûòü çàäàíà êàê ãðàôèê íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ.

Â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè îòîáðàæåíèå φ : Dm → IRm+p ïðèíÿòî çàäàâàòü
â âèäå âåêòîð-ôóíêöèè r⃗ = r⃗(u1, . . . , um), îòêëàäûâàÿ âåêòîð r⃗ ñ êîîðäèíàòàìè{

φ1(u), . . . , φm(u)
}

îò íà÷àëà êîîðäèíàò îòîæäåñòâëÿòü îáðàç φ(Dm) ñ ãîäîãðàôîì ýòîé âåêòîð-ôóíêöèè.
Âìåñòî

φ :


x1 = φ1(u

1, . . . , um);
. . . . . . . . . . . . . . .

xn+p = φm+p(u
1, . . . , um)

ïèøóò
r⃗ = r⃗(u) =

{
φ1(u), . . . , φm+p(u)

}
.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì, ÷òî r⃗(u) ∈ Ck åñëè φi ∈ Cs, (s ≥ k). Îáðàç âåêòîð-ôóíêöèè
r⃗ íàçûâàåòñÿ åå ãîäîãðàôîì.
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Îáîçíà÷èì

∂ir⃗ =

{
∂φ1

∂ui
. . . ,

∂φm+p

∂ui

}
(i = 1, . . . ,m).

Óòâåðæäåíèå 1.6.2 Ðåãóëÿðíîñòü ïàðàìåòðèçàöèè r⃗ : Dm → IRm+p ýêâèâàëåíòíà
ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû âåêòîð-ôóíêöèé

∂1r⃗, . . . , ∂mr⃗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòîëáöû ìàòðèöû ßêîáè îòîáðàæåíèÿ r⃗

∂r⃗ =


∂φ1

∂u1
. . .

∂φ1

∂um
. . . . . . . . .

∂φm+p

∂u1
. . .

∂φm+p

∂um


ñîñòàâëåíû èç âåêòîð-ôóíêöèé ∂1r⃗, . . . , ∂mr⃗, à çíà÷èò, åñëè rg

(
∂φ
∂u

)
= m, òî âåêòîðû

∂1r⃗, . . . , ∂mr⃗ ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ðåãóëÿðíóþ ïîâåðõíîñòü ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ïðîîáðàçå ðåãó-
ëÿðíîãî çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1.6.3 Ïóñòü f : IRm+p → IRp � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå è ïóñòü y0 ∈
IRp � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f . Òîãäà f−1(y0) � ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðè-
çîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü.

Òàêèå ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ çàäàííûìè íåÿâíî.

1.6.1 Êðèâûå íà ïîâåðõíîñòè

Îïðåäåëåíèå 1.6.4 Ïóñòü Fm ⊂ IRm+p � ïîâåðõíîñòü. Êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè
Fm íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå σ : [a, b] → Fm, ÿâëÿþùååñÿ ëîêàëüíûì
ãîìåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç.

Ïóñòü φ : Dm → φ(Dm) ⊂ IRm+p ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì. Òîãäà îòîáðàæåíèå
γ : [a, b]→ Dm çàäàííîå êàê γ = φ−1◦σ, åñòü êðèâàÿ â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ Dm. È îá-
ðàòíî, åñëè γ : [a, b]→ Dm�êðèâàÿ â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, òî σ = φ◦γ : [a, b]→ Fm �
êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, êðèâóþ íà ïîâåðõíîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êðèâîé â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ è îáðàòíî, ëþáóþ êðèâóþ èç îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ìîæíî
ïîäíÿòü íà ïîâåðõíîñòü.

Óðàâíåíèå êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè, ïðåäñòàâëåííîå óðàâíåíèåì êðèâîé γ : [a, b]→
Dm â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì

êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè Fm.
Çàïèøåì âíóòðåííå óðàâíåíèå êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè â âèäå

γ :


u1 = u1(t),
. . . . . . . . .
um = um(t).
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Çàäàäèì Fm âåêòîð-ôóíêöèåé r⃗ : Dm → IRm+p. Òîãäà âíåøíèì ïàðàìåòðè÷åñêèì

óðàâíåíèå êðèâîé íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå

γ⃗ (t) = r⃗(u(t)) ∼ γ⃗ = r⃗ ◦ γ .

Âíóòðåííåå óðàâíåíèå êðèâîé çàäàåò ýòó êðèâóþ áåçîòíîñèòåëüíî ê ïðîñòðàíñòâó,
â êîòîðîì ëåæèò ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîâåðõíîñòü. Îíî ñâÿçûâàåò âíóòðåííèå ëîêàëü-
íûå êîîðäèíàòû òî÷åê ïîâåðõíîñòè. Ïåðåõîä ê âíåøíåìó óðàâíåíèþ êðèâîé îçíà÷àåò
çàäàíèå êðèâîé, ëåæàùåé íà ïîâåðõíîñòè, êàê êðèâîé â îáúåìëþùåì åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

Óòâåðæäåíèå 1.6.4 Êðèâàÿ γ⃗ (t) ðåãóëÿðíà êàê êðèâàÿ â Em+p òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ðåãóëÿðíà êðèâàÿ γ (t) êàê êðèâàÿ â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðíîé ïî-
âåðõíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé â îáëàñòè ïàðàìåò-
ðîâ èìååò âèä

γ ′ =

{
du1

dt
, . . . ,

dum

dt

}
.

Äëÿ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà êðèâîé γ⃗ ïîëó÷àåì

γ⃗ ′ = ∂ir⃗
dui

dt
.

Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî åñëè |γ⃗ ′| ̸= 0, òî è |γ ′| ̸= 0 â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè
âåêòîðîâ ∂1r⃗, . . . , ∂mr⃗ è íàîáîðîò.

1.6.2 Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 1.6.5 Êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê ïîâåðõíîñòè Fm ⊂ Em+p â
òî÷êå q ∈ Fm íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî TqF

m ⊂ Em+p, ñîäåðæàùåå êà-
ñàòåëüíûå âåêòîðû êî âñåì ðåãóëÿðíûì êðèâûì γ ⊂ Fm, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç òî÷êó
q.

Óòâåðæäåíèå 1.6.5 Ïóñòü Fm � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü, q ∈ Fm. Òîãäà â òî÷êå
q ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî, ïðè÷åì

TqF
m = Lin (∂1r⃗, . . . , ∂mr⃗)(q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r⃗ = r⃗(u1, . . . , um) � ëîêàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ Fm è ïóñòü
òî÷êå q ñîîòâåòñòâóþò êîîðäèíàòû (u1q , . . . , u

m
q ). Ïóñòü γ � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ íà Fm,

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó q, òî åñòü

γ : [t0 − ε, t0 + ε]→ Fm,

ïðè÷åì γ (t0) = q. Çàïèøåì âíóòðåííåå óðàâíåíèå êðèâîé γ

γ :


u1 = u1(t),
. . . . . . . . .

um = um(t).
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Òîãäà âíåøíåå óðàâíåíèå êðèâîé γ èìååò âèä

γ⃗ (t) = r⃗(u1(t), . . . , um(t)).

Êàñàòåëüíûé âåêòîð êðèâîé γ⃗ â òî÷êå q íàõîäèì êàê êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé â
Em+p ïî îáû÷íîìó ïðàâèëó, äèôôåðåíöèðóÿ âåêòîð-ôóíêöèþ γ⃗ (t)

γ⃗ ′(t0) = ∂ir⃗(q)
dui

dt
(t0).

Ñëåäîâàòåëüíî,
γ⃗ ′(t0) ∈ Lin (∂1r⃗, . . . , ∂mr⃗)(q).

È îáðàòíî, åñëè ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíûé âåêòîð

a⃗ = a1∂1r⃗(q) + . . .+ am∂mr⃗(q) ∈ Lin (∂1r⃗, . . . , ∂mr⃗)(q).

òî êðèâàÿ â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ âèäà

γ :


u1 = a1t+ u1q ,

. . . . . . . . . . . .
um = amt+ umq ,

çàäàåò íà ïîâåðõíîñòè ðåãóëÿðíóþ êðèâóþ

γ⃗ (t) = r⃗(a1t+ u1q , . . . , a
mt+ umq ),

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó q ∈ Fm ïðè t = 0. Ïðè÷åì

γ⃗ ′(0) = a1∂1r⃗(q) + . . .+ am∂mr⃗(q) = a⃗.

Ñëåäîâàòåëüíî,
TqF

m = Lin (∂1r⃗(q), . . . , ∂mr⃗(q))

Ñëåäñòâèå 1.6.1 Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê Fm â òî÷êå q, êàê àô-
ôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â Em+p, èìååò âèä

R⃗ = r⃗(q) + ti ∂ir⃗(q),

ãäå r⃗ = r⃗(u1, . . . , u
m) � ïàðàìåòðèçàöèÿ Fm.
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Ãëàâà 2

Òåîðèÿ êðèâûõ

2.1 Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè êðèâûõ.

2.1.1 Ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîé êðèâîé.

Ðåäóêöèÿ îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíîãî ïàðàìåòðèçîâàííîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â IRn ê ðàç-
ìåðíîñòè 1 äàåò îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1 Ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî γ ⊂ IRn íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé êðèâîé
êëàññà Ck (k ≥ 1), åñëè êàæäàÿ òî÷êà p ∈ γ èìååò îêðåñòíîñòü Wp ⊂ IRn â êîòîðîé
γ ∩Wp äîïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ

r⃗ : (αp , βp)→ γ ∩Wp

òàêóþ, ÷òî r⃗(t) ∈ Ck è r⃗ ′
t ̸= 0⃗ äëÿ âñåõ t ∈ (αp , βp).

Ïàðàìåòðèçàöèÿ, óêàçàííàÿ â Îïðåäåëåíèè 2.1.1, íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïàðàìåò-
ðèçàöèåé êðèâîé γ. ×àñòíûì ñëó÷àåì ðåãóëÿðíîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ
ýëåìåíòàðíàÿ êðèâàÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.1.2 Ïîäìíîæåñòâî γ ⊂ IRn íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé êðèâîé, åñ-
ëè γ ãîìåîìîðôíî îòêðûòîìó èíòåðâàëó â IR1.

ßñíî, ÷òî âñÿêàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî-ýëåìåíòàðíîé.
ÏóñòüM ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà â IRn ñ êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , xn). Âåêòîð r⃗M , íà÷àëî

êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, à êîíåö � ñ òî÷êîé M íàçûâàåòñÿ ðàäèóñ-
âåêòîðîì òî÷êè M . Åãî êîîðäèíàòû ÷èñëåííî ðàâíû êîîðäèíàòàì òî÷êè M

r⃗M =
{
x1, . . . , xn

}
.

Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè ðåãóëÿðíîé êðèâîé â êàæäîé êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè ìîãóò
áûòü çàäàíû ïðè ïîìîùè âåêòîð-ôóíêöèè r⃗ : (a, b) → IRn, çàäàííîé íà èíòåðâàëå
(a, b), â âèäå

r⃗ = r⃗(t) =
{
φ1(t), . . . , φn(t)

}
t ∈ (a, b). (2.1)

Çàäàíèå êðèâîé â âèäå (2.1) íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì
êðèâîé. Ãîâîðÿò, òàê æå, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ (2.1) çàäàåò ïàðàìåòðèçàöèþ êðèâîé

23
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íà èíòåðâàëå (a, b). Ìíîæåñòâî òî÷åê, îïèñûâàåìîå êîíöîì âåêòîð-ôóíêöèè r⃗(t), ò.å.
ìíîæåñòâî òî÷åê γ, íàçûâàåòñÿ ãîäîãðàôîì âåêòîð-ôóíêöèè r⃗(t).

Âûáîð ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïðîèçâîëåí. Ïóñòü γ � êðè-
âàÿ è âåêòîð-ôóíêöèÿ r⃗(t) çàäàåò åå ïàðàìåòðèçàöèþ (ãîìåîìîðôèçì) íà èíòåðâàëå
I = (a, b), òî åñòü

γ = r⃗(I).

Ïóñòü g � ãîìåîìîðôèçì íåêîòîðîãî èíòåðâàëà J = (c, d) íà èíòåðâàë (a, b) òàê, ÷òî

t = g(θ) θ ∈ (c, d), (2.2)

ïðè÷åì g(J) = I. Òîãäà âåêòîð-ôóíêöèÿ

ρ⃗ (θ) = r⃗(g(θ)) (2.3)

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì ρ⃗ : J → γ, çàäàííûì íà èíòåðâàëå (c, d). Ãîâîðÿò, ÷òî
îòîáðàæåíèå (2.2) îïðåäåëÿåò ïåðåõîä ê íîâîìó ïàðàìåòðó, à âåêòîð-ôóíêöèÿ (2.3)
çàäàåò íîâóþ ïàðàìåòðèçàöèþ γ.

Âåêòîð-ôóíêöèÿ (2.1) ìîæåò áûòü ðàñïèñàíà ïîêîîðäèíàòíî â âèäå
x1 = φ1(t)
. . . . . . . . .
xn = φn(t)

(2.4)

Çàäàíèå êðèâîé â âèäå (2.4) íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì
êðèâîé.

Åñëè ôóíêöèè φi(t) ∈ Cm (m ≥ k), òî ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîð�ôóíêöèÿ r⃗(t) ∈ Ck è
÷òî ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííàÿ êðèâàÿ (2.1) èìååò ïàðàìåòðèçàöèþ êëàññà Ck.

Óòâåðæäåíèå 2.1.1 Åcëè êðèâàÿ γ äîïóñêàåò ðåãóëÿðíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, òî γ
äîïóñêàåò áåñêîíå÷íî ìíîãî äðóãèõ ðåãóëÿðíûõ ïàðàìåòðèçàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r⃗(t) � ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ γ, ïðè÷åì

r⃗ : (a, b)→ IRn, r⃗ ′
t|(a,b) ̸= 0⃗.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë (c, d). Âñå èíòåðâàëû ãîìåîìîðôíû ìåæäó ñîáîé.
Ðàññìîòðèì ñþðüåêòèâíóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ g : (c, d) → (a, b), òàêóþ ÷òî g ∈ Ck è
g′θ ̸= 0, äëÿ ëþáîãî θ ∈ (c, d). Òîãäà t = g(θ) è âåêòîð�ôóíêöèÿ ρ⃗ = r⃗(g(θ)) òàêîâà,
÷òî ρ⃗(c, d) = r⃗(a, b) = γ. Ïðè ýòîì ρ⃗ ′

θ = r⃗′t g
′
θ ̸= 0⃗. Ïîýòîìó ρ⃗(θ) � íîâàÿ ðåãóëÿðíàÿ

ïàðàìåòðèçàöèÿ γ.

ßâíî çàäàííûå êðèâûå

Ðàññìîòðèì ïëîñêèå êðèâûå. ßâíîå çàäàíèå ïëîñêîé êðèâîé èìååò âèä

γ = {(x, y) ∈ IR2| y = f(x)}.
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ßâíî çàäàííóþ êðèâóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì âèäà

r⃗(t) = {t, f(t)}

èëè, â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå {
x = t,
y = f(t).

Åñëè f ∈ Ck, òî êðèâàÿ γ � ðåãóëÿðíàÿ, ïîñêîëüêó r⃗ ′
t = {1, f ′} ̸= {0, 0} ïðè âñåõ

äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà.
Â ïðîñòðàíñòâå, ÿâíîå çàäàíèå ðåãóëÿðíîé êðèâîé èìååò âèä

r⃗(t) = {t, f(t), g(t)}

èëè, â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå 
x = t,
y = f(t)
z = g(t).

Åñëè f, g ∈ Ck, òî êðèâàÿ γ � ðåãóëÿðíàÿ, ïîñêîëüêó r⃗ ′
t = {1, f ′, g′} ̸= {0, 0, 0} ïðè

âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà.

Ïðèìåðû.

1. Ïàðàáîëà.

r⃗(t)

{
x = t,
y = t2.

Ýòà êðèâàÿ ÿâíî çàäàíà íàä âñåé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ.

2. "Âåðõíÿÿ" ïîëóîêðóæíîñòü îêðóæíîñòè.{
x = t,

y =
√
1− t2,

− 1 < t < 1.

Âñÿ îêðóæíîñòü íå ãîìåîìîðôíà èíòåðâàëó, íî êàæäàÿ åå òî÷êà ìîæåò áûòü
âêëþ÷åíà â íåêîòîðóþ îòêðûòóþ ïîëóîêðóæíîñòü, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàäàíà
ÿâíî, òî åñòü â âèäå ãðàôèêà ôóíêöèè.

3. Ïðîñòàÿ âèíòîâàÿ ëèíèÿ.
x = a sin t,
y = a cos t,
z = bt

−∞ < t < +∞.

Àíàëîãè÷íî, ïîäìíîæåñòâî

γ = {(t, y2, . . . , yn) ∈ IRn | y2 = f2(t), . . . , y
n = fn(t)}

íàçûâàåòñÿ ÿâíî çàäàííîé êðèâîé â IRn. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè fi ∈ Ck, òî γ � ðåãóëÿðíàÿ
êðèâàÿ è

r⃗(t) =
{
t, f2(t), . . . , fn(t)

}
åå ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ íà îáùåì èíòåðâàëå îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé fi.

Ðåäóêöèåé Òåîðåìû 1.3.1 ê ðàññìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.
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Óòâåðæäåíèå 2.1.2 Â îêðåñòíîñòè êàæäîé ñâîåé òî÷êè ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ êëàññà
Ck ìîæåò áûòü çàäàíà ÿâíî ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ òîãî æå êëàññà ðåãóëÿðíî-
ñòè.

Íåÿâíî çàäàííûå ðåãóëÿðíûå êðèâûå.

Íåÿâíî çàäàííîé êðèâîé íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê, äåêàðòîâû êîîð-
äèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

F (x, y) = 0,

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè F : IR2 → IR1.

Îïðåäåëåíèå 2.1.3 Ïîäìíîæåñòâî γ = {(x, y) ⊂ IR2 |F (x, y) = 0} íàçûâàåòñÿ
ðåãóëÿðíîé êëàññà Ck (k ≥ 2), íåÿâíî çàäàííîé êðèâîé íà ïëîñêîñòè, åñëè F ∈ Ck è
â êàæäîé òî÷êå p ∈ γ

F 2
x (p) + F 2

y (p) ̸= 0.

Ðåäóêöèÿ Òåîðåìû 1.4.1 ê ýòîìó ñëó÷àþ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Óòâåðæäåíèå 2.1.3 Â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè p ∈ γ íåÿâíî çàäàííàÿ ðåãóëÿðíàÿ
êðèâàÿ êëàññà Ck ìîæåò áûòü çàäàíà ÿâíî ïðè ïîìîùè ôóíêöèè òîãî æå êëàññà
ðåãóëÿðíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

γ = {(x, y) ⊂ IR2 |F (x, y) = 0}

íåÿâíî çàäàííàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ, ïðè÷åì F ∈ Ck. Ïóñòü òî÷êà p ∈ γ è F 2
x +F

2
y |p ̸=

0. Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Up â êîòîðîé F 2
x + F 2

y |Up ̸= 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
Fy|Up ̸= 0. Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå èç àíàëèçà, â îêðåñòíîñòè Up îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ
y = f(x) ∈ Ck, òàêàÿ, ÷òî

F (x, f(x)) ≡ 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè Up

γ = {(x, y) ∈ IR2 | y = f(x)},

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Â ïðîñòðàíñòâå íåÿâíîå çàäàíèå ðåãóëÿðíîé êðèâîé ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ðåãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Óïðàæíåíèå 2.1.1 Ïóñòü F (x, y, z) è Φ(x, y, z) äâå ôóíêöèè êëàññà Ck (k ≥ 2).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî grad F ∦ grad Φ. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíî-
æåñòâà

γ =
{
(x, y, z)

∣∣ F (x, y, z) = 0, Φ(x, y, z) = 0
}

(2.5)

ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé êëàññà Ck êðèâîé â E3. Êðèâàÿ, çàäàííàÿ â âèäå (2.5) íàçûâàåòñÿ
íåÿâíî çàäàííîé êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå.
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2.1.2 Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé.

Ïóñòü γ ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííàÿ êðèâàÿ, à r⃗ = r⃗(t) � åå ïàðàìåòðèçàöèÿ. Ïóñòü
P ∈ γ, ïðè÷åì òî÷êå P ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t = t0. Îïðåäåëèì ëåâóþ
U− è ïðàâóþ U+ ïîëóîêðåñòíîñòè òî÷êè P ñëåäóþùèì îáðàçîì

U− = {t : t0 − ϵ < t ≤ t0},

U+ = {t : t0 < t ≤ t0 + ϵ}.

Ëåâîé (ïðàâîé) ñåêóùåé γ â òî÷êå P íàçûâàåòñÿ ëó÷
−−→
PQ−( ñîîòâåòñòâåííî,

−−→
PQ+),

ãäå Q− ∈ U− (ñîîòâåòñòâåííî, Q+ ∈ U+).
Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

l− = lim
Q−→P

−−→
PQ− ,

òî ïðåäåëüíûé ëó÷ l− íàçûâàåòñÿ ëåâîé ïîëóêàñàòåëüíîé êðèâîé γ â òî÷êå P . Àíà-
ëîãè÷íî, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

l+ = lim
Q+→P

−−→
PQ+ ,

òî ïðåäåëüíûé ëó÷ l+ íàçûâàåòñÿ ïðàâîé ïîëóêàñàòåëüíîé êðèâîé γ â òî÷êå P .

• Åñëè îáúåäèíåíèå l = l− ∪ l+ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, òî ýòà ïðÿìàÿ l íàçûâàåòñÿ
êàñàòåëüíîé ê γ â òî÷êå P .

• Åñëè l− = l+ = l, òî òî÷êà P íàçûâàåòñÿ òî÷êîé âîçâðàòà íà γ, à ñîîòâåòñòâó-
þùèé ëó÷ l íàçûâàåòñÿ ïîëóêàñàòåëüíîé â òî÷êå P .

• Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ òî÷êà P íàçûâàåòñÿ óãëîâîé.

Óòâåðæäåíèå 2.1.4 Â ëþáîé òî÷êå ðåãóëÿðíîé êðèâîé γ ∈ C1 ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ êàñàòåëüíàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P ∈ γ è ïóñòü r⃗ = r⃗(t) ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ γ â
îêðåñòíîñòè òî÷êè P . Ïóñòü òî÷êå P ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t = t0. Òîãäà
òî÷êàì ëåâîé ïîëóîêðåñòíîñòè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà âèäà

Q− ↪→ t0 +∆t− (∆t− < 0),

à ïðàâîé � âèäà
Q+ ↪→ t0 +∆t+ (∆t+ < 0).

Òîãäà âåêòîðû

−−→
PQ− = r⃗(t0 +∆t−)− r⃗(t0) è

r⃗(t0 +∆t−)− r⃗(t0)
∆t−

êîëëèíåàðíû è ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû, à âåêòîðû

−−→
PQ+ = r⃗(t0 +∆t+)− r⃗(t0) è

r⃗(t0 +∆t+)− r⃗(t0)
∆t+
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êîëëèíåàðíû è ñîíàïðàâëåíû. Òàê êàê r⃗(t) ∈ C1, òî

lim
Q±→0

r⃗(t0 +∆t±)− r⃗(t0)
∆t±

= r⃗ ′(t0),

à çíà÷èò ïðåäåëüíûå ïîëîæåíèÿ ëó÷åé
−−→
PQ+ è

−−→
PQ− äîïîëíÿþò äðóã äðóãà äî ïðÿìîé,

ÿâëÿþùåéñÿ êàñàòåëüíîé ê γ â òî÷êå P .

Çàïèøåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé, çàäàííîé â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå.
Ïóñòü r⃗ = r⃗(t) ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé è P � òî÷êà íà êðèâîé, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà t = t0. Ðàäèóñ-âåêòîðîì òî÷êè P áóäåò âåêòîð r⃗(t0).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç R⃗ = {x, y, z} ðàäèóñ-âåêòîðû òî÷åê â IR3. Íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì
êàñàòåëüíîé â òî÷êå P ÿâëÿåòñÿ âåêòîð r⃗ ′(t0). Â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé
çàïèøåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì â âèäå

R⃗(θ) = r⃗(t0) + θr⃗ ′(t0),

ãäå θ ïàðàìåòð íà ïðÿìîé.
Â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé çàïèøåòñÿ êàê

x− x(t0)
x′(t0)

=
y − y(t0)
y′(t0)

=
z − z(t0)
z′(t0)

.

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, çàïèñàííîå â âåêòîðíîé ôîðìå, îò ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà íå çàâèñèò. Â En óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé äëÿ ðåãóëÿðíîé êðèâîé èìååò
âèä

x1 − x1(t0)
x′1(t0)

= . . . =
xn − xn(t0)
x′n(t0)

.

Ïóñòü γ : F (x, y) = 0 íåÿâíî çàäàííàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè, ïðè÷åì
òî÷êå P ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà (x0, y0), òîãäà âåêòîð

N⃗ =
{
Fx(x0, y0), Fy(x0, y0)

}
îðòîãîíàëåí âåêòîðó êàñàòåëüíîé ê γ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x = x(t), y = y(t) ïàðà-
ìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå êðèâîé γ â îêðåñòíîñòè òî÷êè P , òî èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

F (x(t), y(t)) ≡ 0.

Äèôôåðåíöèðóÿ, íàéäåì
Fx x

′
t + Fy y

′
t ≡ 0

è òàê êàê
{
x′t, y

′
t

}
åñòü âåêòîð êàñàòåëüíîé ê γ, òî âåêòîð N⃗ =

{
Fx, Fy

}
åñòü âåêòîð

íîðìàëè êàñàòåëüíîé. Çíà÷èò, óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå P ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

(x− x0)Fx(x0, y0) + (y − y0)Fy(x0, y0) = 0.

Äëÿ íåÿâíî çàäàííîé êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå, àíàëîãè÷íûå ðàñóæäåíèÿ ïîêàçûâà-
þò, ÷òî íàïðàâëÿþùèé âåêòîð êàêñàòåëüíîé êîëëèíåàðåí âåêòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ
ãðàäèåíòîâ ôóíêöèé, çàäàþùèõ êðèâóþ. Ïîýòîìó, äëÿ êðèâîé

γ =

{
F (x, y, z) = 0,
Φ(x, y, z) = 0
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íàïðàâëÿþùèé âåêòîð êàñàòåëüíîé

T⃗ = grad (F )× grad (Φ),

÷òî ïîçâîëÿåò íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå (x0, y0, z0) ∈ γ.

2.1.3 Ðàñøèðåíèå êëàññà êðèâûõ.

Íàðÿäó ñ ðåãóëÿðíûìè êðèâûìè, îáúåêòîì ðàññìîòðåíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåî-
ìåòðèè ÿâëÿþòñÿ êðèâûå, èìåþùèå êîíå÷íîå ÷èñëî íåðåãóëÿðíûõ òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 2.1.4 Ïóñòü γ � ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ â IRn, r⃗(t) � åå ïàðà-
ìåòðèçàöèÿ. Òî÷êà P , îòâå÷àþùàÿ ïàðàìåòðó t = t0 íàçûâàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ïà-
ðàìåòðèçàöèè, åñëè r⃗′(t0) = 0. Åñëè r⃗′(P ) = 0 äëÿ ëþáîé ëîêàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè
γ, òî òî÷êà P íàçûâàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïàðàìåòð t êàê âðåìÿ, à âåêòîð-ôóíêöèþ r⃗(t) êàê òðàåêòî-
ðèþ äâèæåíèÿ òî÷êè, òî âåêòîð-ôóíêöèþ r⃗′(t) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð ñêî-
ðîñòè òî÷êè íà òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ. Â òî÷êàõ ñ íóëåâîé ïðîèçâîäíîé ïðîèñõîäèò
"îñòàíîâêà" äâèæåíèÿ. Òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè âîçâðàòà. Â íèõ ïðîèñõîäèò
ìãíîâåííîå èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Äëÿ ïàðàìåòðè-
çàöèè ïëîñêîé êðèâîé äîñòàòî÷íî âûñîêîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè, ìîæíî äàòü ïðèçíàê,
îòëè÷àþùèé òî÷êè íåðåãóëÿðíîñòè ïàðàìåòðèçàöèè îò òî÷åê íåðåãóëÿðíîñòè ñàìîé
êðèâîé.

Óïðàæíåíèå 2.1.2 Ïóñòü r⃗ = r⃗(t) ∈ C∞ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé γ ⊂ IR2. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t0 òàêîå, ÷òî r⃗

′(t0) = 0⃗. Ïóñòü p�ïîðÿäîê
ïåðâîé íåíóëåâîé ïðîèçâîäíîé âåêòîð-ôóíêöèè r⃗(p)(t0) ̸= 0⃗. Ïóñòü q�ïîðÿäîê ïåðâîé
íåíóëåâîé ïðîèçâîäíîé r⃗(q)(t0) ∦ r⃗(p)(t0). Äîêàçàòü, ÷òî

1. Åñëè p�íå÷åòíî, òî òî÷êà P = r⃗(t0) � ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà êðèâîé γ. Ïðè ýòîì,

(a) Åñëè q ÷åòíî, òî P � "îáû÷íàÿ"òî÷êà è r⃗(p)(t0)� íàïðàâëÿþùèé âåêòîð
êàñàòåëüíîé.

(b) Åñëè q íå÷åòíî, òî òî÷êà P � òî÷êà ïåðåãèáà è r⃗(p)(t0) � íàïðàâëÿþùèé
âåêòîð êàñàòåëüíîé.

2. Åñëè p ÷åòíî, òî òî÷êà P � îñîáàÿ. Ïðè ýòîì,

(a) Åñëè q ÷åòíî, òî P � òî÷êà âîçâðàòà ïåðâîãî ðîäà è r⃗(p)(t0) � íàïðàâëÿþ-
ùèé âåêòîð ïîëóêàñàòåëüíîé.

(b) Åñëè q ÷åòíî, òî P �- òî÷êà âîçâðàòà âòîðîãî ðîäà è r⃗(p)(t0) � íàïðàâëÿþ-
ùèé âåêòîð ïîëóêàñàòåëüíîé.

Äëÿ íåÿâíî çàäàííûõ ïëîñêèõ êðèâûõ îñîáûå òî÷êè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 2.1.5 Ïóñòü γ � íåÿâíî çàäàííàÿ êðèâàÿ è F (x, y) = 0 � åå íåÿâíîå
óðàâíåíèå. Òî÷êà (x0, y0) íà γ íàçûâàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé íåÿâíîãî çàäàíèÿ êðèâîé,
åñëè

F ′
x(x0, y0) = 0, F ′

y(x0, y0) = 0
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Îñîáàÿ òî÷êà íåÿâíîãî çàäàíèÿ íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé íà ïàðàìåòðèçîâàí-
íîé êðèâîé.

Äîñòàòî÷íî ãðóáûé ñïîñîá èññëåäîâàíèÿ îñîáûõ òî÷åê ïëîñêîé íåÿâíî çàäàííîé
êðèâîé äàþò ñëåäóþùèå ñîîáðàæåíèÿ. Ïóñòü (x0, y0) - îñîáàÿ òî÷êà äëÿ óðàâíåíèÿ
F (x, y) = 0. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî F ∈ Ck è (k ≥ 2). Ïåðåíîñîì íà÷àëà êîîðäèíàò â
òî÷êó (x0, y0) ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî îñîáàÿ òî÷êà áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû (0, 0).
Ïðè ýòîì F (0, 0) = 0, F ′

x(0, 0) = 0, F ′
y(0, 0) = 0. Ðàçëîæèì F (x, y) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

F (x, y) =

F (0, 0) + Fx(0, 0)x+ Fy(0, 0)y + Fxx(0, 0)x
2 + 2Fxy(0, 0)xy + Fyy(0, 0)y

2 + o(x2 + y2) =

Fxx(0, 0)x
2 + 2Fxy(0, 0)xy + Fyy(0, 0)y

2 + o(x2 + y2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå (0, 0)

F 2
xx + F 2

xy + F 2
yy ̸= 0.

Òîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ âòîðîãî ïîðÿäêà

F (x, y) = 0 ∼ Fxx(0, 0)x
2 + 2Fxy(0, 0)xy + Fyy(0, 0)y

2 = 0

Òî åñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ F (x, y) = 0 ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ âòîðîãî
ïîðÿäêà ýêâèâàëåíòíî ðàñïàäàþùåéñÿ êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà, òî åñòü ïàðå ïðÿìûõ.

Åñëè FxxFyy − F 2
xy > 0, òî ýòî ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíèìûõ ïðÿìûõ. Íà êðèâîé

ïîëó÷àåì èçîëèðîâàííóþ òî÷êó.
Åñëè FxxFyy − F 2

xy < 0, òî ýòî ïàðà äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ. Íà
êðèâîé ïîëó÷àåì òî÷êó ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, èëè óçëîâóþ òî÷êó

Åñëè FxxFyy − F 2
xy = 0, òî ýòî ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ. Íà êðèâîé ïîëó÷àåì

ëèáî òî÷êó âîçâðàòà, ëèáî òî÷êó ñàìîêàñàíèÿ ðàçíûõ âèäîâ.
Áîëåå òî÷íîå îïèñàíèå òàêèõ òî÷åê òðåáóåò áîëåå "äëèííîãî" Òåéëîðîâñêîãî ðàç-

ëîæåíèÿ è äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ [3]. Ìû îñòàâëÿåì ýòî çà ïðåäåëàìè ðàñ-
ñìîòðåíèÿ, îãðàíè÷èâàÿñü êëàññîì ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ.

2.1.4 Íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ

Ïóñòü γ ∈ C1 ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ â En è r⃗ = r⃗(t) ∈ C1 åå ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ
íà ïðîìåæóòêå (a, b). Èç êóðñà àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êðèâàÿ ñïðÿìëÿ-
åìà è äëèíà äóãè êðèâîé íà ïðîìåæóòêå (t0, t) ⊂ (a, b) âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì

s(t) =

∫ t

t0

|r⃗ ′(θ)|d θ.

Ðàññìîòðèì ýòîò èíòåãðàë êàê èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì. Òîãäà, êàê
èçâåñòíî, ôóíêöèÿ s(t) áóäåò ãëàäêîé, ïðè÷åì

ds

dt
= |r⃗ ′(t)| > 0, t ∈ (a, b),

ïîñêîëüêó γ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ è r⃗(t) åå ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
s(t) ìîíîòîííàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà (a, b), à çíà÷èò ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ
t = t(s), ïðè÷åì t′s ̸= 0.
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Òàêèì îáðàçîì, s ìîæíî ïðèíÿòü â êà÷åñòâå íîâîãî ðåãóëÿðíîãî ïàðàìåòðà íà
êðèâîé è îíà ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàíà âåêòîð-ôóíêöèåé âèäà

ρ⃗(s) = r⃗(t(s)).

Îïðåäåëåíèå 2.1.6 Ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé ïàðàìåòðîì "äëèíà äóãè" íàçûâàåò-
ñÿ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé êðèâîé.

Óïðàæíåíèå 2.1.3 Ïàðàìåòð t íà ðåãóëÿðíîé êðèâîé γ : r⃗ = r⃗(t) ÿâëÿåòñÿ íàòó-
ðàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

|r⃗ ′(t)| ≡ 1.

Èñïîëüçóÿ íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, â îêðåñòíîñòè òî÷êè P ∈ γ ìîæíî ââåñòè âíóò-
ðåííþþ ëîêàëüíóþ êîîðäèíàòó. Òî÷êå Q− ∈ U− ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äëèíó äóãè
PQ− co çíàêîì "− à òî÷êå Q+ ∈ U+ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äëèíó äóãè PQ+ ñî
çíàêîì "+". Òîãäà òî÷êå P áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà s = 0.

Íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð ÿâëÿåòñÿ î÷åíü óäîáíûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ðåãó-
ëÿðíîé êðèâîé. Îäíàêî íà ïðàêòèêå íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàòü êðèâóþ äîñòàòî÷-
íî ñëîæíî. Íàïðèìåð, ïîïûòêà âû÷èñëèòü äëèíó äóãè ýëëèïñà ïðèâîäèò ê ýëëèï-
òè÷åñêèì èíòåãðàëàì, íå ïðåäñòàâèìûì â âèäå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Òåì áîëåå
çàòðóäíåíî íàõîæäåíèå îáðàòíîé ôóíêöèè t = t(s). Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì, èñïîëü-
çóÿ íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, ìû áóäåì íàõîäèòü íåîáõîäèìûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ
ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè èëè íåÿâíîãî çàäàíèÿ êðèâîé, ëåãêî ïðèìåíèìûå äëÿ
ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé.

2.2 Êðèâèçíà êðèâîé.

Ïóñòü γ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ â En. Ïàðàìåòðèçîâàâ åå íàòóðàëüíî, ïîëó÷èì íà êðèâîé
åäèíè÷íîå êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå τ⃗ (s). Ïðè ñìåùåíèè âäîëü êðèâîé ïîëå τ⃗ (s)
ìîæåò èçìåíÿòüñÿ òîëüêî ïî íàïðàâëåíèþ, òàê êàê äëèíà åãî ôèêñèðîâàíà. "Îòñëå-
æèâàÿ" ýòî èçìåíåíèå, ìîæíî ïîëó÷èòü êîëè÷åñòâåííóþ ìåðó èñêðèâëåííîñòè ëèíèè.
Òàêàÿ êîëè÷åñòâåííàÿ ìåðà íàçûâàåòñÿ êðèâèçíîé.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1 Ïóñòü γ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ è òî÷êà P ∈ γ. Ðàññìîòðèì òî÷êó
Q áëèçêóþ ê P . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆s äëèíó äóãè PQ è ðàññìîòðèì â òî÷êå P è
Q åäèíè÷íûå âåêòîðû êàñàòåëüíîé τ⃗ (P ) è τ⃗ (Q). Óãîë ìåæäó ýòèìè åäèíè÷íûìè
âåêòîðàìè îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆θ. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
Q→P

∆θ

|∆s|
= k,

òî âåëè÷èíà k íàçûâàåòñÿ êðèâèçíîé êðèâîé â òî÷êå P .

Óòâåðæäåíèå 2.2.1 Â êàæäîé òî÷êå ðåãóëÿðíîé êðèâîé γ ∈ C2 ñóùåñòâóåò êðè-
âèçíà. Ïðè÷åì



32 Ãëàâà 2. ÒÅÎÐÈß ÊÐÈÂÛÕ

• k(s) = |r⃗ ′′(s)| äëÿ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè,

• k(t) =

√
|r⃗t ′|2|r⃗t ′′|2 − ⟨r⃗t ′, r⃗t ′′⟩2

|r⃗t ′|3
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçà-

öèè.

Îáå ôîðìóëû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r⃗ = r⃗(s) íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ γ â îêðåñòíîñòè
òî÷êè P , êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà s = s0, τ⃗ (P ) = r⃗′(s0). Ïóñòü òî÷êå
Q ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà s0 + ∆s. Òîãäà τ⃗ (Q) = r⃗′(s0 + ∆s). Îáîçíà÷èì
÷åðåç ∆θ óãîë ìåæäó âåêòîðàìè τ⃗ (P ) è τ⃗ (Q). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

|τ⃗ (Q)− τ⃗ (P )| = |τ⃗ (s0 +∆s)− τ⃗ (s0)| = 2 sin
(∆θ

2

)
.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè âåêòîð-ôóíêöèè r⃗(t), â òî÷êå P ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåííà êàñàòåëüíàÿ. Çíà÷èò τ⃗ (Q)→ τ⃗ (P ) ïðè |∆s| → 0, òî åñòü

τ⃗ (s0 +∆s) −→
|∆s|→0

τ⃗ (s0).

Ñëåäîâàòåëüíî, |∆θ| → 0 ïðè |∆s| → 0.
Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
∆s→0

|τ⃗ (s0 +∆s)− τ⃗ (s0)|
|∆s|

= lim
|∆s|→0

2 sin ∆θ
2

|∆s|
.

Òàê êàê γ ∈ C2, òî ïðåäåë ñëåâà ñóùåñòâóåò è ðàâåí |τ⃗ ′(s)| = |r⃗ ′′(s)|. Çíà÷èò ñóùå-
ñòâóåò è ïðåäåë ñïðàâà, ïðè÷åì

lim
∆s→0

2 sin ∆θ
2

|∆s|
∼ lim

|∆s|→0

∆θ

|∆s|
= k(s0).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè r⃗(s) íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé, òî

k(s) = |r⃗ ′′(s)|.

Ïóñòü r⃗(t) ∈ C2 ïðîèçâîëüíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé. Ïåðåéäåì ê íàòó-
ðàëüíîìó ïàðàìåòðó è çàäàäèì êðèâóþ âåêòîð-ôóíêöèåé

ρ⃗(s) = r⃗(t(s)).

Òîãäà

ρ⃗ ′
s = r⃗′t

dt

ds
.

Íî
ds

dt
= |r′t|, îòêóäà èìååì

ρ⃗ ′
s =

r⃗′t
|r⃗′t|

, ρ⃗ ′′
s =

(
r⃗′t
|r⃗′t|

)′

t

dt

ds
.
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Çàìåòèì, ÷òî

|r⃗′t|t ′ =
(√
⟨r⃗′t, r⃗′t⟩

)′
t
=
⟨r⃗′t, r⃗′′t ⟩
|r⃗′t|

.

Òîãäà

ρ⃗ s
′′ =

(
r⃗′

|r⃗′t|

)′

t

dt

ds
=
r⃗′′t |r⃗′t| − r⃗′t |r⃗′t|t ′

|r⃗′t|2
1

|r⃗′t|
=

r⃗′′t |r⃗′t| − r⃗′t
⟨r⃗′t, r⃗′′t ⟩
|r⃗′t|

|r⃗′t|3

è, ñëåäîâàòåëüíî,

k = |ρ⃗ ′′
s | =

∣∣∣∣r⃗′′t |r⃗′t| − r⃗′t ⟨r⃗′t, r⃗′′t ⟩|r⃗′t |

∣∣∣∣
|r⃗′t|3

=√
|r⃗′′t |2|r⃗′t|2 − 2⟨r⃗′′t , r⃗′t⟩

2 + ⟨r⃗′′t , r⃗′t⟩2

|r⃗′t|3
=

√
|r⃗′′t |2|r⃗′t|2 − ⟨r⃗′′t , r⃗′t⟩2

|r⃗′t|3
.

Ñëåäñòâèå 2.2.1 Êðèâèçíà ïëîñêîé êðèâîé êëàññà C2, çàäàííîé óðàâíåíèÿìè

γ :

{
x = x(t),
y = y(t)

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

k =
|x′y′′ − x′′y′|

((x′)2 + (y′)2)
3
2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

r⃗′t = {x′, y′}, r⃗′′t = {x′′, y′′},

|r⃗′t|2 = (x′)2 + (y′)2, |r⃗′′t |2 = (x′′)2 + (y′′)2, ⟨r⃗′t, r⃗′′t ⟩ = x′x′′ + y′y′′.

Òîãäà,√
|r⃗′′t |2|r⃗′t|2 − ⟨r⃗′′t , r⃗′t⟩

2 =√
[(x′)2 + (y′)2] [(x′′)2 + (y′)2]− (x′x′′ + y′y′′)2 =

√
(x′y′′ − x′′y′)2 =

|x′y′′ − x′′y′|.

Óïðàæíåíèå 2.2.1 Êðèâèçíà êðèâîé γ êëàññà C2 â E3, çàäàííîé óðàâíåíèÿìè

γ :


x = x(t),
y = y(t),
z = z(t)
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âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

k =
|[r⃗′t, r⃗′′t ]|
|r⃗′t|3

=

√∣∣∣∣ x′ y′

x′′ y′′

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ x′ z′

x′′ z′′

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ y′ z′

y′′ z′′

∣∣∣∣2
((x′)2 + (y′)2 + (z′)2)

3
2

.

Êðèâèçíà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, îòëè÷àþùåé ïðÿìûå ëèíèè îò "êðèâûõ".

Óòâåðæäåíèå 2.2.2 Ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ γ ∈ C2 ÿâëÿåòñÿ (÷àñòüþ) ïðÿìîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà k ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Åñëè æå k ≡ 0, òî ïàðàìåòðèçîâàâ êðè-
âóþ íàòóðàëüíî íà èíòåðâàëå (s1, s2), ïîëó÷èì k(s) = |r⃗′′s | ≡ 0. Ïîýòîìó r⃗(s) = a⃗s+ b⃗,
ãäå a⃗, b⃗ ïîñòîÿííûå âåêòîðû, à ýòî óðàâíåíèå ïðÿìîé íà èíòåðâàëå (s1, s2).

Äëÿ íåÿâíî çàäàííîé ïëîñêîé êðèâîé èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

Óïðàæíåíèå 2.2.2 Ïóñòü γ � ïëîñêàÿ C2 ðåãóëÿðíàÿ íåÿâíî çàäàííàÿ êðèâàÿ è

F (x, y) = 0

åå óðàâíåíèå. Ïîêàæèòå, ÷òî â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå êðèâîé,

k =
|F ′′

xxF
′
y
2 − 2F

′′
xyF

′
xF

′
y + F

′′
yyF

′
x
2|

(F ′
x
2 + F ′

y
2)3/2

.

Óêàçàíèå: Ïîêàæèòå, ÷òî êðèâóþ γ ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü òàê, ÷òî

r⃗ ′
t = {−F ′

y, F
′
x} := T⃗ .

Ïîêàæèòå, äàëåå, ÷òî

r⃗ (p)(t) = ∇(p−1)

T⃗
T⃗ ,

ãäå
∇T⃗ T⃗ = T⃗ i∇iT⃗ := T i∂iT⃗ = T 1∂1T⃗ + T 2∂2T⃗ := T 1∂xT⃗ + T 2∂yT⃗ .

Ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèâèçíû íåÿâíî çàäàííîé êðèâîé ìîæíî ïîëó-
÷èòü èç äðóãèõ ñîîáðàæåíèé, èìåþùèõ äàëåêî èäóùèå îáîáùåíèÿ. Ïóñòü ξ⃗ =
{ξ1(x, y), ξ2(x, y)} � åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè. Äèâåðãåíöèåé. âåêòîð-
íîãî ïîëÿ ξ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

div(ξ) = ∂xξ
1 + ∂yξ

2.

Èíòåãðàëüíîé òðàåêòîðèåé ïîëÿ ξ⃗ íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì ñèñòå-
ìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé{

x′t = ξ1(x(t), y(t)),

y′t = ξ2(x(t), y(t)).
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Ïðè ôèêñèðîâàíèè íà÷àëüíûõ äàííûõ, èíòåãðàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ îïðåäåëåíà îäíî-
çíà÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå óêàçàííîé ñèñòåìû ñîñòàâëÿåò ñåìåéñòâî íå ïåðåñå-
êàþùèõñÿ èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì íà-
÷àëüíûõ äàííûõ çàäà÷è Êîøè.

Äëÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ⃗, ïîëå ξ⃗⊥ = {−ξ2, ξ1} îðòîãîíàëüíî ξ⃗ è òàê æå
åäèíè÷íî. Åãî èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè îáðàçóþò ñåìåéñòâî îðòîãîíàëüíûõ òðàåê-
òîðèé ïîëÿ ξ⃗. Ïóñòü {x(t), y(t)} ïàðàìåòðèçàöèÿ èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé âåêòîð-
íîãî ïîëÿ ξ⊥. Â ñèëó åäèíè÷íîñòè ïîëÿ ξ⊥, ïàðàìåòð t ÿâëÿåòñÿ äëÿ ýòèõ òðàåêòî-
ðèé íàòóðàëüíûì. Ýòè òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé {

x′t = −ξ2(x(t), y(t)),
y′t = ξ1(x(t), y(t)).

Äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ{
x′′t = −∂xξ2x′ − ∂yξ2y′ = ξ2∂xξ

2 − ξ1∂yξ2,
y′′t = ∂xξ

1x′ + ∂yξ
1y′ = −ξ2∂xξ1 + ξ1∂yξ

1.

Òîãäà

x′ty
′′
t − x′′t y′t = −ξ2(−ξ2∂xξ1 + ξ1∂yξ

1)− ξ1(ξ2∂xξ2 − ξ1∂yξ2) =
(ξ2)2∂xξ

1 − ξ2ξ1∂yξ1 − ξ1ξ2∂xξ2 + (ξ1)2∂yξ
2 =

(1− (ξ1)2)∂xξ
1 − ξ2ξ1∂yξ1 − ξ1ξ2∂xξ2 + (1− (ξ2)2)∂yξ

2 =

div (ξ⃗)− ξ1(ξ1∂xξ1 + ξ2∂xξ
2)− ξ2(ξ1∂yξ1 + ξ2∂yξ

2) =

div (ξ⃗)− ξ1 1
2

∂

∂x

(
(ξ1)2 + (ξ2)2︸ ︷︷ ︸

1

)
− ξ2 1

2

∂

∂y

(
(ξ1)2 + (ξ2)2︸ ︷︷ ︸

1

)
= div (ξ⃗).

Â ñèëó íàòóðàëüíîñòè ïàðàìåòðà, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ êðèâèçíû îðòîãîíàëüíûõ
òðàåêòîðèé ïîëÿ ξ⃗ â âèäå

k = |div (ξ⃗)|.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ, íàõîäèì, ÷òî äëÿ íåÿâíî çàäàííîé êðèâîé F (x, y) = 0, ôîðìóëà
äëÿ âû÷èñëåíèÿ åå êðèâèçíû ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

k =

∣∣∣∣div ( gradF

|gradF |

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∂x
 Fx√

F 2
x + F 2

y

+ ∂y

 Fy√
F 2
x + F 2

y

∣∣∣∣∣∣ .
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü ðàäèóñàR ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Åå íåÿâíîå óðàâíåíèå èìååò âèä F (x, y) = x2+y2−R2 = 0. Äëÿ òàêîé êðèâîé gradF =
{2x, 2y}. Íîðìèðîâàííûé ãðàäèåíò èìååò âèä

ξ =

{
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

}
.

Òîãäà
dξ1

dx
=

1√
x2 + y2

− x2

(x2 + y2)3/2
,

dξ2

dy
=

1√
x2 + y2

− y2

(x2 + y2)3/2
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è êàê ñëåäñòâèå

k = div (ξ) =
x2 + y2 − x2 + x2 + y2 − y2

(x2 + y2)3/2
=

1√
x2 + y2

.

Â òî÷êàõ îêðóæíîñòè
√
x2 + y2 = R2, a çíà÷èò k = div (ξ)|x2+y2=R2 = 1

R .

Ñôåðè÷åñêàÿ èíäèêàòðèñà êðèâîé.

Ïóñòü γ � êðèâàÿ â En (n ≥ 2). Ïóñòü r⃗ = r⃗(s) � åå íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ,
τ⃗ (s) = r⃗′(s) � åäèíè÷íîå êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà γ .

Ðàññìîòðèì êðèâóþ γ ∗, ðàäèóñ-âåêòîð êîòîðîé ρ⃗ = ρ⃗ (s) çàäàåòñÿ âåêòîð - ôóíê-
öèåé τ⃗ , à èìåííî:

γ ∗ : ρ⃗ = τ⃗ (s).

Òàê êàê |τ⃗ | = 1, òî γ ∗ ⊂ Sn.
Çàìåòèì, ÷òî s â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì íà êðèâîé γ ∗, òàê êàê

ρ⃗ ′
s = τ⃗ ′

s = kν⃗,

a çíà÷èò |ρ⃗ ′
s| = k.

Îïðåäåëåíèå 2.2.2 Ïîäìíîæåñòâî γ∗ ⊂ Sn, îáðàçîâàííîå ãîäîãðàôîì åäèíè÷íîé
âåêòîð-ôóíêöèè êàñàòåëüíûõ êðèâîé γ ⊂ En íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêèì îáðàçîì èëè
ñôåðè÷åñêîé èíäèêàòðèñîé êðèâîé γ.

Ñðàâíåíèå äëèí áåñêîíå÷íî ìàëîãî îòðåçêà êðèâîé è åãî ñôåðè÷åñêîãî îáðàçà ïðèâî-
äèò ê åñòåñòâåííîìó ãåîìåòðè÷åñêîìó îïèñàíèþ êðèâèçíû êðèâîé.

Óòâåðæäåíèå 2.2.3 Ïóñòü γ ∈ C2 � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ. Â îêðåñòíîñòè êàæäîé
òî÷êè, â êîòîðîé êðèâèçíà k > 0, ñôåðè÷åñêèé îáðàç γ ∗ êðèâîé γ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿð-
íîé êðèâîé. Åñëè s∗ � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà γ ∗, à s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð
íà γ , òî

k = lim
∆s→0

∆s∗

∆s
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó γ ∗ çàäàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèåé ρ⃗ (s) = τ⃗ (s), òî

ρ⃗ ′
s = k ν⃗(s) ̸= 0,

òàê êàê k > 0. Çíà÷èò êðèâàÿ γ ∗ ðåãóëÿðíà è s � ðåãóëÿðíûé ïàðàìåòð íà γ ∗.
Ïóñòü íåêîòîðîé òî÷êå P íà êðèâîé γ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà s = s0.

Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü òî÷êè P , òî÷êàì êîòîðîé îòâå÷àþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïà-
ðàìåòðà s = s0 +∆s. Òîãäà,

∆s =

s0+∆s∫
s0

ds, ∆s∗ =

s0+∆s∫
s0

kds = k(σ)∆s, σ ∈ (s0, s0 +∆s).

Îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì,
∆s∗

∆s
= k(σ).
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Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì

lim
∆s→0

∆s∗

∆s
= lim

∆s→0
k(σ) = k(s0) = k(P ).

Çàäà÷è.

• Ïóñòü γ � ðåãóëÿðíàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â E3 ñ êðèâèçíîé k > 0. Òîãäà êðè-
âàÿ γ ∗ íå óìåùàåòñÿ íè â îäíîé îòêðûòîé ïîëóñôåðå. Åñëè γ ∗ óìåùàåòñÿ â
çàìêíóòîé ïîëóñôåðå, òî γ � ïëîñêàÿ êðèâàÿ.

• (Íåðàâåíñòâî Ôåíõåëÿ) Ïóñòü γ � ðåãóëÿðíàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â E3. Äî-
êàçàòü, ÷òî ∫

γ

kds ≥ 2π,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ ïëîñêîé êðèâîé, ãîìåîìîðôíîé îêðóæíîñòè.

• Ïóñòü γ ∗ � êðèâàÿ íà ñôåðå S2, íå óìåùàþùàÿñÿ íè â îäíîé îòêðûòîé ïîëóñôå-
ðå. Òîãäà ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ γ ⊂ E3 òàêàÿ, ÷òî γ ∗ � åå
ñôåðè÷åñêàÿ èíäèêàòðèñà êàñàòåëüíûõ.

2.3 Ðåïåð Ôðåíå, òðåõãðàííèê Ôðåíå.

Ïóñòü γ ∈ C2 ðåãóëÿðíàÿ, íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ â E3, è ïóñòü â
òî÷êå P ∈ γ êðèâèçíà k(P ) ̸= 0. Òîãäà |r⃗′′(P )| ̸= 0 è ìîæíî îïðåäåëèòü âåêòîð

ν⃗(P ) =
r⃗′′

|r⃗ ′′|
(P ).

Âåêòîð ν⃗ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí âî âñåõ òî÷êàõ êðèâîé, ãäå k ̸= 0, è íàçûâàåòñÿ åäè-
íè÷íûì âåêòîðîì ãëàâíîé íîðìàëè. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ ãëàâíûõ
íîðìàëåé îáðàçóåò âåêòîðíîå ïîëå ν⃗(s) âäîëü êðèâîé, íàçûâàåìîå ïîëåì âåêòîðîâ
ãëàâíûõ íîðìàëåé. Î÷åâèäíî, ÷òî

ν⃗(s) =
r⃗′′(s)

|r⃗ ′′(s)|
.

Åäèíè÷íûå âåêòîðû êàñàòåëüíîé τ⃗ è ãëàâíîé íîðìàëè ν⃗ îïðåäåëÿþò åäèíè÷íîå
âåêòîðíîå ïîëå β êàê

β = τ⃗ × ν⃗.

Âåêòîðíîå ïîëå β íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðíûì ïîëåì áèíîðìàëåé êðèâîé.

Îïðåäåëåíèå 2.3.1 Òðîéêà åäèíè÷íûõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåêòîðíûõ ïî-
ëåé íà êðèâîé

τ⃗ (s), ν⃗(s), β(s)

íàçûâàåòñÿ ðåïåðîì Ôðåíå.
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Â êàæäîé òî÷êå ðåãóëÿðíîé êðèâîé ñ íåíóëåâîé êðèâèçíîé, âåêòîðû ðåïåðà Ôðåíå
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò òðè ïðÿìûå. Îäíà èç íèõ � êàñàòåëüíàÿ. Îíà ïðîõîäèò â
íàïðàâëåíèè âåêòîðà τ⃗ . Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó íà êðèâîé â íàïðàâëåíèè:

• âåêòîðà ãëàâíîé íîðìàëè ν⃗, íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé íîðìàëüþ;

• âåêòîðà áèíîðìàëè β, íàçûâàåòñÿ áèíîðìàëüþ.

Âåêòîðû ðåïåðà Ôðåíå òàêæå îïðåäåëÿþò òðè ïëîñêîñòè:

• ïëîñêîñòü âåêòîðîâ (τ⃗ , ν⃗) íàçûâàåòñÿ ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòüþ;

• ïëîñêîñòü âåêòîðîâ (τ⃗ , β) íàçûâàåòñÿ ñïðÿìëÿþùåé ïëîñêîñòüþ;

• ïëîñêîñòü âåêòîðîâ (ν⃗, β) íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ïëîñêîñòüþ;

Ñîïðèêàñàþùàÿñÿ, ñïðÿìëÿþùàÿ è íîðìàëüíàÿ ïëîñêîñòè îáðàçóþò òðåõãðàííèê
Ôðåíå, èëè ñîïðîâîæäàþùèé òðåõãðàííèê âäîëü êðèâîé.

Íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ðåáåð è ãðàíåé òðåõãðàííèêà Ôðåíå
äëÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé.

Ðåáðà òðåõãðàííèêà:

• ρ⃗ (θ) = r⃗(s) + θ τ⃗ (s) � êàñàòåëüíàÿ;

• ρ⃗ (θ) = r⃗(s) + θ ν⃗(s) � ãëàâíàÿ íîðìàëü;

• ρ⃗ (θ) = r⃗(s) + θ β(s) � áèíîðìàëü.

Çäåñü ρ⃗ � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè íà ñîîòâåòñòâóþùåé ïðÿìîé.

Ãðàíè òðåõãðàííèêà:

•
⟨
R⃗− r⃗(s), β(s)

⟩
= 0 � ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü;

•
⟨
R⃗− r⃗(s), ν⃗(s)

⟩
= 0 � ñïðÿìëÿþùàÿ ïëîñêîñòü;

•
⟨
R⃗− r⃗(s), τ⃗ (s)

⟩
= 0 � íîðìàëüíàÿ ïëîñêîñòü.

Çäåñü R⃗ = {x, y, z} � ðàäèóñ âåêòîð òî÷êè íà ñîîòâåòñòâóþùåé ïëîñêîñòè.

×òîáû íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ðåáåð è ãðàíåé òðåõãðàííèêà Ôðåíå äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèè, âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì íàáëþäåíèåì.

Óòâåðæäåíèå 2.3.1 Ïóñòü r⃗ = r⃗(t) ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé γ. Òîãäà

T⃗ = r⃗′t � τ⃗

B⃗ = r⃗′t × r⃗′′t � β

N⃗ = B⃗ × T⃗ � ν⃗
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà äàííîé êðèâîé. Òîãäà

ds

dt
= |r⃗′t| > 0.

Îòñþäà,

r⃗′t = r⃗′s
ds

dt
= τ⃗

ds

dt
à çíà÷èò

r⃗′t � τ⃗ .

Äàëåå,

r⃗ ′′
t = τ⃗ ′

s

(
ds

dt

)2

+ τ⃗
d2s

dt2
= ν⃗ k

(
ds

dt

)2

+ τ⃗
d2s

dt2
.

à çíà÷èò âåêòîð r⃗′′ ëåæèò â ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè êðèâîé.
Áîëåå òîãî, ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåõîäà îò áàçèñà (τ⃗ , ν⃗) ê ïàðå âåêòîðîâ

(r⃗′t, r⃗
′′
t ). Â ìàòðè÷íîé çàïèñè

(r⃗′t, r⃗
′′
t ) = (τ⃗ , ν⃗)


ds

dt

d2s

dt2

0 k

(
ds

dt

)2

 .

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïåðåõîäà

det


ds

dt

d2s

dt2

0 k

(
ds

dt

)2

 = k

(
ds

dt

)3

> 0,

à çíà÷èò âåêòîðû (r⃗′t, r⃗
′′
t ) ëèíåéíî íå çàâèñèìû è îðèåíòèðîâàíû îäèíàêîâî ñ áàçèñîì

(τ⃗ , ν⃗). Ïîýòîìó
B⃗ � r⃗′t × r⃗′′t .

Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî
N⃗ = B⃗ × T⃗ � ν⃗.

Çàìå÷àíèå. Ïðè çàìåíå ïàðàìåòðà t = t(θ) âåêòîðû ðåïåðà Ôðåíå (T⃗ , N⃗ , B⃗) ìå-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T⃗ (t) = T⃗ (θ)

(
dθ

dt

)
, N⃗(t) = N⃗(θ)

(
dθ

dt

)4

, B⃗(t) = B⃗(θ)

(
dθ

dt

)3

Äåéñòâèòåëüíî,

r⃗′t = r⃗′θ

(
dθ

dt

)
, r⃗′′t = r⃗′′θ

(
dθ

dt

)2

+ r⃗′θ

(
d2θ

dt2

)
.

Çíà÷èò,

T⃗ (t) = T⃗ (θ)

(
dθ

dt

)
, B⃗(t) = r⃗′t × r⃗′′t = r⃗′θ × r⃗′′θ

(
dθ

dt

)3

= B⃗(θ)

(
dθ

dt

)3

.
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Íàêîíåö,

N⃗(t) = B⃗(t)× T⃗ (t) = B⃗(θ)× T⃗ (θ)
(
dθ

dt

)4

= N⃗(θ)

(
dθ

dt

)4

.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè çàìåíå âíóòðåííåé îðèåíòàöèè (íàïðàâëåíèÿ îáõîäà) íà êðèâîé, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ (

dθ

dt

)
< 0,

íàïðàâëåíèå âåêòîðîâ T⃗ è B⃗ èçìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå, â òî âðåìÿ êàê íà-
ïðàâëåíèå âåêòîðà N⃗ îñòàþòñÿ íåèçìåííûì (èíâàðèàíòíûì).

Ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàò Ïðåäëîæåíèÿ 2.3.1, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé ïàðàìåò-
ðèçàöèè êðèâîé ïîëó÷àåì:

Óòâåðæäåíèå 2.3.2 Ïóñòü r⃗ = r⃗(t) ïðîèçâîëüíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ðå-
ãóëÿðíîé êðèâîé γ. Òîãäà óðàâíåíèÿ ðåáåð è ãðàíåé òðåõãðàííèêà Ôðåíå ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå:

Ðåáðà òðåõãðàííèêà.

• ρ⃗ (θ) = r⃗(t) + θ T⃗ (t) � êàñàòåëüíàÿ;

• ρ⃗ (θ) = r⃗(t) + θ N⃗(t) � ãëàâíàÿ íîðìàëü;

• ρ⃗ (θ) = r⃗(t) + θ B⃗(t) � áèíîðìàëü.

Çäåñü ρ⃗ � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè íà ñîîòâåòñòâóþùåé ïðÿìîé.

Ãðàíè òðåõãðàííèêà:

•
⟨
R⃗− r⃗(t), B⃗(t)

⟩
= 0 � ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü;

•
⟨
R⃗− r⃗(t), N⃗(t))

⟩
= 0 � ñïðÿìëÿþùàÿ ïëîñêîñòü;

•
⟨
R⃗− r⃗(t), T⃗ (t)

⟩
= 0 � íîðìàëüíàÿ ïëîñêîñòü.

Çäåñü R⃗ = {x, y, z} � ðàäèóñ âåêòîð òî÷êè íà ñîîòâåòñòâóþùåé ïëîñêîñòè.

Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè.

Ãåîìåòðè÷åñêîå çíà÷åíèå åäèíè÷íîãî âåêòîðà áèíîðìàëè, à çàîäíî è ñîïðèêàñàþùåéñÿ
ïëîñêîñòè ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Óòâåðæäåíèå 2.3.3 Ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ êëàññà C2 ñ êðèâèçíîé k ̸= 0 ÿâëÿåòñÿ ïëîñ-
êîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà β⃗ ïîñòîÿííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ íà êðèâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü γ ïëîñêàÿ êðèâàÿ è r⃗ = r⃗(s) åå íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ.
Çàôèêñèðóåì íà γ ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó P ↔ s = s0. Òîãäà γ ëåæèò â ïëîñêîñòè
π :
⟨
R⃗− r⃗(s0), n⃗

⟩
= 0 ( |n⃗| = 1 ), à çíà÷èò,

⟨r⃗(s)− r⃗(s0), n⃗⟩ ≡ 0.
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Äèôôåðåíöèðóÿ äâàæäû ïî ïàðàìåòðó s, ïîëó÷èì

⟨τ⃗ , n⃗⟩ ≡ 0, k⟨ν⃗, n⃗⟩ ≡ 0.

Òàê êàê k ̸= 0, òî n⃗ ⊥ τ⃗ , ν⃗. Òîãäà n⃗ = ± β⃗, a çíà÷èò β⃗ ïîñòîÿííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ íà
êðèâîé.

Îáðàòíî, ïóñòü β⃗ ′ ≡ 0. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ òî÷êó P ∈ γ è ïóñòü P ↔ s = s0.
Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü

⟨R⃗− r⃗(s0), β⃗⟩ = 0.

Îòêëîíåíèå h(s) òî÷êè êðèâîé îò ýòîé ïëîñêîñòè åñòü ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà

h(s) = ⟨r⃗(s)− r⃗(s0), β⃗ ⟩.

Òîãäà
h′s = ⟨τ⃗ , β⃗ ⟩ ≡ 0,

òàê êàê τ⃗ è β åñòü âåêòîðû ðåïåðà Ôðåíå ïî óñëîâèþ. Çíà÷èò h(s) = const. Íî h(s0) =
0, ñëåäîâàòåëüíî h ≡ 0.

Ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü "ïëîòíî ïðèìûêàåò" ê òî÷êàì êðèâîé â ñëåäóþùåì
ñìûñëå.

Óòâåðæäåíèå 2.3.4 Ïóñòü π(P ) ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü êðèâîé γ ∈ C2 â òî÷-
êå P ∈ γ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç h(Q) îòêëîíåíèå òî÷êè Q ∈ γ îò ïëîñêîñòè π(P ), à
÷åðåç d � ðàññòîÿíèå îò Q äî P . Òîãäà

lim
Q→P

h

d2
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè â òî÷êå P èìååò âèä ⟨R⃗−
r⃗(P ), β⃗(P )⟩ = 0. Òîãäà

h(s) =
⟨
r⃗(s)− r⃗(s0), β⃗(s0)

⟩
,

d = |r⃗(s)− r⃗(s0)|.
Ðàñêëàäûâàÿ âåêòîð-ôóíêöèþ r⃗ (s) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà, ïîëó÷èì

r⃗(s)− r⃗(s0) = r⃗ ′(s0)∆s+
1

2
r⃗ ′′(s0)∆s

2 + o⃗(∆s2) = ∆s τ⃗(s0) +
1

2
k∆s2 ν⃗ + o⃗(∆s2).

d = |r⃗′(s0)∆s+ o⃗(∆s)| = |τ⃗ (s0)∆s+ o⃗(∆s)|.
Ïîýòîìó, h(s) = o(∆s2), à d2 ∼ ∆s2, ñëåäîâàòåëüíî,

h(s)

d2
−→
∆s→0

0.

Óïðàæíåíèå 2.3.1 Åñëè âñå ñîïðèêàñàþùèåñÿ ïëîñêîñòè ðåãóëÿðíîé êðèâîé ïðîõî-
äÿò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó, òî êðèâàÿ ëåæèò â íåêîòîðîé ïëîñêîñòè. Äîêàæèòå.

Óïðàæíåíèå 2.3.2 Åñëè âñå íîðìàëüíûå ïëîñêîñòè äàííîé êðèâîé ïðîõîäÿò ÷åðåç
ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó, òî êðèâàÿ ëåæèò íà íåêîòîðîé ñôåðå ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå.
Äîêàæèòå.

Óïðàæíåíèå 2.3.3 Îïèøèòå êëàññ êðèâûõ, âñå ñïðÿìëÿþùèå ïëîñêîñòè êîòîðûõ
ïðîõîäÿò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó.
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2.4 Êðó÷åíèå êðèâîé â E3. Ôîðìóëû Ôðåíå.

Îïðåäåëåíèå 2.4.1 Ïóñòü γ ⊂ E3 ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ è P,Q � äâå áëèçêèå òî÷êè
íà γ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆θ óãîë ìåæäó ñîïðèêàñàþùèìèñÿ ïëîñêîñòÿìè π(P ) è π(Q).
Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
Q→P

∆θ

|∆s|
= κ(P ),

òî κ(P ) íàçûâàåòñÿ êðó÷åíèåì êðèâîé â òî÷êå P .

Óòâåðæäåíèå 2.4.1 Â êàæäîé òî÷êå P ðåãóëÿðíîé êðèâîé γ ∈ C3, â êîòîðîé êðè-
âèçíà k(P ) ̸= 0, ñóùåñòâóåò êðó÷åíèå. Ïðè÷åì

κ(s) = |β⃗s ′| = |(r⃗
′
s, r⃗

′′
s , r⃗

′′′
s )|

k2
,

ãäå s�íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, è

κ =
|(r⃗′t, r⃗t ′′, r⃗t ′′′)|
|[r⃗t ′, r⃗t ′′]|2

=
|(r⃗t ′, r⃗t ′′, r⃗t ′′′)|

|r⃗t ′|2|r⃗t ′′|2 −
⟨
r⃗t ′, r⃗t ′′

⟩2
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèè r⃗ (t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r⃗ = r⃗ (s) íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ γ, ïðè÷åì P ↔ s =
s0, Q ↔ s0 + ∆s. Òîãäà óãîë ìåæäó ñîïðèêàñàþùèìèñÿ ïëîñêîñòÿìè â òî÷êàõ P è
Q ðàâåí óãëó ìåæäó áèíîðìàëÿìè â ýòèõ òî÷êàõ. Ïîýòîìó,

|β⃗(s0 +∆s)− β⃗(s0)| = 2 sin
∆θ

2
.

Ïîñêîëüêó êðèâàÿ γ ∈ C3 è k(P ) ̸= 0, òî â òî÷êå P ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñîïðè-
êàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü. Ïîýòîìó åñëè ∆s→ 0, òî ∆θ → 0, à çíà÷èò èìååì,

lim
∆s→0

|β⃗(s0 +∆s)− β⃗(s0)|
|∆s|

= lim
∆s→0

2 sin ∆θ
2

|∆s|
= lim

∆s→0

∆θ

|∆s|
.

Åñëè ïðåäåë ñëåâà ñóùåñòâóåò, òî â òàêîì ñëó÷àå ïîëó÷èì

|β⃗s ′| = κ(s0).

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè k(P ) ̸= 0 è γ ∈ C3, òî ïðåäåë ñëåâà ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî,

β⃗(s) = [τ⃗(s), ν⃗(s)] =

[
r⃗′s,

1

k
r⃗′′s

]
.

Çàìåòèì, ÷òî k = |r⃗′′s | è ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò k′ =

⟨
r⃗′′s , r⃗

′′′
s

⟩
|r⃗′′s |

. Òàê êàê r⃗ ∈ C3 è

k ̸= 0, òî ñóùåñòâóåò

β⃗s
′ =

[
r⃗′′s ,

1

k
r⃗′′s

]
+

[
r⃗′s,

1

k
r⃗′′′s

]
+

[
r⃗′s,−

k′

k2
r⃗′′s

]
.
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Èòàê,
κ = |β⃗′s|.

Íàéäåì âûðàæåíèå κ ÷åðåç ðàäèóñ-âåêòîð êðèâîé γ. Òàê êàê β⃗s
′ ⊥ β⃗, òî β⃗s ′ = aτ⃗+bν⃗.

Íî òàê êàê
β⃗ ′ = [τ⃗ , ν⃗] ′ = [τ⃗ ′, ν⃗] + [τ⃗ , ν⃗ ′] = [kν⃗, ν⃗] + [τ⃗ , ν⃗′] = [τ⃗ , ν⃗′],

òî β⃗s
′ ⊥ τ⃗ . Ñëåäîâàòåëüíî, a ≡ 0. Çíà÷èò,

β⃗s
′ = b ν⃗.

È òàê êàê |β⃗s ′| = κ, òî β⃗s ′ = ±κ ν⃗. Òàêèì îáðàçîì,

κ = |
⟨
β⃗s

′, ν⃗
⟩
| = |

⟨
[τ⃗ , ν⃗s

′], ν⃗
⟩
| =

∣∣∣∣⟨ [r⃗′s,(1

k
r⃗′′s

)′]
,
1

k
r⃗′′s

⟩∣∣∣∣ = |(r⃗′s, r⃗′′s , r⃗′′′s )|k2
.

Åñëè ïàðàìåòðèçàöèÿ íå íàòóðàëüíàÿ, òî ïåðåõîäÿ ê íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè
ρ⃗(s) = r⃗(t(s)), ïîëó÷èì

ρ⃗s
′ = r⃗t

′ dt

ds
; ρ⃗s

′′ = r⃗t
′′
(
dt

ds

)2

+ r⃗t
′ d

2t

ds2
;

ρ⃗s
′′′ = r⃗t

′′′
(
dt

ds

)3

+ 2r⃗t
′′ dt

ds

d2t

ds2
+ r⃗t

′′ dt

ds

d2t

ds2
+ r⃗t

d3t

ds3
.

Òàê êàê |r⃗t ′| = ds
dt , òî ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì íàõîäèì

(ρ⃗s
′, ρ⃗s

′′, ρ⃗s
′′′) = (r⃗t

′, r⃗t
′′, r⃗t

′′′)

(
dt

ds

)6

= (r⃗t
′, r⃗t

′′, r⃗t
′′′)

1

|r⃗′t|6
.

Òàê êàê äëÿ íåíàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè

k =
|[r⃗t ′, r⃗t ′′]|
|r⃗t ′|3

,

òî

κ =
|(r⃗t ′, r⃗t ′′, r⃗t ′′′)|
|[r⃗t ′, r⃗t ′′]|2

.

Êðó÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, ðàçëè÷àþùåé ïëîñêèå è ïðîñòðàíñòâåííûå êðèâûå.

Óòâåðæäåíèå 2.4.2 Ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ γ ∈ C3 ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà κ ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî κ ≡ 0. Òîãäà ïàðàìåòðèçîâàâ γ íàòóðàëüíî,
ïîëó÷èì

|β⃗ ′| = 0.

È, ñëåäîâàòåëüíî, β⃗ � ïîñòîÿííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Òîãäà ïî Ïðåäëîæåíèþ 2.3.3 γ �
ïëîñêàÿ êðèâàÿ. Îáðàòíîå òðèâèàëüíî.

Ñëåäñòâèå 2.4.1 Ïóñòü r⃗(t) ∈ C3 � ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ γ. Òîãäà γ � ïëîñ-
êàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(r⃗′t, r⃗
′′
t , r⃗

′′′
t ) = 0.
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Îðèåíòèðîâàííîå êðó÷åíèå êðèâîé.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êðó÷åíèÿ ìû ïîëó÷èëè âûðàæåíèå

κ = |
⟨
β⃗ ′, ν⃗

⟩
|.

Âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû ïîä çíàêîì ìîäóëÿ. Ïðîèçâîäíàÿ β′ îïðå-
äåëÿåò íàïðàâëåíèå è ñêîðîñòü ìãíîâåííîãî ïîâîðîòà β â ïëîñêîñòè ν⃗, β. Ïðèïèøåì
çíàê êðó÷åíèþ, ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì

κor =

{
κ åñëè β′ ↑↓ ν⃗;
−κ åñëè β′ ↑↑ ν⃗.

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ñ÷èòàåì êðó÷åíèå ïîëîæèòåëüíûì, åñëè ìãíî-
âåííûé ïîâîðîò âåêòîðà β îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè â ïëîñêîñòè ν⃗, β,
åñëè íàáëþäàòü åãî ñ êîíöà âåêòîðà τ⃗ .

Òàêèì îáðàçîì,

κor = −
⟨
β⃗ ′, ν⃗

⟩
.

Îòñþäà íàõîäèì,

β⃗ ′ = −κor ν⃗.

Òàêîé âûáîð çíàêà êðó÷åíèÿ ñîãëàñóåòñÿ ñ îðèåíòàöèåé ïðîñòðàíñòâà â ñëåäóþùåì
ñìûñëå.

Óòâåðæäåíèå 2.4.3 Ïóñòü γ � êðèâàÿ è r⃗(t) � åå ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ.
Òîãäà

κor =
(r⃗ ′

t, r⃗
′′
t , r⃗

′′′
t )

|[r⃗ ′
t, r⃗

′′
t ]|2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó β = [τ⃗ , ν⃗], òî

β′ = [τ⃗ ′, ν⃗] + [τ⃗ , ν⃗ ′] = [τ⃗ , ν⃗ ′].

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè

κor = −(τ⃗ , ν⃗ ′, ν⃗) = (τ⃗ , ν⃗, ν⃗ ′).

Ïåðåéäåì ê ïðîèçâîëüíîìó ïàðàìåòðó t. Òîãäà

ds

dt
= |r⃗ ′

t|,

τ⃗ =
r⃗ ′
t

|r⃗ ′
t|
,

ν⃗ =
1

k
τ⃗ ′
t

dt

ds
=

1

k

r⃗ ′′
t |r⃗ ′

t| − r⃗ ′
t

⟨
r⃗ ′
t, r⃗

′′
t

⟩
|r⃗ ′

t|
|r⃗ ′

t|2
dt

ds
=

1

k

r⃗ ′′
t

|r⃗ ′
t|2

+ Lin(r⃗ ′);

ν⃗ ′ =
1

k

r⃗ ′′′
t

|r⃗ ′
t|2

dt

ds
+ Lin(r⃗ ′, r⃗ ′′) =

1

k

r⃗ ′′′
t

|r⃗ ′
t|3

+ Lin(r⃗ ′, r⃗ ′′),
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ãäå Lin îçíà÷àåò ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ. Òàê êàê äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî ïàðàìåòðà

k =
|[r⃗ t, r⃗

′′
t ]|

|r′t|3
,

òî ñëåäîâàòåëüíî,

κor =
(r⃗ ′

t, r⃗
′′
t , r⃗

′′′
t )

k2 |r⃗ ′
t|6

=
(r⃗ ′

t, r⃗
′′
t , r⃗

′′′
t )

|[r⃗ ′
t, r⃗

′′
t ]|2

|r⃗ ′
t|6

|r⃗ ′
t|6

=
(r⃗ ′

t, r⃗
′′
t , r⃗

′′′
t )

|[r⃗ ′
t, r⃗

′′
t ]|2

.

Ñëåäñòâèå 2.4.2 κor > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (r⃗ ′
t, r⃗

′′
t , r⃗

′′′
t ) > 0, ò.å. åñëè

òðîéêà âåêòîðîâ r⃗ ′
t, r⃗

′′
t , r⃗

′′′
t îðèåíòèðîâàíà ïîëîæèòåëüíî.

Óñëîâèìñÿ â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü êðó÷åíèå ñî çíàêîì.

Óòâåðæäåíèå 2.4.4 (Ôîðìóëû Ôðåíå) Ïóñòü γ ∈ C3 ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ, ïàðà-
ìåòðèçîâàííàÿ íàòóðàëüíî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ⃗ , ν⃗ è β åäèíè÷íûå âåêòîðíûå ïîëÿ
êàñàòåëüíîé, ãëàâíîé íîðìàëè è áèíîðìàëè. Òîãäà èìåþò ìåñòî ôîðìóëû

τ⃗ ′ = kν⃗
ν⃗ ′ = −kτ⃗ + κβ
β′ = −κν⃗

∼

 τ⃗
ν⃗
β

′

=

 0 k 0
−k 0 κ
0 −κ 0

 τ⃗
ν⃗
β

 .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîñêîëüêó γ � íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ, òî ïî îïðåäåëåíèþ τ⃗ ′ =
kν⃗. Ïî âûáîðó çíàêà êðó÷åíèÿ, β′ = −κν⃗. Òàê êàê |ν⃗| = 1, òî ν⃗ ′ ⊥ ν⃗ è

ν⃗ ′ = aτ⃗ + bβ.

Êîýôôèöèåíòû a è b íàéäåì, äèôôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâà
⟨
ν⃗, τ⃗

⟩
= 0,

⟨
ν⃗, β

⟩
= 0, à

èìåííî,
a =

⟨
ν⃗ ′, τ⃗

⟩
= −

⟨
ν⃗, τ⃗ ′ ⟩ = −k, b =

⟨
ν⃗ ′, β

⟩
= −

⟨
ν⃗, β′

⟩
= κ.

Åñëè êðèâàÿ ïëîñêàÿ, òî κ ≡ 0 è ôîðìóëû Ôðåíå çàïèøóòñÿ ïðîùå.

Óòâåðæäåíèå 2.4.5 (Ôîðìóëû Ôðåíå äëÿ ïëîñêîé êðèâîé) Ïóñòü γ � ðåãó-
ëÿðíàÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ êëàññà C2 ñ êðèâèçíîé k > 0. Äëÿ
ïðîèçâîäíûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ êàñàòåëüíîé τ⃗ (s) è ãëàâíîé íîðìàëè ν⃗(s) èìåþò
ìåñòî ôîðìóëû {

τ⃗ ′ = k ν⃗,

ν⃗ ′ = −k τ⃗ .

Ôîðìóëû Ôðåíå ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ëîêàëüíóþ ñòðóêòóðó ðåãóëÿðíîé êðèâîé
â òåðìèíàõ ïðîåêöèè êðèâîé íà ãðàíè ñîïðîâîæäàþùåãî òðåõãðàííèêà.

Óòâåðæäåíèå 2.4.6 Â îêðåñòíîñòè êàæäîé ñâîåé òî÷êè p îáùåãî ïîëîæåíèÿ (k >
0,κ ̸= 0), ïðîåêöèè êðèâîé íà ïëîñêîñòè ðåïåðà Ôðåíå ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî
ìàëûõ ïîðÿäêà m ≥ 2 èìåþò âèä:
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• y = 1
2k(p)x

2 â ïðîåêöèè íà ñîïðèêàñàþùóþñÿ ïëîñêîñòüæ

• z = 1
6k(p)κ(p)x

3 â ïðîåêöèè íà ñïðÿìëÿþùóþ ïëîñêîñòü;

•

{
y = 1

2k(p) s
2

z = 1
6k(p)κ(p) s

3
â ïðîåêöèè íà íîðìàëüíóþ ïëîñêîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ � ðåãóëÿðíàÿ êëàññà C2 êðèâàÿ, r⃗ = r⃗(s)� åå íàòóðàëüíàÿ
ïàðàìåòðèçàöèÿ. Òî÷êå p ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà s = 0. Ñâÿæåì
ñ òî÷êîé p äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, íàïðàâèâ îñü Ox âäîëü τ⃗ ,
ocü Oy � âäîëü ν⃗, îñü Oz � âäîëü β. Òîãäà ïî ðàçëîæåíèþ Òåéëîðà, â îêðåñòíîñòè
òî÷êè p èìååì:

r⃗(s) = r⃗(0)︸︷︷︸
=0⃗

+r⃗ ′(0)s+
1

2
r⃗ ′′(0)s2 +

1

6
r⃗ ′′′(0)s3 + o⃗(s2).

Òàê êàê

r⃗ ′(0) = τ⃗ (0)

r⃗ ′′(0) = τ⃗ ′(0) = k(0) ν⃗(0),

r⃗ ′′′(0) = k′(0) ν⃗(0) + k(0)(−k(0)τ⃗ (0) + κ(0)β(0))

òî

r⃗(s) = sτ⃗ (0) +
1

2
k(0)s2 ν⃗(0) +

1

6
(k′(0) ν⃗(0)− k2(0)τ⃗ (0) + k(0)κ(0)β(0)) s3 + o⃗ (s2).

Òàê êàê âåêòîðû ðåïåðà Ôðåíå ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè âûáðàííîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò, òî ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ïðîåêöèè êðèâîé íà
ïëîñêîñòè ðåïåðà Ôðåíå èìåþò âèä:

•

{
x = s

y = 1
2k(0) s

2
â ïðîåêöèè íà ñîïðèêàñàþùóþñÿ ïëîñêîñòü;

•

{
x = s

z = 1
6k(0)κ(0) s

3
â ïðîåêöèè íà ñïðÿìëÿþùóþ ïëîñêîñòü;

•

{
y = 1

2k(0) s
2

z = 1
6k(0)κ(0) s

3
â ïðîåêöèè íà íîðìàëüíóþ ïëîñêîñòü.

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ñëåäñòâèå 2.4.3 Âåêòîð ãëàâíîé íîðìàëè êðèâîé íàïðàâëåí âíóòðü âûïóêëîñòè
ïðîåêöèè êðèâîé íà ñîïðèêàñàþùóþñÿ ïëîñêîñòü. Â ÷àñòíîñòè, åñëè êðèâàÿ ïëîñ-
êàÿ, òî â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè P ∈ γ, â êîòîðîé k(P ) > 0, ðåãóëÿðíàÿ êðè-
âàÿ γ êëàññà C2 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî âûïóêëîé. Âåêòîð ãëàâíîé íîðìàëè âñåãäà
íàïðàâëåí âíóòðü âûïóêëîñòè êðèâîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïðîåêöèÿ êðèâîé íà ñîïðèêàñàþùóþñÿ
ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé ñ ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, ïðè ýòîì
ν⃗ íàïðàâëåí êàê ðàç â ñòîðîíó ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè Oy.

Åñëè êðèâàÿ ïëîñêàÿ, òî åå ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ
ïëîñêîñòüþ, ñîäåðæàùåé ýòó êðèâóþ. Íåçàâèñèìî îò ïàðàìåòðèçàöèè (ñì. Ïðåäëîæå-
íèå 2.3.1), âåêòîð ãëàâíîé íîðìàëè íàïðàâëåí âíóòðü îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïàðàáî-
ëîé.

2.5 Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè êðèâûõ â E3.

Âñÿêàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ èìååò îïðåäåëåííûå êðèâèçíó è êðó÷åíèå. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ýòè ôóíêöèè îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð èíâàðèàíòîâ êðèâîé â òîì ñìûñëå, ÷òî
ïîëíîñòüþ åå îïðåäåëÿþò.

Òåîðåìà 2.5.1 Ïóñòü k(s) > 0,κ(s) � íåïðåðûâíå ôóíêöèè ïàðàìåòðà s. Òîãäà â
E3 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ êðèâàÿ γ , òàêàÿ, ÷òî

a) s � ee íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð,

b) k(s),κ(s) � ee êðèâèçíà è êðó÷åíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. [2] Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ⃗, η⃗, ζ⃗ � òðè íåèçâåñòíûå âåêòîð-ôóíêöèè.
Ïîñêîëüêó k,κ çàäàíû, òî ôîðìàëüíî ìîæåì ñîñòàâèòü ñèñòåìó

ξ⃗ ′ = k η⃗,

η⃗ ′ = −k ξ⃗ + κ ζ⃗,
ζ⃗ ′ = −κ η⃗.

(2.6)

Ýòî àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è, êàê èçâåñòíî, ïðè ôèêñè-
ðîâàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïîêàæåì,
÷òî ýòî ðåøåíèå ñîñòîèò èç òðåõ åäèíè÷íûõ, âçàèìíî-îðòîãîíàëüíûõ âåêòîð-ôóíêöèé,
îðèåíòàöèÿ êîòîðûõ ìîæåò áûòü âûáðàíà ïîëîæèòåëüíîé.

Ââåäåì ðàññìîòðåíèå 6 ôóíêöèé:

f1 =
⟨
ξ⃗, ξ⃗
⟩
; f2 =

⟨
η⃗, η⃗

⟩
; f3 =

⟨
ζ⃗, ζ⃗

⟩
;

g1 =
⟨
ξ⃗, η⃗

⟩
; g2 =

⟨
ξ⃗, ζ⃗

⟩
; g3 =

⟨
η⃗, ζ⃗

⟩
,

ãäå ξ⃗, ζ⃗, η⃗ � ðåøåíèå óðàâíåíèé (2.6). Òîãäà íàéäåì

f ′1 = 2
⟨
ξ⃗, ξ⃗′

⟩
= 2k

⟨
ξ⃗, η⃗

⟩
= 2kg1;

f ′2 = 2
⟨
η⃗, η⃗ ′ ⟩ = 2

⟨
η⃗,−kξ⃗ + κζ⃗

⟩
= −2kg1 + 2κg3;

f ′3 = 2
⟨
ζ⃗, ζ⃗ ′ ⟩ = −2κ⟨ ζ⃗, η⃗ ⟩ = −2κg3;

g′1 =
⟨
ξ⃗ ′, η⃗

⟩
+
⟨
ξ⃗, η⃗ ′ ⟩ = ⟨ kη⃗, η⃗ ⟩+ ⟨ ξ⃗,−kξ⃗ + κζ⃗

⟩
= k(f2 − f1) + κg2;

g2 =
⟨
ξ⃗ ′, ζ⃗

⟩
+
⟨
ξ⃗, ζ⃗ ′ ⟩ = ⟨ kη⃗, ζ⃗ ⟩+ ⟨ ξ⃗,−κη⃗ ⟩ = kg3 − κg1;

g′3 =
⟨
η⃗ ′, ζ⃗

⟩
+
⟨
η⃗, ζ⃗ ′ ⟩ = ⟨ − kξ⃗ + κζ⃗, ζ⃗

⟩
+
⟨
η⃗,−κη⃗

⟩
= −kg2 + κ(f3 − f2).

(2.7)
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Ýòî ñíîâà àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà è îíà òàêæå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïðè ôèêñè-
ðîâàííûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ïîëîæèì{

f1(0) = f2(0) = f3(0) = 1,
g1(0) = g2(0) = g3(0) = 0.

À òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò è ñàìîé ñèñòåìå (2.7). Ñëåäîâà-
òåëüíî, îíè è îïðåäåëÿþò åå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ s{

|ξ|2 = |η|2 = |ζ|2 = 1,⟨
ξ, η

⟩
=
⟨
ξ, ζ

⟩
=
⟨
η, ζ

⟩
= 0.

Áîëåå òîãî, (ξ, η, ζ) = const âäîëü ðåøåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

(ξ, η, ζ)′ = (ξ′, η, ζ) + (ξ, η′, ζ) + (ξ, η, ζ ′) ≡ 0.

Âûáåðåì (ξ, η, ζ)|s=0 = +1.

Åñëè òåïåðü ξ(s) � ðåøåíèå, òî âåêòîð-ôóíêöèÿ

r⃗(s) =

s∫
0

ξ(t)dt+ r⃗0

îïðåäåëÿåò êðèâóþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

• |r⃗ ′
s| = 1, à çíà÷èò s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà êðèâîé, à ïîëå ξ � åäèíè÷íîå

êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà êðèâîé;

• r⃗ ′′
s = ξ′s = kη, à çíà÷èò k � êðèâèçíà è η � ïîëå ãëàâíûõ íîðìàëåé, à ïîëå
ζ = [ξ, η] � ïîëå âåêòîðîâ áèíîðìàëè êðèâîé;

• êðó÷åíèå ýòîé êðèâîé κ̃ = −
⟨
η ′, ζ

⟩
= −

⟨
− kξ + κζ, ζ

⟩
= κ.

Òàêèì îáðàçîì, êðèâàÿ ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.

Ïóñòü åñòü äâà íàáîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé: {P, ξP , ηP , ζP }, à òàêæå {Q, ξQ, ηQ, ζQ}.
Êàæäîå èç ýòèõ óñëîâèé îïðåäåëÿåò êðèâóþ èëè γ P èëè γ Q.

Ñîâìåñòèì P è Q ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì, à ðåïåðû ξP , ηP , ζP è ξQ, ηQ, ζQ ñîâ-
ìåñòèì ïîâîðîòîì è, âîçìîæíî, ñèììåòðèåé. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êðèâûå γ P è γ Q òàê æå ñîâìåùàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,
êðèâàÿ îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü êðèâûå â ïðîñòðàíñòâå, íàïåðåä çàäàâàÿ
èõ êðèâèçíó è êðó÷åíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.5.1 Çàäàíèå êðèâîé â âèäå k = k(s) > 0, κ = κ(s) íàçûâàåòñÿ
íàòóðàëüíûì óðàâíåíèåì êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïëîñêàÿ êðèâàÿ îïðåäåëèòñÿ ôóíêöèåé êðèâèçíû k è óñëîâèåì κ ≡ 0.
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2.6 Ýëåìåíòû ãåîìåòðèè ïëîñêèõ êðèâûõ

2.6.1 Îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâèçíà ïëîñêîé êðèâîé.

Ïîñêîëüêó íàïðàâëåíèå ãëàâíîé íîðìàëè êðèâîé â îáùåé òî÷êå îïðåäåëåíî îäíîçíà÷-
íî, òî íà îðèåíòèðîâàííîé ïëîñêîñòè êðèâèçíå êðèâîé ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ïðèïèñàòü çíàê.

Îïðåäåëåíèå 2.6.1 Ïóñòü γ ïëîñêàÿ êðèâàÿ ñ êðèâèçíîé k > 0. Îðèåíòèðîâàííîé
êðèâèçíîé kor êðèâîé γ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

kor =

{
+ k, åñëè ðåïåð (τ⃗ , ν⃗) îðèåíòèðîâàí ïîëîæèòåëüíî,
− k, åñëè ðåïåð (τ⃗ , ν⃗) îðèåíòèðîâàí îòðèöàòåëüíî.

Äëÿ âûÿñíåíèÿ çíàêà îðèåíòèðîâàííîé êðèâèçíû íå îáÿçàòåëüíî íóæíî ïåðåõîäèòü ê
íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó, òàê êàê ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 2.3.1 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî) â
òî÷êàõ êðèâîé γ ñ êðèâèçíîé k > 0, âåêòîðû (r⃗′t, r⃗

′′
t ) ëèíåéíî íå çàâèñèìû è îðèåíòà-

öèÿ ðåïåðà (τ⃗ , ν⃗) ñîâïàäàåò ñ îðèåíòàöèåé áàçèñà (r⃗′t, r⃗
′′
t ). Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ýòîãî

íàáëþäåíèÿ, ïîëó÷àåì

Óòâåðæäåíèå 2.6.1 Ïóñòü γ ∈ C2 ðåãóëÿðíàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ
âåêòîð-ôóíêöèåé r⃗ = r⃗(t) = {x(t), y(t)}. Îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâèçíà êðèâîé γ âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

kor =
x′y′′ − x′′y′

((x′)2 + (y′)2)3/2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì

r⃗′t = {x′, y′}, r⃗′′t = {x′′, y′′}.

Êðèâèçíà êðèâîé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

k =
|x′y′′ − x′′y′|

((x′)2 + (y′)2)3/2

Çíà÷èò, â òî÷êàõ ñ íåíóëåâîé êðèâèçíîé âåêòîðû r⃗′ è r⃗′′ ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îáðà-
çóþò áàçèñ, îðèåíòàöèÿ êîòîðîãî ñîãëàñîâàíà ñ îðèåíòàöèåé ðåïåðà (τ⃗ , ν⃗) è êîòîðûé
êîòîðûé îðèåíòèðîâàí ïîëîæèòåëüíî, åñëè

det

(
x′ x′′

y′ y′′

)
> 0.

Çíà÷èò, kor = + k åñëè x′y′′−y′x′′ > 0 è kor = − k åñëè x′y′′−y′x′′ < 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò Ñëåäñòâèÿ 2.2.1, ïîëó÷èì

kor =
x′y′′ − x′′y′

((x′)2 + (y′)2)3/2
, åñëè (x′y′′ − y′x′′) > 0;

kor = −
−(x′y′′ − x′′y′)
((x′)2 + (y′)2)3/2

, åñëè (x′y′′ − y′x′′) < 0.



50 Ãëàâà 2. ÒÅÎÐÈß ÊÐÈÂÛÕ

Òàêèì îáðàçîì,

kor =
x′y′′ − x′′y′

((x′)2 + (y′)2)3/2
.

Ðàññìîòðèì íà îðèåíòèðîâàííîé ïëîñêîñòè ðåãóëÿðíóþ êðèâóþ γ è ââåäåì â ðàñ-
ñìîòðåíèå óãëîâóþ ôóíêöèþ α(P ) êàê îðèåíòèðîâàííûé óãîë ìåæäó åäèíè÷íûì âåê-
òîðîì êàñàòåëüíîé τ⃗(P ) â êàæäîé òî÷êå P ∈ γ è ôèêñèðîâàííûì íàïðàâëåíèåì íà
ïëîñêîñòè. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî íàïðàâëåíèå ñîâïàäàåò ñ
ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
xOy. Åñëè γ ïàðàìåòðèçîâàíà ïàðàìåòðîì t ∈ (a, b), òî α : (a, b)→ IR òàê æå ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé ýòîãî ïàðàìåòðà.1

Óòâåðæäåíèå 2.6.2 Ïóñòü γ ýòî C2-ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ íà îðèåíòèðîâàííîé ïëîñ-
êîñòè, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ íàòóðàëüíî. Åñëè α(s) � óãëîâàÿ ôóíêöèÿ, òî

k =

∣∣∣∣dαds
∣∣∣∣ , kor =

dα

ds
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r⃗ = r⃗(s) íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ γ. Òîãäà r⃗′ = τ⃗ �
åäèíè÷íûé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð êàñàòåëüíîé. Ïî îïðåäåëåíèþ óãëîâîé ôóíêöèè,

r⃗′ = {cosα(s), sinα(s)}.

Òîãäà

r⃗′′ = {− sinα(s), cosα(s)}dα
ds
.

Îòñþäà,

k = |r⃗′′| =
∣∣∣∣dαds

∣∣∣∣ .
Îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâèçíà

kor =
x′y′′ − x′′y′

((x′)2 + (y′)2)3/2
=
dα

ds
.

Çàìå÷àíèå. Ïîëîæèòåëüíîñòü îðèåíòèðîâàííîé êðèâèçíû îçíà÷àåò ðîñò óãëîâîé
ôóíêöèè è íàîáîðîò. Ïîýòîìó, íà ó÷àñòêàõ ñ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíîé êàñàòåëüíûé
âåêòîð çàêðó÷èâàåòñÿ â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ãëàâíîé íîðìàëè, à â òî÷êàõ ñ îòðèöà-
òåëüíîé êðèâèçíîé � â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó.

Ïðè èçìåíåíèè âíóòðåííåé îðèåíòàöèè íà êðèâîé èëè èçìåíåíèè îðèåíòàöèè íà
ïëîñêîñòè çíàê îðèåíòèðîâàííîé êðèâèçíû èçìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ýòî äà-
åò âîçìîæíîñòü ëîêàëüíî ñîãëàñîâàòü âíóòðåííþþ îðèåíòàöèþ íà êðèâîé ñ îðèåíòà-
öèåé ïëîñêîñòè, ÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 2.6.2 Âíóòðåííÿÿ ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ íà ðåãóëÿðíîé êðèâîé íà-
çûâàåòñÿ èíäóöèðîâàííîé, åñëè îðèåíòàöèÿ ðåïåðà (τ⃗ , ν⃗) ïîëîæèòåëüíà.

1Ôóíêöèÿ α ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîé, òàê êàê îðèåíòèðîâàííûé óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè îïðå-
äåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî öåëîãî êðàòíîãî óãëà 2π. Âûáîðîì íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíàÿ âåòâü ýòîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ è ó÷àñòâóåò â äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèÿõ.
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Èíäóöèðîâàííàÿ îðèåíòàöèÿ âñåãäà ñóùåñòâóåò è, â ñëó÷àå âûáîðà íà êðèâîé èíäó-
öèðîâàííîé îðèåíòàöèè, ìîæíî íå ðàçëè÷àòü êðèâèçíó è îðèåíòèðîâàííóþ êðèâèçíó.
Íà êðèâîé ñ èíäóöèðîâàííîé îðèåíòàöèåé kor = k ≥ 0.

Èíòåãðàëüíàÿ êðèâèçíà ïëîñêîé êðèâîé.

Îïðåäåëåíèå 2.6.3 Ïóñòü γ � ðåãóëÿðíàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ êëàññà C2. Âåëè÷èíà

ω(γ) =

∫
γ

kor ds,

íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííîé (èëè îòíîñèòåëüíîé) èíòåãðàëüíîé êðèâèçíîé γ, à âå-
ëè÷èíà

|ω|(γ) =
∫
γ

k ds,

íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíîé èíòåãðàëüíîé êðèâèçíîé γ.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èíòåãðàëüíîé êðèâèçíû ïðîÿñíÿåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2.6.3 Ïóñòü γ � êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè, ïðè÷åì A� íà÷àëüíàÿ òî÷êè
êðèâîé, B� êîíå÷íàÿ òî÷êà. Òîãäà

ω(γ) = α(B)− α(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ ïàðàìåòðèçîâàíà íàòóðàëüíî òàê, ÷òî A ↔ (s = 0), B ↔
(s = l), ãäå l� äëèíà êðèâîé (íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå). Òîãäà

ω(γ) =

∫
γ

kor ds =

l∫
0

dα

ds
ds =

l∫
0

dα = α(l)− α(0) = α(B)− α(A).

Ãåîìåòðè÷åñêè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâèçíà ïëîñêîé
êðèâîé ðàâíà ñóììàðíîìó îðèåíòèðîâàííîìó óãëó ïîâîðîòà êàñàòåëüíîé ïðè îáõîäå
äàííîãî ó÷àñòêà êðèâîé.

×òî æå êàñàåòñÿ àáñîëþòíîé èíòåãðàëüíîé êðèâèçíû, òî îíà ìîæåò áûòü âûðàæå-
íà ÷åðåç îòíîñèòåëüíóþ â ñëåäóþùåì âèäå.

Óòâåðæäåíèå 2.6.4 Ïóñòü γ � ðåãóëÿðíàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ êëàññà C2 ñ çàäàííûì
íàïðàâëåíèåì îáõîäà (âíóòðåííåé îðèåíòàöèåé). Òîãäà

γ =

(∪
i

γ+i

) ∪ (∪
k

γ−k

)
,

ãäå γ+i � äóãè ñ èíäóöèðîâàííîé îðèåíòàöèåé, à γ−k � äóãè ñ îðèåíòàöèåé, ïðîòè-
âîïîëîæíîé èíäóöèðîâàííîé. Àáñîëþòíàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâèçíà êðèâîé γ ðàâíà

|ω|(γ) =
∑
i

ω(γ+i )−
∑
i

ω(γ−k ).
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Äîêàçàòåëüñòâî òðèâèàëüíî. Ãåîìåòðè÷åñêè, àáñîëþòíàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâèçíà êðè-
âîé ðàâíà ñóììàðíîìó óãëó ïîâîðîòà êàñàòåëüíîé ïðè îáõîäå êðèâîé áåç ó÷åòà îðè-
åíòàöèè, òî åñòü çíàêà ïðèðàùåíèÿ óãëîâîé ôóíêöèè.

Óêàçàííûå ãåîìåòðè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè èíòåãðàëüíîé êðèâèçíû ïîçâîëÿþò îï-
ðåäåëèòü èíòåãðàëüíóþ êðèâèçíó ïëîñêîé êðèâîé äàæå äëÿ êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîé êðè-
âîé.

Îïðåäåëåíèå 2.6.4 Ïóñòü γ =
∪
i
γi êóñî÷íî-ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè ñ

ôèêñèðîâàííûì íàïðàâëåíèåì îáõîäà. Èíòåãðàëüíîé îòíîñèòåëüíîé êðèâèçíîé γ íà-
çûâàåòñÿ âåëè÷èíà

ω(γ) =
∑
i

ω(γi) +
∑
i

(π − αi),

ãäå ω(γi)� èíòåãðàëüíûå êðèâèçíû ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé êðèâîé, à αi � îðèåíòèðîâàí-
íûå óãëû ìåæäó ïîëóêàñàòåëüíûìè â óãëîâûõ òî÷êàõ.

Íàïðèìåð, åñëè γ åñòü òðåóãîëüíèê, òî ω(γ) = 3π − π = 2π.

2.6.2 Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè êðèâûõ íà ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ 2.5.1 äîïóñêàåò óïðîùåíèå è óòî÷íåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîé
êðèâîé è îðèåíòèðîâàííîé êðèâèçíû.

Óòâåðæäåíèå 2.6.5 Ïóñòü k(s) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà s ∈ [a, b]. Òîãäà
íà ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ, êðèâàÿ äëÿ êî-
òîðîé k � ôóíêöèÿ åå îðèåíòèðîâàííîé êðèâèçíû, à s � åå íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k(s) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

α(s) =

s∫
a

k(t)d t+ α0. (2.8)

Òîãäà, î÷åâèäíî,
dα

ds
= k(s).

Áóäåì èñêàòü íà ïëîñêîñòè êðèâóþ äëÿ êîòîðîé α(s) � óãëîâàÿ ôóíêöèÿ äëÿ âåêòîðà
êàñàòåëüíîé.

Ïóñòü r⃗ = {x(s), y(s)} � ðàäèóñ-âåêòîð èñêîìîé êðèâîé, òîãäà ïî ïîñòàíîâêå çà-
äà÷è {

x′ = cosα(s),
y′ = sinα(s).

Çíà÷èò, ôóíêöèè x(s) è y(s) ìîãóò áûòü ëåãêî íàéäåíû èíòåãðèðîâàíèåì
x(s) =

s∫
0

cosα(s) ds+ x0,

y(s) =

s∫
0

sinα(s) ds+ y0.

(2.9)
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Ïðè ýòîì, êðèâàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà (2.9) è ïîâî-
ðîòà (2.8), òî åñòü ñîáñòâåííîãî äâèæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.6.5 Ðàäèóñîì êðèâèçíû R ïëîñêîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

R =
1

k
,

ãäå k � êðèâèçíà ýòîé êðèâîé.

Èñïîëüçóÿ ðàäèóñ êðèâèçíû, óðàâíåíèÿ (2.9) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðà α â âèäå 

x(α) =

α∫
0

R(α) cosαdα+ x0,

x(α) =

α∫
0

R(α) sinαdα+ y0,

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

ds =
ds

dα
dα = Rdα.

Íàïðèìåð, åñëè R(α) = R0 = const, òî êðèâàÿ ñ ïîñòîÿííîé êðèâèçíîé k = 1/R0

ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà R0.

2.6.3 Îâàëû.

Ëîêàëüíàÿ âûïóêëîñòü êðèâîé íå ãàðàíòèðóåò åå âûïóêëîñòè. Òî åñòü ëîêàëüíàÿ âû-
ïóêëîñòü íå ãàðàíòèðóåò òîãî, ÷òî äàííàÿ êðèâàÿ îãðàíè÷èâàåò âûïóêëóþ ôèãóðó
íà ïëîñêîñòè. Íî ïðè äîïîëíèòåëüíîì òðåáîâàíèè íà êðèâóþ, áûòü ãîìåîìîðôíîé
îêðóæíîñòè, âûïóêëîñòü êðèâîé ìîæíî îáåñïå÷èòü. Òàêèå êðèâûå íàçûâàþòñÿ îâà-
ëàìè.

Îïðåäåëåíèå 2.6.6 Îâàëîì íàçûâàåòñÿ ïëîñêàÿ ðåãóëÿðíàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ áåç
ñàìîïåðåñå÷åíèé, ñ êðèâèçíîé k > 0.

Óïðàæíåíèå 2.6.1 Ïîêàæèòå, ÷òî îâàë îãðàíè÷èâàåò âûïóêëóþ ôèãóðó, ò.å. ÿâ-
ëÿåòñÿ âûïóêëîé êðèâîé "â öåëîì".

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì îâàëà ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñ. Îâàëû èìåþò ðÿä õàðàêòåðíûõ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ "â öåëîì" . Íåêîòîðûå èç íèõ ìû ðàññìîòðèì â ýòîì ðàçäåëå.

Îïðåäåëåíèå 2.6.7 Âåðøèíîé îâàëà êëàññà C3 íàçûâàåòñÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñ-
òðåìóìà ôóíêöèè k(s).

Òåîðåìà 2.6.1 Ïóñòü γ � îâàë êëàññà C3, òîãäà îí èìååò ïî êðàéíåé ìåðå ÷åòûðå
âåðøèíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ � îâàë, r⃗ = r⃗(s) åãî íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ. Òîãäà
k(s) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îêðóæíîñòè k : S1 → IR. Îêðóæíîñòü êîìïàêòíà è
ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ôóíêöèÿ k(s) äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî
çíà÷åíèé. Ïóñòü M1,M2 ∈ S1:

k(M1) = min k(s),

k(M2) = max k(s).

Òàê êàê γ ∈ C3, òî k(s) ∈ C1, à çíà÷èò â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà

k ′(M1) = 0, k ′(M2) = 0.

Òàê ÷òî íà îâàëå èìååì ïî êðàéíåé ìåðå äâå âåðøèíû.

Åñëè òî÷êè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà è ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà íå ÿâëÿþòñÿ èçîëèðî-
âàííûìè, òî k′ = 0 íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèí áåñêîíå÷íî ìíîãî
è äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû îâàëà èçîëèðîâàíû, ò.å. â
òî÷êàõ M1 è M2 åñòü ïåðåìåíà çíàêà ïðîèçâîäíîé.

Ïóñòü â òî÷êå M1 ïðîèñõîäèò ïåðåìåíà çíàêà ïðîèçâîäíîé ñ (−) íà (+), à â òî÷-
êå M2 ñ (+) íà (−). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äðóãèõ òî÷åê ïåðåìåí çíàêà íåò. Òîãäà íà
ñîîòâåòñòâóþùèõ äóãàõ

k ′(M1M2) ≥ 0,

k ′(M2M1) ≤ 0.

Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ M1M2. Òàê êàê îâàë îãðàíè÷èâàåò âûïóêëóþ ôèãóðó, òî ýòà

ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò îâàë òîëüêî â òî÷êàõ M1 è M2. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè äóã
⌢

M1M2 è
⌢

M2M1 íàõîäÿòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé M1M2. Çàïèøåì
óðàâíåíèå ïðÿìîé M1M2 â âèäå⟨

R⃗, a⃗
⟩
+D = 0 (| a⃗ | = 1).

Òîãäà ôóíêöèÿ îòêëîíåíèÿ òî÷åê îâàëà îò ýòîé ïðÿìîé ïðèìåò âèä

h(s) =
⟨
r⃗ (s), a⃗

⟩
+D.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê äóãè
⌢

M1M2 îòêëîíåíèå h(s) > 0. Òîãäà äëÿ òî÷åê

äóãè
⌢

M2M1 îòêëîíåíèå h(s) < 0.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(s) = k ′(s)h(s).

Òîãäà f(s) ≥ 0 äëÿ âñåõ òî÷åê îâàëà, ïðè÷åì f(s) = 0 òîëüêî â èçîëèðîâàííûõ òî÷êàõ,
à çíà÷èò

l∫
0

f(s) ds > 0,

ãäå l � äëèíà îâàëà.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

l∫
0

f(s) ds =

l∫
0

(⟨
r⃗(s), a⃗

⟩
+D

)
k ′(s) ds =

l∫
0

⟨
r⃗(s), a⃗

⟩
k ′(s) ds+D

l∫
0

k ′(s) ds =

l∫
0

⟨
r⃗(s), a⃗

⟩
k ′(s) ds+ k(s)

∣∣∣l
0
=

k
⟨
r⃗(s), a⃗

⟩∣∣∣l
0
−

l∫
0

k
⟨
τ⃗ , a⃗

⟩
ds =

l∫
0

⟨
− kτ⃗ , a⃗

⟩
ds =

l∫
0

⟨
ν⃗ ′, a⃗

⟩
ds =

l∫
0

⟨
ν⃗, a⃗

⟩′
ds =

⟨
ν⃗, a⃗

⟩∣∣∣l
0
= 0.

Â ýòèõ âû÷èñëåíèÿõ ìû èñïîëüçîâàëè ïåðèîäè÷íîñòü (ñ ïåðèîäîì l) ôóíêöèé k(s),⟨
r⃗(s), a⃗

⟩
,
⟨
ν⃗, a⃗

⟩
è âòîðóþ ôîðìóëó Ôðåíå.

Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ó ôóíêöèè k ′(s) íåò äðóãèõ òî÷åê
ïåðåìåíû çíàêà. Ñëåäîâàòåëüíî, íà êàêîé-òî äóãå ñóùåñòâóåò êàê ìèíèìóì äâå òî÷êè
ñ ïåðåìåíîé çíàêà k ′(s), òî åñòü åùå äâå âåðøèíû.

Ñëåäñòâèå 2.6.1 Åñëè ÷èñëî âåðøèí îâàëà êîíå÷íî, òî îíî ÷åòíî.

Îïðåäåëåíèå 2.6.8 Øèðèíîé îâàëà íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó åãî ïàðàëëåëü-
íûìè êàñàòåëüíûìè.

Ïóñòü γ � íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííûé îâàë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α(s) � óãîë ìåæäó
êàñàòåëüíîé ê îâàëó γ è îñüþ Ox. Òîãäà âûáðàâ íà îâàëå èíäóöèðîâàííóþ îðèåíòà-
öèþ, ïîëó÷èì

k =
dα

ds
> 0

äëÿ âñåõ òî÷åê îâàëà. Òîãäà îâàë γ ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàí â öåëîì ïàðàìåòðîì
α. Ïîëîæèì

ρ⃗ (α) = r⃗(s(α))

è ïóñòü ω(α) � øèðèíà îâàëà, âûðàæåííàÿ êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà α.

Îïðåäåëåíèå 2.6.9 Îïîðíîé ôóíêöèåé îâàëà γ íàçûâàåòñÿ îòêëîíåíèå íà÷àëà êî-
îðäèíàò îò êàñàòåëüíîé ê îâàëó.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.6.1 Ïóñòü h(α) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ îâàëà êëàññà C4, ïàðàìåòðèçîâàííîãî
óãëîâûì ïàðàìåòðîì α. Òîãäà äëÿ ðàäèóñà êðèâèçíû îâàëà R(α) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

R(α) = h(α) + h′′(α).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì íà îâàëå èíäóöèðîâàííóþ îðèåíòàöèþ. Òîãäà

dα

ds
= k > 0,

à çíà÷èò, îâàë ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü ïàðàìåòðîì α. Ïóñòü r⃗ = r⃗(α) � ïàðàìåòðè-
çàöèÿ îâàëà ïàðàìåòðîì α. Ïî ôîðìóëàì Ôðåíå,

τ⃗ ′
s = kν⃗ =

dα

ds
ν⃗, ν⃗ ′s = kτ⃗ = −dα

ds
τ⃗ .

Çíà÷èò, îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà α,

τ⃗ ′
α = ν⃗, ν⃗ ′α = −τ⃗ .

Äëÿ îïîðíîé ôóíêöèè h ïîëó÷èì âûðàæåíèå

h(α) = −
⟨
r⃗, ν⃗

⟩
,

Òîãäà
h ′

α = −
⟨
r⃗′α, ν⃗

⟩
−
⟨
r⃗, ν⃗ ′

α

⟩
=
⟨
r⃗, τ⃗

⟩
,

h ′′ =
⟨
r⃗′α, τ⃗

⟩
+
⟨
r⃗, τ⃗ ′

α

⟩
=
⟨
r⃗′s
ds

dα
, τ⃗
⟩
+
⟨
r⃗, ν⃗

⟩
= R+

⟨
r⃗, ν⃗

⟩
= R− h.

Îòêóäà h ′′ + h = R.

Óòâåðæäåíèå 2.6.6 Åñëè γ � îâàë êëàññà C4, òî åãî äëèíà ìîæåò áûòü íàéäåíà
ïî ôîðìóëå

l =

π∫
0

ω(α) dα.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ � îâàë. Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññóæäåíèé, ðàçìåñòèì îâàë
òàê, ÷òîáû îí îõâàòûâàë íà÷àëî êîîðäèíàò è âûáåðåì íà íåì èíäóöèðîâàííóþ îðè-
åíòàöèþ. Òîãäà íà÷àëî êîîðäèíàò îêàæåòñÿ â "âåðõíåé" ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî
êàæäîé êàñàòåëüíîé, à çíà÷èò h(α) > 0 äëÿ âñåõ òî÷åê îâàëà è áîëåå òîãî,

ω(α) = h(α) + h(α+ π).

Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ äëèíû îâàëà

l =

l∫
0

ds =

2π∫
0

ds

dα
dα =

2π∫
0

R(α) dα =

2π∫
0

(
h(α) + h′′(α)

)
dα =

2π∫
0

h(α) dα+

2π∫
0

h′′(α) dα =

2π∫
0

h(α) dα+ h′(α)
∣∣∣2π
0

=

π∫
0

h(α) dα+

2π∫
π

h(α) dα =

π∫
0

h(α) dα+

π∫
0

h(α+ π) dα =

π∫
0

(
h(α) + h(α+ π)

)
dα =

π∫
0

ω(α) dα.

Çàäà÷è.
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• Äîêàçàòü, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ êëàññà C2, ãîìåîìîðôíàÿ îêðóæíîñòè, ñ êðè-
âèçíîé k > 0 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êðèâîé.

• Äîêàæèòå òåîðåìó î äëèíå îâàëà äëÿ îâàëîâ êëàññà C2.

Óêàçàíèå: Ïîêàæèòå, ÷òî ω(α) =
⟨
ρ⃗ (α+ π)− ρ⃗ (α), ν⃗ (α

⟩
.

• Òî÷êè îâàëà, â êîòîðûõ êàñàòåëüíûå ê îâàëó ïàðàëëåëüíû íàçûâàþòñÿ ïðîòè-
âîïîëîæíûìè. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè
íà îâàëå ïîñòîÿííîé øèðèíû îðòîãîíàëåí êàñàòåëüíûì â ýòèõ òî÷êàõ.

• Ïóñòü γ � îâàë è τ⃗ � åäèíè÷íîå êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà γ. Äîêàæèòå,
÷òî τ⃗ ′′ ∥ τ⃗ ïî êðàéíåé ìåðå â 4-õ òî÷êàõ.

• Ïóñòü γ � ïëîñêàÿ êðèâàÿ, ãîìåîìîðôíàÿ îêðóæíîñòè. Ïóñòü
L(γ ) � åå äëèíà, Q(γ ) � ïëîùàäü îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé γ . Òîãäà

L2 ≥ 4πQ.

2.6.4 Îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà ïëîñêèõ êðèâûõ.

Îïðåäåëåíèå 2.6.10 Ïóñòü f : IR2(x, y) × IR1(α) → IR1 � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå.
Åñëè ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà α óðàâíåíèå

f(x, y;α) = 0

îïðåäåëÿåò ðåãóëÿðíóþ êðèâóþ íà ïëîñêîñòè, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ïëîñêîñòè çàäàíî
ñåìåéñòâî ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ {γ α}, ïàðàìåòðèçîâàííîå ïàðàìåòðîì α.

Ôîðìàëüíî, ñåìåéñòâî ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

{γ α}α∈IR =
{
(x, y) ∈ IR2

∣∣ f(x, y;α) = 0, f2x + f2y ̸= 0
}
α∈IR

. (2.10)

Ñåìåéñòâî {γ α} ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïëîñêîñòü
(x, y) ñåìåéñòâà ñå÷åíèé α = α0 ïîâåðõíîñòè f(x, y;α) = 0. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ (2.10),

f−1(0) =
{
(x, y, α) ∈ IR3

∣∣ f(x, y;α) = 0
}

åñòü ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â IR3 ðàçìåðíîñòè 3−1 = 2, òî åñòü F 2 = f−1(0) � ãëàä-
êàÿ 2-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü â IR3. Âåêòîðîì íîðìàëè ïîâåðõíîñòè F 2 ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

N⃗ =
{
fx, fy, fα

}
.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé êðèâîé γ ⊂ F , çàäàííîé â âèäå

γ =
{
x(t), y(t), α(t)

}
èìååì

f(x(t), y(t), α(t)) ≡ 0.
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Ïîýòîìó
fxxt

′ + fyyt
′ + fααt

′ = 0,

à çíà÷èò ïëîñêîñòü ñ âåêòîðîì íîðìàëè N⃗ ñîäåðæèò êàñàòåëüíûå êî âñåì ðåãóëÿðíûì
êðèâûì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó.

Îïðåäåëåíèå 2.6.11 Ìíîæåñòâîì ñêëàäêè íà ïîâåðõíîñòè F = f−1(0) íàçûâàåò-
ñÿ ìíîæåñòâî

Σ =
{
(x, y, α) ⊂ IR3| f(x, y, α) = 0, fα(x, y, α) = 0

}
.

Îïðåäåëåíèå 2.6.12 Äèñêðèìèíàíòûì ìíîæåñòâîì ñåìåéñòâà ðåãóëÿðíûõ
êðèâûõ

{
γ α

}
, çàäàííûõ óðàâíåíèåì f(x, y, α) = 0 ãäå f ∈ C1, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

âèäà
D =

{
(x, y) ∈ IR2|∃α : f(x, y, α) = 0, ∂αf(x, y, α) = 0

}
.

Ìíîæåñòâî D � åñòü ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü (x, y) ìíîæåñòâà òî÷åê íà ïîâåðõíîñòè
F = f−1(0) ⊂ IR2 × IR1, â êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü âåðòèêàëüíà, òî åñòü D =
π(Σ).

Îïðåäåëåíèå 2.6.13 Ïóñòü
{
γ α

}
� ñåìåéñòâî ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ íà

ïëîñêîñòè, çàäàííîå óðàâíåíèåì f(x, y, α) = 0. Ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ
Γ =

{
x(t), y(t)

}
⊂ IR2 íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé îãèáàþùåé ñåìåéñòâà

{
γ α

}
, åñëè

ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ α = α(t), òàêàÿ ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• f(x(t), y(t), α(t)) ≡ 0;

• ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà t = t0 ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðè-
âàÿ ñåìåéñòâà γ α(t0) è êðèâàÿ Γ(t0) èìåþò îáùóþ êàñàòåëüíóþ.

• α′
t ̸= 0 íà âñåì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà t.

Óòâåðæäåíèå 2.6.7 Åñëè îãèáàþùàÿ Γ ñåìåéñòâà
{
γ α

}
ñóùåñòâóåò, òî Γ ⊂ D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå

f(x(t), y(t), α(t)) ≡ 0,

íåìåäëåííî âëå÷åò
fxx

′
t + fyy

′
t + fαα

′
t = 0.

Íî òàê êàê γα è Γ èìåþò îáùóþ êàñàòåëüíóþ, òî

fxx
′
t + fyy

′
t = 0.

Â ñèëó óñëîâèÿ α′
t ̸= 0, ïîëó÷àåì fα(x(t), y(t), α(t)) ≡ 0. Òàêèì îáðàçîì{
(x(t), y(t), α(t)) : f(x, y, α) = 0, fα(x, y, α) = 0

}
⊂ Σ,

à çíà÷èò Γ ⊂ π(Σ) = D.

Äîêàçàíîå óòâåðæäåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: Åñëè ñåìåéñòâî
{
γ α

}
èìå-

åò îãèáàþùóþ, òî ìíîæåñòâî ñêëàäêè Σ � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ, êàñàòåëüíàÿ ê êî-
òîðîé íå ãîðèçîíòàëüíà. Âåðíî è îáðàòíîå.
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Óòâåðæäåíèå 2.6.8 Ïóñòü
{
γ α

}
� ñåìåéñòâî ïëîñêèõ ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ, çàäàí-

íîå óðàâíåíèåì f(x, y, α) = 0. Åñëè Σ =
{
x(t), y(t), α(t)

}
� ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ íà

F 2 = f−1(0), òî íà êàæäîì èíòåðâàëå, ãäå êàñàòåëüíàÿ ê Σ íå ãîðèçîíòàëüíà, êðè-
âàÿ Γ = π(Σ) � îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà

{
γ α

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü Σ� ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ è íà èíòåðâàëå t ∈ (a, b) êàñàòåëüíàÿ
ê Σ íå ãîðèçîíòàëüíà. Òîãäà α′

t ̸= 0 íà (a, b). Èç òîæäåñòâà

f(x(t), y(t), α(t)) ≡ 0

ñëåäóåò
fxx

′
t + fyy

′
t + fαα

′
t = 0.

Òàê êàê â òî÷êàõ Σ âûïîëíåíî f ′α äëÿ âñåõ t ∈ (a, b), òî

fx(x(t), y(t))x
′
t + fy(x(t), y(t))y

′
t = 0,

ò.å. äëÿ êàæäîãî t êðèâûå γα(t) è Γ = π(Σ) èìåþò îáùóþ êàñàòåëüíóþ ïðè t ∈ (a, b).

Îñòàëîñü îòâåòèòü íà âîïðîñ, ïðè êàêîì óñëîâèè ìíîæåñòâî ñêëàäêè ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíîé êðèâîé. Òåì ñàìûì ìû ìîæåì äàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
îãèáàþùåé.

Óòâåðæäåíèå 2.6.9 Ïóñòü
{
γ α

}
� ñåìåéñòâî ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè,

çàäàííîå óðàâíåíèåì f(x, y, α) = 0. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå φ : IR3 → IR2 âèäà

φ(x, y, α) = (f(x, y, α), fα(x, y, α)).

Åñëè ìàòðèöû ßêîáè îòîáðàæåíèÿ φ ðàâåí 2, òî ìíîæåñòâî ñêëàäêè Σ ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíîé êðèâîé. Íà ëþáîì èíòåðâàëå, ãäå êàñàòåëüíàÿ ê Σ íå ãîðèçîíòàëüíà,
Γ = π(Σ) � îãèáàþùàÿ äàííîãî ñåìåéñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè rgφ∗ = 2, òî φ � ñóáìåðñèÿ, à çíà÷èò φ−1(0) = Σ � ãëàäêàÿ âëîæåííàÿ
êðèâàÿ â IR3, ïðè÷åì Σ ⊂ F 2 = f−1(0). Ïóñòü ýòà êðèâàÿ èìååò ïàðàìåòðèçàöèþ âèäà
Σ =

{
x(t), y(t), α(t)

}
. Åñëè α′

t ̸= 0 ( óñëîâèå íå ãîðèçîíòàëüíîñòè), òî ìû ïîïàäàåì â
óñëîâèÿ ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 2.6.2 Ïóñòü f(x, y, α) = 0 � óðàâíåíèå ðåãóëÿðîãî ñåìåéñòâà
{
γ α

}
, è

ïóñòü

det

(
fx fy
fxα fyα

)∣∣∣∣
Σ

̸= 0

òîãäà ñóùåñòâóåò îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà
{
γ α

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ìàòðèöó ßêîáè

φ∗ =

(
fx fy fα
fαx fαy fαα

)
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Ò.ê. rgφ∗ = 2 è äîñòèãàåòñÿ íà ïåðâûõ ñòîëáöàõ, òî ïî òåîðåìå î íåÿâíîì îòîáðàæå-
íèè, ëîêàëüíî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ñèñòåìû{

f(x, y, α) = 0,
fα(x, y, α) = 0,

â âèäå ãëàäêèõ ôóíêöèé 
x = x(t),
y = y(t),
α = t.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ïðèêðåïëåíèÿ α(t), èìååò âèä α = t, à çíà÷èò
α′
t = 1 > 0

Ñëåäñòâèå 2.6.3 Ïóñòü
{
γ α

}
� ñåìåéñòâî ïëîñêèõ êðèâûõ, çàäàííûõ óðàâíåíèåì

f(x, y, α) = 0 (f ∈ C2).

Åñëè

fαα|Σ ̸= 0,

òî Σ � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ è åñëè êàñàòåëüíàÿ ê Σ íå ãîðèçîíòàëüíà, òî Γ = π(Σ) �
îãèáàþùàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ φ â òî÷êàõ ìíîæåñòâà Σ èìååò âèä

φ∗ =

(
fx fy 0
fαx fαy fαα

)
Åñëè fαα ̸= 0, òî rgφ∗ = 2, ò.ê. f2x + f2y ̸= 0. Ïóñòü, íàïðèìåð, fy|Σ ̸= 0, òîãäà ñèñòåìà{

f(x, y, α) = 0,
fα(x, y, α) = 0,

ìîæåò áûòü ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî α è y â âèäå{
y = y(x),
α = α(x),

ãäå y(x), α(x) � ãëàäêèå ôóíêöèè êëàññà C2. Òîãäà êðèâàÿ

Γ = π(Σ) =
{
(x, y)| y = y(x)

}
ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé êðèâîé íà ïëîñêîñòè, à ôóíêöèÿ α = α(x) çàäàåò çàêîí ïðèêðåï-
ëåíèÿ êðèâûõ ê îãèáàþùåé.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
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Îãèáàþùàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ïðÿìûõ

Óòâåðæäåíèå 2.6.10 Ïóñòü γα

x cosα+ y sinα− h(α) = 0

ñåìåéñòâî ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè, ïàðàìåòðèçîâàííîå α. Òîãäà îãèáàþùàÿ ýòîãî ñå-
ìåéñòâà ñóùåñòâóåò è åå óðàâíåíèå èìååò âèä

r⃗(α) = hn⃗+ h′t⃗,

ãäå n⃗ = {cosα, sinα} ïîëå åäèíè÷íûõ íîðìàëåé ñåìåéñòâà, t⃗ =
dn⃗

dα
= {− sinα, cosα}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r⃗ = {x, y}. Òîãäà óðàâíåíèå ñåìåéñòâà çàïèøåòñÿ â âèäå

f(x, y, α) =
⟨
r⃗, n⃗
⟩
− h(α) = 0.

Ñîîòâåòñòâåííî,

fα(x, y, α) =
⟨
r⃗, t⃗
⟩
− h′(α) = 0.

Òàê êàê
⟨
n⃗, t⃗
⟩
= 0, òî r⃗ ëåãêî íàõîäèòñÿ èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû

r⃗(α) = hn⃗+ h′t⃗,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè îãèáàþùåé

r⃗′ = h′n⃗+ ht⃗− h′n⃗+ h′′t⃗ = (h+ h′′)⃗t

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç s íàòðàëüíûé ïàðàìåòð íà îãèáàþùåé. òî èç ãåîìåòðè÷åñêîãî
ñìûñëà ïàðàìåòðà α çàêëþ÷àåì, ÷òî

dα

ds
= k,

ãäå k � êðèâèçíà îãèáàþùåé. Çàìåòèì òàê æå, ÷òî h(α) íå ÷òî èíîå êàê îïîðíàÿ
ôóíóöèÿ îãèáàþùåé. Îòñþäà

1

k
= |h+ h′′|,

÷òî äàåò âûðàæåíèå äëÿ êðèâèçíû îãèáàþùåé ÷åðåç åå îïîðíóþ ôóíöèþ. Ðàíåå ýòà
ôîðìóëà áûëà ïîëó÷åíà äëÿ îâàëîâ. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ îãèáàþùåé ñåìåéñòâà ñâîèõ êàñàòåëüíûõ. Çíà÷èò ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà âåðíà
äëÿ ëþáîé ðåãóëÿðíîé êðèâîé, à íå òîëüêî äëÿ îâàëîâ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñåìåéñòâî ïðÿìûõ, çàäàííûõ óðàâíåíèåì îáùåãî âèäà

A(α)x+B(α)y + C(α) = 0.
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Óòâåðæäåíèå 2.6.11 Îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà ïðÿìûõ

A(α)x+B(α)y + C(α) = 0.

ñóùåñòâóåò íà êàæäîì ïðîìåæóòêå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà α ãäå âåêòîð-ôóíêöèè
N⃗ = {A,B} è N⃗ ′ = {A′, B′} íå êîëëèíåàðíû. Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå îãèáàþùåé
èìååò âèä: 

x(α) = −
(
C

B

)′/(A
B

)′

y(α) = −
(
C

A

)′/(B
A

)′

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãèáàþùóþ ñåìåéñòâà íàõîäèì êàê ðåøåíèå ñèñòåìû{
A(α)x+B(α)y = −C(α)
A′(α)x+B′(α)y = −C ′(α)

Î÷åâèäíî, ÷òî  x(α) = −CB′−C′B
AB′−A′B = −

(
C
B

)′/(A
B

)′
y(α) = −AC′−A′C

AB′−A′B = −
(
C
A

)′/(B
A

)′
Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ

AB′ −A′B ̸= 0 èëè
A

A′ ̸=
B

B′

Ýâîëþòà è ýâîëüâåíòà

Îïðåäåëåíèå 2.6.14 Ýâîëþòîé ïëîñêîé êðèâîé γ íàçûâàåòñÿ îãèáàþùàÿ ñåìåé-
ñòâà åå íîðìàëåé.

Óòâåðæäåíèå 2.6.12 Íà êàæäîì ó÷àñòêå ðåãóëÿðíîé êðèâîé ãäå êðèâèçíà k ̸= 0
ñóùåñòâóåò ýâîëþòà. Åå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

• ρ⃗ = r⃗(s) + 1
k ν⃗(s) äëÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé;

• ρ⃗ = r⃗(t) + 1
kor
n⃗(t), ãäå kor � îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâèçíà êðèâîé è

n⃗(t) =
{−y′(t), x′(t)}√
(x′t)

2 + (y′t)
2

åäèíè÷íûé ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé âåêòîð íîðìàëè êðèâîé r⃗(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì óðàâíåíèå ñåìåéñòâà íîðìàëåé êðèâîé â âèäå:

f(x, y; s) =
⟨
ρ⃗ − r⃗(s), τ⃗ (s)

⟩
= 0,
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ãäå ρ⃗ =
{
x, y
}
ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè íà íîðìàëè. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå äèñêðèìèíàíò-

íîãî ìíîæåñòâà: { ⟨
ρ⃗ − r⃗(s), τ⃗ (s)

⟩
= 0,

−1 + k
⟨
ρ⃗ − r⃗(s), ν⃗(s)

⟩
= 0.

Îòñþäà íåìåäëåííî íàõîäèì:

ρ⃗ − r⃗(s) = 1

k
ν⃗(s),

èëè

ρ⃗ = r⃗(s) +
1

k
ν⃗(s).

Ïóñòü òåïåðü r⃗ = r⃗(t) ïðîèçâîëüíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé. Îáîçíà-
÷èì

T⃗ = {x′t, y′t}, N⃗ = {−y′t, x′t}

ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé ïîäâèæíûé ðåïåð âäîëü êðèâîé. Òîãäà

• N⃗ � ν⃗ åñëè ðåïåð (T⃗ , N⃗) îðèåíòèðîâàí îäèíàêîâî ñ ðåïåðîì (τ⃗ , ν⃗)

• N⃗ ↑↓ ν⃗ åñëè ðåïåð (T⃗ , N⃗) îðèåíòèðîâàí ïðîòèâîïîëîæíî ðåïåðó (τ⃗ , ν⃗)

Â ïåðâîì ñëó÷àå kor = k, âî âòîðîì kor = −k. Íî òîãäà â ëþáîì ñëó÷àå

1

kor
N⃗ � 1

k
ν⃗.

Íîðìèðóÿ âåêòîð N⃗ , ïîëó÷èì
1

kor
n⃗ =

1

k
ν⃗,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ýâîëþòà èìååò è äðóãîå, ãåîìåòðè÷åñêîå ñâîéñòâî. Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ ðåãóëÿð-
íóþ êðèâóþ γ , êðèâèçíà êîòîðîé k > 0, ïàðàìåòðèçîâàííóþ íàòóðàëüíî ñ ïîìîùüþ
âåêòîð-ôóíêöèè r⃗ = r⃗(s) (s ∈ (0, L). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ρ⃗ : IR2 → IR2 âèäà

ρ⃗(s, t) = r⃗(s) + t ν⃗(s).

Ñòîëáöû ìàòðèöû ßêîáè ýòîãî îòîáðàæåíèå èìåþò âèä{
ρ⃗s = (1− kt)τ⃗ ,
ρ⃗t = ν⃗.

Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì îáëàñòè D = (0, L)× (0, 1k )
íà îáëàñòü ρ⃗(D), à çíà÷èò â îêðåñòíîñòè êðèâîé γ ïàðàìåòðû (s, t) îïðåäåëÿþò ëî-
êàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé ïîëóãåîäåçè-
÷åñêîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò ñ áàçîâîé êðèâîé γ . Åñëè æå t = 1

k , òî íàñòóïàåò ïàäåíèå
ðàíãà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Ìíîæåñòâî òî÷åê íåðåãóëÿðíîñòè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ρ⃗(s) = r⃗(s) +
1

k
ν⃗(s).

Ñëåäîâàòåëüíî, ýâîëþòà åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê íåðåãóëÿðíîñòè ïîëóãåîäåçè÷åñêîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïîñòðîåííîé íà γ .
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Îïðåäåëåíèå 2.6.15 Ýâîëüâåíòîé ïëîñêîé êðèâîé γ íàçûâàåòñÿ òàêàÿ êðèâàÿ Γ,
ýâîëþòîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ γ .

Óòâåðæäåíèå 2.6.13 Äëÿ äàííîé ðåãóëÿðíîé êðèâîé γ ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêîå ñåìåéñòâî åå ýâîëüâåíò. Ñåìåéñòâî ýâîëüâåíò êðèâîé γ çàäàåòñÿ âåêòîð-
ôóíêöèåé âèäà

• ρ⃗ (s, c) = r⃗(s) + (c − s)τ⃗ (s), åñëè r⃗ = r⃗(s) � âåêòîð-ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ íàòó-
ðàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ êðèâîé γ è c � ïàðàìåòð ñåìåéñòâà.

• ρ⃗ (t, c) = r⃗(t) +

(
c−

∫ t

t0

|r⃗′(θ)| dθ
)
r⃗′(t)

|r⃗′(t)|
, åñëè r⃗ = r⃗(t) � âåêòîð-ôóíêöèÿ, çà-

äàþùàÿ ïðîèçâîëüíóþ ðåãóëÿðíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ êðèâîé γ è c � ïàðàìåòð
ñåìåéñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ⃗ (s) ðàäèóñ-âåêòîð ýâîëüâåíòû, ïðèíÿâ â êà÷å-
ñòâå ïàðàìåòðà íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð êðèâîé γ . Ïî îïðåäåëåíèþ ýâîëüâåíòû,

ρ⃗ (s) = r⃗(s) + λ(s)τ⃗ (s),

ãäå τ⃗ (s) � åäèíè÷íûé âåêòîð êàñàòåëüíîé ê γ è λ(s) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Äèôôå-
ðåíöèðóÿ, íàõîäèì

ρ⃗ ′ = τ⃗ + λ′τ⃗ + λkν⃗ = (1 + λ′)τ⃗ + λkν⃗.

Òàê êàê íàïðàâëÿþùèé âåêòîð êàñàòåëüíîé ê Γ êîëëèíåàðåí âåêòîðó íîðìàëè êðèâîé
γ , òî ôóíêöèÿ λ(s) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

λ′ + 1 = 0.

Îòñþäà íàõîäèì λ(s) = c− s, ãäå c � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Âûâîä ôîðìóëû â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèè î÷åâèäåí.

Óïðàæíåíèå 2.6.2 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïëîñêîé êðèâîé, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè{
x = x(t),
y = y(t),

óðàâíåíèå ýâîëþòû çàïèøåòñÿ â âèäå
x̃ = x(t)− (x ′)2 + (y ′)2

x ′y ′′ − x ′′y ′ y
′,

ỹ = y(t) +
(x ′)2 + (y ′)2

x ′y ′′ − x ′′y ′ x
′,

Óïðàæíåíèå 2.6.3 Ïóñòü γ � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ, γ ∗ � åå ýâîëþòà. Íàéòè êðè-
âûå, óäîâëåòâîðÿþùèå ñâîéñòâó (γ ∗)∗ = γ .
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Êàóñòèêè

Î÷åâèäíûì îáðàçîì, ýâîëþòà äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ èç ãåîìåòðè÷å-
ñêîé îïòèêè: Ýâîëþòå åñòü îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà ëó÷åé, èñõîäÿùèõ èç òî÷å÷íûõ
èñòî÷íèêîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ïëîñêîé êðèâàÿ γ . Íà òî÷êàõ ýâîëþòû "ôîêóñèðó-
þòñÿ" ëó÷è, èñõîäÿùèå ïî íîðìàëè îò òî÷åê íà êðèâîé. Â ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå
òàêèå òî÷å÷íûå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ êàóñòèêàìè. Êàóñòèêà âîçíèêàåò òàê æå â
ñëåäóþùåé çàäà÷å.

Çàäà÷à. Íà ïëîñêóþ êðèâóþ γ ñ êðèâèçíîé k > 0, ïàäàåò ïó÷îê ïàðàëëåëüíûõ
ëó÷åé, èìåþùèõ íàïðàâëåíèå âåêòîðà a⃗ (|⃗a| = 1). Íàéòè îãèáàþùóþ ñåìåéñòâà îò-
ðàæåííûõ ëó÷åé.

Ïîêàæåì, ÷òî îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâî îòðàæåííûõ ëó÷åé (êàóñòèêà) çàäàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì

ρ⃗ = r⃗ +

⟨
a⃗, ν⃗

⟩
2k

(
− τ⃗

⟨
a⃗, τ⃗

⟩
+ ν⃗
⟨
a⃗, ν⃗

⟩)
, (2.11)

ãäå r⃗ ðàäèóñ-âåêòîð íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè γ , τ⃗ , ν⃗ � âåêòîðû åå ðåïåðà Ôðåíå.
Îáîçíà÷èì óãîë ìåæäó ïàäàþùèì ëó÷åì è âåêòîðîì ãëàâíîé íîðìàëè ÷åðåç φ.

Òîãäà
cosφ =

⟨
− a⃗, ν⃗

⟩
, sinφ =

⟨
− a⃗, τ⃗

⟩
,

òî åñòü íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ñåìåéñòâà ïàäàþùèõ ëó÷åé ðàçëîæèòñÿ ïî âåêòîðàì
ðåïåðà Ôðåíå â âèäå

−a⃗ = sinφτ⃗ + cosφν⃗.

Ïî çàêîíàì îïòèêè, îòðàæåííûé ëó÷ èìååò íàïðàâëåíèå

b⃗ = − sinφτ⃗ + cosφν⃗.

Âåêòîðû íîðìàëè ñåìåéñòâà îòðàæåííûõ ëó÷åé çàïèøóòñÿ â âèäå

n⃗ = cosφτ⃗ + sinφν⃗,

à ñàìî ñåìåéñòâî áóäåò çàäàíî óðàâíåíèåì

f(x, y, s) =
⟨
ρ⃗− r⃗(s), n⃗(s)

⟩
= 0,

ãäå ρ⃗ = {x, y} � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷åê íà îòðàæåííîì ëó÷å. Îãèáàþùóþ áóäåì èñêàòü
èç ñèñòåìû { ⟨

ρ⃗− r⃗(s), n⃗(s)
⟩
= 0,

d
ds

⟨
ρ⃗− r⃗(s), n⃗(s)

⟩
= 0.

Èìååì:
d

ds

⟨
ρ⃗− r⃗(s), n⃗(s)

⟩
= −

⟨
τ⃗ , n⃗

⟩
+
⟨
ρ⃗− r⃗(s), dn⃗(s)

ds

⟩
.

Â ñâîþ î÷åðåäü,

dn⃗(s)

ds
=
dφ

ds
b⃗+ cosφ(kν⃗) + sinφ(−kτ⃗) =

(
k +

dφ

ds

)
b⃗.

Òàêèì îáðàçîì íàõîäèì, ÷òî(
k +

dφ

ds

)⟨
ρ⃗− r⃗(s), b⃗

⟩
= cosφ
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Òàê êàê n⃗ è b⃗ åäèíè÷íû è âçàèìíî îðòîãîíàëüíû, òî óðàâíåíèå îãèáàþùåé íàõîäèòñÿ
â âèäå

ρ⃗ = r⃗ +
cosφ(
k + dφ

ds

) b⃗ = r⃗ +
cosφ(
k + dφ

ds

) (− sinφτ⃗ + cosφν⃗).

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî φ � ýòî óãîë ìåæäó ãëàâíîé íîðìàëüþ è ôèêñèðîâàííûì íà-
ïðàâëåíèåì a⃗, à çíà÷èò dφ

ds = k. Òîãäà

ρ⃗ = r⃗ +

⟨
a⃗, ν⃗
⟩

2k
(−
⟨
a⃗, τ⃗
⟩
τ⃗ +

⟨
a⃗, ν⃗
⟩
ν⃗),

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàäà÷è.

• Çàïèøèòå óðàâíåíèå êàóñòèêè (2.11) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðè-
çàöèè êðèâîé.

• Ïóñòü
{
γ α

}
� ñåìåéñòâî ïëîñêèõ êðèâûõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G � ïîäìíîæåñòâî

íà ïëîñêîñòè, ïîêðûâàåìîå ñåìåéñòâîì
{
γ α

}
. Òîãäà ∂G ⊂ D.

• Ïóñòü
{
γ α

}
� ñåìåéñòâî ïëîñêèõ êðèâûõ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî P âèäà

P =
{
Pα ∈ IR2|Pα = lim

∆α→0
γ α ∩ γ α+∆α

}
.

Äîêàçàòü, ÷òî P ⊂ D.

• Èç íà÷àëà êîîðäèíàò íà ïëîñêóþ êðèâóþ γ ïàäàåò ïó÷îê ñâåòîâûõ ëó÷åé. Ïî-
êàæèòå, ÷òî îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâî îòðàæåííûõ ëó÷åé çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

ρ⃗ = r⃗ +

⟨
r⃗, ν⃗

⟩
2k|r⃗|2 +

⟨
r⃗, ν⃗

⟩(− τ⃗ ⟨ r⃗, τ⃗ ⟩+ ⟨ r⃗, ν⃗ ⟩ν⃗),
ãäå r⃗ ðàäèóñ-âåêòîð íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè γ , τ⃗ , ν⃗ � âåêòîðû åå ðåïå-
ðà Ôðåíå. Âûïèøèòå óðàâíåíèå êàóñòèêè äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé
ïàðàìåòðèçàöèè.

• Ïóñòü ñåìåéñòâî ïëîñêèõ êðèâûõ çàäàíî óðàâíåíèåì{
f(x, y, α, β) = 0,

φ(α, β) = 0.

Ïîêàæèòå, ÷òî òî÷êè äèñêðèìèíàíòíîãî ìíîæåñòâà ýòîãî ñåìåéñòâà óäîâëåòâî-
ðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé 

f(x, y, α, β) = 0,

φ(α, β) = 0,

D(f, φ)

D(α, β)
= 0.
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2.7 Ñîïðèêîñíîâåíèå êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé.

Ïóñòü γ1 è γ2 � äâå ðåãóëÿðíûå ïëîñêèå êðèâûå, èìåþùèå îáùóþ òî÷êó, ò.å. γ1∩γ2 =
P . Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè, â îêðåñòíîñòè òî÷êè P èìåþò ìåñòî ëîêàëüíûå çàäàíèÿ
êðèâûõ γ1 è γ2 â âèäå

γ1 : r⃗ = r⃗(t) = {x(t), y(t)} P ↔ t = t0,

γ2 : φ(x, y) = 0 P ↔ (x0, y0).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
f(t) = φ(x(t), y(t)),

Òîãäà, î÷åâèäíî, f(t0) = 0.

Îïðåäåëåíèå 2.7.1 Êðèâûå γ1 ∈ C∞ è γ2 ∈ C∞ èìåþò â òî÷êå P ñîïðèêîñíîâåíèå
ïîðÿäêà m, åñëè äëÿ ôóíêöèè f(t) = φ(x(t), y(t)) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

f(t0) = f ′(t0) = . . . = f (m)(t0) = 0, f (m+1)(t0) ̸= 0.

Óïðàæíåíèå 2.7.1 Ïîêàæèòå, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ èìååò ñî ñâîåé êàñàòåëüíîé
ñîïðèêîñíîâåíèå ïîðÿäêà m ≥ 1.

Óïðàæíåíèå 2.7.2 Ïîêàæèòå, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ èìååò ñî ñâîåé ñîïðèêàñà-
þùåéñÿ ïëîñêîñòüþ ñîïðèêîñíîâåíèå ïîðÿäêà m ≥ 2.

Âèä ðåãóëÿðíîé ïëîñêîé êðèâîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñ íåíóëåâîé êðèâèçíîé ìîäåëè-
ðóåòñÿ îïðåäåëåííîé ïàðàáîëîé â ñëåäóþùåì ñìûñëå.

Óòâåðæäåíèå 2.7.1 Ïóñòü γ � C2 ðåãóëÿðíàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ è P ∈ γ, ïðè÷åì
êðèâèçíà k(P ) > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïàðàáîëà ñ âåðøèíîé â òî÷êå P , èìåþùàÿ ñ γ
ñîïðèêîñíîâåíèå ïîðÿäêà m ≥ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè P ââåäåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.
Ïóñòü r⃗(s) íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé. Âûáåðåì åå òàê, ÷òî P ↔ s = 0.
Ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà÷àëà êîîðäèíàò ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ
r⃗(0) = 0⃗. Ñïåöèàëèçèðóåì äîïîëíèòåëüíî ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òî îñü Ox íà-
ïðàâèì âäîëü τ⃗ (0) , îñü Oy âäîëü ν⃗(0). Òîãäà ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ{

x = x(s),

y = y(s)

êðèâîé γ, áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

x(0) = 0, y(0) = 0,

x′(0) = 1, y′(0) = 0,

x′′(0) = 0, y′′(0) = k(0).

Ðàññìîòðèì ïàðàáîëó γ̃ çàäàííóþ ïàðàìåòðè÷åñêè â âèäå

γ̃ :


x = t,

y =
1

2
k(0) t2.
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Çàïèøåì åå óðàâíåíèå â íåÿâíîé ôîðìå

y =
1

2
k(0)x2

è ñîñòàâèì ôóíêöèþ f(s) = y(s)− 1
2 k(0)x

2(s). Òîãäà, î÷åâèäíî,

f(0) = 0,

f ′(0) = (y′ − kxx′)|s=0 = 0,

f ′′(0) = (y′′ − k(x′)2 − kxx′′)|s=0 = 0,

÷òî è îçíà÷àåò ñîïðèêîñíîâåíèå ïîðÿäêà m ≥ 2

Ñîïðèêàñàþùàÿñÿ îêðóæíîñòü ïëîñêîé êðèâîé

Ïóñòü γ � ïëîñêàÿ êðèâàÿ è r⃗ = r⃗(s) åå íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.7.2 Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó P íà êðèâîé, è èìå-
þùóþ ñ êðèâîé â òî÷êå P ñîïðèêîñíîâåíèå ïîðÿäêà m ≥ 2 íàçûâàåòñÿ ñîïðèêàñà-
þùåéñÿ îêðóæíîñòüþ êðèâîé â òî÷êå P . Åå öåíòð íàçûâàåòñÿ öåíòðîì êðèâèçíû
êðèâîé, à ðàäèóñ � ðàäèóñîì êðèâèçíû êðèâîé â òî÷êå P .

Óòâåðæäåíèå 2.7.2 Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî öåíòðîâ êðèâèçíû ïëîñêîé êðèâîé ñîâ-
ïàäàåò ñ ýâîëþòîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè èìååò âèä⟨
r⃗ − r⃗0, r⃗ − r⃗0

⟩
= a2,

ãäå r0 � êîîðäèíàòû öåíòðà îêðóæíîñòè è a � åå ðàäèóñ.
Ïóñòü òî÷êå P íà êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà s = s0. Ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ
f(s) =

⟨
r⃗(s)− r⃗0, r⃗(s)− r⃗0

⟩
− a2

Óñëîâèå ñîïðèêîñíîâåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà çàïèøåòñÿ â âèäå

f(s0) = 0

è îçíà÷àåò, ÷òî îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P . Ïîëîæåíèå öåíòðà è ðàäèóñ
òàêîé îêðóæíîñòè íå îïðåäåëåíû.

Óñëîâèå ñîïðèêîñíîâåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà çàïèøåòñÿ â âèäå{
f(s0) = 0,

1
2f

′
s(s0) =

⟨
τ⃗ (s0), r⃗(s0)− r⃗0

⟩
= 0

îçíà÷àåò, ÷òî îêðóæíîñòü, èìåþùàÿ ñîïðèêîñíîâåíèå ñ êðèâîé ïîðÿäêà m ≥ 1 ðàñ-
ïîëîæåíà òàê, ÷òî åå öåíòð íàõîäèòñÿ íà ãëàâíîé íîðìàëè êðèâîé â òî÷êå P , íî åå
ðàäèóñ íå îïðåäåëåí.
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Óñëîâèå ñîïðèêîñíîâåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà çàïèøåòñÿ â âèäå
f(s0) = 0,

1
2f

′
s(s0) =

⟨
τ⃗ (s0), r⃗(s0)− r⃗0

⟩
= 0,

1
2f

′′
s (s0) = k(s0)

⟨
ν⃗(s0), r⃗(s0)− r⃗0

⟩
+ 1 = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îêðóæíîñòü, èìåþùàÿ ñ êðèâîé ñîïðèêîñíîâåíèå ïîðÿäêà m ≥ 2
îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Åå öåíòð ðàñïîëîæåí íà ãëàâíîé íîðìàëè, à ðàäèóñ ðàâåí
1
k . Áîëåå òîãî, r⃗(s0)− r⃗0 = −

1
k ν⃗(s0) èëè

r⃗0 = r⃗(s0) +
1

k(s0)
ν⃗(s0).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî öåíòð êðèâèçíû ëåæèò íà ýâîëþòå ðàññìàòðèâàåìîé êðèâîé. Â ñèëó
ïðîèçâîëà âûáîðà òî÷êè P , çíà÷åíèå s0 ìîæíî çàìåíèòü íà ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð
s òî÷åê êðèâîé è ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå âñåé ýâîëþòû, à èìåííî,

ρ⃗ (s) = r⃗(s) +
1

k(s)
ν⃗(s),

ãäå ρ⃗ (s) � êîîðäèíàòà öåíòðà ñîïðèêàñàþùåéñÿ îêðóæíîñòè äëÿ òåêóùåãî çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà s.

Ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ñôåðà êðèâîé.

Îïðåäåëåíèå 2.7.3 Ïóñòü γ � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ. Ñôåðà S2 íàçûâàåòñÿ ñîïðèêà-
ñàþùåéñÿ ñôåðîé γ â òî÷êå P ∈ γ , åñëè S2 è γ èìåþò â òî÷êå P ñîïðèêîñíîâåíèå
ïîðÿäêà ïîðÿäêà m ≥ 3.

Óòâåðæäåíèå 2.7.3 Åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå P ∈ γ êðèâèçíà k(P ) > 0 è êðó÷åíèå
κ ̸= 0, òî ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ñôåðà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà. Åå öåíòð íàõîäèòñÿ
â òî÷êå

r⃗0 = r⃗(P ) +
1

k
ν⃗(P )− k′

k2κ
β(P ),

à ðàäèóñ ðàâåí

R =

√(
1

k

)2

+

(
k′

k2κ

)2

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r⃗ = r⃗(s) � íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé γ , à ñôåðà
çàäàíà â òàêîì âèäå: ⟨

r⃗ − r⃗0, r⃗ − r⃗0
⟩
= R2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êå P ∈ γ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà s = s0. Ñîñòàâèì
ôóíêöèþ

f(s) =
⟨
r⃗(s)− r⃗0, r⃗(s)− r⃗0

⟩
−R2.
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Êðèâàÿ è ñôåðà èìåþò â òî÷êå P ñîïðèêîñíîâåíèå ïîðÿäêà m ≥ 0, åñëè

f(s0) = 0,

òî åñòü P = γ ∩ S2.

Êðèâàÿ è ñôåðà èìåþò â òî÷êå P ñîïðèêîñíîâåíèå ïîðÿäêà m ≥ 1, åñëè
f(s0) = 0;

1

2
f ′(s0) = 0

∼

{ ⟨
r⃗(s0)− r⃗0, r⃗(s0)− r⃗0

⟩
−R2 = 0⟨

τ⃗ (s0), r⃗(s0)− r⃗0
⟩
= 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñôåðà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P è åå öåíòð ëåæèò â íîðìàëüíîé
ïëîñêîñòè.

Êðèâàÿ è ñôåðà èìåþò â òî÷êå P ñîïðèêîñíîâåíèå ïîðÿäêà m ≥ 2, åñëè


f(s0) = 0,

f ′(s0) = 0,

1
2f

′′(s0) = 0,

∼


⟨
r⃗(s0)− r⃗0, r⃗(s0)− r⃗0

⟩
−R2 = 0⟨

τ⃗ (s0), r⃗(s0)− r⃗0
⟩
= 0

1 +
1

k

⟨
ν⃗(s0), r⃗(s0)− r⃗0

⟩
= 0.

èëè 
⟨
r⃗(s0)− r⃗0, r⃗(s0)− r⃗0

⟩
−R2 = 0⟨

τ⃗ (s0), r⃗(s0)− r⃗0
⟩
= 0⟨

ν⃗, r⃗(s0)− r⃗0
⟩
= −1

k
.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî öåíòð ñôåðû íàõîäèòñÿ íà ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ñîïðèêàñà-
þùåéñÿ ïëîñêîñòè, è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó íà ãëàâíîé íîðìàëè êðèâîé, êîòîðàÿ

íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè
1

k
îò òî÷êè P .

Íàêîíåö, â ñëó÷àå ñîïðèêîñíîâåíèÿ m ≥ 3, èìååì


f(s0) = 0,

1
2f

′(s0) = 0,

1
2f

′′(s0) = 0,

1
2f

′′′(s0) = 0.

∼



⟨
r⃗(s0)− r⃗0, r⃗(s0)− r⃗0

⟩
−R2 = 0,⟨

τ⃗ (s0), r⃗(s0)− r⃗0
⟩
= 0,⟨

ν⃗, r⃗(s0)− r⃗0
⟩
= −1

k
,⟨

− kτ⃗ + κβ, r⃗(s0)− r⃗0
⟩
+
⟨
ν⃗, τ⃗

⟩
− k ′

k2
= 0.

èëè, îêîí÷àòåëüíî, 

⟨
r⃗(s0)− r⃗0, r⃗(s0)− r⃗0

⟩
−R2 = 0,⟨

τ⃗ (s0), r⃗(s0)− r⃗0
⟩
= 0,⟨

ν⃗(s0), r⃗(s0)− r⃗0
⟩
= −1

k
,⟨

β(s0), r⃗(s0)− r⃗0
⟩
=

k ′

k2κ
.
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Ìû ïîëó÷èëè ðàçëîæåíèå âåêòîðà r⃗(s0)− r⃗0 ïî òðåì âåêòîðàì τ⃗ , ν⃗, β ñ êîýôôèöèåí-

òàìè 0, −1

k
,
k ′

k2κ
, òî åñòü ìû ìîæåì çàïèñàòü

r⃗(s0)− r⃗0 = −
1

k
ν⃗(s0) +

k ′

k2κ
β(s0),

r⃗0 = r⃗(s0) +
1

k
ν⃗(s0)−

k ′

k2κ
β(s0),

R =

√(
1

k

)2

+

(
k′

k2κ

)2

.

Óïðàæíåíèå 2.7.3 Äîêàçàòü, ÷òî êðèâàÿ, ó êîòîðîé k ̸= 0,κ ̸= 0 ëåæèò íà ñôåðå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

κ
k

=

(
k ′

k2κ

)′
.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ, äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé íà ñôåðå∫
κ
k
ds = 0.

Óïðàæíåíèå 2.7.4 Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî öåíòðîâ ñîïðèêàñàþùèõñÿ ñôåð íàçûâà-
åòñÿ ýâîëþòîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé. Çàïèøèòå óðàâíåíèå ýâîëþòû ïðîñòðàí-
ñòâåííîé êðèâîé äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèè.

2.8 Ôîðìóëû Ôðåíå äëÿ êðèâîé â En.

Ðåïåð Ôðåíå è ôîðìóëû Ôðåíå äëÿ êðèâîé íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå èìåþò
åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå íà ñëó÷àé äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíîé êðèâîé â En.

Òåîðåìà 2.8.1 Ïóñòü γ � êðèâàÿ â En êëàññà C∞. Ïóñòü r⃗ = r⃗(s) � åå íàòóðàëü-
íàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ. Òîãäà âäîëü γ ñóùåñòâóåò ïîëå îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ
(ξ⃗1, . . . , ξ⃗n), óäîâëåòâîðÿþùåå ôîðìóëàì âèäà

ξ⃗1
′ = k1ξ⃗2,

ξ⃗i
′ = −ki−1 ξ⃗i−1 + ki ξ⃗i+1, i = 2, . . . , n− 1;

ξ⃗n
′ = −kn−1ξ⃗n−1.

Ôóíêöèè ki íàçûâàþòñÿ êðèâèçíàìè êðèâîé, à âåêòîðû ξ⃗1, . . . , ξ⃗n íàçûâàþòñÿ âåê-
òîðàìè ðåïåðà Ôðåíå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íà êðèâîé γ åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå êàñàòåëüíûõ
âåêòîðîâ r⃗′s è ïîëîæèì ξ1 = r⃗′s. Âû÷èñëèì ξ⃗1

′ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξ⃗1
′ ̸= 0 . Òîãäà

ïîëîæèì

k1 = |ξ⃗1 ′|; ξ2 =
1

k1
ξ⃗1

′.
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Ïîëó÷èì ïåðâóþ ôîðìóëó Ôðåíå, à èìåííî

ξ⃗1
′ = k1ξ⃗2.

Îñóùåñòâèì äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå ðåïåðà Ôðåíå èíäóêòèâíî. Âû÷èñëèì ξ⃗2
′. Â ñèëó

åäèíè÷íîñòè âåêòîðà ξ⃗2, èìååì
ξ⃗2

′ = a ξ⃗1 + η⃗,

ãäå η⃗ ⊥ Lin(ξ⃗1, ξ⃗2). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

a =
⟨
ξ⃗2

′, ξ⃗1
⟩
= −

⟨
ξ⃗2, ξ⃗2

′ ⟩ = −k1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî η⃗ ̸= 0. Òîãäà ïîëîæèì

|η⃗| = k2; ξ⃗3 =
1

k2
η⃗.

Ñëåäîâàòåëüíî,
ξ⃗2

′ = −k1ξ⃗1 + k2ξ⃗3.

Âû÷èñëèì ξ⃗3
′.

ξ⃗3
′ = a1ξ⃗1 + a2ξ⃗2 + η⃗,

ãäå η⃗ ⊥ Lin(ξ⃗1, ξ⃗2, ξ⃗3). Òîãäà

a1 =
⟨
ξ⃗3

′, ξ⃗1
⟩
= −

⟨
ξ⃗3, ξ⃗1

′ ⟩ = −k⟨ ξ⃗3, ξ⃗2 ⟩ = 0,

a2 =
⟨
ξ⃗3

′, ξ⃗2
⟩
= −

⟨
ξ⃗3, ξ⃗2

′ ⟩ = −k2,
ξ⃗3

′ = −k2ξ⃗2 + η⃗.

Ïîëîæèì,

k3 = |η⃗|, ξ⃗4 =
1

k3
η⃗.

Òîãäà
ξ⃗3

′ = −k2ξ⃗2 + k3ξ⃗4.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû íàéäåì âñå âåêòîðû ðåïåðà Ôðåíå. Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà
áóäåò èìåòü âèä

ξ⃗n
′ = −kn−1ξ⃗n−1 + η⃗,

ãäå η⃗ ⊥ Lin(ξ⃗1, . . . , ξ⃗n), à çíà÷èò η = 0.

Çàìå÷àíèå. Êðèâàÿ â En íå îáÿçàíà èìåòü âñå êðèâèçíû íå ðàâíûìè 0. Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ êðèâèçíà km = 0 (m ≤ n), òî êðèâàÿ ëåæèò â ïëîñêî-
ñòè Em. Çàìåòèì, òàê æå, ÷òî êðèâèçíà k1 ñîîòâåòñòâóåò êðèâèçíå êðèâîé â E3, à
êðèâèçíà k2 ñîîòâåòñòâóåò êðó÷åíèþ êðèâîé â E3.

Óïðàæíåíèå 2.8.1 Ïîêàæèòå, ÷òî âûñøèå êðèâèçíû êðèâîé, ïàðàìåòðèçîâàííîé
ïðîèçâîëüíûì ðåãóëÿðíûì ïàðàìåòðîì t, âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

ki =
1

|r⃗ ′(t)|
Bi−1Bi+1

B2
i

,

ãäå Bi =

√
Gram (r⃗ ′(t), . . . , r⃗ (i)(t)) � êâàäðàòíûé êîðåíü èç îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû

Ãðàìà, ïîñòðîåííîé ïî ïðîèçâîäíûì âåêòîð-ôóíêöèè r⃗(t) äî ïîðÿäêà i ≥ 1, à B0 := 1
ïî îïðåäåëåíèþ.



Ãëàâà 3

Òåîðèÿ ïîâåðõíîñòåé

3.1 Ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü Fm ïîâåðõíîñòü â Em+p. Âûáåðåì â Em+p äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò. Ïóñòü äâà âåêòîðà a⃗ è b⃗ â En (n = m+ p) ðàçëîæåíû ïî îðòîíîðìèðîâàí-
íîìó áàçèñó

a⃗ = a1e⃗1 + · · ·+ ane⃗n, b⃗ = b1e⃗1 + · · ·+ bne⃗n.

Òîãäà èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âû÷èñëèòñÿ ïî ôîðìóëå

⟨
a⃗, b⃗
⟩
=

n∑
i=1

aibi.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðàì a⃗ è b⃗ âåêòîð-ñòîëáöû

a⃗→

 a1

...
an

 = a, b⃗→

 b1

...
bn

 = b.

Òîãäà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå âåêòîðîâ a⃗ è b⃗ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

⟨
a⃗, b⃗
⟩
=

n∑
i=1

aibi = [b1, . . . , bn] ·

 a1

...
an

 = bta,

ãäå (·)t îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå.

Óòâåðæäåíèå 3.1.1 Ïóñòü Fm ⊂ Em+p ïîâåðõíîñòü è ïóñòü X⃗, Y⃗ � êàñàòåëüíûå
âåêòîðû ê Fm ñ âíóòðåííèìè êîîðäèíàòàìè X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà⟨

X⃗, Y⃗
⟩
= Y tgX,

ãäå
g = (gik) =

(⟨
∂ir⃗, ∂kr⃗

⟩)
.

ìàòðèöà Ãðàìà ñèñòåìû áàçèñíûõ âåêòîðîâ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.

73
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì

X⃗ = X1∂1r⃗ + . . .+Xm∂mr⃗, Y⃗ = Y 1∂1r⃗ + . . .+ Y m∂mr⃗.

Ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ðàçëîæåíèé ñîîòâåòñòâóþò êîîðäèíàòàì âåêòîðîâ X⃗ è Y⃗ îòíîñè-
òåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå Em+p. Ïîýòîìó ìîæåì çàïèñàòü⟨

X̄, Ȳ
⟩
= (∂r⃗Y )t(∂r⃗X) = Y t(∂r⃗)t(∂r⃗)X.

Ðàññìîòðèì ðàäèóñ-âåêòîð, çàäàþùèé ïîâåðõíîñòü

r⃗(u) =
{
φ1(u

1, . . . , um), . . . , φm+p(u
1, . . . , um)

}
.

Òîãäà, ðàñïèñûâàÿ â ñòîëáöû ýëåìåíòû ìàòðèöû ∂r⃗ = (∂1r⃗, . . . , ∂mr⃗), ïîëó÷èì

∂r⃗ =


∂φ1

∂u1
. . .

∂φ1

∂um
... · · ·

...
∂φm+p

∂u1
. . .

∂φm+p

∂um

 , (∂r⃗)t =


∂φ1

∂u1
. . .

∂φm+p

∂u1
... · · ·

...
∂φ1

∂um
. . .

∂φm+p

∂um
.

 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

(∂r⃗)t(∂r⃗) = 
∂φ1

∂u1
. . .

∂φm+p

∂u1
... · · ·

...
∂φ1

∂um
. . .

∂φm+p

∂um
.




∂φ1

∂u1
. . .

∂φ1

∂um
... · · ·

...
∂φm+p

∂u1
. . .

∂φm+p

∂um

 =


⟨
∂1r⃗, ∂1r⃗

⟩
. . .

⟨
∂1r⃗, ∂mr⃗

⟩
... · · ·

...⟨
∂mr⃗, ∂1r⃗

⟩
. . .

⟨
∂mr⃗, ∂mr⃗

⟩
 =

(⟨
∂ir⃗, ∂kr⃗

⟩)
= g.

Òàêèì îáðàçîì, ⟨
X⃗, Y⃗

⟩
= Y tgX.

Ìàòðèöà g = (gik) =
(⟨
∂ir⃗, ∂kr⃗

⟩)
ñèììåòðè÷íà è îïðåäåëÿåò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

íà êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ê ïîâåðõíîñòè, çàïèñûâàåìóþ âî âíóòðåííèõ êîîð-
äèíàòàõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ â âèäå

g(X,X) = XtgX = gikX
iXk.

Ýòà ôîðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà (òàê êàê âûðàæàåò êâàäðàò äëèíû êàñàòåëüíîãî
âåêòîðà ê ïîâåðõíîñòè) è íàçûâàåòñÿ ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé ïîâåðõ-
íîñòè Fm.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà

g(X,Y ) = Y tgX = gikX
iY k

îïðåäåëÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ.
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3.1.1 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ çàïèñü ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû

Ïóñòü r⃗ = r⃗(u1, . . . , um) � ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë
âåêòîð-ôóíêöèè

dr⃗ = ∂ir⃗du
i

êàê êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ïîâåðõíîñòè ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè âíóòðåííèìè êîîðäèíà-
òàìè

dr⃗ −→

 du1

...
dum.

 = d r.

Òîãäà
|dr⃗|2 = g(d r, d r) = gik du

i duk

è, òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà gik du
i duk âûðàæàåò êâàäðàò äëèíû äèô-

ôåðåíöèàëà ðàäèóñ-âåêòîðà ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè.
Ïóñòü òåïåðü γ ⊂ Fm � ïðîèçâîëüíàÿ êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè ñ âíóòðåííèì óðàâ-

íåíèåì

γ :


u1 = u1(t);
. . . . . . . . .

um = um(t).

Òîãäà åå âíåøíåå óðàâíåíèå èìååò âèä

γ⃗ (t) = r⃗(u1(t), . . . , um(t)).

Ïóñòü s � ýëåìåíò äëèíû äóãè íà γ , òîãäà

s(t) =

t∫
t0

|γ⃗ ′|dt.

Îòñþäà,
ds

dt
= |γ⃗ ′|. Íî γ⃗ ′ = ∂ir⃗

dui

dt
, à çíà÷èò

γ⃗ ′ −→


du1

dt
...

dum

dt

 = γ ′.

Ïîýòîìó

|γ⃗ ′|2 = g
(
γ ′, γ ′) = gik

dui

dt

duk

dt
.

Ñëåäîâàòåëüíî, (
ds

dt

)2

= gik
dui

dt

duk

dt
,

òî åñòü
ds2 = gik du

iduk.
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Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà gik du
iduk âûðàæàåò êâàäðàò äëèíû äèô-

ôåðåíöèàëà äëèíû äóãè ïðîèçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè.

Òðàäèöèîííî, ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó çàïèñûâàþò èìåííî â òàêîì, äèô-
ôåðåíöèàëüíîì âèäå.

3.1.2 Ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû I ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïðè çà-

ìåíå ïàðàìåòðîâ

Óòâåðæäåíèå 3.1.2 Ïóñòü g(u) ìàòðèöà ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîâåðõ-
íîñòè Fm â ïàðàìåòðèçàöèè

r⃗ : Dm(u)→ Em+p,

à g(v) ìàòðèöà ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû â ïàðàìåòðèçàöèè

ρ⃗ : Gm(v)→ Em+p.

Ïóñòü φ : Gm → Dm äèôôåîìîðôèçì ïåðåïàðàìåòðèçàöèè, çàäàííûé ñèñòåìîé ôóíê-

öèé ui = ui(v1, . . . , vm) ñ ìàòðèöåé ßêîáè

(
∂u

∂v

)
. Òîãäà

g(v) =

(
∂u

∂v

)t

g(u(v))

(
∂u

∂v

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèþ ïåðåïàðàìåòðèçóþùóþ ïîâåðõíîñòü

ρ⃗ (v) = r⃗(u(v)).

Òîãäà, êàê ìû çíàåì,

∂ρ⃗ = ∂r⃗

(
∂u

∂v

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

g(v) = (∂ρ⃗ )t(∂ρ⃗ ) =

(
∂r⃗
∂u

∂v

)t(
∂r⃗
∂u

∂v

)
=

(
∂u

∂v

)t

g(u(v))

(
∂u

∂v

)
.

3.1.3 Ïåðâûå ôóíäàìåíòàëüíûå ôîðìû íåêîòîðûõ ïîâåðõíîñòåé.

1. Ïëîñêîñòü E2 ⊂ E3.

Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü â E3 çàäàííóþ â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå

r⃗ = r⃗0 + ua⃗+ v⃗b,

ãäå a⃗ è b⃗ � ïîñòîÿííûå âåêòîðû. Òîãäà

∂1r⃗ = a⃗, ∂2r⃗ = b⃗.
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Ïîýòîìó
g11 =

⟨
a⃗, a⃗

⟩
= |⃗a|2, g12 =

⟨
a⃗, b⃗
⟩
, g22 =

⟨
b⃗, b⃗
⟩
= |⃗b|2.

Åñëè âåêòîðû a⃗ è b⃗ åäèíè÷íû è âçàèìíî îðòîãîíàëüíû, òî ïåðâàÿ ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ôîðìà ïëîñêîñòè çàïèøåòñÿ â âèäå

ds2 = du2 + dv2.

2. Ñôåðà S2(R) ⊂ E3

Ïàðàìåòðèçóåì ñôåðó ðàäèóñ-âåêòîðîì

r⃗ = R
{
sinu cos v, sinu sin v, cosu

}
.

Òîãäà
∂1r⃗ = R{cosu cos v, cosu sin v,− sinu},
∂2r⃗ = R{− sinu sin v, sinu cos v, 0}.

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîëó÷èì

g11 =
⟨
∂1r⃗, ∂1r⃗

⟩
= R2,

g12 =
⟨
∂1r⃗, ∂2r⃗

⟩
= 0,

g22 =
⟨
∂2r⃗, ∂2r⃗

⟩
= R2 sin2 u.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ñôåðû â äàííîé ïàðàìåòðèçà-
öèè

ds2 = R2(du2 + sin2 u dv2).

Ïåðåéäåì ê äðóãîé ïàðàìåòðèçàöèè{
u = u∗/R
v = v∗

Ìàòðèöà ßêîáè ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååò âèä

J =

(
1/R 0
0 1

)
Ïîýòîìó

g∗ = J tg(u∗/R, v∗)J =(
1/R 0
0 1

)(
R2 0
0 R2 sin2(u∗/R)

)(
1/R 0
0 1

)
=(

1 0
0 R2 sin2(u∗/R)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, â íîâûõ êîîðäèíàòàõ

ds2 = (du∗)2 +R2 sin2(u∗/R)(dv∗)2.
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3. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü H2.Ïóñòü E3,1 � ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî
ñ ìåòðèêîé

ds2 = dx2 + dy2 − dz2.
Â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

a⃗ = {a1, a2, a3}, b⃗ = {b1, b2, b3}

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå ⟨
a⃗, b⃗
⟩
= a1b1 + a2b2 − a3b3.

Â ýòîì ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííóþ
âðàùåíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîé îêðóæíîñòè x2 − z2 = −R2 ìíèìîãî ðàäèóñà R
âîêðóã îñè Oz. Ïàðàìåòðèçàöèÿ òàêîé îêðóæíîñòè èìååò âèä{

x = R shu,
z = R chu,

à ïàðàìåòðèçàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòè, çàäàþùåé ñôåðó ìíèìîãî ðà-
äèóñà R, èìååò âèä 

x = R shu cos v;
y = R shu sin v;
z = R chu

Ýòà ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòüþ H2. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ
ïëîñêîñòü íå êîìïàêòíà è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ äâóïîëîñòíîãî ãèïåð-
áîëîèäà âðàùåíèÿ

x2 + y2 − z2 = −R2.

Äëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè èìååì
r⃗ = {R shu cos v,R shu sin v,R chu},
∂1r⃗ = R{chu cos v, chu sin v, shu},
∂2r⃗ = R shu{− cos v, sin v, 0}.

Îòñþäà íàõîäèì

g11 =
⟨
∂1r⃗, ∂1r⃗

⟩
= R2(ch2 u− sh2 u) = R2, g12 = 0, g22 = R2 sh2 u.

Ñëåäîâàòåëüíî, I ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè â òàêîé
ïàðàìåòðèçàöèè èìååò âèä

ds2 = R2du2 +R2 sh2 udv2.

Ïåðåõîäÿ ê íîâûì ïàðàìåòðàì {
u∗ = Ru,
v∗ = v

ìîæíî çàïèñàòü I ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè â âèäå

ds2 = (du∗)2 +R2 sh2
(
u∗

R

)
(dv∗)2.
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Ðèñ. 3.1: Òîð.

4. Òîð T 2 = S1 × S1 ⊂ E3, êàê ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííóþ âðàùåíèåì îêðóæíîñòè, ðàäèóñà b, ëå-
æàùåé â ïëîñêîñòè (x, z), öåíòð êîòîðîé íàõîäèòñÿ â òî÷êå (a, 0) (a > b) âîêðóã
îñè Oz. Ïàðàìåòðèçàöèÿ òàêîãî òîðà èìååò âèä

r⃗ = {(a+ b sinu) cos v, (a+ b sinu) sin v, b cosu},

ãäå u � óãîë ìåæäó ðàäèóñîì, ïðîâåäåííûì ê òî÷êå íà îêðóæíîñòè, è îñüþ Oz,
à v � ïàðàìåòð âðàùåíèÿ.

Âû÷èñëèì
∂1r⃗ = {b cos v cosu, b sin v cosu, −b sinu},
∂2r⃗ = {− sin v(a+ b sinu), cos v(a+ b sinu), 0}

Òîãäà
g11 =

⟨
∂1r⃗, ∂1r⃗

⟩
= b2,

g12 =
⟨
∂1r⃗, ∂2r⃗

⟩
= 0,

g22 =
⟨
∂2r⃗, ∂2r⃗

⟩
= (a+ b sinu)2.

Òàêèì îáðàçîì,

ds2 = b2du2 + (a+ b sinu)2dv2.

Çàìåíà ïàðàìåòðîâ {
u = u∗/b
v = v∗

ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

ds2 = (du∗)2 + (a+ b sin(u∗/b))2(dv∗)2.

5. Òîð Êëèôôîðäà T 2 = S1 × S1 ⊂ E4.

Ýòà ïîâåðõíîñòü ïàðàìåòðèçóåòñÿ ðàäèóñîì-âåêòîðîì

r⃗ =
{
a cosu, a sinu, b cos v, b sin v

}
.
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Íàéäåì
∂1r⃗ = a{− sinu, cosu, 0, 0},
∂2r⃗ = b{0, 0, − sin v, cos v}.

Ïîýòîìó
g11 =

⟨
∂1r⃗, ∂1r⃗

⟩
= a2,

g12 =
⟨
∂1r⃗, ∂2r⃗

⟩
= 0,

g22 =
⟨
∂2r⃗, ∂2r⃗

⟩
= b2

è ìàòðèöà I ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïðèìåò âèä

g =

(
a2 0
0 b2

)
.

Òàêèì îáðàçîì,
ds2 = a2du2 + b2dv2.

Çàìåòèì, ÷òî òîð Êëèôôîðäà èìååò òàêóþ æå I ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó êàê
è ïëîñêîñòü, íî ëåæèò â 3-õ ìåðíîé ñôåðå ðàäèóñà R =

√
a2 + b2.

6. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ êðèâûõ. Ðàññìîòðèì äâå êðèâûå γ 1 è γ 2, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ëåæèò â ñâîåé äâóìåðíîé ïëîñêîñòè, ñêàæåì γ 1 ⊂ E2

(1) è γ 2 ⊂ E2
(2).

Ïîäìíîæåñòâî
γ 1 × γ 2 ∈ E4 = E2

(1) × E
2
(2)

íàçûâàåòñÿ (ïðÿìûì) ïðîèçâåäåíèåì êðèâûõ γ 1 è γ 2.

Åñëè êðèâûå γ 1 è γ 2 ðåãóëÿðíû, òî èõ ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé ðåãó-
ëÿðíîé ïîâåðõíîñòüþ â E4. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

r⃗1 = {x1(u), x2(u), 0, 0}

íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé γ1 è

r⃗2 = {0, 0, x3(v), x4(v)}

íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé γ2. Òîãäà ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè
γ 1 × γ 2 ïðèìåò âèä

r⃗ =
{
x1(u), x2(u), x3(v), x4(v)

}
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
∂1r⃗ =

{
τ⃗1, 0

}
, ∂2r⃗ =

{
0, τ⃗2

}
,

ãäå τ⃗1 è τ⃗2 åäèíè÷íûå âåêòîðû êàñàòåëüíûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ. Ïîýòîìó

g11 = |∂1r⃗|2 = 1, g12 = 0, g22 = |∂2r⃗|2 = 1

è I ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè ïðèíèìàåò âèä

ds2 = du2 + dv2.

Òàêèì îáðàçîì, ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ êðèâûõ
íåñåò ïëîñêóþ ìåòðèêó.
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7. Îáùàÿ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ. Ïóñòü γ ïëîñêàÿ êðèâàÿ è l � ïðÿìàÿ, ëåæà-
ùàÿ â ýòîé æå ïëîñêîñòè. Ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ êðèâîé γ ïðè âðàùåíèè
ïëîñêîñòè âîêðóã ïðÿìîé l íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ ñ îñüþ âðàùå-
íèÿ l.

Çàïèøåì óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ â ñïåöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Îñü Oz íàïðàâèì âäîëü îñè âðàùåíèÿ, à îñü Ox Äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò ðàñïîëîæèì â ïëîñêîñòè êðèâîé γ. Íàêîíåö, îñü Oy íàïðàâèì
ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè êðèâîé γ.

Ïóñòü ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå êðèâîé γ èìååò âèä

γ :

{
x = f(u),
z = g(u),

Òîãäà ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå
x = f(u) cos v,
y = f(u) sin v,
z = g(u)

èëè â âåêòîðíîé ôîðìå

r⃗ =
{
f(u) cos v, f(u) sin v, g(u)

}
.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå

∂1r⃗ =
{
f ′ cos v, f ′ sin v, g′

}
,

∂2r⃗ =
{
− f sin v, f cos v, 0

}
.

Òîãäà
g11 = (x′)2 + (z′)2, g12 = 0, g22 = f2(u).

È ñëåäîâàòåëüíî,
ds2 = [(f ′)2 + (g′)2]du2 + f2(u)dv2.

Åñëè u � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà ïðîôèëüíîé êðèâîé, òî

(f ′)2 + (g′)2 = 1

è òîãäà
ds2 = du2 + f2(u) dv2.

8. Ïîâåðõíîñòü ïåðåíîñà. Ïóñòü γ1 è γ2 äâå ïëîñêèå êðèâûå, ðàñïîëîæåííûå
â äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòÿõ Π1 è Π2. Ïóñòü O = γ2 ∩ Π1. Ïîâåðõíîñòü,
îáðàçîâàííàÿ êðèâîé γ1 ïðè ïàðàëëåëüíîì ñìåùåíèè ïëîñêîñòè Π1 âäîëü êðè-
âîé γ2 (òî÷êà O äâèæåòñÿ ïî êðèâîé γ2 è îïðåäåëÿåò ñìåùåíèå ïëîñêîñòè Π1

êàê òâåðäîãî òåëà) íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ïåðåíîñà. Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè
ïåðåíîñà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

r⃗ = ρ⃗ 1(u) + ρ⃗ 2(v),
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ãäå ρ⃗ 1 è ρ⃗ 2 ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâûõ γ1 è γ2 ñîîòâåòñòâåííî. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî

∂1r⃗ = ρ⃗ ′
1; ∂2r⃗ = ρ⃗ ′

2.

Òîãäà I ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà èìååò âèä

ds2 = |ρ⃗ ′
1|2du2 + 2

⟨
ρ⃗ ′
1, ρ⃗

′
2

⟩
dudv + |ρ⃗ ′

2|2dv2.

Åñëè u è v íàòóðàëüíûå ïàðàìåòðû íà ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ, òî

|ρ⃗ ′
1| = |ρ⃗ ′

2| = 1,
⟨
ρ⃗ ′
1, ρ⃗

′
2

⟩
= cosω(u, v),

ãäå ω(u, v) � óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè êîîðäèíàòíûõ ëèíèé. Â ýòîì
ñëó÷àå I ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè ïåðåíîñà çàïèøåòñÿ â âèäå

ds2 = du2 + 2 cosω dudv + dv2.

Êîîðäèíàòíàÿ ñåòü ñ I ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé òàêîãî âèäà íàçûâàåòñÿ ×åáû-
øåâñêîé à ôóíêöèÿ ω = ω(u, v) íàçûâàåòñÿ ñåòåâûì óãëîì.

9. Îáùàÿ ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü. Ïóñòü γ � êðèâàÿ â ïðîñòðàíñòâå è a⃗ �
åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà γ. Ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ ñåìåéñòâîì ïðÿìûõ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè êðèâîé γ â íàïðàâëåíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðà a⃗
íàçûâàåòñÿ ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòüþ. Ïðè ýòîì êðèâàÿ γ íàçûâàåòñÿ íàïðàâ-
ëÿþùåé, à ñàìè ïðÿìûå � îáðàçóþùèìè ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè.

Ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü.

Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ
ρ⃗ = ρ⃗ (v)

çàäàåò íàòóðàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ íàïðàâëÿþùåé. Òîãäà óðàâíåíèå ëèíåé÷à-
òîé ïîâåðõíîñòè çàïèøåòñÿ â âèäå

r⃗ = ρ⃗ (v) + u a⃗(v).

Ñëåäîâàòåëüíî,
∂1r⃗ = a⃗, ∂2r⃗ = ρ⃗ ′ + va⃗ ′.

Òîãäà êîýôôèöèåíòû ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïðèìóò âèä

g11 = 1, g12 =
⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩
= cosω, g22 = 1 + 2

⟨
ρ⃗ ′, a⃗ ′ ⟩v + v2 |⃗a ′|2,
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à çíà÷èò

ds2 = du2 + 2 cosω dudv + (1 + 2
⟨
ρ⃗ ′, a⃗′

⟩
v + v2 |⃗a ′|2)dv2.

10. Òîðñ (ïîâåðõíîñòü êàñàòåëüíûõ).

Òîðñ. Â òî÷êàõ íàïðàâëÿþùåé ïîâåðõíîñòü íå ðåãóëÿðíà.

Ýòà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè ïðè a⃗ = ρ⃗ ′.
Òîãäà a⃗′ = kν⃗, ω = 0 è I ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà òîðñà ïðèìåò âèä

ds2 = du2 + 2 dudv + (1 + k2v2)dv2.

11. Öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü. Ýòà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè ïðè a⃗′ = 0 è, îäíîâðåìåííî, ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîâåðõ-
íîñòè ïåðåíîñà åñëè γ2 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ëèíèåé. Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå
öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

r⃗ = ρ⃗ (v) + ua⃗, a⃗ = const, |⃗a| = 1.

Ïîýòîìó I ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïðèìåò âèä

ds2 = du2 + 2 cosω dudv + dv2, ω = ω(u).

12. ßâíî çàäàííàÿ ïîâåðõíîñòü. Ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ â âèäå ãðàôèêà ôóíê-
öèè z = f(x, y) íàçûâàåòñÿ ÿâíî çàäàííîé. Åå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ëåãêî
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

r⃗ = {x, y, f(x, y)}

Ïîýòîìó

∂1r⃗ = {1, 0, fx}, ∂2r⃗ = {0, 1, fy}

È ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ÿâíî çàäàííîé ïîâåðõíîñòè ïðèìåò âèä

ds2 = (1 + f2x)dx
2 + 2fxfy dxdy + (1 + f2y )dy

2.
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3.2 Äëèíà äóãè êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè

Óòâåðæäåíèå 3.2.1 Ïóñòü r⃗ : Dm(u)→ Fm � ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõ-
íîñòè Fm , γ : [a, b]→ Dm � âíóòðåííåå óðàâíåíèå êðèâîé γ̃ = r⃗ ◦ γ íà Fm. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç γ ′ � êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå γ . Òîãäà äëèíà êðèâîé γ̃ íà ïðîìåæóòêå
[t1, t2] âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

l(γ̃ ) =

t2∫
t1

√
gγ (t)(γ ′, γ ′)dt =

t2∫
t1

√
gik(u(t))

dui

dt

duk

dt
dt,

ãäå (gik) � ìàòðèöà ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû, u = u(t) � ïàðàìåòðèçàöèÿ
γ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r⃗ = r⃗(u1, . . . , um) � ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ Fm. Çàäà-
äèì â îáëàñòè ïàðàìåòîðîâ êðèâóþ

γ :


u1 = u1(t);
. . . . . . . . .

um = um(t).

Îáîçíà÷èì

γ ′ =


du1

dt
. . .
dum

dt

 .
Ðàññìîòðèì êðèâóþ γ̃ = r⃗ ◦ γ íà ïîâåðõíîñòè. Åå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå êàê
êðèâîé â Em+p çàïèøåòñÿ â âèäå

γ⃗ (t) = r⃗(u1(t), . . . , um(t)).

Î÷åâèäíî, ÷òî

γ⃗ ′ =
du1

dt
∂1r⃗ + . . .+

dum

dt
∂mr⃗

èëè â ìàòðè÷íîé ôîðìå çàïèñè

γ⃗ ′ = ∂r⃗ · γ ′.

Äëÿ êðèâîé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

l(γ⃗ ) =

t2∫
t1

|γ⃗ ′| dt =
t2∫

t1

√⟨
γ⃗ ′, γ⃗ ′

⟩
dt.

Îäíàêî⟨
γ⃗ ′, γ⃗ ′ ⟩ = (γ⃗ ′)t(γ⃗ ′) =

(∂r⃗γ ′)t(∂r⃗γ ′) = (γ ′)t(∂r⃗)t(∂r⃗)γ ′ = (γ ′)t gγ (t) γ
′ = gγ (t)(γ

′, γ ′).
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Òàêèì îáðàçîì,

l(γ⃗ ) =

t2∫
t1

√
gγ (t)(γ ′, γ ′) dt.

Çàìåòèì, ÷òî â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

gγ (t)(γ
′, γ ′) = gik(u(t))

dui

dt

duk

dt
.

Ïîýòîìó ìû ìîæåì òàê æå çàïèñàòü

l(γ̃ ) =

t2∫
t1

√
gik(u(t))

dui

dt

duk

dt
dt.

Óòâåðæäåíèå 3.2.2 Äëèíà êðèâîé íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíû äâå ðåãóëÿðíûå ïàðàìåòðèçàöèè Fm{
r⃗ : Dm → Fm â âèäå r⃗ = r⃗(u1, . . . , um);
ρ⃗ : Gm → Fm â âèäå ρ⃗ = ρ⃗ (v1, . . . , vm).

Ïóñòü φ : Gm → Dm ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé íàáîðîì ôóíêöèé ui =
ui(v1, . . . , vm) (i = 1, . . . ,m), òàê ÷òî

ρ⃗ (v1, . . . , vm) = (r⃗ ◦ φ)(v1, . . . , vm) = r⃗(u1(v1, . . . , vm), . . . , um(v1, . . . , vm)).

Ïóñòü γ : [a, b]→ Gm êðèâàÿ â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ Gm, çàäàííàÿ â âèäå

γ :


v1 = v1(t);
. . . . . . . . .

vm = vm(t).

Òîãäà

l(ρ⃗ ◦ γ ) =
t2∫

t1

√
gγ (γ ′, γ ′)dt,

ãäå g � ìàòðèöà ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåò-
ðîâ (v1, . . . , vm)

Ïóñòü òåïåðü σ = φ ◦ γ : [a, b] → Dm êðèâàÿ â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ Dm, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ êðèâîé γ ïî äèôôåîìîðôèçìó, òî åñòü

σ :


u1 = u1(v1(t), . . . , vm(t));

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
um = um(v1(t), . . . , vm(t));
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Òîãäà

l(r⃗ ◦ σ) =
t2∫

t1

√
g̃σ(σ ′, σ ′)dt,

ãäå g̃ � ìàòðèöà ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåò-
ðîâ (u1, . . . , um)

Ñîãëàñíî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè,

dui

dt
=
∂ui

∂vk
dvk

dt

èëè â ìàòðè÷íîé çàïèñè

σ ′ =
∂u

∂v
γ ′.

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîð-
ìû, èìååì

gγ (γ
′, γ ′) = (γ ′)t gγ γ

′ = (γ ′)t
(
∂u

∂v

)t

g((φ ◦ γ )(t))
(
∂u

∂v

)
γ ′ =

(
∂u

∂v
γ ′
)t

g̃(σ(t))

(
∂u

∂v
γ ′
)

= (σ ′)tg̃σ σ
′ = g̃σ(σ

′, σ ′)

Òàêèì îáðàçîì,

l(γ̃ ) = l(γ ).

Ïðèìåðû.

1. Äëèíà îêðóæíîñòè íà ñôåðå. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòè äâóìåð-
íóþ ñôåðó S2(R) ðàäèóñà R, à â êà÷åñòâå êðèâîé íà ñôåðå � îêðóæíîñòü ðàäèóñà
r, îïðåäåëÿåìóþ êàê ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ñôåðû, óäàëåííûõ îò ôèêñèðî-
âàííîé òî÷êè íà ðàññòîÿíèå r. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè
íà ñôåðå ïðèìåì äëèíó ìåíüøåé äóãè áîëüøîãî êðóãà ñôåðû, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç
ýòè òî÷êè.

Òàê êàê äëèíà êðèâîé íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè, òî âûáåðåì
ïàðàìåòðèçàöèþ, óäîáíóþ äëÿ âû÷èñëåíèé. Îñü Oz íàïðàâèì èç öåíòðà ñôåðû ê
öåíòðó îêðóæíîñòè, à ïëîñêîñòü xOy ðàñïîëîæèì â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿð-
íîé âûáðàííîé îñè Oz, è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ñôåðû. Îòíîñèòåëüíî òàêîé
Äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïàðìåòðèçàöèþ ñôåðû ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî

ds2 = du2 +R2 sin2
u

R
dv2.

Ïðè ýòîì îêðóæíîñòü, ñ öåíòðîì â òî÷êå (0, 0, 1) ðàäèóñà r, ïîëó÷èò âíóòðåííþþ
ïàðàìåòðèçàöèþ âèäà

γ :

{
u = r,
v = t, 0 ≤ t ≤ 2π.
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Çàìåòèì, ÷òî

γ ′ =

[
0
1

]
, gγ =

[
1 0
0 R2 sin2 r

R .

]
.

Ïîýòîìó

gr(γ
′, γ ′) = R2 sin2

r

R
è äëÿ äëèíû îêðóæíîñòè ïîëó÷èì

l(γ ) =

2π∫
0

R sin
r

R
dt = 2πR sin

r

R
.

Â ñðàâíåíèè ñ äëèíîé îêðóæíîñòè òîãî æå ðàäèóñà íà Åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè
çàìåòèì

l(γ )

2πr
=

sin(r/R)

r/R
< 1

Çàìåòèì, òàê æå, ÷òî åñëè r
R ≪ 1, òî l(γ ) ≈ 2πr.

2. Äëèíà îêðóæíîñòè íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Íà ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïëîñêîñòè ñ ìåòðèêîé

ds2 = du2 +R2 sh2(u/R) dv2

ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü {
u = r,
v = t 0 ≤ t ≤ 2π.

Âû÷èñëÿÿ ïîäîáíî ñëó÷àþ ñôåðû, íàõîäèì

l(r) = 2πR sh
r

R
.

Â ñðàâíåíèè ñ äëèíîé îêðóæíîñòè òîãî æå ðàäèóñà íà Åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè
çàìåòèì

l(γ )

2πr
=

sh(r/R)

r/R
> 1

Çàìåòèì, àíàëîãè÷íî, ÷òî åñëè r
R ≪ 1, òî l(γ ) ≈ 2πr.

3.3 Óãîë ìåæäó êðèâûìè íà ïîâåðõíîñòè

Íàïîìíèì, ÷òî óãëîì ìåæäó êðèâûìè íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ìåíüøèé èç óãëîâ
ìåæäó êàñàòåëüíûìè ê êðèâûì â èõ îáùåé òî÷êå.

Óòâåðæäåíèå 3.3.1 Ïóñòü r⃗ : Dm(u)→ Fm � ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõ-
íîñòè Fm , γ 1 : [a, b] → Dm è γ 2 : [c, d] → Dm� âíóòðåííèå óðàâíåíèÿ êðèâûõ
γ⃗ 1 = r⃗ ◦ γ 1 è
vecγ 2 = r⃗ ◦ γ 2 íà F

m. Ïóñòü γ 1 ∩ γ 2 = q è q̃ = r⃗(q). Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ 1
′ è γ 2

′ �
êàñàòåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ êðèâûõ γ 1 è γ 2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

cos(γ⃗ 1̂ γ⃗ 2)(q̃) =
|g(γ 1

′, γ 2
′)|√

g(γ 1
′, γ 1

′)g(γ 2
′, γ 2

′)
(q).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî åñëè φ � èñêîìûé óãîë, òî

cosφ = | cos(γ⃗ 1
′̂ γ⃗ 2

′)| (q̃) =
|
⟨
γ⃗ 1

′, γ⃗ 2
′ ⟩|√⟨

γ⃗ 1
′, γ⃗ 1

′
⟩⟨
γ⃗ 2

′, γ⃗ 2
′
⟩(q̃).

Èç îïðåäåëåíèÿ I ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî⟨
γ⃗ 1

′, γ⃗ 2
′ ⟩ (q̃) = g(γ 1

′, γ 2
′) (q),⟨

γ⃗ 1
′, γ⃗ 1

′ ⟩ (q̃) = g(γ 1
′, γ 1

′) (q),⟨
γ⃗ 2

′, γ⃗ 2
′ ⟩ (q̃) = g(γ 2

′, γ 2
′) (q).

Óïðàæíåíèå 3.3.1 Äîêàçàòü, ÷òî óãîë ìåæäó êðèâûìè íå çàâèñèò îò ïàðàìåò-
ðèçàöèè ïîâåðõíîñòè.

Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êîýôôèöè-
åíòîâ ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû.

Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
gii = |∂ir⃗|2

âûðàæàþò êâàäðàò äëèíû âåêòîðà, êàñàòåëüíîãî ê ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòíîé
ëèíèè. Âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû îïðåäåëÿþò óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàòíûõ ëèíèé

cosφik =
gik√
gii
√
gkk

(i ̸= k).

Óïðàæíåíèå 3.3.2 Äîêàçàòü, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ñ ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîð-
ìîé

ds2 = E du2 + 2F du dv +Gdv2

ëèíèè, äåëÿùèå ïîïîëàì óãëû ìåæäó êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè, ìîãóò áûòü íàéäå-
íû èç óðàâíåíèé √

E du = ±
√
Gdv.

3.4 Ïëîùàäü (m- ìåðíûé îáúåì) îáëàñòè íà ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü Fm ⊂ Em+p ïîâåðõíîñòü è r⃗ = r⃗(u1, . . . , um) � åå ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ

r⃗ : D(u)→ Em+p.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè a⃗1, . . . , a⃗m � ñèñòåìà âåêòîðîâ â EN , òî îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà
ñ ðåáðàìè a⃗1, . . . , a⃗m ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå[

Vol (⃗a1, . . . , a⃗m)
]2

= det
(
Gram (⃗a1, . . . , a⃗m)

)
,

ãäå Gram (·) îçíà÷àåò ìàòðèöó Ãðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ a⃗1, . . . , a⃗m.
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Íàïðèìåð, â E3 îáúåì ñèñòåìû èç òðåõ âåêòîðîâ ðàâåí èõ ñìåøàííîìó ïðîèçâå-
äåíèþ è ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

Vol (⃗a1, a⃗2, a⃗3) = det

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 =

√
det
(
Gram (⃗a1, a⃗2, a⃗3)

)
.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âåêòîðîâ

d⃗1 = du1 ∂1r⃗, . . . d⃗m = dum ∂mr⃗.

Ýòè âåêòîðû ëåæàò â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ïîâåðõíîñòè, ëèíåéíî íåçàâèñèìû è èìå-
þò áåñêîíå÷íî ìàëóþ äëèíó. Äðóãèìè ñëîâàìè, îíè îáðàçóþò ïàðàëëåëåïèïåä ñ áåñ-
êîíå÷íî ìàëûì îáúåìîì.

Îïðåäåëåíèå 3.4.1 Ýëåìåíòîì ïëîùàäè èëè m- ìåðíîãî îáúåìà ïîâåðõíî-
ñòè Fm íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà

dV = Vol (d⃗1, . . . , d⃗m).

Ñóììèðóÿ ýëåìåíòû îáúåìà, ïîëó÷èì îáúåì îáëàñòè íà ïîâåðõíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.4.2 Ïóñòü r⃗ : Dm → Em+p � ýëåìåíòàðíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü è Ω ⊂ Dm èçìåðèìàÿ ïîäîáëàñòü â Dm òàêàÿ, ÷òî Ω ⊂ Dm. Îáúåìîì îáëàñòè
r⃗(Ω) ⊂ Fm íàçûâàåòñÿ â âåëè÷èíà

Vol (r⃗(Ω)) =

∫
Ω

dV.

Çàìå÷àíèÿ.

• Åñëè ãðàíèöà îáëàñòè ∂Ω èìååò ìåðó íîëü, òî∫
Ω

dV =

∫
Ω

dV

• Åñëè Ω íå êîìïàêòíà, òî
∫
Ω dV íóæíî ïîíèìàòü â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå.

Óòâåðæäåíèå 3.4.1 Ïóñòü Fm ⊂ Em+p, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèåé r⃗ :
Dm(u)→ Em+p è g = (gik) � ìàòðèöà ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû Fm. Òîãäà

Vol (r⃗(Ω)) =

∫
Ω

√
det g du1 . . . dum.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì èç ëèíåéíîé àë-
ãåáðû, à èìåííî, ôîðìóëîé îáúåìà n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà â ïðîñòðàíñòâå E N .
Åñëè d⃗1, . . . , d⃗m âåêòîðû, íàïðàâëåííûå âäîëü ñòîðîí ïàðàëëåëåïèïåäà, òî åãî îáúåì

V =

√
det
(
Gram (d⃗1, . . . , d⃗m)

)
.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû Ãðàìà èìåþò âèä
⟨
d⃗i, d⃗k

⟩
=
⟨
dui∂ir⃗, du

k∂kr⃗
⟩
. Âûïèøåì ìàòðèöó

Ãðàìà ïîýëåìåíòíî:

Gram (d⃗1, . . . , d⃗m) =

 g11du
1du1 · · · g1mdu

1dum

... · · ·
...

gm1du
mdu1 · · · gmmdu

mdum


Òàê êàê ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëÿ ìû ìîæåì âûíîñèòü îáùèé ìíîæèòåëü ñòðîêè
èëè ñòîëáöà, òî ëåãêî íàõîäèì

det
(
Gram (d⃗1, . . . , d⃗m)

)
= det

 g11 · · · g1m
... · · ·

...
gm1 · · · gmm

(du1 . . . dum)2.
Ñëåäîâàòåëüíî,

dV =
√

det g du1 . . . dum

è

Vol (r⃗(Ω)) =

∫
Ω

√
det g du1 . . . dum.

Óòâåðæäåíèå 3.4.2 Îáúåì îáëàñòè íà ïîâåðõíîñòè íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçà-
öèè ïîâåðõíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü äâå ïàðàìåòðèçàöèè :

r⃗ : D(u)→ Fm,
ρ⃗ : G(v)→ Fm,

ïðè÷åì çàäàí äèôôåîìîðôèçì u = u(v) : Gm → Dm ñ ìàòðèöåé ßêîáè

(
∂u

∂v

)
. Òîãäà

èìååì

g(v) =

(
∂u

∂v

)t

g(u(v))

(
∂u

∂v

)
,

è

det g(v) = det g(u(v)) det2
(
∂u

∂v

)
.
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À ñëåäîâàòåëüíî,∫
G(v)

√
det g(v) dv1 . . . dvm =

∫
G(v)

√
det g(u(v))

∣∣∣∣det(∂u∂v
)∣∣∣∣ dv1 . . . dvm =

∫
D(u)

√
det g(u) du1 . . . dum.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî åñòü ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ â êðàòíîì èíòåãðàëå.

Ïðèìåðû.

• Ïëîùàäü êðóãà íà ñôåðå. Ðàññìîòðèì ñôåðó S2(R) ⊂ E3

x2 + y2 + z2 = R2,

ïàðàìåòðèçîâàííóþ ñôåðè÷åñêèìè ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè.

Ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñôåðû â òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè èìååò âèä

ds2 = du2 +R2 sin2(u/R) dv2.

Òîãäà ýëåìåíò ïëîùàäè ñôåðû

dS = R sin(u/R) dudv.

Êðóã ðàäèóñà r, ñ öåíòðîì â ïîëþñå, çàäàåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

D2 :

{
0 ≤ u ≤ r;
0 ≤ v ≤ 2π.

Ïëîùàäü êðóãà íà ñôåðå Ω = r⃗(D2) áóäåò ðàâíà

S(Ω) =

2π∫
0

dv

r∫
0

R sin(u/R) du = −2πR2 cos
u

R

∣∣∣r
0
= 4πR2 sin2

r

2R
.

Åñëè r
R ≪ 1, òî S(Ω) ≈ πr2.

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå

S(Ω)

πr2
=

4πR2 sin2(r/2R)

πr2
=

[
sin(r/2R)

(r/2R)

]2
< 1,

òàê êàê
sinx

x
< 1 äëÿ âñåõ x > 0.

• Ïëîùàäü êðóãà íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì ãèïåðáîëè-
÷åñêóþ ïëîñêîñòü H2(R) ⊂ E3,1 êàê ïîâåðõíîñòü

x2 + y2 − z2 = −R2,
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ïàðàìåòðèçîâàííóþ ñôåðè÷åñêèìè ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè.

Ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè â òàêîé ïàðàìåòðèçà-
öèè èìååò âèä

ds2 = du2 +R2 sh2(u/R) dv2.

Òîãäà ýëåìåíò ïëîùàäè ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè èìååò âèä

dS = R sh(u/R) dudv.

Êðóã ðàäèóñà r, ñ öåíòðîì â ïîëþñå, çàäàåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

D2 :

{
0 ≤ u ≤ r;
0 ≤ v ≤ 2π.

Ïëîùàäü êðóãà íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè Ω = r⃗(D2) áóäåò ðàâíà

S(Ω) =

2π∫
0

dv

r∫
0

R sh(u/R) du = 2πR2 ch
u

R

∣∣∣r
0
= 4πR2 sh2

r

2R
.

Åñëè r
R ≪ 1, òî S(Ω) ≈ πr2.

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå

S(Ω)

πr2
=

4πR2 sh2(r/2R)

πr2
=

[
sh(r/2R)

(r/2R)

]2
> 1,

òàê êàê
shx

x
> 1 äëÿ âñåõ x > 0.

Çàìå÷àíèå. Ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè F 2 ⊂ E3 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

dS =
∣∣∣[∂1r⃗, ∂2r⃗]∣∣∣ du1du2.

Äåéñòâèòåëüíî, ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ∣∣∣[∂1r⃗, ∂2r⃗]∣∣∣ du1du2 = ∣∣∣[du1∂1r⃗, du2∂2r⃗]∣∣∣
åñòü ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû

d⃗1 = du1∂1r⃗ è d⃗2 = du2∂2r⃗.

3.5 Îòîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòåé. Èçîìåòðèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.5.1 Ïóñòü Fm
1 è Fm

2 äâå ýëåìåíòàðíûå ïîâåðõíîñòè â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå Em+p. Ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå

Φ: Fm
1 → Fm

2
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îäíîé ïîâåðõíîñòè íà äðóãóþ, åñëè îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

Fm
1 ∋ q → Φ(q) ∈ Fm

2 .

Îòîáðàæåíèå Φ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè Φ íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî èí-
äóöèðîâàííûõ òîïîëîãèé íà Fm

1 è Fm
2 . Åñëè Φ � ãîìåîìîðôèçì, òî ïîâåðõíîñòè Fm

1

è F 2
m íàçûâàþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè.

Ïóñòü Dm
1 è Dm

2 îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ïîâåðõíîñòåé Fm
1 è Fm

2 ñîîòâåòñòâåííî. Òî åñòü
îïðåäåëåíû ãîìåîìîðôèçìû

f1 : Dm
1 → f1(Dm

1 ) = Fm
1 ,

f2 : Dm
2 → f2(Dm

2 ) = Fm
2 .

Òîãäà èìååò ìåñòî êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

Fm
1

Φ−→ Fm
2

↑ f1 ↑ f2
Dm

1
φ−→ Dm

1 .

ñ çàìûêàþùèì îòîáðàæåíèåì

φ = f−1
2 ◦ Φ ◦ f1 : Dm

1 → Dm
2 .

Åñëè Phi � íåïðåðûâíî (ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì), òî φ íåïðåðûâíî (ÿâëÿåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì) êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé (ãîìåîìîðôèçìîâ).

Âåðíî è â íåêîòîðîì ñìûñëå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. À èìåííî, çàäàäèì íåïðåðûâ-
íîå îòîáðàæåíèå

φ : Dm
1 → Dm

2 .

Òîãäà îòîáðàæåíèå Φ = f2 ◦ φ ◦ f1−1 áóäåò íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì

Φ: Fm
1 → Fm

2 .

Åñëè φ ãîìåîìîðôèçì, òî è Φ � ãîìåîìîðôèçì.

Îòîáðàæåíèå φ íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíûì (ïàðàìåòðè÷åñêèì) âûðàæåíè-

åì îòîáðàæåíèÿ Φ: Fm
1 → Fm

2 .

Ïóñòü òåïåðü Fm
1 è Fm

2 äâå ýëåìåíòàðíûå ðåãóëÿðíûå êëàññà Ck ïîâåðõíîñòè â
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Em+p.

Îïðåäåëåíèå 3.5.2 Îòîáðàæåíèå Φ: Fm
1 → Fm

2 äâóõ ðåãóëÿðíûõ ýëåìåíòàðíûõ
ïîâåðõíîñòåé êëàññà Ck íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì êëàññà Cs èëè Cs-äèôôåî-
ìîðôèçìîì, åñëè åãî êîîðäèíàòíîå âûðàæåíèå φ = f−1

2 ◦Φ ◦ f1 : Dm
1 → Dm

2 ÿâëÿåòñÿ
äèôôåîìîðôèçìîì êëàññà Cs. Äâå ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ Cs-äèôôåîìîðôíûìè,
åñëè ñóùåñòâóåò Cs-äèôôåîìîðôèçì Φ: Fm

1 → Fm
2 .

Î÷åâèäíî, ÷òî â îïðåäåëåíèè Cs- äèèôôåîìîðôèçìà s ≤ k.
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Ïðîñòåéøèì, íî âàæíûì, ïðèìåðîì äèôôåîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçì,
äåéñòâóþùèé ïî ðàâåíñòâó êîîðäèíàò. Äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ, ðàññìîòðèì äâå ïîâåðõ-
íîñòè, ïàðàìåòðèçîâàííûå îäíîé è òîé æå îáëàñòüþ ïàðàìåòðîâ. Íàïðèìåð, çàäàäèì

D2 :
{
−∞ ≤ x ≤ +∞, −∞ ≤ y ≤ +∞

}
è äâå âåêòîð-ôóíêöèè

r⃗ =
{
x, y, x2 + y2

}
, ρ⃗ =

{
x, y, x2 − y2

}
.

Ýòè âåêòîð ôóíêöèè çàäàþò ñîîòâåòñòâåííî ïîâåðõíîñòè ýëëèïòè÷åñêîãî E è ãèïåð-
áîëè÷åñêîãî H ïàðàáîëîèäîâ. Îòîáðàæåíèå

Φ : E → H,

äåéñòâóþùåå ïî ðàâåíñòâó êîîðäèíàò, ñòðîèòñÿ íà îñíîâå òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæå-
íèÿ

φ = id : D2 → D2.

Òî÷êå A ∈ E ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå òî÷êà B ∈ H ñ òåìè æå
êîîðäèíàòàìè. Ñàìî îòîáðàæåíèå Φ : E → H âûïèøåòñÿ â âèäå

Φ(x, y, x2 + y2) = (x, y, x2 − y2).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå äèôôåîìîðôèçì ïîâåðõíîñòåé ñâîäèòñÿ ê äèôôåî-
ìîðôèçìó, äåéñòâóþùåìó ïî ðàâåíñòâó êîîðäèíàò.

Óòâåðæäåíèå 3.5.1 Ïóñòü Φ: F1
m → Fm

2 � äèôôåîìîðôèçì. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè Fm

2 , ÷òî Φ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì, äåé-
ñòâóþùèì ïî ðàâåíñòâó êîîðäèíàò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f1 è f2 ðåãóëÿðíûå ïàðàìåòðèçàöèè (ëîêàëü-
íûå äèôôåîìîðôèçìû)

f1 : D1 → f(D1),

f2 : D2 → f(D2).

Òîãäà îïðåäåëåí êîîðäèíàòíûé äèôôåîìîðôèçì φ : D1 → D2. Çàïèøåì

Φ = f2 ◦ φ ◦ f−1
1 .

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî
f2 ◦ φ : D1 → Fm

2

åñòü â òî÷íîñòè ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè Fm
2 îáëàñòüþ ïàðàìåòðîâ D1 ñ äèôôåî-

ìîðôèçìîì φ â êà÷åñòâå äèôôåîìîðôèçìà ïåðåïàðàìåòðèçàöèè.
Ïîëîæèì f̃2 = f2 ◦ φ. Òîãäà îòîáðàæåíèå Φ çàïèøåòñÿ â âèäå

Φ = f̃2 ◦ f−1
1 = f̃2 ◦ idD1 ◦ f−1

1 .

À ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòíîå âûðàæåíèÿ îòîáðàæåíèå Φ ñòàíåò òîæäåñòâåííûì,
ò.å. äåéñòâóþùèì ïî ðàâåíñòâó êîîðäèíàò.

Ïóñòü γ ⊂ Fm
1 êðèâàÿ íà Fm

1 è Φ: Fm
1 → Fm

2 � äèôôåîìîðôèçì. Òîãäà γ̃ =
Φ ◦ γ ÿâëÿåòñÿ êðèâîé íà Fm

2 è ìû ãîâîðèì, ÷òî êðèâàÿ γ̃ ñîîòâåòñòâóåò γ ïðè
äèôôåîìîðôèçìå Φ.
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Îïðåäåëåíèå 3.5.3 Îòîáðàæåíèå Φ: Fm
1 → Fm

2 äâóõ ýëåìåíòàðíûõ ïîâåðõíîñòåé
íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé, åñëè

a) Φ � äèôôåîìîðôèçì;

b) Φ ñîõðàíÿåò äëèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ, òî åñòü lF1(γ ) = lF2(Φ ◦ γ ).

Óòâåðæäåíèå 3.5.2 Äâå ýëåìåíòàðíûå ïîâåðõíîñòè Fm
1 è Fm

2 èçîìåòðè÷íû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè äèôôåîìîðôèçìå, äåéñòâóþùåì ïî ðàâåíñòâó êîîðäèíàò,
ìàòðèöû èõ ïåðâûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Fm
1 è Fm

2 èçîìåòðè÷íûå ïîâåðõíîñòè è ïóñòü

r⃗ : Dm → Fm
1 ,

ρ⃗ : Dm → Fm
2

èõ ðåãóëÿðíûå ïàðàìåòðèçàöèè íàä îáùåé îáëàñòüþ ïàðàìåòðîâ Dm. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
g è g̃ ìàòðèöû ïåðâûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì ïîâåðõíîñòåé Fm

1 è Fm
2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü γ : [a, b] → Dm êðèâàÿ â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ. Òîãäà γ⃗ 1 = r⃗(γ) ⊂ Fm
1 è

γ⃗ 2 = ρ⃗ (γ) ⊂ Fm
2 ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðèâûìè íà ïîâåðõíîñòÿõ. Êàê ìû

çíàåì,

lF1(γ⃗ 1) =

t∫
t0

√
g(γ ′, γ ′)dt, lF2(γ⃗ 2) =

t∫
t0

√
g̃(γ ′, γ ′)dt.

Ïîñêîëüêó ïîâåðõíîñòè èçîìåòðè÷íû, òî èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

lF1(γ⃗ 1) ≡ lF2(γ⃗ 2)

èëè
t∫

t0

√
g(γ ′, γ ′)dt ≡

t∫
t0

√
g̃(γ ′, γ ′)dt.

Ñëåäîâàòåëüíî, g(γ ′, γ ′) ≡ g̃(γ ′, γ ′). Òàê êàê

g(γ ′, γ ′) = gik
dui

dt

duk

dt
, g̃(γ ′, γ ′) = g̃ik

dui

dt

duk

dt
,

òî

(gik − g̃ik)
dui

dt

duk

dt
≡ 0,

îòêóäà è ñëåäóåò ðàâåíñòâî ìàòðèö ïåðâûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì.

Ïðèìåðû.

1. Ñôåðà è ïëîñêîñòü íå èçîìåòðè÷íû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, ïàðàìåòðèçóåì
ñôåðó è ïëîñêîñòü îäíîé îáëàñòüþ ïàðàìåòðîâ

D :
{
0 ≤ u ≤ πR, 0 ≤ v ≤ 2π

}
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ïðè ïîìîùè ëîêàëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ

r⃗ : D → E3, ρ⃗ : D → E3

âèäà
S2(R) : r⃗(u, v) = R

{
sin(u/R) cos v, sin(u/R) cos v, cos(u/R)

}
E2 : ρ⃗ (u, v) =

{
u cos v, u sin v, 0

}
Â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ðàññìîòðèì êðèâóþ

γ :

{
u = r,
v = t

Ýòà êðèâàÿ ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü íà ñôåðå ñ öåíòðîì â òî÷êå (0, 0, R) è ðà-
äèóñà r, à íà ïëîñêîñòè � â îêðóæíîñòü ðàäèóñà r ñ öåíòîðîì â òî÷êå (0, 0, 0).
Äëèíà ýòîé îêðóæíîñòè íà ñôåðå ðàâíà

l(S1) = 2πR sin
r

R
,

à íà ïëîñêîñòè

l(S1) = 2πr.

Äëèíû êðèâûõ íå ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî ïîâåðõíîñòè íå èçîìåòðè÷íû.

Ýòîò æå âûâîä ñëåäóåò èç âèäà ïåðâûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì

S2(R) : ds2 = du2 +R2 sin2(u/R) dv2;

E2 : ds2 = du2 + u2 dv2.

2. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü è Åâêëèäîâà ïëîñêîñòü íå èçîìåòðè÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

H2(R) : ds2 = du2 +R2 sh2(u/R) dv2,

E2 : ds2 = du2 + u2 dv2.

3. Òîðñ è ïëîñêîñòü ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íû. Ïàðàìåòðèçóåì òîðñ âåêòîð-
ôóíêöèåé

r⃗ = ρ⃗ (v) + uτ⃗ (v),

ãäå ρ⃗ = ρ⃗ (v) � íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ γ , íàä îáëàñòüþ ïàðàìåòðîâ

D =
{
0 < u < +∞, 0 < v < L0

}
,

ãäå L0 âûáðàíî òàê, ÷òîáû íà ó÷àñòêå [0, L0] êðèâèçíà êðèâîé k(γ) > 0.

Òîãäà
∂1r⃗ = τ⃗ , ∂2r⃗ = τ⃗ + ukν⃗;

g11 = 1, g22 = 1 + u2k2, g12 = 1



3.5. ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÅ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÅÉ. ÈÇÎÌÅÒÐÈß 97

è ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà òîðñà ïðèìåò âèä

dσ2 = du2 + 2 dudv + (1 + u2k2)dv2.

Ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå òåîðèè êðèâûõ, äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè k(v) ïðîèç-
âîëüíîãî ïàðàìåòðà v, íà ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò êðèâàÿ γ ∗, êðèâèçíà êîòîðîé
k∗ = k è ïàðàìåòð v ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì íà γ ∗, òî åñòü s∗ = v.
Ïóñòü ρ⃗ = ρ⃗ (v) åå ïàðàìåòðèçàöèÿ.

Â îêðåñòíîñòè êðèâîé γ ∗ çàäàäèì îòîáðàæåíèå φ⃗ : D2 → E2

φ⃗ = ρ⃗ (v) + uτ⃗∗(v).

Ìàòðèöà ßêîáè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ñîñòàâëåíà èç ñòîëáöîâ

∂φ⃗1 = τ⃗ ∗(v), ∂φ⃗2 = τ⃗ ∗(v) + k(v)ν⃗∗,

à çíà÷èò â îáëàñòèD îòîáðàæåíèå φ⃗ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Îòíîñèòåëüíî
íîâûõ ïàðàìåòðîâ u è v ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïëîñêîñòè èìååò âèä:

dσ2 = du2 + 2 dudv + (1 + k2u2)dv2,

÷òî è òðåáóåòñÿ äëÿ ëîêàëüíîé èçîìåòðè÷íîñòè.

4. Äëÿ ëþáîãî ïðÿìîãî ãåëèêîèäà ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íûé

åìó êàòåíîèä.

Ïðÿìîé ãåëèêîèä� ýòî ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ äâèæåíèåì ïðÿìîé âäîëü ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé åé ïðÿìîé ñ îäíîâðåìåííûì ïîâîðîòîì íà óãîë, ïðîïîðöèîíàëü-
íûé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ. Â ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïàðàìåòðèçàöèÿ
ãåëèêîèäà èìååò âèä 

x = u cos v;
y = u sin v;
z = av.

Îáëàñòü ïàðàìåòðîâ íà ïðÿìîì ãåëèêîèäå çàäàäèì â âèäå

G2 = (−∞,+∞)× (0, 2π).

Âû÷èñëèì åãî ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó.

r⃗ = {u cos v, u sin v, av},
∂1r⃗ = {cos v, sin v, 0},
∂2r⃗ = {−u sin v, u cos v, a},
g11 = 1, g12 = 0, g22 = a2 + u2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

ds2 = du2 + (a2 + u2)dv2 (3.1)
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Êàòåíîèä� ýòî ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ, îáðàçîâàííàÿ âðàùåíèåì ãðàôèêà ãè-
ïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà x = ch z âîêðóã îñè Oz. Ðàññìîòðèì êàòåíîèä, èìåþ-
ùèé ïàðàìåòðèçàöèþ âèäà 

x = a ch(t/a) cosα,

y = a ch(t/a) sinα,

z = t.

Ëîêàëüíóþ îáëàñòü ïàðàìåòðîâ íà êàòåíîèäå ñ òàêîé ïàðàìåòðèçàöèåé ìîæíî
âûáðàòü â âèäå

D2 = (−∞,+∞)× (0, 2π).

Íàéäåì ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó.

r⃗ = {a ch(t/a) cosα, ch(t/a) sinα, t},

∂1r⃗ = {sh(t/a) cosα, ch(t/a) sinα, 1},
∂2r⃗ = {−a ch(t/a) sinα, a ch(t/a) cosα, 0},
g11 = 1 + sh2(t/a) = ch2(t/a), g12 = 0, g22 = a2 ch2(t/a).

Ñëåäîâàòåëüíî,
ds2 = ch2(t/a) dt2 + a2 ch2(t/a) dα2.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå φ : D2 → G2 âèäà:{
u = a sh(t/a),
v = α.

Ìàòðèöà ßêîáè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ

J =

(
ch(t/a) 0

0 1

)
íåâûðîæäåíà äëÿ âñåõ (t, α), òàê êàê

det J = ch
t

a
≥ 1.

Ïîýòîìó φ : D2 → G2 ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
Ïðè ýòîì

du = ch(t/a) dt,
dv = dt.

Îòíîñèòåëüíî íîâûõ ïàðàìåòðîâ (íàä îáëàñòüþ G ) ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ôîðìà êàòåíîèäà ïðèíèìàåò âèä

ds2 = du2 + (a2 + u2)dv2 (3.2)

Ñðàâíèâàÿ (3.1) è (3.2) çàìå÷àåì, ÷òî íàä îäíîé è òîé æå îáëàñòüþ ïàðàìåòðîâ,
ïåðâûå ôóíäàìåíòàëüíûå ôîðìû êàòåíîèäà è ãåëèêîèäà ñîâïàäàþò. Ñëåäîâà-
òåëüíî ýòî ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íûå ïîâåðõíîñòè.
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3.6 Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.6.1 Îòîáðàæåíèå

Φ: Fm
1 → Fm

2

íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíûì, åñëè îíî ñîõðàíÿåò óãëû ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè
êðèâûìè. Äâå äèôôåîìîðôíûå ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ êîíôîðìíî ýêâèâàëåíò-
íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò êîíôîðìíûé äèôôåîìîðôèçì.

Êðèòåðèåì ñóùåñòâîâàíèÿ êîíôîðìíîãî äèôôåîìîðôèçìà ñëóæèò ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3.6.1 Äâå ïîâåðõíîñòè (Fm
1 , g1) è (Fm

2 , g2) êîíôîðìíî ýêâèâàëåíò-
íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè äèôôåîìîðôèçìå äåéñòâóþùèì ïî ðàâåíñòâó
êîîðäèíàò ìàòðèöû èõ ïåðâûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì ïðîïîðöèîíàëüíû, òî åñòü

g1 = λ g2.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîêàæåì, ÷òî äâóìåðíàÿ ñôåðà è ïëîñêîñòü êîíôîðìíî
ýêâèâàëåíòíû.

Âûáåðåì ïàðàìåòðèçàöèþ ñôåðû ñ ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé

S2(R) : ds21 = R2du2 +R2 sin2(u/R) dv2

íàä îáëàñòüþ ïàðàìåòðîâ
D2 = (0, π)× (0, 2π).

Âûáåðåì ïàðàìåòðèçàöèþ ïëîñêîñòè

E2 : ds22 = dr2 + r2dφ2.

íàä îáëàñòüþ ïàðàìåòðîâ
G2 = (0,+∞)× (0, 2π).

Ïàðàìåòðèçóåì ñôåðó ïàðàìåòðàìè r è φ. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

r

R
= tg

(π
2
− u

2

)
= ctg

u

2
,

òî åñòü
r = R ctg

u

2
.

Èòàê, èìååì îòîáðàæåíèå D2 → G2 â âèäå{
r = R ctg(u/2),
φ = v.

Ìàòðèöà ßêîáè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ èìååò âèä: − R

2sin2(u/2)
0

0 1
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è çíà÷èò îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì ïðè 0 < u < 2π. Îòíîñèòåëüíî
íîâûõ êîîðäèíàò ìåòðèêà ïëîñêîñòè ds2 = dr2 + r2 dφ2 âûðàçèòñÿ ïî èçâåñòíîìó
ïðàâèëó − R

2sin2(u/2)
0

0 1

( 1 0
0 R2ctg2(u/2)

) − R

2sin2(u/2)
0

0 1

 =

 − R2

4sin4(u/2)
0

0 R2ctg2(u/2)

 =
1

4 sin4(u/2)

(
R2 0
0 R2sin2u

)
.

Òî åñòü

gïë =
1

4 sin4 u
2

gñô.

Íàéäåì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

gñô = 4 sin4(u/2) gïë.

Íî,

sin2(u/2) =
1

1 + ctg2(u/2)
=

R2

R2 + r2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

gñô =
4R4

(R2 + r2)2
(dr2 + r2dφ2).

Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ

gñô =
4R4

(R2 + x2 + y2)2
(dx2 + dy2).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ âñåõ äâóìåðíûõ ïîâåðõ-
íîñòåé.

Òåîðåìà 3.6.1 Âñÿêàÿ äâóìåðíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíà
ïëîñêîñòè.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà
ê âèäó:

ds2 = Λ(dx2 + dy2),

ãäå Λ > 0 èëè, ýêâèâàëåíòíî,

ds2 = e2A(dx2 + dy2),

ãäå A = A(x, y).
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3.7 Âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè.

Â äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèÿõ áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî F 2 ⊂ E3 � ðåãóëÿðíàÿ

ïîâåðõíîñòü êëàññà íå ìåíåå C2.

Ïóñòü r⃗ : D2 → E3 � åå ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ. Òîãäà îïðåäåëåíû è ëèíåéíî
íåçàâèñèìû äâå âåêòîð-ôóíêöèè ∂1r⃗, ∂2r⃗, êîòîðûå îáðàçóþò áàçèñ êàñàòåëüíîé ïëîñ-
êîñòè ê ïîâåðõíîñòè â ëþáîé åå òî÷êå.

(Åäèíè÷íûé) âåêòîð íîðìàëè êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ (åäèíè÷íûì)
âåêòîðîì íîðìàëè ïîâåðõíîñòè â äàííîé òî÷êå.

Åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ïîâåðõíîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç n⃗. Â êàæäîé òî÷-
êå âåêòîð n⃗ îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî íàïðàâëåíèÿ. Îäíàêî â ïðåäåëàõ îäíîé êîîð-
äèíàòíîé îêðåñòíîñòè (ëîêàëüíîé êàðòû) ýòîò âåêòîð â êàæäîé òî÷êå q ∈ D2 ìîæåò
áûòü îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ïî ïðàâèëó

n⃗(q) =
[∂1r⃗, ∂2r⃗]

|[∂1r⃗, ∂2r⃗]|
(q).

Ïîëó÷åííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ n⃗ : D2 → E3 âèäà

n⃗ =
[∂1r⃗, ∂2r⃗]

|[∂1r⃗, ∂2r⃗]|
.

íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì íîðìàëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì íà ïîâåðõíîñòè F 2 íàä îáëà-
ñòüþ D2. ßñíî, ÷òî åñëè r⃗ ∈ Ck, òî n⃗ ∈ Ck−1.

Åñëè F 2 � îðèåíòèðóåìà, òî âåêòîðíîå ïîëå n⃗ ìîæåò áûòü âûáðàíî ãëîáàëüíî.
Äåéñòâèòåëüíî, îðèåíòèðóåìîñòü ïîâåðõíîñòè îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ïîêðûòü ïîâåðõ-
íîñòü ëîêàëüíûìè êàðòàìè òàê, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñîâ

∂ρ⃗ (v) = ∂r⃗(u) J

ïðè çàìåíå ïàðàìåòðîâ áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì ÿêîáèàíîì, òî åñòü
det J > 0. Íî òîãäà

[∂1ρ⃗ , ∂2ρ⃗ ](v) = [∂1r⃗, ∂2r⃗](u) det J,

÷òî îçíà÷àåò

n⃗(v) = n⃗(u).

Òàêèì îáðàçîì, íà ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ãëîáàëüíîå åäèíè÷íîå íîðìàëüíîå âåê-
òîðíîå ïîëå (íå çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè).

Ïóñòü r⃗ = r⃗(u1, u2) � ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ F 2. Ðàññìîòðèì äâå áëèçêèå
òî÷êè q è q+∆q íà ýòîé ïîâåðõíîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (u1, u2) è (u1+du1, u2+du2). Â ñè-
ëó C2 ðåãóëÿðíîñòè âåêòîð-ôóíêöèè r⃗, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì Òåéëîðà
âåêòîð-ôóíêöèè r⃗ â îêðåñòíîñòè òî÷êè q äî âòîðîãî ïîðÿäêà, à èìåííî

r⃗ = r⃗(q) + ∂1r⃗(q)du
1 + ∂2r⃗(q)du

2 +
1

2
[∂11r⃗(q)(du

1)2 + 2∂12r⃗(q)du
1du2+

∂22r⃗(q)(du
2)2] + o⃗

(
(du1)2 + (du2)2

)
.
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Âåëè÷èíà

h(du1, du2) = ⟨r⃗ − r⃗(q), n⃗(q)⟩ =
1

2

[
b11(q)(du

1)2 + 2b12(q)du
1du2 + b22(q)(du

2)2
]
+ o
(
(du1)2 + (du2)2

)
, (3.3)

ãäå bik(q) = ⟨∂ikr⃗, n⃗⟩(q), âûðàæàåò îòêëîíåíèå òî÷êè ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè êîîðäèíà-
òàìè (du1, du2) îò êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê F 2 â òî÷êå q.

Óäâîåííàÿ ãëàâíàÿ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ (3.3) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé íà
äèôôåðåíöèàëàõ êîîðäèíàò è íàçûâàåòñÿ âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé ïî-
âåðõíîñòè. Ìàòðèöà

B =
(
bik

)
i,k=1,2

=
(
⟨∂ikr⃗, n⃗⟩

)
i,k=1,2

, (3.4)

ñîñòàâëåííàÿ èç êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ôîðìû, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé âòîðîé ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ôîðìû. Ìàòðèöà B ñèììåòðè÷íà.

Î÷åâèäíî, ÷òî âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü âûïèñàíà
ñ èñïîëüçîâàíèåì äèôôåðåíöèàëà âåêòîð-ôóíêöèè r⃗ â âèäå

⟨
d2r⃗, n⃗

⟩
=

2∑
i,k=1

bikdu
iduk. (3.5)

Íàïîìíèì, ÷òî dr⃗ = ∂1r⃗ du
1 + ∂2r⃗ du

2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàñàòåëüíûé âåêòîð
ê ïîâåðõíîñòè ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè âíóòðåííèìè êîîðäèíàòàìè {du1, du2}. Â ýòîì
ñìûñëå (3.5) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îòîáðàæåíèå

B : TqF
2 → R,

äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó:

B(dr⃗, dr⃗) = bikdu
iduk.

Íà âåêòîðàõ ñ êîíå÷íûìè êîîðäèíàòàìè âèäà X⃗ = X1∂1r⃗ + X2∂2r⃗ çíà÷åíèå âòîðîé
ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

B(X⃗, X⃗) = bikX
iXk = XtBX,

ãäå X =

[
X1

X2

]
âíóòðåííèå êîîðäèíàòû âåêòîðà X⃗, çàïèñàííûå â ñòîëáåö, à B �

ìàòðèöà (3.4) âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû. Ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ýòî
äåéñòâèòåëüíî ñèììåòðè÷íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, êîòîðàÿ êàæäîìó âåêòîðó êàñà-
òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîâåðõíîñòè ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Çà-
ìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû íà äàííîì
êàñàòåëüíîì âåêòîðå äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî âíóòðåííèå êîîðäèíàòû ýòîãî âåêòîðà.

Âûðàæåíèå äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé çàïèñè âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ìî-
æåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó

B(dr⃗, dr⃗) = −
⟨
dr⃗, dn⃗

⟩
. (3.6)



3.7. ÂÒÎÐÀß ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÀß ÔÎÐÌÀ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ. 103

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê
⟨
dr⃗, n⃗

⟩
= 0, òî âçÿâ äèôôåðåíöèàë ïîëó÷èì

d
⟨
dr⃗, n⃗

⟩
=
⟨
d2r⃗, n⃗

⟩
+
⟨
dr⃗, dn⃗

⟩
= 0,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
Êàê ñëåäñòâèå, ýëåìåíòû ìàòðèöû âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ìîæíî âû-

÷èñëèòü ïî ôîðìóëå
bik = −

⟨
∂ir⃗, ∂kn⃗

⟩
. (3.7)

Âûðàæåíèå (3.7) óäîáíî çàïèñûâàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå, èñïîëüçóÿ ìàòðèöû ßêîáè
îòîáðàæåíèé r⃗ è n⃗. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèè

r⃗ =
{
x1(u1, u2), x2(u1, u2), x3(u1, u2)

}
è

n⃗ =
{
n1(u1, u2), n2(u1, u2), n3(u1, u2)

}
êàê îòîáðàæåíèÿ

r⃗ : D2(u1, u2)→ E3

n⃗ : D2(u1, u2)→ E3

è âûïèøåì èõ ìàòðèöû ßêîáè

(∂r⃗) =


∂x1

∂u1
∂x1

∂u2

∂x2

∂u1
∂x2

∂u2

∂x3

∂u1
∂x3

∂u2

 , (∂n⃗) =


∂n1

∂u1
∂n1

∂u2

∂n2

∂u1
∂n2

∂u2

∂n3

∂u1
∂n3

∂u2

 .

Òàê êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ôîðìóëàõ (3.7) âû÷èñëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî îðòîíîð-
ìèðîâàííîãî áàçèñà, òî ñ î÷åâèäíîñòüþ íàõîäèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ìàòðèöû
âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû:

B = −(∂r⃗ )t · (∂n⃗ ). (3.8)

Óòâåðæäåíèå 3.7.1 Ïóñòü F 2 � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü. Ïóñòü

r⃗ : D2(u) → E3 è ρ⃗ : G2(v) → E3

äâå ëîêàëüíûõ ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè F 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

φ : G2(v)→ D2(u)

äèôôåîìîðôèçì ïåðåïàðàìåòðèçàöèè ñ ìàòðèöåé ßêîáè

(
∂φ

∂v

)
.

Òîãäà ìàòðèöà âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïðè çàìåíå êîîðäèíàò ïðåîáðà-
çóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

B(v) =

(
∂φ

∂v

)t

B(φ(v))

(
∂φ

∂v

)
.

èëè, ýêâèâàëåíòíî,

bik(v) = bαβ(φ(v))
∂φα

∂vi
∂φβ

∂vk
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè n⃗(u) ïîëå íîðìàëåé ïîâåðõíîñòè îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðèçàöèè íàä îáëàñòüþ ïàðàìåòðîâ D, òî

m⃗ = n⃗(φ(v)) = (n⃗ ◦ φ)(v)

ïîëå íîðìàëåé ïîâåðõíîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðèçàöèè íàä îáëàñòüþ ïàðàìåòðîâ
G. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âåêòîðîâ áàçèñà êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî íîâûõ
ïàðàìåòðîâ íàõîäèì:

∂iρ⃗ = ∂αr⃗
∂φα

∂vi
,

à çíà÷èò
⟨
∂iρ⃗ , n⃗(φ(v))

⟩
= 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ, âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì (3.8) è
òåì ôàêòîì, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ìàòðèö ßêîáè. Òîãäà èìååì,

B(v) = −(∂ρ)t · (∂m⃗) = −(∂(r⃗ ◦ φ))t · (∂(n⃗ ◦ φ)) =

−
[
(∂r⃗)

(
∂φ

∂v

)]t
·
[
(∂n⃗)

(
∂φ

∂v

)]
= −

(
∂φ

∂v

)t

(∂r⃗)t · (∂n⃗)
(
∂φ

∂v

)
=(

∂φ

∂v

)t

B(φ(v))

(
∂φ

∂v

)
.

Ðàñïèñûâàÿ ïîêîìïîíåíòíî ïîëó÷åííîå ìàòðè÷íîå âûðàæåíèå, íàéäåì

bik(v) = bαβ(φ(v))
∂φα

∂vi
∂φβ

∂vk
.

Ñëåäñòâèå 3.7.1 Ðàíã ìàòðèöû âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû íå çàâèñèò îò
âûáîðà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò. Â ÷àñòíîñòè, åñëè âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà
ïîâåðõíîñòè ðàâíà íóëþ â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, òî îíà ðàâíà íóëþ è â ëþáîé
äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Ñèëüâåñòðà:

åñëè ìàòðèöà A èìååò ðàçìåð m×k, à ìàòðèöà B èìååò ðàçìåð k×p, òî äëÿ ðàíãà
èõ ïðîèçâåäåíèÿ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

rg(A) + rg(B)− k ≤ rg(AB) ≤ min(rg(A), rg(B)).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè k ≤ m, k ≤ p è rg(A) = k, òî rg(AB) = rg(B). Äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ,

k = m = p = 2, rg

(
∂φ

∂v

)
= 2 è, äâàæäû ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî Ñèëüâåñòðà, ëåãêî

ïîëó÷àåì

rg(B(v)) = rg

[(
∂φ

∂v

)t

B(φ(v))

(
∂φ

∂v

)]
= rg(B(φ(v))).

Íî òàê êàê φ(v) = u ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåîìîðôèçìà φ, òî îêîí÷àòåëüíî ìîæåì
çàïèñàòü

rg(B(v)) = rg(B(u).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óñëîâèÿ B ≡ 0 ïðîÿñíÿåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Óòâåðæäåíèå 3.7.2 Åñëè F 2 ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C2 è B ≡ 0, òî F 2 �
ïëîñêîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê F 2 � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü, òî â îêðåñòíîñòè êàæäîé
ñâîåé òî÷êè ïîâåðõíîñòü åå ìîæíî çàäàòü ÿâíî, â âèäå ãðàôèêà ôóíêöèè z = f(x, y).
Â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå

r⃗ =
{
x, y, f(x)

}
.

Ïðîâåäåì íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ

∂1r⃗ =
{
1, 0, fx

}
, ∂2r⃗ =

{
0, 1, fy

}
,

∂11r⃗ =
{
0, 0, fxy

}
, ∂22r⃗ =

{
0, 0, fyy

}
, ∂12r⃗ =

{
0, 0, fyy

}
.

Íàéäåì ïîëå åäèíè÷íûõ íîðìàëåé:

[
∂1r⃗, ∂2r⃗

]
=
{
− fx,−fy, 1

}
, n⃗ =

1√
1 + f2x + f2y

{
− fx,−fy, 1

}
.

Òîãäà

b11 =
⟨
∂11r⃗, n⃗

⟩
=

fxx√
1 + f2x + f2y

,

b12 =
⟨
∂12r⃗, n⃗

⟩
=

fxy√
1 + f2x + f2y

,

b22 =
⟨
∂22r⃗, n⃗

⟩
=

fyy√
1 + f2x + f2y

.

(3.9)

Îòêóäà

B =
1√

1 + f2x + f2y

(
fxx fxy
fxy fyy

)
.

Íî åñëè B ≡ 0, òî fxx = fyy = fxy = 0, à ñëåäîâàòåëüíî f(x, y) = ax+ by + c. Òî åñòü,
ëîêàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè ñ íåîáõîäèìîñòüþ èìååò âèä

z = ax+ by + c.

À ýòî óðàâíåíèå ïëîñêîñòè. Ïîñêîëüêó ïðè çàìåíå êîîðäèíàò èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîé ëîêàëüíîé êàðòå ñîõðàíÿåòñÿ òîæäåñòâî B ≡ 0, òî â äðóãîé
ëîêàëüíîé êàðòå ìû òàê æå ïîëó÷àåì ïëîñêîñòü. À òàê êàê ïîâåðõíîñòü ãëàäêàÿ è â
êàæäîé òî÷êå èìååò åäèíñòâåííóþ êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü, òî âñÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿ-
åòñÿ ïëîñêîñòüþ.

Íàáëþäåíèå. Âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà äàåò ïåðâûé îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê
èñêðèâëåííîé ïîâåðõíîñòè, òî åñòü ïîâåðõíîñòè, îòëè÷íîé îò ïëîñêîñòè.
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3.8 Ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü F 2 � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü è q ∈ F 2. Ïàðàìåòðèçóåì ïîâåðõíîñòü â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè q ÿâíî, ïðè ýòîì ïëîñêîñòü XOY ðàçìåñòèì â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê
ïîâåðõíîñòè â òî÷êå q, îñü Ox íàïðàâèì âäîëü ∂1r⃗, îñü Oy âäîëü ∂2r⃗, à îñü Oz âäîëü
âåêòîðà íîðìàëè â ýòîé òî÷êå. Òîãäà íàøà ïîâåðõíîñòü áóäåò çàäàíà ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì

z = f(x, y),

à òî÷êå q áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íà÷àëî êîîðäèíàò (0, 0, 0). Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò,
÷òî f(q) = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî fx(q) = 0, fy(q) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåõîäÿ ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó
çàäàíèþ ïîâåðõíîñòè, çàïèøåì

r⃗ =
{
x, y, f(x, y)

}
è, â ñèëó âûáîðà íàïðàâëåíèÿ îñåé êîîðäèíàò, â òî÷êå q èìååì

∂1r⃗ =
{
1, 0, fx(q)

}
=
{
1, 0, 0

}
, ∂2r⃗ =

{
0, 1, fy(q)

}
=
{
0, 1, 0

}
.

Ñëåäîâàòåëüíî, fx(q) = 0, fy(q) = 0.
Çàïèøåì ðàçëîæåíèå f(x, y) äî âòîðîãî ïîðÿäêà, â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0) ñ÷èòàÿ

x, y ìàëûìè. Òîãäà èìååì

z = f(q) + fx(q)x+ fy(q)y +
1

2

[
fxx(q)x

2 + 2fxy(q)xy + fyy(q)y
2
]
+

o(x2 + y2).

Ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùèõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì

z =
1

2
[fxx(q)x

2 + 2fxy(q)xy + fyy(q)y
2] + o(x2 + y2).

Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà

z1 = fxx(q)x
2 + 2fxy(q)xy + fyy(q)y

2 (3.10)

Ýòî ïàðàáîëîèä, êîòîðûé îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî

2z − z1 = o(x2 + y2).

Òî åñòü ïàðàáîëîèä (3.10) ìîäåëèðóåò ïîâåðõíîñòü F 2 â îêðåñòíîñòè òî÷êè q ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ìàëûõ âòîðîãî ïîðÿäêà è íàçûâàåòñÿ ñîïðèêàñàþùèìñÿ ïàðàáîëîèäîì

ïîâåðõíîñòè â òî÷êå q.
Òèï ïàðàáîëîèäà (3.10) îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì èíâàðèàíòà

I2 = fxx(q)fyy(q)− f2xy(q).

• Åñëè fxx(q)fyy(q) − f2xy(q) > 0, òî ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä ýëëèïòè÷å-

ñêèé;
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Ðèñ. 3.2: Ïîâåðõíîñòü r = {x, y, cosx cos y} è åå ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä â òî÷êå
(0,0)

• Åñëè fxx(q)fyy(q)− f2xy(q) < 0, òî ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä ãèïåðáîëè÷å-
ñêèé;

• Åñëè fxx(q)fyy(q) − f2xy(q) = 0, íî f2xx + f2xy + f2yy ̸= 0, òî ñîïðèêàñàþùèéñÿ
ïàðàáîëîèä âûðîæäàåòñÿ â ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð;

• Åñëè fxx(q)fyy(q) − f2xy(q) = 0 è f2xx + f2xy + f2yy = 0, òî ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðà-
áîëîèä âûðîæäàåòñÿ â ïëîñêîñòü.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà ñîïðèêàñàþùåãîñÿ ïàðàáîëîèäà íå íóæíî
íàõîäèòü ÿâíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ïîâåðõíîñòè, à äîñòàòî÷íî çíàòü åå âòîðóþ ôóí-
äàìåíòàëüíóþ ôîðìó. Áîëåå òîãî, òèï ñîïðèêàñàþùåãîñÿ ïàðàáîëîèäà îïðåäåëÿåòñÿ
ñàìîé ïîâåðõíîñòüþ è íå çàâèñèò îò åå ïàðàìåòðèçàöèè.

Òåîðåìà 3.8.1 Â êàæäîé òî÷êå ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè òèï ñîïðèêàñàþùåãîñÿ ïà-
ðàáîëîèäà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ åå âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé â ýòîé òî÷-
êå è íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q � òî÷êà íà ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè. Ïàðàìåòðèçóåì ïî-
âåðõíîñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ÿâíî â âèäå z = f(x, y), ñïåöèàëèçèðóÿ
ñèñòåìó êîîðäèíàò êàê â íà÷àëå ýòîãî ðàçäåëà. Òîãäà âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà
ïîâåðõíîñòè â òî÷êå q âû÷èñëèòñÿ ïî ôîðìóëå (3.9) è ïðèìåò âèä

B =

(
fxx(q) fxy(q)

fxy(q) fyy(q)

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå q èíâàðèàíò I2 ñîïðèêàñàþùåãîñÿ ïàðàáîëîèäà ðàâåí îïðåäå-
ëèòåëþ âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû â ýòîé òî÷êå, òî åñòü

I2 = detB(q)
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïðè çàìåíå ñèñòåìû êîîð-
äèíàò

B̃ = J tBJ,

ãäå J � ìàòðèöà ßêîáè ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñì Ïðåäëîæåíèå 3.7.1). Ïîýòîìó

det B̃ = (det J)2 detB,

à çíà÷èò çíàê îïðåäåëèòåëÿ, èëè åãî îáðàùåíèå â íóëü, íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Ïî Ñëåäñòâèþ 3.7.1, îáðàùåíèå âñåé ìàòðèöû âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé
ôîðìû â íóëü òàê æå íå çàâèñèò îò âûáîðà êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî,

• Åñëè detB(q) > 0, òî ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä ýëëèïòè÷åñêèé;

• Åñëè detB(q) < 0, òî ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä ãèïåðáîëè÷åñêèé;

• Åñëè detB(q) = 0, íî B(q) ̸= 0, òî ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä âûðîæäàåòñÿ
â ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð;

• Åñëè B(q) = 0, òî ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä âûðîæäàåòñÿ â ïëîñêîñòü.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò êîððåêòíîñòü ñëåäóþùåé êëàññèôèêàöèè òî÷åê ðå-
ãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.8.1 Òî÷êà q ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ

• ýëëèïòè÷åñêîé, åñëè â ýòîé òî÷êå ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä ïîâåðõíîñòè
ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì;

• ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè â ýòîé òî÷êå ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä ïîâåðõíî-
ñòè ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì;

• ïàðàáîëè÷åñêîé, åñëè â ýòîé òî÷êå ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä ïîâåðõíîñòè
âûðîæäàåòñÿ â ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð;

• òî÷êîé óïëîùåíèÿ, åñëè â ýòîé òî÷êå ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä ïîâåðõ-
íîñòè âûðîæäàåòñÿ â ïëîñêîñòü.

Ýëëèïòè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå íàçûâàþòñÿ íåâûðîæäåííûìè òî÷êàìè ïîâåðõíî-
ñòè, à ïàðàáîëè÷åñêèå è òî÷êè óïëîùåíèÿ � âûðîæäåííûìè.

3.9 Ñôåðè÷åñêîå (Ãàóññîâî) îòîáðàæåíèå.

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, n⃗ ïîëå åäèíè÷íûõ íîðìàëåé â îáëàñòè D2(u), ïàðàìåòðèçóþùåé
ïîâåðõíîñòü F 2 ⊂ E3.

Îïðåäåëåíèå 3.9.1 Ñôåðè÷åñêèì îáðàçîì ïîâåðõíîñòè F 2 â îáëàñòè D2 íàçûâà-
åòñÿ ãîäîãðàô âåêòîð-ôóíêöèè n⃗.
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Ðèñ. 3.3: Ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä â ýëëèïòè÷åñêîé è ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êàõ

Ðèñ. 3.4: Ñîïðèêàñàþùèéñÿ ïàðàáîëîèä â ïàðàáîëè÷åñêîé òî÷êå è òî÷êå óïëîùåíèÿ
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Ðèñ. 3.5: Ãèïðåáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä z = x2− y2 è åãî ñôåðè÷åñêèé îáðàç â îáëàñòè
−1 ≤ x ≤ 1,−1 ≤ y ≤ 1

Ãåîìåòðè÷åñêè, ñôåðè÷åñêèé îáðàç îáðàçóåòñÿ ìíîæåñòâîì êîíöîâ âåêòîðîâ åäèíè÷-
íûõ íîðìàëåé íàä îáëàñòüþ r⃗(D2) ïîñëå ñîâìåùåíèÿ èõ íà÷àë ïóòåì ïàðàëëåëüíîãî
ïåðåíîñà ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò â E3.

Îïðåäåëåíèå 3.9.2 Ñôåðè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì ïîâåðõíîñòè F 2 â îáëàñòè D2

íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

n⃗ : D2 → S2 ⊂ E3,

çàäàâàåìîå âåêòîð-ôóíêöèåé n⃗

Åñëè ïîâåðõíîñòü îðèåíòèðóåìà, òî ñôåðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå è ñôåðè÷åñêèé îáðàç
ïîâåðõíîñòè îïðåäåëåíû ãëîáàëüíî.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè ñôåðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå â îá-
ùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, òî åñòü ðàíã ìàòðèöû ßêîáè ∂n⃗ ýòîãî îòîáðà-
æåíèÿ íå ìàêñèìàëåí. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà F 2 åñòü ïëîñêîñòü, âåêòîð-ôóíêöèÿ
n⃗ ïîñòîÿííà, à çíà÷èò rg(∂n⃗) = 0. Ñôåðè÷åñêèì îáðàçîì ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííàÿ òî÷êà íà åäèíè÷íîé ñôåðå.

Óòâåðæäåíèå 3.9.1 Ðàíã ñôåðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòè ðàâåí ðàíãó âòî-
ðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè, âåêòîðû n⃗, ∂1r⃗, ∂2r⃗ îáðàçóþò áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà, à òàê êàê |n⃗| ≡ 1, òî ∂kn⃗ ⊥ n⃗, à çíà÷èò ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

∂kn⃗ = −a1k∂1r⃗ − a2k∂2r⃗ = −aik∂ir⃗

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó A = (aik), ñîñòàâëåííóþ èç êîýôôèöèåíòîâ ðàçëî-
æåíèÿ. Òîãäà ìàòðèöà ßêîáè ñôåðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ âûïèøåòñÿ ÷åðåç ìàòðèöó
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ßêîáè îòîáðàæåíèÿ ïàðàìåòðèçàöèè è ìàòðèöó A â âèäå

(∂n⃗) = −(∂r⃗) ·A. (3.11)

Òàê êàê ïîâåðõíîñòü ðåãóëÿðíà, òî ðàíã ìàòðèöû (∂r⃗) ìàêñèìàëåí (ðàâåí 2) è èç
íåðàâåíñòâà Ñèëüâåñòðà çàêëþ÷àåì, ÷òî

rg(∂n⃗) = rg(A).

Äîìíîæàÿ ñëåâà ðàâåíñòâî (3.11) íà (∂r⃗)t è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (3.8), íàõîäèì

−B = −(∂r⃗)t(∂r⃗) ·A = −gA.

Ñëåäîâàòåëüíî,
A = g−1B, (3.12)

ãäå g è g−1 � ìàòðèöà ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè è åå îáðàòíàÿ.
Òàê êàê g íåâûðîæäåíà, òî îêîí÷àòåëüíî èìååì

rg(∂n⃗) = rg(A) = rg(B).

Ìàòðèöà (3.12) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Âåéíãàðòåíà. Ðàçëîæåíèå (3.11) íàçûâàåòñÿ
ðàçëîæåíèåì Âåéíãàðòåíà.

3.10 Ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè.

Ïóñòü F 2 ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèåé

r⃗ : D2 → E3

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Uq òî÷êè q ∈ D2 Ãàóññîâî îòîáðàæåíèå
ðåãóëÿðíî, òî åñòü

rg ∂n⃗|Uq = 2.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 3.9.1 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî detB|Uq ̸= 0. Îáîçíà÷èì
÷åðåç g̃ ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó ñôåðè÷åñêîãî îáðàçà ïîâåðõíîñòè. Òîãäà,
î÷åâèäíî,

g̃ = (∂n⃗)t · (∂n⃗)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç dS ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè, à ÷åðåç dω � ýëåìåíò ïëîùàäè
ñôåðè÷åñêîãî îáðàçà n⃗(F 2). Òîãäà

dS =
√

det g, dω =
√

det g̃.

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå Âåéíãàðòåíà (3.11), íàõîäèì

g̃ = (∂n⃗)t · (∂n⃗) = (∂r⃗ A)t · (∂r⃗ A) = At (∂r⃗)t · (∂r⃗)A = AtgA.

Ñëåäîâàòåëüíî,
det g̃ = (detA)2 det g.
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Ïîýòîìó,
dω = | detA| dS.

Òàêèì îáðàçîì, â îêðåñòíîñòè Uq ïëîùàäü ñôåðè÷åñêîãî îáðàçà ω(n⃗(Uq)) âû÷èñëèòñÿ
êàê

ω(n⃗(Uq)) =

∫
Uq

dω =

∫
Uq

| detA| dS.

Ïðèïèøåì ïëîùàäè ñôåðè÷åñêîãî îáðàçà çíàê ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Ïîëîæèì

ω̃(n⃗(Uq)) =

{
+ω(n⃗(Uq)) åñëè detA > 0,

−ω(n⃗(Uq)) åñëè detA < 0.

Ñðàâíèâàÿ ýòî îïðåäåëåíèå ñ ðàçëîæåíèåì (3.11) çàìåòèì, ÷òî ïëîùàäè ñôåðè÷åñêîãî
îáðàçà ïðèïèñûâàåòñÿ çíàê +, åñëè ñôåðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ñîãëàñóåò îðèåíòàöèè â
êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ ïîâåðõíîñòè è åå ñôåðè÷åñêîãî îáðàçà, è çíàê − â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Áóäåì íàçûâàòü ω̃ îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäüþ ñôåðè÷åñêîãî îáðàçà. Òàêèì
îáðàçîì,

ω̃(n⃗(Uq)) =

∫
Uq

detAdS. (3.13)

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì â ãåîìåòðèè.

Îïðåäåëåíèå 3.10.1 Ãàóññîâîé êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè F 2 â íåâûðîæäåííîé òî÷-
êå r⃗(q) ∈ F 2 íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè ñôåðè÷åñêîãî
îáðàçà n⃗(Uq) ìàëîé îêðåñòíîñòè Uq ⊂ D2 òî÷êè q ê ïëîùàäè îêðåñòíîñòè r⃗(Uq) ïðè
ñòÿãèâàíèè îêðåñòíîñòè Uq ê òî÷êå q. Ôîðìàëüíî,

K(q) = lim
Uq→q

ω̃(n⃗(Uq))

S(r⃗(Uq))
.

Åñëè òî÷êà r⃗(q) âûðîæäåíà, òî ïîëîæèì K(q) = 0.

Èç ïðåäûäóùèõ âû÷èñëåíèé ëåãêî ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 3.10.1 Ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèåé K : D2 → IR íà îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ïîâåðõíîñòè è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

K = detA(q) =
detB

det g
(q)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ñðåäíåì äëÿ èíòåãðàëîâ â ñî-
îòíîøåíèè (3.13), ëåãêî íàõîäèì

ω̃(n⃗(Uq)) = detA(q′)S(r⃗(uq)),

ãäå q′ ∈ Uq. Ñëåäîâàòåëüíî,
ω̃(n⃗(Uq))

S(r⃗(Uq))
= detA(q′).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè Uq → q, ïîëó÷èì òðåáóåìóþ ôîðìóëó. Íåïðåðûâíîñòü Ãàóñ-
ñîâîé êðèâèçíû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî det g ̸= 0. Î÷åâèäíî, ÷òî â âûðîæäåííûõ òî÷êàõ
ôîðìóëà òàê æå âåðíà.
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Ñëåäñòâèå 3.10.1 Ãàóññîâà êðèâèçíà íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü D2(u) è D2(v) äâå îáëàñòè ïàðàìåòðîâ è
φ : D2(v)→ D2(u) äèôôåîìîðôèçì ïåðåïàðàìåòðèçàöèè ñ ìàòðèöåé ßêîáè

J =

(
∂φ

∂v

)
.

Òîãäà

g(v) = J t g(φ(v)) J, B(v) = J tB(φ(v)) J

è, ñëåäîâàòåëüíî,

detB(v) = (det J)2 detB(φ(v)), det g(v) = (det J)2 det g(φ(v)).

Âñïîìèíàÿ, ÷òî φ(v) = u, íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

K(v) = K(φ(v)) ≡ K(u).

Çàìå÷àíèå. Ãàóññîâà êðèâèçíà â íåâûðîæäåííûõ è â âûðîæäåííûõ òî÷êàõ ìî-
æåò áûòü îïðåäåëåíà ÷åðåç ìåðû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïî ñôåðè÷åñêîìó îòîáðàæåíèþ
ïîäìíîæåñòâ, à èìåííî,

K = lim
Uq→q

mes (n⃗(Uq))

mes (r⃗(Uq))

Ïîñêîëüêó çíàê Ãàóññîâîé êðèâèçíû ñîâïàäàåò ñî çíàêîì îïðåäåëèòåëÿ âòîðîé êâàä-

ðàòè÷íîé ôîðìû, òî òèï òî÷êè (òèï ñîïðèêàñàþùåãîñÿ ïàðàáîëîèäà) îïðåäåëÿåòñÿ
çíàêîì Ãàóññîâîé êðèâèçíû, à èìåííî, òî÷êà q íà ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ

• ýëëèïòè÷åñêîé, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K(q) > 0;

• ãèïåðáîëè÷åñêîé, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K(q) < 0;

• ïàðàáîëè÷åñêîé èëè òî÷êîé óïëîùåíèÿ, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K(q) = 0;

Ïðèìåðû.

• Ãàóññîâà êðèâèçíà ÿâíî çàäàííîé ïîâåðõíîñòè. Ìàòðèöû ïåðâîé è âòîðîé
ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì ÿâíî çàäàííîé ïîâåðõíîñòè èìåþò âèä

g =

(
1 + f2x fxfy

fxfy 1 + f2y

)
, B =

1√
1 + f2x + f2y

(
fxx fxy

fxy fyy

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

K =
fxxfyy − f2xy
(1 + f2x + f2y )

2
.



114 Ãëàâà 3. ÒÅÎÐÈß ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÅÉ

• Ãàóññîâà êðèâèçíà ñôåðû ðàäèóñà R. Ïóñòü r⃗ ðàäèóñ-âåêòîð ñôåðû ðàäèóñà
R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òîãäà åå åäèíè÷íîå íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå
(íàïðàâëåííîå âíóòðü ñôåðû) ëåãêî íàõîäèòñÿ êàê n⃗ = − 1

R r⃗. À çíà÷èò

∂n⃗ = − 1

R
∂r⃗.

Äîìíîæàÿ ñëåâà íà (∂r⃗)t è èñïîëüçóÿ (3.8), íàõîäèì

B =
1

R
g,

à çíà÷èò

detB =
1

R2
det g,

òî åñòü

K =
1

R2
.

3.11 Ðåïåð Äàðáó. Äåðèâàöèîííûå ôîðìóëû Äàðáó.

Ïóñòü
γ : I → D2

âíóòðåííåå óðàâíåíèå êðèâîé íà ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè F 2, ïàðàìåòðèçîâàííîé âåê-
òîð-ôóíêöèåé

r⃗ : D2 → E3.

Òîãäà åå âíåøíåå óðàâíåíèå, êàê êðèâîé â E3, çàïèøåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ

γ⃗ (t) = (r⃗ ◦ γ)(t) = r⃗(γ(t)) t ∈ I.

Çàìåòèì, ÷òî, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé, íà-
õîäèì

γ⃗ ′ = ∂r⃗ · γ ′.

Âûáåðåì íà êðèâîé íàòóðàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, òî åñòü òàêóþ, ÷òî

|γ⃗ ′| =
√
g(γ ′, γ ′) ≡ 1.

Òîãäà γ⃗ ′ áóäåò åäèíè÷íûì êàñàòåëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì âäîëü γ⃗ .
Îãðàíè÷åíèå ïîëÿ íîðìàëåé ïîâåðõíîñòè íà êðèâóþ γ⃗ ñîñòàâëÿåò åäèíè÷íîå âåê-

òîðíîå ïîëå
n⃗(s) = n⃗ ◦ γ

Âåêòîðíîå ïîëå
ν⃗g(s) = n⃗(s)× γ⃗ ′(s)

íàçûâàåòñÿ ïîëåì ãåîäåçè÷åñêèõ íîðìàëåé êðèâîé γ⃗ .
Òðîéêà åäèíè÷íûõ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé

τ⃗ = γ⃗ ′(s), ν⃗g(s), n⃗(s)
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â òî÷êàõ êðèâîé γ⃗ íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ðåïåðîì Äàðáó ýòîé êðèâîé.

Ðàçëîæèì ïðîèçâîäíûå ïî íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó âåêòîðíûõ ïîëåé ðåïåðà Äàð-
áó ïî âåêòîðàì ýòîãî æå ðåïåðà. Â ñèëó åäèíè÷íîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ïîëåé, ïîëó-
÷èì:

τ⃗ ′ = c21 ν⃗g + c31 n⃗,

ν⃗g
′ = c12 τ⃗ + c32 n⃗,

n⃗ ′ = c13 τ⃗ + c23 ν⃗g.

Ïîñêîëüêó âåêòîðû ðåïåðà Äàðáó ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàò-
ðèöà êîýôôèöèåíòîâ òàêîãî ðàçëîæåíèÿ êîñîñèììåòðè÷íà, òî åñòü c12 = −c21, c13 =
−c31, c23 = −c32. Ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû c21, c

3
1, c

3
2 ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ýòî ðàçëîæå-

íèå.

Êîýôôèöèåíò c21 íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíîé êðèâîé è îáîçíà÷àåòñÿ kg;

Êîýôôèöèåíò c31 íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé êðèâèçíîé êðèâîé è îáîçíà÷àåòñÿ kn;

Êîýôôèöèåíò c32 íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì êðó÷åíèåì êðèâîé è îáîçíà÷àåòñÿ κg;
Â ýòèõ îáîçíà÷åíÿõ ðàçëîæåíèå Äàðáó ïðèíèìàåò âèä

τ⃗ ′ = kg ν⃗g + kn n⃗,

ν⃗g
′ = −kg τ⃗ + κg n⃗,

n⃗ ′ = −kn τ⃗ − κg ν⃗g.

(3.14)

Ïîñêîëüêó τ⃗ ′ = γ⃗ ′′ åñòü âåêòîð êðèâèçíû êðèâîé è ïî ôîðìóëàì Ôðåíå

γ⃗ ′′ = kν⃗,

ãäå ν⃗ âåêòîð ãëàâíîé íîðìàëè êðèâîé è k � åå êðèâèçíà, òî |kg| åñòü ìîäóëü ïðîåêöèè
âåêòîðà êðèâèçíû êðèâîé γ⃗ íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ïîâåðõíîñòè, à |kn| åñòü ìîäóëü
ïðîåêöèè âåêòîðà êðèâèçíû êðèâîé íà íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè.

Âåêòîð kgν⃗g íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû êðèâîé, à âåêòîð knn⃗
íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì íîðìàëüíîé êðèâèçíû êðèâîé.

Ðàçëîæåíèå (3.14)1 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

kν⃗(s) = kgν⃗g(s) + knn⃗(s), (3.15)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî êðèâèçíà êðèâîé, åå ãåîäåçè÷åñêàÿ è íîðìàëüíàÿ êðèâèçíû ñâÿ-
çàíû ìåæäó ñîáîé î÷åâèäíûì ñîîòíîøåíèåì

k2 = k2g + k2n. (3.16)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ν⃗(s) è n⃗(s). Òîãäà èç ðàçëîæåíèÿ (3.15)
ñëåäóåò

kg = k sin θ, kn = k cos θ. (3.17)

Îïðåäåëåíèå 3.11.1 Êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, åñëè åå
ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà kg(s) ≡ 0.
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Îïðåäåëåíèå 3.11.2 Êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé,
åñëè åå íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà kn(s) ≡ 0.

Îïðåäåëåíèå 3.11.3 Êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ëèíèåé êðèâèçíû, åñëè
åå ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷åíèå κg ≡ 01.

Èç ýòèõ îïðåäåëåíèé è ñîîòíîøåíèé (3.14), (3.15) è (3.16) ñëåäóåò íåñêîëüêî êà÷å-
ñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ:

• Åñëè ïîâåðõíîñòü ñîäåðæèò ïðÿìóþ, òî ýòà ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è
ãåîäåçè÷åñêîé è àñèìïòîòè÷åñêîé ëèíèåé íà ïîâåðõíîñòè.

• Ëèíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñ êðèâèçíîé k ̸= 0 ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà åå âåêòîð êðèâèçíû êîëëèíåàðåí âåêòîðó íîðìàëè ïîâåðõíîñòè
âäîëü êðèâîé. Íàïðèìåð, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî áîëüøèå êðóãè íà ñôåðå ÿâëÿþòñÿ
ãåîäåçè÷åñêèìè.

• Ëèíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñ êðèâèçíîé k ̸= 0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà åå âåêòîð êðèâèçíû ëåæèò â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ïîâåðõ-
íîñòè âäîëü êðèâîé.

• Ëèíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé êðèâèçíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïðîèçâîäíàÿ ïîëÿ íîðìàëåé ïîâåðõíîñòè âäîëü êðèâîé êîëëèíåàðíà êàñàòåëü-
íîìó ê êðèâîé âåêòîðíîìó ïîëþ (ñì. Òåîðåìó Ðîäðèãà)

• Ëþáàÿ ëèíèÿ íà ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé êðèâèçíû, òàê êàê n⃗′ = 0. Íà ñôåðå
ðàäóñà R

n⃗ ◦ γ =
1

R
r⃗ ◦ γ =

1

R
γ⃗ ,

à çíà÷èò

(n⃗ ◦ γ)′ = − 1

R
γ⃗ ′ = − 1

R
τ⃗ .

Èç ðàçëîæåíèÿ Äàðáó íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

kn =
1

R
, κg = 0.

Çíà÷èò ëþáàÿ C1- ãëàäêàÿ ëèíèÿ íà ñôåðå ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé êðèâèçíû, à åå íîð-
ìàëüíàÿ êðèâèçíà 1

R .

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ðåïåðû Ôðåíå è Äàðáó äëÿ êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè èìåþò îáùèé
âåêòîð � âåêòîð êàñàòåëüíîé ê êðèâîé, à çíà÷èò âåêòîðû ν⃗ è β⃗ ëåæàò â ïëîñêîñòè
âåêòîðîâ n⃗ è ν⃗g. Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ν⃗ è n⃗. Èç îïðåäåëåíèé
ðåïåðîâ Ôðåíå è Äàðáó ñëåäóåò ðàçëîæåíèå: ν⃗ = cos θ n⃗+ sin θ ν⃗g

β⃗ = sin θ n⃗− cos θ ν⃗g

1Íèæå áóäåò äàíî ýêâèâàëåíòíîå, íî áîëåå ãåîìåòðè÷íîå îïðåäåëåíèå ëèíèé êðèâèçíû
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Äèôôåðåíöèðîâàíèå è ïðèìåíåíèå ôîðìóë Ôðåíå ñëåâà è ôîðìóë Äàðáó ñïðàâà ïðè-
âîäèò ê ðàâåíñòâàì −k τ⃗ + κ β⃗ = −(kn cos θ + kg sin θ)τ⃗ + (−θ′ + κg)β⃗

−κ ν⃗ = (θ′ − κg)ν⃗ + (−kn sin θ + kg cos θ) τ⃗

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.17), ïîëó÷èì åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ñîîòíîøåíèå

κg = κ +
dθ

ds
, (3.18)

ïðîÿñíÿþùåå ñâÿçü ãåîäåçè÷åñêîãî êðó÷åíèÿ êðèâîé è åå êðó÷åíèÿ êàê êðèâîé â ïðî-
ñòðàíñòâå. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèåé,
òî θ = 0, à çíà÷èò κg = κ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷åíèå ãåîäåçè÷åñêîé
ëèíèè ðàâíî åå ïðîñòðàíñòâåííîìó êðó÷åíèþ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îïðàâäûâàåò
òåðìèí ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷åíèå. Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè, çàìåòèì, ÷òî òàêèì æå ñâîé-
ñòâîì îáëàäàåò ëþáàÿ êðèâàÿ, âåêòîð êðèâèçíû êîòîðîé îáðàçóåò ïîñòîÿííûé óãîë ñ
âåêòîðîì íîðìàëè ïîâåðõíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî è äëÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ëèíèé,
äëÿ êîòîðûõ θ = π

2

Óïðàæíåíèå 3.11.1 Åñëè γ⃗ ïëîñêàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ íà ïîâåðõíîñòè, òî γ⃗ � ëèíèÿ
êðèâèçíû.

Îòìåòèì åùå îäèí êà÷åñòâåííûé ðåçóëüòàò, ïðèíàäëåæàùèé Èîàõèìñòàëþ.

Òåîðåìà 3.11.1 (Èîàõèìñòàëü) Ïóñòü F1 è F2 äâå ïîâåðõíîñòè è γ⃗ = F1 ∩ F2 �
ëèíèÿ èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Â ïðåäïîëîæåíèè ðåãóëÿðíîñòè ýòîé ëèíèè, îáîçíà÷èì ÷åðåç
α(s) óãîë ìåæäó ïîëÿìè íîðìàëåé n1(s) è n2(s) ïîâåðõíîñòåé F1 è F2 â òî÷êàõ ýòîé
ëèíèè. Òîãäà

• åñëè α = const è ëèíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé êðèâèçíû íà îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé,
òî îíà áóäåò ëèíèåé êðèâèçíû è íà äðóãîé.

• åñëè ëèíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé êðèâèçíû íà îáåèõ ïîâåðõíîñòÿõ, òî α = const.

Òåîðåìà Èîàõèìñòàëÿ ÿâëÿåòñÿ íåìåäëåííûì ñëåäñòâèåì ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 3.11.1 Ïóñòü F1 è F2 äâå ïîâåðõíîñòè è γ⃗ = F1∩F2 � ëèíèÿ èõ ïåðåñå÷åíèÿ.
Â ïðåäïîëîæåíèè ðåãóëÿðíîñòè ýòîé ëèíèè, îáîçíà÷èì ÷åðåç α(s) îðèåíòèðîâàííûé
(â íîðìàëüíîé ïëîñêîñòè ëèíèè) óãîë ìåæäó ïîëÿìè íîðìàëåé n1(s) è n2(s) ïîâåðõ-
íîñòåé F1 è F2 â òî÷êàõ ýòîé ëèíèè. Ãåîäåçè÷åñêèå êðó÷åíèÿ ëèíèè ïðåñå÷åíèÿ κ(1)

è κ(2) îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòåé F1 è F2 ñîîòâåòñòâåííî, ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

κ(2)
g = κ(1)

g +
dα

ds

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ(1)(s) è θ(2)(s) îðèåíòèðîâàííûå óãëû ìåæäó
ãëàâíîé íîðìàëüþ êðèâîé è ïîëÿìè íîðìàëåé n1(s) è n2(s) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, ïî
ïðàâèëó ñëîæåíèÿ îðèåíòèðîâàííûõ óãëîâ,

θ(1) + α = θ(2).
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Ñëåäîâàòåëüíî,
dθ(1)

ds
+
dα

ds
=
dθ(2)

ds
.

Ïðîñòðàíñòâåííîå êðó÷åíèå ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé ñâÿçàíî ñ êðó÷åíèÿìè

κ(1)
g è κ(2)

g ñîîòíîøåíèåì (3.18). Ïîýòîìó

κ = κ(1)
g −

dθ(1)

ds
= κ(2)

g −
dθ(2)

ds
.

Îòñþäà

κ(1)
g −

dθ(1)

ds
= κ(2)

g −
dθ(1)

ds
− dα

ds
,

à çíà÷èò

κ(2)
g = κ(1)

g +
dα

ds
.

ßñíî, ÷òî κ(2)
g = κ(1)

g òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α = const, ÷òî è âëå÷åò äî-
êàçàòåëüñòâî òåîðåìû Èîàõèìñòàëÿ. Óãîë α ìîæåò áûòü è íóëåì, òî åñòü, òåîðåìà
ïðèìåíèìà è ê êàñàíèþ ïîâåðõíîñòåé âäîëü êðèâîé.

Ïðîñòåéøåå ïðèìåíåíèå òåîðåìû Èîàõèìñòàëÿ òàêîâî: Åñëè ïëîñêîñòü èëè ñôåðà
ïåðåñåêàþò ïîâåðõíîñòü ïîä ïîñòîÿííûì óãëîì, òî ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ëèíèåé êðèâèçíû íà ïîâåðõíîñòè.

3.12 Íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå âîïðîñû ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòåé, ñâÿ-
çàííûå ñ íîðìàëüíîé êðèâèçíîé êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòè.

3.12.1 Òåîðåìà Ìåíüå

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bγ îãðàíè÷åíèå ìàòðèöû âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîâåðõ-
íîñòè íà êðèâóþ γ , òî åñòü ïîëîæèì Bγ = B ◦ γ .

Àíàëîãè÷íî, îáîçíà÷èì ÷åðåç gγ îãðàíè÷åíèå ìàòðèöû ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé
ôîðìû ïîâåðõíîñòè íà êðèâóþ γ , òî åñòü ïîëîæèì gγ = g ◦ γ .

Ïîëîæèì, äàëåå,

Bγ (γ
′, γ ′)

def
= (γ ′)t(Bγ )γ

′, gγ (γ
′, γ ′)

def
= (γ ′)t(gγ )γ

′,

Óòâåðæäåíèå 3.12.1 Íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

kn(s) = Bγ (γ
′, γ ′)

äëÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé è

kn(t) =
Bγ (γ

′
t, γ

′
t)

gγ (γ ′
t, γ

′
t)
,

äëÿ ñëó÷àÿ íå íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ (s) âíóòðåííåå óðàâíåíèå íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé
êðèâîé γ⃗ (s). Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.15) ñëåäóåò, ÷òî

kn(s) =
⟨
γ⃗ ′′, n⃗(s)

⟩
= −

⟨
γ⃗ ′, n⃗′(s)

⟩
.

Ïîñêîëüêó
γ⃗ (s) = (r⃗ ◦ γ )(s), n⃗(s) = (n⃗ ◦ γ )(s),

òî, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ðàçëîæåíèå Âåéíãàðòåíà (3.11), íàéäåì

γ⃗ ′ = (∂r⃗) γ ′, n⃗ ′ = (∂n⃗) γ ′ = −(∂r⃗)Aγ ′.

Ïîýòîìó,

kn(s) = −
⟨
γ⃗ ′, n⃗′

⟩
(s) = −(γ⃗ ′)t(n⃗ ′) = γ ′(∂r⃗)t (∂r⃗)Aγ γ

′) =

(γ ′)t(gγ Aγ )γ
′ = (γ ′)tBγ γ

′ = Bγ (γ
′, γ ′).

Åñëè òåïåðü t = t(s) ïðîèçâîëüíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé, òî

γ ′ = γ ′
t

dt

ds
=

γ ′
t

|γ ′
t|g

= γ ′
t

1√
gγ (γ ′

t, γ
′
t)
.

Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî,

kn(t) =
Bγ (γ

′
t, γ

′
t)

gγ (γ ′
t, γ

′
t)

Ñëåäñòâèåì íàéäåííîé ôîðìóëû ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 3.12.1 (Ìåíüå) Ïóñòü q � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà íà ïîâåðõíîñòè è X⃗ ∈
TqF

2 íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå q. Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ
� óãîë ìåæäó âåêòîðîì íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè è âåêòîðîì ãëàâíîé íîðìàëè ïðî-
èçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé êðèâîé γ⃗ = r⃗ ◦ γ , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó q â íàïðàâëåíèè
âåêòîðà X⃗ = ∂r⃗ ·X. Åñëè k(q, γ⃗ ) êðèâèçíà êðèâîé γ⃗ â òî÷êå q, òî

kn(q, γ⃗ ) = k(q, γ⃗ ) cos θ =
Bq(X,X)

gq(X,X)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òî÷êà ôèêñèðîâàíà, òî

(B ◦ γ )(q) = Bq

íåçàâèñèìî îò âûáîðà êðèâîé γ . Åñëè ê òîìó æå êðèâàÿ êàñàåòñÿ âåêòîðà X, òî
γ⃗ ′(q) = λ(γ ) X⃗, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ∂r⃗ · γ ′(q) = λ(γ )∂r⃗ · X, à çíà÷èò γ ′(q) = λ(γ )X
Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîé êðèâîé ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà

k cos θ = kn(γ (q)) =
λ2(γ)XtBqX

λ2(γ )XtgqX
=
Bq(X,X)

gq(X,X)
.

Òåîðåìà Ìåíüå ïîêàçûâàåò, ÷òî íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà âñåõ êðèâûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
äàííóþ òî÷êó â äàííîì íàïðàâëåíèè îäèíàêîâà, à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé
òî÷êè è íàïðàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè, à íå ñîáñòâåííî êðèâîé. Ýòî äàåò îñíîâàíèå äëÿ
ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 3.12.1 Íîðìàëüíîé êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè â òî÷êå q ∈ F 2 â íàïðàâ-
ëåíèè âåêòîðà X⃗ ∈ TqF 2 íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

kn(q,X) =
Bq(X,X)

gq(X,X)
,

ãäå Bq(X,X) è gq(X,X) çíà÷åíèÿ âòîðîé è ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì â òî÷êå

q íà âíóòðåííèõ êîîðäèíàòàõ âåêòîðà X⃗.

Çàìå÷àíèå. Íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè íå çàâèñèò îò åå ïàðàìåòðèçàöèè.
Åñëè u = φ(v) äèôôåîìîðôèçì çàìåíû ïàðàìåòðîâ, òî êîîðäèíàòû êàñàòåëüíîãî âåê-
òîðà ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ôîðìóëå X(u) = JX(v), à ìàòðèöû ïåðâîé è âòîðîé êâàäðà-
òè÷íûõ ôîðì ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ôîðìóëàì B(u) = J tB(v)J è g(u) = J tg(v)J , ãäå

J =
(
∂φ
∂u

)
� ìàòðèöà ßêîáè ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò. Çíà÷èò

kn(q,X(v)) =

Xt(v)Bq(v)X(v)

Xt(v)gq(v)X(v)
=
Xt(v)J tBq(u)JX(v)

Xt(v)Jgq(u)JX(v)
=
Xt(u)Bq(u)X(u)

Xt(u)gq(u)X(u)
= kn(q,X(u)).

ßñíî, ÷òî ïî ñàìîìó îïðåäåëåíèþ íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè ðàâíà íîð-
ìàëüíîé êðèâèçíå ïðîèçâîëüíîé êðèâîé ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó â çàäàííîì
íàïðàâëåíèè. Íàèáîëåå åñòåñòâåííîé êðèâîé òàêîãî ñîðòà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîå ñå÷å-
íèå ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷àåìîå êàê ïåðåñå÷åíèå ñ ïîâåðõíîñòüþ ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé
íà âåêòîð íîðìàëè â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå è çàäàííîå íàïðàâëåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 3.12.2 Ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè â
äàííîé òî÷êå è äàííîì íàïðàâëåíèè ðàâíà êðèâèçíå íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ ïîâåðõíî-
ñòè â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Çàìå÷àíèå. Ïðè èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà íîðìàëè ïîâåðõíîñòè âòîðàÿ
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà èçìåíèò çíàê. Ïîýòîìó âñåãäà ìîæíî âûáðàòü íîðìàëü òàê,
÷òî êðèâèçíà íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ áóäåò ðàâíà íîðìàëüíîé êðèâèçíå ïîâåðõíîñòè â
âûáðàííîé òî÷êå.

Â ýëëèïòè÷åñêîé òî÷êå âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåíà. Ïîýòîìó íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ ïîëîæèòåëüíà (èëè îòðè-
öàòåëüíà). Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî îçíà÷àåò ÷òî âñå íîðìàëüíûå ñå÷åíèÿ îòêëîíÿþòñÿ
îò êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â îäíî ïîëóïðîñòðàíñòâî. Â ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êå âòîðàÿ
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà íå îïðåäåëåíà ïî çíàêó. Åñòü íàïðàâëåíèÿ êàê ñ ïîëîæè-
òåëüíîé, òàê è ñ îòðèöàòåëüíîé íîðìàëüíîé êðèâèçíîé. Çíà÷èò, åñòü ñå÷åíèÿ, îòêëî-
íÿþùèåñÿ îò êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â ðàçëè÷íûå ïîëóïðîñòðàíñòâà. Â ïàðàáîëè÷åñêîé
òî÷êå â îäíîì èç íàïðàâëåíèé âåêòîð êðèâèçíû íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ èñ÷åçàåò.

3.12.2 Ãëàâíûå êðèâèçíû è ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè.

Ïîñêîëüêó â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè
çàâèñèò òîëüêî îò êàñàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, òî (íîðìèðóÿ âåêòîð, çàäàþùèé ýòî
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íàïðàâëåíèå) íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåïðåðûâíàÿ (è äàæå
ãëàäêàÿ) ôóíêöèÿ

kn(q) : S
n → IR

íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè (n = 2) èëè åäèíè÷íîé ñôåðå, åñëè (n > 2).

Îïðåäåëåíèå 3.12.2 Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íîðìàëüíîé êðèâèçíû kn(q) :
Sn → IR íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè êðèâèçíàìè ïîâåðõíîñòè â òî÷êå q. Ñîîòâåòñòâó-
þùèå êðèòè÷åñêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè íàïðàâëåíèÿìè.

Ïðè n = 2 èìååòñÿ ðîâíî äâà êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿ � íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå � ñó-
ùåñòâîâàíèå êîòîðûõ ãàðàíòèðóåòñÿ òåîðåìîé Âåéåðøòðàññà äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèè íà êîìïàêòå. Òàêèì îáðàçîì, äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü èìååò â êàæäîé òî÷êå äâå
ãëàâíûõ êðèâèçíû (âîçìîæíî ðàâíûå).

Òåîðåìà 3.12.2 Ãëàâíûå êðèâèçíû è ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè
÷èñëàìè è ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû Âåéíãàðòåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíûì îáðàçîì çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ óñëîâ-
íîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè kn(q,X) = Bq(X,X) ïðè ñâÿçè gq(X,X) = 1. Ñîñòàâèì
ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

F (X) = Bq(X,X)− λ(gq(X,X)− 1) = bik(q)X
iXk − λ

(
gik(q)X

iXk − 1
)
.

Äèôôåðåíöèðóÿ, íàõîäèì

1

2

∂

∂Xi
F (X) = bik(q)X

k − λgik(q)Xk = (bik(q)− λgik(q))Xk.

Ñëåäîâàòåëüíî, êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè íîðìàëüíîé êðèâèçíû óäîâëåòâîðÿþò
ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ (îòíîñèòåëüíî âåêòîðà X)

(Bq − λgq)X = 0.

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå ñâÿçè (åäèíè÷íîñòü âåêòîðà X), à òàê æå ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ
ãëàâíûõ êðèâèçí, íàõîäèì ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà êàê êîðíè ìíîãî÷ëåíà

det(B − λg)q = 0.

Â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû g, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

det(g−1B − λE)q = 0, òî åñòü det(Aq − λE) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà åñòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Âåéíãàðòåíà
â òî÷êå q.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà â òî÷íîñòè ðàâíû ãëàâíûì êðèâèçíàì.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü λ êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìàòðèöû A. Ïóñòü Xλ

ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð, òî åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

(Aq − λE)Xλ = 0 ∼ gq(Aq − λE)Xλ = 0 ∼ BqXλ = λgqXλ.
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Óìíîæàÿ ñëåâà ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî íà Xt
λ, íàõîäèì

Xt
λBqXλ = λXt

λgqXλ ∼ Bq(Xλ, Xλ) = λgq(Xλ, Xλ).

Èç óñëîâèÿ ñâÿçè ñëåäóåò, ÷òî gq(Xλ, Xλ) = 1, à çíà÷èò kn(q,Xλ) = Bq(Xλ, Xλ) = λ.
Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíûå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè â òî÷êå q ∈ F 2 åñòü êîðíè ìíîãî÷ëåíà

det(Aq − λE) = 0 ∼ det(Bq − λgq) = 0,

à ñîîòâåòñòâóþùèå ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ â òî÷êå q ∈ F 2 åñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû

(Aq − λE)Xλ = 0 ∼ (Bq − λgq)Xλ = 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 3.12.2 ÿñíî, ÷òî ãëàâíûå êðèâèçíû ïî-
âåðõíîñòè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òî÷êè, à ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ îáðàçóþò â îáùåì
ñëó÷àå ïàðó âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïîâåðõíîñòè. Èõ ñâîéñòâà áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå.
Îáû÷íî, ãëàâíûå êðèâèçíû íà ïîâåðõíîñòè îáîçíà÷àþòñÿ k1 è k2.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè íå çàâèñèò îò åå ïàðà-
ìåòðèçàöèè. Çíà÷èò, è ãëàâíûå êðèâèçíû îò ïààðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè íå çàâèñÿò.
Çàìåíà ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè ïðèâîäèò ê ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ áàçèñà
êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ïîâåðõíîñòè, îäíàêî ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíî-
ñèòåëüíî ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 3.12.3 Ãëàâíûå êðèâèçíû è ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ íå çàâèñÿò îò ïà-
ðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u = φ(v) äèôôåîìîðôèçì ïåðåïàðàìåòðèçàöèè è ïóñòü J =(
∂φ
∂v

)
ìàòðèöà ßêîáè ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òîãäà B(v) = J tB(u)J, g(v) = J tg(u)J,

â òî âðåìÿ, êàê äëÿ êîîðäèíàò êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ôîðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîð-
äèíàò çàïèñûâàåòñÿ â âèäå X(u) = JX(v) Ïîýòîìó, äëÿ ìàòðèöû Âåéíãàðòåíà ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿ çàïèøåòñÿ êàê

A(v) = J−1g−1(u)(J t)−1J tB(u)J = J−1A(u)J,

à çíà÷èò

det
(
A(v)− λ(v)E

)
= det

(
J−1A(φ(v))J − λ(v)J−1J

)
= det

(
A(φ(v))− λ(v)E

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, λ(v) = λ(φ(v)), òî åñòü λ(v) = λ(u) â òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïî
äèôôåîìîðôèçìó u = φ(v). ×òî êàñàåòñÿ ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé, òî èìååì

A(v)Xλ(v) = J−1A(u)JJ−1Xλ(u) = J−1A(u)Xλ(u).

Ïóñòü Xλ(u) ãëàâíîå íàïðàâëåíèå íà ïîâåðõíîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðèçàöèè (u).
Òîãäà A(u)Xλ(u) = λ(u)Xλ, à ñëåäîâàòåëüíî,

A(v)Xλ(v) = J−1λ(u)Xλ(u) = λ(v)X(v),

òî åñòü âåêòîð X(v) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì íàïðàâëåíèåì â ïàðàìåòðèçàöèè (v).
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Óòâåðæäåíèå 3.12.4 Ìàòðèöà Âåéíãàðòåíà îïðåäåëÿåò ïîëå ïîòî÷å÷íî ëèíåéíûõ
ñèììåòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ Aq : TqF

2 → TqF
2, îòâå÷àþùåå ïîëþ âòîðûõ ôóíäàìåí-

òàëüíûõ ôîðì. Âñå åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû è ñîáñòâåííûå âåêòîðû,
îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû.2

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà Âåéíãàðòåíà èìååò ðàçìåð 2 × 2 è ñ ýòîé ìàòðèöåé ñâÿ-
çûâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Aq : TqF

2 → TqF
2, äåéñòâóþùèé â êàæäîì êàñà-

òåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TqF
2 ïî ïðàâèëó: Xq → AqXq. Òàê êàê q � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà

íà ïîâåðõíîñòè, òî íà ñàìîì äåëå ìàòðèöà Âåéíãàðòåíà îïðåäåëÿåò ïîëå ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ A. Ïóñòü X,Y äâà êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè. Òîãäà

B(X,Y ) = Y tBX = Y tgAX =
⟨
AX,Y

⟩
g
,

à ýòî çíà÷èò, ÷òî îïåðàòîð Âåéíãàðòåíà ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì âòîðîé ôóíäàìåíòàëü-
íîé ôîðìû. Â ñèëó åå ñèììåòðè÷íîñòè,⟨

AX,Y
⟩
g
= B(X,Y ) = B(Y,X) =

⟨
AY,X

⟩
g
. (3.19)

Çíà÷èò A îïðåäåëÿåò ïîëå ñèììåòðè÷íûõ ëèíåéíûõ îïðåðàòîðîâ. Èçâåñòíî, ÷òî
ñïåêòð ñèììåòðè÷íîãî âåùåñòâåíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà âåùåñòâåíåí. Ïîêàæåì, ÷òî
àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî â ïðèìåíåíèè ê ïîëþ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ïóñòü λ è
Xλ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð (ïðåäïîëîæèòåëüíî
íåâåùåñòâåííûå) ïîëÿ îïåðàòîðîâ Âåéíãàðòåíà. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A âåùåñòâåííà,
òî ìû ìîæåì çàïèñàòü AXλ = λXλ, AX̄λ = λ̄X̄λ, ãäå ÷åðòà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå
ñîïðÿæåíèå. Òîãäà ñ îäíîé ñòîðîíû,

⟨
AXλ, X̄λ

⟩
g
= λ

⟨
Xλ, X̄λ

⟩
g
, à ñ äðóãîé ñòîðîíû,

èñïîëüçóÿ (3.19), ⟨
AXλ, X̄λ

⟩
g
=
⟨
Xλ, AX̄λ

⟩
g
= λ̄

⟨
Xλ, X̄λ

⟩
g
.

Âû÷èòàÿ, ïîëó÷àåì
(λ− λ̄)

⟨
Xλ, X̄λ

⟩
g
= 0.

Ïóñòü U è V äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè (ïîêà ÷òî êîìïëåêñíîãî) âåêòîðà Xλ,
òî åñòü Xλ = U + iV . Òîãäà, ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ (îòíîñè-
òåëüíî ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû), ïîëó÷èì⟨

Xλ, X̄λ

⟩
g
=
⟨
U + iV, U − iV

⟩
g
=⟨

U,U
⟩
g
+
⟨
V, V

⟩
g
+ i
⟨
V,U

⟩
g
− i
⟨
U, V

⟩
g
= |U |2g + |V |2g ̸= 0.

Çíà÷èò λ = λ̄. Òî åñòü, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, è êàê ñëåäñòâèå, âñå ñîáñòâåííûå
âåêòîðû ïîëÿ îïåðàòîðîâ A âåùåñòâåííû.

Ïóñòü òåïåðü λ1 ̸= λ2 ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà⟨
AXλ1 , Xλ2

⟩
g
= λ1

⟨
Xλ1 , Xλ2

⟩
g
,

⟨
AXλ2 , Xλ1

⟩
g
= λ2

⟨
Xλ2 , Xλ1

⟩
g
.

Âû÷èòàÿ, ïîëó÷àåì (λ2 − λ1)
⟨
Xλ1 , Xλ2

⟩
g
= 0 è, òàê êàê λ1 ̸= λ2, çàêëþ÷àåì, ÷òî⟨

Xλ1 , Xλ2

⟩
g
= 0.

2Ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò î ïîëå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, òî áîëåå ïðàâèëüíî óïîòðåáëÿòü òåðìèíû
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå âåêòðíûå ïîëÿ.
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äëÿ ìàòðèöû Âåéíãàðòåíà èìååò âèä

χ(λ) = λ2 − trace(A)λ+ det(A).

Òàê êàê ãëàâíûå êðèâèçíû åñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Âåéíãàðòåíà, òî åñòü
êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû A, òî detA = k1k2. Çíà÷èò ñïðàâåä-
ëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 3.12.1 Ãàóññîâà êðèâèçíà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
ãëàâíûõ êðèâèçí.

Îïðåäåëåíèå 3.12.3 Âåëè÷èíà H =
1

2
(k1 + k2) =

1

2
trace(A) íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé

êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè.

Ñëåäñòâèå 3.12.2 Åñëè â äàííîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè êîîðäèíàòíûå âåêòîðû ∂1r⃗ è
∂2r⃗ íàïðàâëåíû âäîëü ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé, òî ìàòðèöû ïåðâîé è âòîðîé ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ôîðì â äàííîé òî÷êå îäíîâðåìåííî äèàãîíàëüíû, ïðè÷åì

k1 =
b11
g11

, k2 =
b22
g22

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Xi(q) (i = 1, 2) áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû
Âåéíãàðòåíà â òî÷êå q. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∂ir⃗(q) ∥ Xi(q). Òîãäà

gij(q) =
⟨
∂ir⃗, ∂j r⃗

⟩
(q) = 0, i ̸= j.

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â äàííîé òî÷êå Xi(q) = ∂ir⃗(q), òàê ÷òî
îòíîñèòåëüíî áàçèñà â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â òî÷êå q, êîîðäèíàòíîå âûðàæåíèå
äëÿ ïåðâîãî ãëàâíîãî íàïðàâëåíèÿ ïðèìåò âèä

X1 =

(
1
0

)
Òîãäà ðàâåíñòâî BX1 = k1gX1 âëå÷åò bi1 = k1gi1, i = 1, 2. Ñëåäîâàòåëüíî,

b11 = k1g11,

b12 = 0.

Àíàëîãè÷íî, b22 = k2g22.

Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà Âåéíãàðòåíà è åãî ñâîéñòâà äîñëîâíî ïåðå-
íîñÿòñÿ íà ñëó÷àé ãèïåðïîâåðõíîñòè Fn ⊂ En+1. Çàìåòèì, òàê æå, ÷òî ïî îïðåäåäå-
íèþ îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ â ñìûñëå âíóòðåííåãî ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ ýêâèâà-
ëåíòíà îðòîãîíàëüíîñòè ýòèõ âåêòîðîâ, êàê âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó ãëàâ-
íûå íàïðàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè îðòîãîíàëüíû êàê âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå. Ïðÿìûì
îáîáùåíèåì Ãàóññîâîé êðèâèçíû íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ êðèâèçíà Ãàóññà-
Êðîíåêêåðà Äëÿ ïîâåðõíîñòè Fn ⊂ En+1 äëÿ n > 2 ìàòðèöà Âåéíãàðòåíà èìååò
ðàçìåð n× n è, êàê ñëåäñòâèå, n ãëàâíûõ êðèâèçí. Âåëè÷èíà K = detA = k1k2 . . . kn
íàçûâàåòñÿ êðèâèçíîé Ãàóññà � Êðîíåêêåðà ãèïåðïîâåðõíîñòè Fn. Äëÿ ïîâåðõíîñòè
Fn ⊂ En+1 ïðè n > 2 ñðåäíåé êðèâèçíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè Fn íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
H = 1

n trace(A) = 1
n (k1 + k2 + · · · + kn) . Ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé Ñëåäñòâèþ 3.12.2

âåðåí è äëÿ Fn ⊂ En+1
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3.12.3 Èíäèêàòðèñà Äþïåíà.

Èíäèêàòðèñà Äþïåíà äàåò íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î ðàñïðåäåëåíèè íîðìàëüíîé
êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè â ôèêñèðîâàííîé (íî ïðîèçâîëüíîé) òî÷êå. Ïîñêîëüêó íîð-
ìàëüíàÿ êðèâèçíà â òî÷êå íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè, òî äëÿ ôèêñè-
ðîâàííîãî âåêòîðà X ∈ TqF 2 äëèíà îòðåçêà

d(X) =
1√

|kn(q,X)|

íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè. Îòëîæèì â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè îòðåçêè äëèíîé
d(X) îò òî÷êè q. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî êîíöîâ ïîñòðîåííûõ îòðåçêîâ íàçûâàåòñÿ
èíäèêàòðèñîé Äþïåíà.

Óòâåðæäåíèå 3.12.5 Â äàííîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè, íå ÿâëÿþùåéñÿ òî÷êîé óïëî-
ùåíèÿ, èíäèêàòðèñà Äþïåíà ÿâëÿåòñÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî êîîð-
äèíàò êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ, óðàâíåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ âòîðîé ôóíäàìåí-
òàëüíîé ôîðìîé ïîâåðõíîñòè è èìååò âèä

|Bq(X,X)| = 1.

Èíäèêàòðèñà Äþïåíà, íå çàâèñèìî îò âûáîðà ïàðàìåòðèçàöèè, ÿâëÿåòñÿ

• ýëëèïñîì â ýëëèïòè÷åñêîé òî÷êå;

• ïàðîé ñîïðÿæåííûõ ãèïåðáîë â ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êå;

• ïàðîé ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ â ïàðàáîëè÷åñêîé òî÷êå;

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè íå çàâèñèò îò
äëèíû âåêòîðà, çàäàþùåãî êàñàòåëüíîå íàïðàâëåíèå. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå âåêòîðà, çà-
äàþùåãî íàïðàâëåíèå â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, âîçüìåì âåêòîð, äëèíà êîòîðîãî ðàâ-
íà d(X). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ åãî êîíåö îïèøåò èíäèêàòðèñó Äþïåíà. Êîîðäèíàòû
òàêîãî âåêòîðà, ñëåäîâàòåëüíî, ïîä÷èíåíû óðàâíåíèþ

gq(X,X) = d2(X) =
gq(X,X)

|Bq(X,X)|
.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî |Bq(X,X)| = 1.

Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå ýòî óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ êàê

|b11(q)(X1)2 + 2b12(q)X
1X2 + b22(X

2)2| = 1.

Ýòî óðàâíåíèå êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì

• ýëëèïñà, åñëè b11b22 − b212 > 0;

• ïàðû ñîïðÿæåííûõ ãèïåðáîë, åñëè b11b22 − b212 < 0;

• ïàðû ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, åñëè b11b22 − b212 = 0.
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Äëÿ âûÿñíåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ èíäèêàòðèñû Äþïåíà ñïåöèàëèçèðóåì
ñèñòåìó êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè òî÷êè òàê, ÷òî â ñàìîé òî÷êå âåêòîðû ∂1r⃗ è ∂1r⃗
áóäóò èìåòü åäèíè÷íóþ äëèíó íàïðàâëåíû âäîëü ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé. Òîãäà

|∂1r⃗| = |∂2r⃗| = 1,
⟨
∂1r⃗, ∂2r⃗

⟩
= 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå

g =

(
1 0
0 1

)
, A = B =

(
b11 b12
b12 b22

)
Íî òàê êàê âåêòîðû

(
1
0

)
è

(
0
1

)
ñîîòâåòñòâóþò ãëàâíûì íàïðàâëåíèÿì, òî â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé òî÷êå

A(q) = B(q) =

(
k1 0
0 k2

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå èíäèêàòðèñû Äþïåíà çàïèøåòñÿ â âèäå∣∣ k1(X1)2 + k2(X
2)2
∣∣ = 1.

Åñëè q ýëëèïòè÷åñêàÿ òî÷êà, òî k1k2 = K > 0, à çíà÷èò ãëàâíûå êðèâèçíû èìåþò
îäèíàêîâûå çíàêè (ïîëîæèòåëüíû) è óðàâíåíèå èíäèêàòðèñû ìîæíî çàïèñàòü êàê

k1(X
1)2 + k2(X

2)2 = 1.

Ýòî ýëëèïñ, îñè ñèììåòðèè êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ ãëàâíûìè íàïðàâëåíèÿìè, à ïîëóîñè
ðàâíû 1/

√
k1 è 1/

√
k2.

Åñëè q ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òî÷êà, òî k1k2 = K < 0, à çíà÷èò ãëàâíûå êðèâèçíû èìåþò
ðàçíûå çíàêè (ïîëîæèì k1 > 0, k2 < 0) è óðàâíåíèå èíäèêàòðèñû ìîæíî çàïèñàòü êàê

k1(X
1)2 + k2(X

2)2 = ±1.

Ýòî ïàðà ñîïðÿæåííûõ ãèïåðáîë, îñè ñèììåòðèè êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ ãëàâíûìè íà-
ïðàâëåíèÿìè, à ïîëóîñè ðàâíû 1/

√
k1 è 1/

√
−k2. Íàïðàâëåíèÿ àñèìïòîò ñîñòàâëÿþò

óãîë φ ñ îäíèì èç ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé, òàêîé, ÷òî

tgφ = ±
√

k1
−k2

= ±
√
−K
k2

Íàïðàâëåíèÿ àñèìïòîò îáíóëÿþò âòîðóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó. Åñëè Xas íàïðàâ-
ëåíèå àñèìïòîòû, òîkn(q,Xas) = Bq(Xas, Xas) = 0. Ïîýòîìó, íàïðàâëåíèÿ íà ïîâåðõ-
íîñòè, â êîòîðûõ íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà

kn(q,X) = 0 ∼ Bq(X,X) = 0,

íàçûâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè íàïðàâëåíèÿìè â òî÷êå q.
Åñëè q ïàðàáîëè÷åñêàÿ òî÷êà, òî k1k2 = K = 0, à çíà÷èò îäíà èç ãëàâíûõ êðèâèçí,

ñêàæåì k1 = 0, à k2 > 0 è óðàâíåíèå èíäèêàòðèñû ìîæíî çàïèñàòü êàê

k2(X
2)2 = 1.

Ýòî ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, îñü ñèììåòðèè êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ãëàâíûì íàïðàâ-
ëåíèåì, îòâå÷àþùåì àñèìïòîòè÷åñêîìó íàïðàâëåíèþ.
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3.12.4 Ôîðìóëà Ýéëåðà

Ïðèâåäåííûå âûøå ðàññìîòðåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü èíâàðèàíòíîå âûðàæåíèå äëÿ
íîðìàëüíîé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè â äàííîé òî÷êå è â äàííîì íàïðàâëåíèè. Ýòî ôîð-
ìóëà Ýéëåðà.

Óòâåðæäåíèå 3.12.6 Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ óãîë ìåæäó ïðîèçâîëüíûì íàïðàâëåíèåì
X â òî÷êå q ∈ F 2 è ãëàâíûì íàïðàâëåíèåì, îòâå÷àþùèì ãëàâíîé êðèâèçíå k1. Òîãäà
äëÿ íîðìàëüíîé êðèâèçíû â íàïðàâëåíèè X èìååò ìåñòî ôîðìóëà

kn(q,X) = k1 cos
2 φ+ k2 sin

2 φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè íîðìàëüíîé êðèâèçíû îò âûáîðà ïàðàìåò-
ðèçàöèè, ââåäåì â îêðåñòíîñòè âûáðàííîé òî÷êè q òàêóþ, ÷òî â ñàìîé òî÷êå áàçèñíûå
âåêòîðû åäèíè÷íû, âçàèìíî îðòîãîíàëüíû è ñîíàïðàâëåíû ñ ãëàâíûìè íàïðàâëåíèÿ-
ìè. Òîãäà, ïî Ñëåäñòâèþ 3.12.2, â òî÷êå q

b11 = k1, b12 = 0, b22 = k2, g11 = g22 = 1, g12 = 0.

Çíà÷èò,

kn(q,X) =
k1(X

1)2 + k2(X
2)2

(X1)2 + (X1)2
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ óãîë ìåæäó âåêòîðîìX è âåêòîðîì ïåðâîãî ãëàâíîãî íàïðàâëåíèÿ.
Òîãäà

cosφ =
X1√

(X1)2 + (X1)2
, sinφ =

X2√
(X1)2 + (X1)2

.

Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî

kn(q,X) = k1 cos
2 φ+ k2 sin

2 φ.

Ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Ýéëåðà ìîæíî äàòü ãåîìåòðè÷åñêîå îáîñíîâàíèå òåðìèíó
ñðåäíÿÿ êðèâèçíà äëÿ ïîëóñóììû ãëàâíûõ êðèâèçí.

Óòâåðæäåíèå 3.12.7 Ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè ðàâíà ñðåäíåìó çíà÷åíèþ èí-
òåãðàëà ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì îò íîðìàëüíîé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè â äàííîé òî÷-
êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ñðåäíèì çíà÷åíèåì èíòåãðàëà îò ôóíêöèè f(t) ïî
ïðîìåæóòêó [a, b] íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

1

b− a

∫ b

a
f(t) dt.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ýéëåðà, çàïèøåì íîðìàëüíóþ êðèâèçíó êàê ôóíêöèþ óãëà

kn(q, φ) = k1(q) cos
2 φ+ k2(q) sin

2 φ.
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Òîãäà∫ 2π

0
kn(q, φ) dφ = k1(q)

∫ 2π

0
cos2 φdφ+ k2(q)

∫ 2π

0
sin2 φdφ =

2πH(q) +
k1(q)− k2(q)

2

∫ 2π

0
cos 2φdφ = 2πH(q).

Òîò ôàêò, ÷òî ñðåäíÿÿ êðèâèçíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîëóñóììà ãëàâíûõ êðèâèçí
îêàçûâàåòñÿ íå ñóùåñòâåííûì

Óòâåðæäåíèå 3.12.8 Ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè ðàâíà ñðåäíåìó àðèôìåòè÷å-
ñêîìó çíà÷åíèé íîðìàëüíîé êðèâèçíû ïî ëþáûì äâóì âçàèìíî îðòîãîíàëüíûì íà-
ïðàâëåíèÿì â äàííîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, èç ôîðìóëû Ýéëåðà ñëåäóåò

kn(q, φ) + kn(q, φ+ π/2)

2
=
k1(q) + k2(q)

2
= H(q).

3.13 Îìáèëè÷åñêèå òî÷êè. Âïîëíå îìáèëè÷åñêèå ïîâåðõ-
íîñòè.

Òî÷êà íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ îìáèëè÷åñêîé èëè øàðîâîé, åñëè â ýòîé òî÷êå íîð-
ìàëüíûå êðèâèçíû âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ îäèíàêîâû. Ñàì òåðìèí ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî
èìåííî òàêèì îáðàçîì óñòðîåíî ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ êðèâèçí íà ïîâåðõíîñòè
ñôåðû.

Åñëè òî÷êà q íà ïîâåðõíîñòè îìáèëè÷åñêàÿ, òî ëþáîå íàïðàâëåíèå â ýòîé òî÷êå
ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà óðàâíåíèé

(Aq − λE)X = 0

óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðè ëþáîì X. Çíà÷èò

Aq = λE ∼ Bq = λgq.

Ñëåäîâàòåëüíî, îìáèëè÷åñêèå òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ïðîïîð-
öèè 3

b11
g11

(q) =
b12
g12

(q) =
b22
g22

(q).

Íà íåêîòîðûõ ïîâåðõíîñòÿõ ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü îìáèëè÷åñêèå òî÷êè. Íàïðè-
ìåð, íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ èõ äâå (îíè ðàñïîëîæåíû íà îñè âðàùå-
íèÿ). Íà îáùåì ýëëèïñîèäå èõ ÷åòûðå (ýòî ïðåäåëüíûå òî÷êè êðóãîâûõ ñå÷åíèé ýë-
ëèïñîèäà). Àíàëîãè÷íî óñòðîåíû îìáèëè÷åñêèå òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè äâóïîëîñòíîãî
ãèïåðáîëîèäà.

3 ò.å., ñèñòåìû èç äâóõ óðàâíåíèé íà äâà ïàðàìåòðà � êîîðäèíàòû òî÷êè q.
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Óïðàæíåíèå 3.13.1 Ïîêàæèòå, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííîé âðàùåíèåì
êðèâîé {x(t), z(t)} âîêðóã îñè Oz îìáèëè÷åñêèå òî÷êè ðàñïîëîæåíû íà ïàðàëëåëÿõ,
îïèñàííûõ òî÷êàìè êðèâîé, óäîâëåòâîðÿùèìè óðàâíåíèþ z′α = x, ãäå α � óãëîâîé
ïàðàìåòð íà êðèâîé èëè, ýêâèâàëåíòíî, z′s = k x, ãäå k � êðèâèçíà êðèâîé è s �
íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð.

Îäíàêî åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå òî÷êè ïîâåðõíîñòè ÿâëÿþòñÿ îìáèëè÷åñêèìè, òî
êàæåòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî êðîìå ñôåðû òàêèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò íèêàêàÿ äðóãàÿ
ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 3.13.1 Ïîâåðõíîñòü F 2 ⊂ E3 íàçûâàåòñÿ âïîëíå îìáèëè÷åñêîé, åñëè
êàæäàÿ åå òî÷êà ÿâëÿåòñÿ îìáèëè÷åñêîé.

Òåîðåìà 3.13.1 Âïîëíå îìáèëè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C3 ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ
ëèáî ïëîñêîñòüþ ëèáî ñôåðîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîâåðõíîñòü âïîëíå îìáèëè÷íà, òî

k1(q) = k2(q) := k(q),

ãäå q ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè. Òàê êàê êàæäàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè îìáèëè÷å-
ñêàÿ, òî ëþáîå íàïðàâëåíèå íà ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàò-
ðèöà Âåéíãàðòåíà â êàæäîé òî÷êå ïðîïîðöèîíàëüíà åäèíè÷íîé:

A = k E.

Èç ðàçëîæåíèÿ Âåéíãàðòåíà ïîëó÷àåì

∂n⃗ = −∂r⃗A = −k∂r⃗.

Â ïîêîîðäèíàòíîé çàïèñè ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

∂in⃗ = −k ∂ir⃗. (3.20)

Â ñèëó òðåáîâàíèÿ íà ðåãóëÿðíîñòü ïîâåðõíîñòè, âòîðûå ïðîèçâîäíûå âåêòîð-
ôóíêöèè n⃗ íå çàâèñÿò îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó

∂12n⃗ = −∂2k ∂1r⃗ + k∂12 r⃗, ∂21n⃗ = −∂1k ∂2r⃗ + k ∂21r⃗

äëÿ âñåõ i, j = 1, . . . , n. Âû÷èòàÿ, ïîëó÷èì

−∂2k ∂1r⃗ + ∂1k ∂2r⃗ = 0.

Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîð-ôóíêöèé ∂1r⃗ è ∂2r⃗, ïîëó÷àåì

∂1k = 0, ∂2k = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, k = const. Òîãäà ðàâåíñòâà (3.20) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂i(n⃗+ k r⃗) = 0
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äëÿ i = 1, 2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî n⃗+ k r⃗ åñòü ïîñòîÿííûé âåêòîð, òî åñòü

n⃗+ k r⃗ = c⃗.

Åñëè k = 0, òî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ñîñòàâëÿþò ïîñòîÿííóþ âåêòîð-ôóíêöèþ.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî B ≡ 0 è íàøà ïîâåðõíîñòü åñòü ÷àñòüþ ïëîñêîñòè.

Åñëè k ̸= 0, òî îáîçíà÷èì c⃗0 =
1
k c⃗. Òîãäà ìîæåì çàïèñàòü

r⃗ − c⃗0 = −
1

k
n⃗.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∣∣r⃗ − c⃗0∣∣ = 1

k
,

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî íàøà ïîâåðõíîñòü åñòü ÷àñòüþ ñôåðû ðàäèóñà R = 1
k . Åñëè æå

ïîâåðõíîñòü ïîëíàÿ, òî îíà ñîâïàäàåò ñî ñôåðîé óêàçàííîãî ðàäèóñà (ñ òî÷íîñòüþ äî
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, îïðåäåëÿåìîãî âåêòîðîì c⃗0).

3.14 Ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷åíèå ïîâåðõíîñòè. Ëèíèè êðèâèç-
íû

Â ðàçäåëå 1.5 ëèíèè êðèâèçíû îïðåäåëÿëèñü êàê ëèíèè íà ïîâåðõíîñòè ñ íóëåâûì
ãåîäåçè÷åñêèì êðó÷åíèåì. Çäåñü ìû äàäèì äðóãîå, ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3.14.1 Ëèíèÿ íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ëèíèåé êðèâèçíû, åñëè â
êàæäîé ñâîåé òî÷êå îíà êàñàåòñÿ ãëàâíîãî íàïðàâëåíèÿ.

Ñ àíàëèòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ëèíèÿ êðèâèçíû γ⃗ õàðàêòåðèçóåòñÿ óñëîâèåì

Aγ ′ = kγ γ
′

îòíîñèòåëüíî âíóòðåííåé ïàðàìåòðèçàöèè γ⃗ , ãäå kγ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãëàâíàÿ êðè-
âèçíà.

Òàê êàê ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè, òî è
ëèíèè êðèâèçíû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî çàìåíû ïàðàìåòðîâ íà ïîâåðõíîñòè.

ýêâèâàëåíòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ îïðåäåëåíèþ èç ðàçäåëà 1.5 ñîäåðæèòñÿ â âû-
÷èñëèòåëüíîé ôîðìóëå äëÿ ãåîäåçè÷åñêîãî êðó÷åíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 3.14.1 Ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷åíèå êðèâîé γ⃗ íà ïîâåðõíîñòè F 2 âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

• κg(s) = −(γ⃗ ′, n⃗′, n⃗γ ) = (γ⃗ ′,
−−→
Aγ ′, n⃗γ ) äëÿ íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà;

• κg(t) = −
(γ⃗ ′, n⃗′, n⃗γ )

|γ⃗ ′|2
=

(γ⃗ ′,
−−→
Aγ ′, n⃗γ )

|γ⃗ ′|2
â îáùåì ñëó÷àå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè, èç ðàçëîæåíèÿ
Äàðáó (3.14) ñëåäóåò, ÷òî

κg = −
⟨
n⃗′γ , ν⃗g

⟩
= −

⟨
n⃗′γ , n⃗γ × γ⃗ ′ ⟩ = −(γ⃗ ′, n⃗′, n⃗γ ).

Èç ðàçëîæåíèÿ Âåéíãàðòåíà

n⃗′γ = ∂n⃗ · γ ′ = −(∂r⃗ A)γ ′ = −∂r⃗ (Aγ ′)
def
= −

−−→
Aγ ′,

îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìàÿ ôîðìóëà.

Åñëè æå ïàðàìåòð íå íàòóðàëüíûé, òî γ⃗ ′
s = γ⃗ ′

t
dt
ds =

γ⃗ ′
t

|γ⃗ ′
t|
è ïîñëå î÷åâèäíîé ïîäñòà-

íîâêè, ïîëó÷èì

κg(t) = −
(γ⃗ ′, n⃗′, n⃗γ )

|γ⃗ ′|2
=

(γ⃗ ′,
−−→
Aγ ′, n⃗γ )

|γ⃗ ′|2
.

Ñëåäñòâèå 3.14.1 Ëèíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé êðèâèçíû òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà äëÿ ýòîé ëèíèè κg = 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî κg = 0 ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

Aγ ′ = kγ γ
′.

Ñëåäñòâèå 3.14.2 Äëÿ âñåõ êðèâûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó â äàííîì íà-
ïðàâëåíèè ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷åíèå îäèíàêîâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X⃗ = ∂r⃗ ·X âûáðàííîå íàïðàâëåíèå íà ïîâåðõíîñòè â òî÷êå
q ∈ F 2. Äëÿ ëþáîé êðèâîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ, γ ′ = λX, nγ = n(q), à ìàò-
ðèöà Âåéíãàðòåíà òàê æå íå çàâèñèò îò âûáîðà êðèâîé4. Ïðÿìàÿ ïîäñòàíîâêà äàåò
òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Àíàëîãè÷íî íîðìàëüíîé êðèâèçíå ïîâåðõíîñòè, äîêàçàííîå ñëåäñòâèå ÿâëÿåòñÿ îñíî-
âàíèåì äëÿ ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.14.2 Ãåîäåçè÷åñêèì êðó÷åíèåì ïîâåðõíîñòè F 2 â òî÷êå q ∈ F 2 â
íàïðàâëåíèè âåêòîðà X⃗ = ∂r⃗ ·X íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

κg(q,X) =
(X⃗,
−−→
AX, n⃗)

|X⃗|2
(q).

Óïðàæíåíèå 3.14.1 Ïîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè äëÿ ãåîäåçè÷åñêî-
ãî êðó÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè èìååò ìåñòî ôîðìóëà

κg(q,X) = ±k2 − k1
2

sin 2φ,

ãäå k1 è k2 � ãëàâíûå êðèâèçíû, à φ � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì X⃗ è ãëàâíûì íà-
ïðàâëåíèåì, îòâå÷àþùåì ãëàâíîé êðèâèçíå k1.

4Äëÿ ëþáîé êðèâîé, A(γ (q)) = A(q)
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Óïðàæíåíèå 3.14.2 Ïîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè äëÿ Ãàóññîâîé
êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè èìååò ìåñòî ôîðìóëà

K(q) = kn(q, e1)kn(q, e2) + κg(q, e1)κg(q, e2).

ãäå e1 è e2 ïðîèçâîëüíûå åäèíè÷íûå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå âåêòîðû.

Îáðàùàÿñü ê òðåòüåé ôîðìóëå ðàçëîæåíèÿ (3.14) çàìåòèì, ÷òî íà ëèíèè êðèâèçíû
κg = 0, à kn åñòü íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà ëèíèè êðèâèçíû (òî åñòü ãëàâíàÿ êðèâèçíà).
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðèâåäåííàÿ â óïðàæíåíèè ôîðìóëà ñîãëàñóåòñÿ ñ
îïðåäåëåíèåì Ãàóññîâîé êðèâèçíû ÷åðåç ãëàâíûå êðèâèçíû. Äðóãèì ñëåäñòâèåì ÿâ-
ëÿåòñÿ íèæåñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.14.1 (Òåîðåìà Ðîäðèãà) Ïóñòü γ⃗ (s) � ëèíèÿ êðèâèçíû íà ïîâåðõíî-
ñòè F 2, îòâå÷àþùàÿ ãëàâíîé êðèâèçíå k, n⃗(s) ïîëå åäèíè÷íûõ íîðìàëåé ïîâåðõíîñòè
âäîëü γ⃗ . Òîãäà èìååò ìåñòî ôîðìóëà

dn⃗

ds
= −k dγ⃗

ds
∼ dn⃗ = −k dγ⃗ .

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ëèíèé êðèâèçíû ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî íåïîñðåä-
ñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 3.14.2 Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ëèíèè êðèâèçíû, îòâå÷àþùåé
ãëàâíîé êðèâèçíå k èìååò âèä

(A− kE)dU = 0,

ãäå dU = (du1, du2) äèôôåðåíöèàëû âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ ïîâåðõíîñòè.

Äëÿ çàïèñè óðàâíåíèÿ ëèíèè êðèâèçíû íå îáÿçàòåëüíî íàõîäèòü ãëàâíûå êðèâèç-
íû. Ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü âêëþ÷åíû â îäíî óðàâíåíèå âòîðîé ñòåïåíè îòíîñè-
òåëüíî äèôôåðåíöèàëîâ ïàðàìåòðîâ.

Óòâåðæäåíèå 3.14.3 Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ëèíèè êðèâèçíû íà äâóìåðíîé
ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå∣∣∣∣∣∣∣∣

(du2)2 −du1du2 (du1)2

g11 g12 g22

b11 b12 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

ãäå gik è bik � ýëåìåíòû ìàòðèö ïåðâîé è âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ ãëàâíàÿ êðèâèçíà è ïóñòü dU = (du1, du2) íàïðàâëåíèå
ëèíèè êðèâèçíû. Òîãäà(

b11 b12
b12 b22

)(
du1

du2

)
= λ

(
g11 g12
g12 g22

)(
du1

du2

)
.
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Ðàñïèñûâàÿ ïîêîîðäèíàòíî, èìååì

b11du
1 + b12du

2 = λ(g11du
1 + g12du

2),

b12du
1 + b22du

2 = λ(g12du
1 + g22du

2).

Èñêëþ÷èì λ èç óðàâíåíèé ñîñòàâëÿÿ ïðîïîðöèþ

b11du
1 + b12du

2

b12du1 + b22du2
=
g11du

1 + g12du
2

g12du1 + g22du2
.

Ðàñêðûâ ïðîïîðöèþ è ñîáðàâ êîýôôèöèåíòû ïðè äèôôåðåíöèàëàõ, ïîëó÷èì

(g11b12 − g12b11)(du1)2 + (g11b22 − g22b11)du1du2 + (g12b22 − g22b12)(du2)2 = 0. (3.21)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ñâåðíóòü â îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣
(du2)2 −du1du2 (du1)2

g11 g12 g22

b11 b12 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 3.14.3 Ïîâåðõíîñòü F 2 ⊂ E3 ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îìáèëè÷åñêîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ íà íåé ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé êðèâèçíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, íà âïîëíå îìáèëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå B = λg, à çíà÷èò âòîðûå äâå ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ ïðîïîðöèîíàëüíû.

Îáðàòíî, âûáèðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî â êà÷åñòâå ëèíèé êðèâèçíû ëèíèè u1 = const,
u2 = const è u1 = u2 ïîëó÷èì ïðîïîðöèîíàëüíñòü âòîðûõ äâóõ ñòðîê îïðåäåëèòåëÿ,
÷òî è îçíà÷àåò âïîëíå îìáèëè÷íîñòü ïîâåðõíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 3.14.4 Â îêðåñòíîñòè íåîìáèëè÷åñêîé òî÷êè ïîâåðõíîñòü ìîæíî
ïàðàìåòðèçîâàòü òàê, ÷òî êîîðäèíàòíûå ëèíèè ïàðàìåòðèçàöèè áóäóò ëèíèÿìè
êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè.5

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê, ïåðåîáîçíà÷èì u1 = u, u2 = v. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç P , Q è R êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (3.21) è ïåðåïèøåì åãî â âèäå

Pdu2 +Qdudv +Rdv2 = 0. (3.22)

Ïóñòü q íå îìáèëè÷åñêàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè, òî åñòü k2(q) ̸= k1(q). Òîãäà ïî íåïðåðûâ-
íîñòè, íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Uq òàêàÿ, ÷òî k2 ̸= k1 âî âñåõ òî÷êàõ ýòîé îêðåñòíîñòè.
Òîãäà ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó Uq ïðîõîäèò ðîâíî 2 ëèíèè êðèâèçíû, à çíà÷èò óðàâíåíèå
(3.22) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå äâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà6

du

dv
=
−Q+

√
Q2 − 4PR

2P
,

du

dv
=
−Q−

√
Q2 − 4PR

2P
,

5Äðóãèìè ñëîâàìè, ëèíèè êðèâèçíû â îêðåñòíîñòè íåîìáèëè÷åñêîé òî÷êè îáðàçóþò íà ïîâåðõíî-
ñòè êîîðäèíàòíóþ ñåòü.

6Åñëè P = 0, à Q ̸= 0, òî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü îòíîñèòåëüíî dv
du
. Åñëè æå (P = Q = 0)|Uq

òî êîîðäèíàòíûå ëèíèè óæå ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè êðèâèçíû
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ïðè÷åì Q2 − 4PR > 0, òàê êàê ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò è ðàçëè÷íû. Çàïèøåì ðåøåíèÿ
ýòèõ óðàâíåíèé â îêðåñòíîñòè Uq â âèäå ñîâîêóïíîñòè äâóõ ðåøåíèé

u = φ(v) + α, u = ψ(v) + β,

ãäå α è β � ïàðàìåòðû èíòåãðèðîâàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ôèêñèðîâàíèå ïàðàìåòðà, ñêà-
æåì, α = const ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé ëèíèè êðèâèçíû íà ïîâåðõíîñòè. Òî æå ñàìîå
âåðíî è äëÿ ïàðàìåòðà β.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïàðàìåòðû α è β ìîãóò áûòü ïðèíÿòû â êà÷åñòâå íîâûõ
ïàðàìåòðîâ íà ïîâåðõíîñòè â îêðåñòíîñòè Uq. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ðàâåíñòâà{

α = u− φ(v)
β = u− ψ(v)

(3.23)

êàê "ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò" è íàéäåì ìàòðèöó ßêîáè ýòîãî "ïðåîáðàçîâàíèÿ".
Ïîëó÷èì

∂(α, β)

∂(u, v)
=

(
1 −φ′

1 −ψ′

)
.

Åå îïðåäåëèòåëü

det
∂(α, β)

∂(u, v)
= φ′ − ψ′ =

−Q+
√
Q2 − 4PR

2P
− −Q−

√
Q2 − 4PR

2P
=

√
Q2 − 4PR

P
̸= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè (3.23) äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëÿþò ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò,
ïðè÷åì â íîâûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèÿ ëèíèé êðèâèçíû áóäóò èìåòü âèä α = const
è β = const. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Óïðàæíåíèå 3.14.3 Êîîðäèíàòíàÿ ñåòü íà ïîâåðõíîñòè ñîñòîèò èç ëèíèé êðè-
âèçíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âî âñåõ òî÷êàõ äàííîé êîîðäèíàòíîé îêðåñòíî-
ñòè ìàòðèöû ïåðâîé è âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì îäíîâðåìåííî äèàãîíàëüíû.

Âûáðàâ íà ïîâåðõíîñòè êîîðäèíàòíóþ ñåòü èç ëèíèé êðèâèçíû, ìîæåì ïðèìåíèòü
òåîðåìó Ðîäðèãà äëÿ êàæäîé èç êîîðäèíàòíûõ ëèíèé, ïàðàìåòðû íà êîòîðûõ u1 è u2

ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè íà ïîâåðõíîñòè. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñòàíîâèòñÿ î÷åâèä-
íûì.

Óòâåðæäåíèå 3.14.5 (Ôîðìóëû Ðîäðèãà) Åñëè êîîðäèíàòíàÿ ñåòü íà ïîâåðõíî-
ñòè ñîñòîèò èç ëèíèé êðèâèçíû, òî èìåþò ìåñòî ôîðìóëû

∂1n⃗ = −k1∂1r⃗,
∂2n⃗ = −k2∂2r⃗,

ãäå, êàê è ðàíåå, k1 è k2 ãëàâíûå êðèâèçíû, n⃗ åäèíè÷íîå íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå.



3.15. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÅ ËÈÍÈÈ. ÑÎÏÐßÆÅÍÍÛÅ ÑÅÒÈ. 135

Ðèñ. 3.6: Ãåëèêîèä è ëèíèè êðèâèçíû íà íåì

3.15 Àñèìïòîòè÷åñêèå ëèíèè. Ñîïðÿæåííûå ñåòè.

Îïðåäåëåíèå 3.15.1 Ëèíèÿ íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé, åñëè
â êàæäîé ñâîåé òî÷êå îíà êàñàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ëèíèé âûâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç
îïðåäåëåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 3.15.1 Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ëèíèé íà ïî-
âåðõíîñòè èìååò âèä

B(dU, dU) = bikdu
iduk = 0,

ãäå B = (bik) � ìàòðèöà âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû, à dU = (du1, du2) äèôôå-
ðåíöèàëû âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ ïîâåðõíîñòè

ßñíî, ÷òî íà äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ àñèìïòîòè÷åñêèå ëèíèè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü
òîëüêî íà ïîâåðõíîñòÿõ íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû K ≤ 0. Åñëè âñå òî÷êè ïîâåðõíî-
ñòè ãèïåðáîëè÷åñêèå (K < 0), òî ïîâåðõíîñòü íåñåò äâà ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâà àñèìï-
òîòè÷åñêèõ ëèíèé. Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåíèÿì äëÿ ñëó÷àÿ ëèíèé êðèâèçíû, ìîæíî
äîêàçàòü

Óòâåðæäåíèå 3.15.2 Â îêðåñòíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êè ïîâåðõíîñòü ìîæíî
ïàðàìåòðèçîâàòü òàê, ÷òî êîîðäèíàòíûå ëèíèè ïàðàìåòðèçàöèè áóäóò àñèìïòî-
òè÷åñêèìè ëèíèÿìè íà ïîâåðõíîñòè.

Óïðàæíåíèå 3.15.1 Ïîêàæèòå, ÷òî êîîðäèíàòíàÿ ñåòü íà ïîâåðõíîñòè ñîñòîèò
èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ëèíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà âòîðîé ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ôîðìû îòíîñèòåëüíî äàííîé ïàðàìåòðèçàöèè èìååò âèä

B =

(
0 b12
b12 0

)
Äâà íàïðàâëåíèÿ X⃗ = ∂r⃗ · X è Y⃗ = ∂r⃗ · Y íàçàâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè, åñëè

B(X,Y ) = 0. Àñèìïòîòè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ñàìîñîïðÿæåííûì íà-
ïðàâëåíèÿì. Äâà ñåìåéñòâà ëèíèé íà ïîâåðõíîñòè îáðàçóþò ñîïðÿæåííóþ ñåòü, åñëè
â êàæäîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé, èõ êàñàòåëüíûå âåêòîðû ñîïðÿæåíû.
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Óïðàæíåíèå 3.15.2 Ïóñòü dr = (du, dv) è δr = (δu, δv) äâà èíôèíèòåçèìàëüíûõ 7

íàïðàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè. Ýòè íàïðàâëåíèÿ ñîïðÿæåíû, åñëè

b11duδu+ b12(duδv + dvδu) + b22dvδv = 0.

Ïóñòü îäíî ñåìåéñòâî ëèíèé çàäàíî â âèäå φ(u, v) = 0. Âûâåäèòå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå ñîïðÿæåííîãî åìó ñåìåéñòâà.

Óïðàæíåíèå 3.15.3 Êîîðäèíàòíûå ëèíèè íà ïîâåðõíîñòè îáðàçóþò ñîïðÿæåííóþ
ñåòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b12 = 0. Äîêàçàòü.

3.16 Ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðèâîé. Ãåîäåçè÷åñêèå ëè-
íèè

Óòâåðæäåíèå 3.16.1 Ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðèâîé γ⃗ = r⃗ ◦ γ íà ïîâåðõíîñòè âû-
÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

• kg(s) = (γ⃗ ′, γ⃗ ′′, n⃗γ ) äëÿ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè;

• kg(t) =
(γ⃗ ′, γ⃗ ′′, n⃗γ )

|γ⃗ ′|3
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè.

ãäå n⃗γ = n⃗(s) = n⃗ ◦ γ � ïîëå íîðìàëåé ïîâåðõíîñòè âäîëü êðèâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ � êðèâàÿ ñ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé, òîãäà èç ôîð-
ìóëû Äàðáó (3.14)1, à èìåííî, τ⃗

′ = kgν⃗g + knn⃗, íàõîäèì

γ⃗ ′′ = kgν⃗g + knn⃗γ .

Äîìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà ν⃗g, òîãäà èìååì

kg = ⟨γ⃗ ′′, ν⃗g⟩ =
⟨
γ⃗ ′′, [n⃗γ , γ⃗

′]
⟩
= (γ⃗ ′, γ⃗ ′′, n⃗γ ).

Ïóñòü γ èìååò ïðîèçâîëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, òîãäà

γ⃗ ′
s = γ⃗ ′

t

dt

ds
=

γ⃗ ′
t

|γ⃗ ′
t|
,

γ⃗ ′′
s =

d

dt

(
γ⃗ ′

t

|γ⃗ ′
t|

)
dt

ds
=

1

|γ ′
t|

(
γ⃗ ′′

t

|γ⃗ ′
t|
+ γ⃗ ′

t

d

dt

(
1

|γ⃗ ′
t|

))
,

kg(t) = kg(s(t)) =

(
γ⃗ ′

t

|γ⃗ ′
t|
,

1

|γ ′
t|

(
γ⃗ ′′

t

|γ⃗ ′
t|
+ γ⃗ ′

t

d

dt

(
1

|γ⃗ ′
t|

))
, n⃗

)
=

(γ⃗ ′
t, γ⃗

′′
t , n⃗)

|γ⃗ ′
t|3

,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå. Ïðè èçìåíåíèè âíóòðåííåé îðèåíòàöèè íà êðèâîé (íàïðàâëåíèÿ îá-
õîäà) çíàê ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ýòî ñëåäóåò èç
ïîëó÷åííûõ ôîðìóë, ïðè çàìåíå γ ′ → −γ ′.

7 ò.å., áåñêîíå÷íî ìàëûõ
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, âû÷èñëèì ãåîäåçè÷åñêóþ êðèâèçíó îêðóæíîñòè íà ïîâåðõíî-
ñòè ñôåðû ðàäèóñà R. Ïàðàìåòðèçóåì ñôåðó âåêòîð-ôóíêöèåé

r⃗ = R{sinu cos v, sinu sin v, cosu}.

Çäåñü ïàðàìåòð u � óãîë, êîòîðûé ñîñòàâëÿåò ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè íà ñôåðå ñ îñüþ
Oz. Îêðóæíîñòü íà ñôåðå, ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè z = const çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì u =
u0 = const. Ïîýòîìó

γ⃗ (v) = R{sinu0 cos v, sinu0 sin v, cosu0}

Îòñþäà

γ⃗ ′ = R sinu0{− sin v, cos v, 0}, γ⃗ ′′ = R sinu0{− cos v,− sin v, 0}.

Òàê êàê n⃗ ∥ r⃗, òî
n⃗γ = {sinu0 cos v, sinu0 sin v, cosu0}.

Çíà÷èò

(γ⃗ ′, γ⃗ ′′, n⃗γ ) =

R2 sin2 u0

∣∣∣∣∣∣
− sin v cos v 0
− cos v − sin v 0

sinu0 cos v sinu0 sin v cosu0

∣∣∣∣∣∣ = R2 sin2 u0 cosu0.

Î÷åâèäíî,
|γ⃗ ′|3 = R3 sin3 u0.

Ïîýòîìó

kg =
1

R
ctg u0.

Çàìåòèì, ÷òî R sinu0 åñòü â òî÷íîñòè ðàäèóñ r ðàññìàòðèâàåìîé îêðóæíîñòè. Ïîýòîìó
sinu0 = r/R. Òîãäà

ctg u0 =

√
1− (r/R)2

r/R
=

√
R2 − r2
r

,

à çíà÷èò

kg =

√
R2 − r2
Rr

.

Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè îêðóæíîñòåé, òîëüêî áîëüøèå îêðóæíîñòè (ò.å., ðàäèóñà R)
ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè íà ñôåðå.

Çàìå÷àíèå. Âïðî÷åì, ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ è èç äðóãèõ, áîëåå ýëåìåíòàðíûõ
ðàññóæäåíèé. À èìåííî, îêðóæíîñòü íà ñôåðå "âíåøíåãî" ðàäèóñà r èìååò êðèâèçíó,

êàê êðèâàÿ â R3 ðàâíóþ k =
1

r
. Íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà ëþáîé êðèâîé íà ñôåðå ðàäèóñà

R ðàâíà kn =
1

R
(ïî÷åìó?). À çíà÷èò

|kg| =
√
k2 − k2n =

√(1
r

)2
−
( 1

R

)2
=

√
R2 − r2
Rr
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3.17 Òðåòüÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè

Òðåòüåé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà dn⃗2 =

⟨
∂in⃗, ∂kn⃗

⟩
duiduk.

Èñïîëüçóåì ôîðìóëû Ðîäðèãà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùåé
ïåðâóþ, âòîðóþ è òàê íàçûâàåìóþ òðåòüþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó ïîâåðõíîñòè.
Îáîçíà÷èì åå ìàòðèöó ÷åðåç g̃. Òîãäà

g̃ = (∂n⃗)t(∂n⃗),

ãäå, êàê è ðàíåå, ∂n⃗ � ìàòðèöà ßêîáè âåêòîð-ôóíêöèè n⃗. Ïðèìåíÿÿ ðàçëîæåíèå Âåéí-
ãàðòåíà (3.11),

g̃ = At(∂r⃗)t(∂r⃗)A = AtgA. (3.24)

Óòâåðæäåíèå 3.17.1 Ìàòðèöû ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì
ïîâåðõíîñòè F 2 ⊂ E3 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

g̃ = 2H B −K g,

ãäå H è K � ñðåäíÿÿ è ãàóññîâà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äîêàçûâàåìå ñîîòíîøåíèå íå çàâèñèò îò ïàðàìåò-
ðèçàöèè. Ïîýòîìó, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî
ñîîòíîøåíèÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò, óäîáíîé äëÿ âû÷èñëåíèé. Âåäåì íà ïîâåðõíîñòè
ñèñòåìó êîîðäèíàò èç ëèíèé êðèâèçíû. Òîãäà

B =

(
b11 0
0 b22

)
g =

(
g11 0
0 g22

)
, k1 =

b11
g11

, k2 =
b22
g22

.

Îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé ïàðàìåòðèçàöèè âûðàæåíèå (3.24) ïðèìåò âèä

g̃ =

(
k1 0
0 k2

)(
g11 0
0 g22

)(
k1 0
0 k2

)
=

(
k21g11 0
0 k22g22

)
.

Ïðîâåäåì íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ(
k1(k1 + k2 − k2)g11 0

0 k2(k2 + k1 − k1)g22

)
=

2H

(
k1g11 0
0 k2g22

)
−K

(
g11 0
0 g22

)
.

Çàìåòèì, ÷òî k1g11 = b11, k2g22 = b22. Ñëåäîâàòåëüíî,

g̃ = 2H

(
b11 0
0 b22

)
−K

(
g11 0
0 g22

)
= 2H B −K g,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ñëåäñòâèå 3.17.1 Äëÿ ëþáûõ äâóõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X,Y íà ïîâåðõ-
íîñòè,

g̃(X,Y ) = 2HB(X,Y )−Kg(X,Y ).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñôåðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòè F 2 ðåãóëÿðíî, òî ìàòðèöà
g̃ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ñôåðè÷åñêîãî îáðàçà ïîâåðõ-
íîñòè.

Òåîðåìà 3.17.1 Íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà, ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷åíèå, Ãàóññîâà è ñðåäíÿÿ
êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

k2n + κ2
g = 2Hkn −K (3.25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ⃗ = r⃗ ◦ γ ïðîèçâîëüíàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ íà ïîâåðõíî-
ñòè F 2. Òîãäà åå íîðìàëüíûé ñôåðè÷åñêèé îáðàç åñòü êðèâàÿ íà åäèíè÷íîé ñôåðå,
ïàðàìåòðèçîâàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèåé n⃗(s) = n⃗ ◦ γ . Òàêèì îáðàçîì, êðèâàÿ è åå ñôå-
ðè÷åñêèé íîðìàëüíûé îáðàç èìåþò îäèíàêîâóþ âíóòðåííþþ ïàðàìåòðèçàöèþ. Òîãäà
|n⃗′|2 ìîæíî âû÷èñëèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè, à èìåííî, èç ôîðìóë Äàðáó (3.14)3 è êàê
g̃(γ ′, γ ′). Ïîëó÷èì:

|n⃗′|2 = k2n + κ2
g = g̃(γ ′, γ ′) = 2Hγ B(γ ′, γ ′)−Kγ g(γ

′, γ ′) = 2Hγ kn −Kγ .

Òàê êàê âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â ñîîòíîøåíèå, íå çàâèñÿò îò âûáîðà êðèâîé, òî ïîëó÷èì
òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Íà ïîâåðõíîñòè ñ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé àñèìïòîòè÷åñêóþ ëèíèþ, êàê êðèâóþ
â E3, íåëüçÿ ðàñïîëîæèòü íè â êàêîé ïëîñêîñòè. Ýòè êðèâûå ñóùåñòâåííî ïðîñòðàí-
ñòâåííûå.

Òåîðåìà 3.17.2 (Áåëüòðàìè-Ýííåïåð) Ïóñòü γ � àñèìïòîòè÷åñêàÿ ëèíèÿ íà
ïîâåðõíîñòè F 2. Òîãäà åå ïðîñòðàíñòâåííîå êðó÷åíèå κ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå-
íèþ

κ2 = −Kγ

ãäå Kγ = K ◦ γ � ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè â òî÷êàõ êðèâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ⃗ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ëèíèÿ.
Âåêòîð ãëàâíîé íîðìàëè àñèìïòîòè÷åñêîé ëèíèè ðàñïîëîæåí â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè
ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó åå âåêòîð ãëàâíîé íîðìàëè îáðàçóåò ñ ïîëåì íîðìàëåé ïîâåðõ-
íîñòè ïîñòîÿííûé óãîë θ = π/2. Èç ñîîòíîøåíèÿ κg = κ + θ′ ñëåäóåò, ÷òî κg = κ.
Òîãäà èç (3.25) ñëåäóåò òðåáóåìîå.
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Ðèñ. 3.7: Äâå ýêâèäèñòàíòíûå ïîâåðõíîñòè è ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíèè íà íèõ

3.18 Ýêâèäèñòàíòíûå ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü F 2 ⊂ E3 � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèåé r⃗ è
n⃗ � ïîëå åäèíè÷íûõ íîðìàëåé íà íåé. Ïîâåðõíîñòü F̃ 2, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ âåêòîð-
ôóíêöèåé

ρ⃗ = r⃗ + λn⃗

íàçûâàåòñÿ ýêâèäèñòàíòíîé ïîâåðõíîñòüþ ïî îòíîøåíèþ ê ïîâåðõíîñòè F 2. Ãåî-
ìåòðè÷åñêè, ïîâåðõíîñòü F̃ 2 ïîëó÷àåòñÿ ñäâèãîì òî÷åê ïîâåðõíîñòè F 2 â íàïðàâëåíèè
âåêòîðà íîðìàëè íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå ïàðàìåòðó λ.

Óòâåðæäåíèå 3.18.1 Äëÿ ïîâåðõíîñòè è åå ýêâèäèñòàíòû, ìàòðèöû ïåðâîé, âòî-
ðîé êâàäðàòè÷íûõ ôîðì è ìàòðèöû Âåéíãàðòåíà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè:

g∗ = (I − λA)tg(I − λA), B∗ = (I − λA)tB, A∗ = (I − λA)−1A,

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ðàçëîæåíèå Âåéíãàðòåíà, íàõîäèì

∂ρ⃗ = ∂r⃗ + λ∂n⃗ = ∂r⃗(I − λA).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

g∗ = (∂ρ⃗ )t(∂ρ⃗ ) = (I − λA)t(∂r⃗)t(∂r⃗)(I − λA) = (I − λA)tg(I − λA),

à çíà÷èò ýêâèäèñòàíòà ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè ðåãóëÿðíà äî òåõ ïîð, ïîêà det(I −
λA) > 0.

Êðîìå òîãî, êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè ïîâåðõíîñòè è åå ýêâèäèñòàíòû ïàðàëëåëüíû.
Ñëåäîâàòåëüíî, n∗ = n. Ó÷èòûâàÿ ýòî, íàõîäèì

B∗ = −(∂ρ⃗ )t∂n⃗ = (I − λA)t(∂r⃗)t∂n⃗ = (I − λA)tB.

Íàêîíåö,

A∗ = (g∗)−1B∗ = (I − λA)−1g−1
(
(I − λA)t

)−1
(I − λA)tB =

(I − λA)−1g−1B = (I − λA)−1A.
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Ñëåäñòâèå 3.18.1 Ãàóññîâà è ñðåäíÿÿ êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè è åå ýêâèäèñòàíòû
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè:

K∗ =
K

det(I − λA)
=

K

1− 2λH + λ2K
,

H∗ =
1

2
trace

(
(I − λA)−1A

)
=

H − λK
1− 2λH + λ2K

.

Óïðàæíåíèå 3.18.1 Ïîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëó äëÿ ñðåäíåé êðèâèçíû ýêâèäèñòàí-
òû ïîâåðõíîñòè Fn ⊂ En+1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

H∗ = − 1

n

d

dλ
ln
(
det(I − λA)

)
.

Óòâåðæäåíèå 3.18.2 Íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà è ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷åíèå ïîâåðõíîñòè
è åå ýêâèäèñòàíòû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè:

k∗n =
kn − λ(k2n + κ2

g)

(1− λkn)2 + λ2κ2
g

,

κ∗
g =

κg

(1− λkn)2 + λ2κ2
g

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ⃗ = r⃗◦γ ðåãóëÿðíàÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ
íà ïîâåðõíîñòè, γ⃗ ∗ = ρ⃗ ◦ γ � ee îáðàç íà ýêâèäèñòàíòå. Òîãäà γ⃗ ∗ = γ⃗ + λn⃗, à çíà÷èò

(γ⃗ ∗)′ = γ⃗ ′ + λn⃗′.

Òîãäà
|(γ⃗ ∗)′|2 = 1 + 2λ

⟨
γ⃗ ′, n⃗′

⟩
+ λ2

⟨
n⃗′, n⃗′

⟩
.

Èç ôîðìóë Äàðáó (3.14)⟨
γ⃗ ′, n⃗′

⟩
= −kn,

⟨
n⃗′, n⃗′

⟩
= k2n + κ2

g .

Òîãäà
|(γ⃗ ∗)′|2 = (1− λkn)2 + λ2κ2

g ,

à çíà÷èò (
ds∗

ds

)2

= (1− λkn)2 + λ2κ2
g .

Òåïåðü íàõîäèì

κ∗
g =

((γ⃗ ∗)′, n⃗′, n⃗)

|(γ⃗ ∗)′|2
=

(γ⃗ ′, n⃗′, n⃗)

(1− λkn)2 + λ2κ2
g

=
κg

(1− λkn)2 + λ2κ2
g

.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîðìàëüíîé êðèâèçíû γ⃗ ∗ çàìåòèì, ÷òî èç ôîðìóë Äàðáó â ïðèìå-
íåíèè ê F ∗ ñëåäóåò, ÷òî

k∗n = −
⟨ dn∗
ds∗

, τ⃗ ∗ ⟩ = −⟨ dn
ds

ds

ds∗
,
dγ⃗ ∗

ds∗
⟩
= −

⟨
n⃗′, γ⃗ ′ + λn⃗′

⟩
(ds

∗

ds )
2

.
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Èç ôîðìóë Äàðáó äëÿ èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè, èìååì⟨
n⃗′, γ⃗ ′ ⟩ = −kn, ⟨

n⃗′, n⃗′
⟩
= k2n + κ2

g .

Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî

k∗n =
kn − λ(k2n + κ2

g)

(1− λkn)2 + λ2κ2
g

.

Ïîñêîëüêó ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ íå çàâèñÿò îò âûáîðà êðèâîé è òî÷êè íà íåé, òî
ïîëó÷èì òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå.

Çàìå÷àíèå. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (3.25), ìîæíî ïåðåïèñàòü ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû â âèäå:

k∗n =
(1− 2λH)kn + λK

1− 2λ(1− λH)− λ2K
,

κ∗
g =

κg

1− 2λ(1− λH)− λ2K
.

Îòñþäà ñëåäóåò åùå îäíî ïîëåçíîå ñîîòíîøåíèå:

B∗(γ ′, γ ′) = (1− 2λH)kn + λK = kn − λ(k2n + κ2
g),

êîòîðîå, âïðî÷åì, ìîæíî ïîëó÷èòü è íåïîñðåäñòâåííî (êàê?).

Ñëåäñòâèå 3.18.2

• Ëèíèÿ êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè ïåðåõîäèò â ëèíèþ êðèâèçíû ýêâèäèñòàíòû.

• Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ëèíèÿ ïîâåðõíîñòè ïåðåõîäèò â àñèìïòîòè÷åñêèå ëèíèè
ýêâèäèñòàíòû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè
âäîëü ýòîé ëèíèè ðàâíà íóëþ.

• Ãëàâíûå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè è åå ýêâèäèñòàíòû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

k∗i =
ki

1− λ ki
.

Óïðàæíåíèå 3.18.2 Ïîêàæèòå, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå êðèâèçíû êðèâîé íà ïîâåðõíî-
ñòè è åå îáðàçà íà ýêâèäèñòàíòå ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

k∗g =
kg − λ(κ′

g + 2knkg) + λ2
(
knκ′

g − κgk
′
n + kg(k

2
n + κ2

g)
)

((1− λkn)2 + λ2κ2
g)

3/2
.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëèíèè êðèâèçíû

k∗g =
kg

1− λkn
.
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Áîëåå îáùèì òèïîì ïîâåðõíîñòè, íåæåëè ýêâèäèñòàíòíàÿ, ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü ó
êîòîðîé ïàðàìåòð λ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òî÷êè ïîâåðõíîñòè. Òàêèå ïîâåðõíîñòè ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ÿâíî çàäàííóþ ïîâåðõíîñòü íàä äàííîé (ïî àíàëîãèè ñ ÿâíî
çàäàííîé ïîâåðõíîñòüþ íàä ïëîñêîñòüþ). Â ÷àñòíîñòè, ïîâåðõíîñòè

D1 : ρ⃗ = r⃗ +
1

k1
n⃗ è D2 : ρ⃗ = r⃗ +

1

k2
n⃗,

ãäå k1 è k2 � ãëàâíûå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè, íàçûâàþòñÿ ôîêàëüíûìè (îòíîñèòåëüíî
äàííîé ïîâåðõíîñòè).

Óïðàæíåíèå 3.18.3 Ïîêàæèòå, ÷òî ôîêàëüíûå ïîâåðõíîñòè âçàèìíî îðòîãîíàëü-
íû.

3.19 Ïîâåðõíîñòè íóëåâîé Ãàóññîâîé êðèâèçíû

Â ýòîì ðàçäåëå, â îñíîâíîì ñëåäóÿ èçëîæåíèþ â [14], ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.19.1 Åñëè F2 ⊂ E3� ðåãóëÿðíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ ãàóññîâîé
êðèâèçíîé K ≡ 0, òî F2 ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðîì, êîíóñîì èëè òîðñîì.

Òðè óêàçàííûõ òèïà ïîâåðõíîñòåé îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ðàçâåðòûâàþùèõñÿ ëèíåé-
÷àòûõ ïîâåðõíîñòåé. Ïîâåðõíîñòü, óðàâíåíèå êîòîðîé èìååò âèä:

r⃗(u, v) = ρ⃗(u) + v a⃗(u),

ãäå ρ⃗ = ρ⃗(u) � óðàâíåíèå íåêîòîðîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé (ñ íåíóëåâûì êðó÷åíè-
åì), íàçûâàåòñÿ ëèíåé÷àòîé. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî u � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð
íà êðèâîé, à |⃗a(u)| = 1.

Ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ðàçâåðòûâàþùåéñÿ, åñëè âäîëü îáðàçóþùåé
êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü îäíà è òà æå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òàêàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâà-
åòñÿ êîñîé ëèíåé÷àòîé.

Ëåììà 3.19.1 Ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ðàçâåðòûâàþùåéñÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà (ρ⃗ ′, a⃗ ′, a⃗) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì: {
∂ur⃗ = ρ⃗ ′ + va⃗ ′,
∂v r⃗ = a⃗.

Íàéäåì âåêòîð íîðìàëè:

N⃗ = [∂ur⃗, ∂v r⃗] = [ρ⃗ ′ + va′, a⃗] = [ρ⃗ ′, a⃗] + v[⃗a ′, a⃗].

Åñëè [⃗a′, a⃗] = 0, òî N⃗ ñ î÷åâèäíîñòüþ íå çàâèñèò îò v, íî è óñëîâèå òåîðåìû âûïîëíåíî
òðèâèàëüíî. Åñëè [⃗a′, a⃗] ̸= 0, òî ïîëîæèì b⃗ = [⃗a′, a⃗] = 0. Òîãäà òðè âåêòîðà a⃗′, a⃗, b⃗
âçàèìíî îðòîãîíàëüíû.

Ñòàöèîíàðíîñòü âåêòîðà N⃗ âäîëü îáðàçóþùåé îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ N⃗ íå
ìåíÿåò íàïðàâëåíèÿ âäîëü îáðàçóþùåé. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî

[∂vN⃗ , N⃗ ] = 0 ∼
[
[ρ⃗ ′, a⃗] + v⃗b, b⃗

]
= 0 ∼

[
[ρ⃗ ′, a⃗], b⃗

]
= 0.
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Ðàñêðûâàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî ôîðìóëå äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èìå-
åì:

0 = a⃗
⟨
ρ⃗ ′, b

⟩
− ρ⃗ ′⟨ a⃗, b⃗ ⟩ = a⃗(ρ⃗ ′, a⃗′, a⃗)

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 3.19.2 Ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ðàçâåðòûâàþùåéñÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ãàóññîâà êðèâèçíà K ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

∂ur⃗ = ρ⃗ ′ + va⃗ ′ ∂v r⃗ = a⃗

∂uur⃗ = ρ⃗ ′′ + va⃗ ′′ ∂uv r⃗ = a⃗ ′ ∂vv r⃗ = 0

N⃗ = [ρ⃗ ′, a⃗] + v[⃗a ′, a⃗].

Ìàòðèöà ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïðèíèìàåò âèä

g =

(
|ρ⃗ ′ + va⃗ ′|2

⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩
1

)
,

à ìàòðèöà âòîðîé

B =
1

|N⃗ |

( ⟨
ρ⃗ ′′ + va⃗ ′′, N⃗

⟩
(⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗)

(⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗) 0

)
Íî òàê êàê |N⃗ | =

√
det g, òî

detB = − 1

det g
(⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗)2.

Çíà÷èò, ãàóññîâà êðèâèçíà ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

K =
detB

det g
= − (⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗)2(

|ρ⃗ ′ + va⃗ ′|2 −
⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩2)2
Î÷åâèäíî, ÷òî

K = 0 ∼ −(⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗)2 = 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëîêàëüíîå ñòðîåíèå ðàçâåðòûâàþùåéñÿ ïîâåðõíîñòè îïèñûâåòñÿ ñëåäóþùåé òåî-
ðåìîé.

Ëåììà 3.19.3 Âñÿêàÿ ðàçâåðòûâàþùàÿñÿ ïîâåðõíîñòü ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ öèëèí-
äðîì, êîíóñîì èëè òîðñîì

Óñëîâèå ðàçâåðòûâàíèÿ òðèâèàëüíî âûïîëíåíî â ñëó÷àÿõ

• ρ⃗ ′ = 0 � ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì;
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Ðèñ. 3.8: Íàïðàâëÿþùèé ýëëèïñ (êðàñíàÿ ëèíèÿ) è ñòðèêöèîííàÿ ëèíèÿ (çåëåíàÿ) íà

ïîâåðõíîñòè îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà x2

9 + y2 − z2 = 1.

• a⃗ ′ = 0 � ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðîì.

Â ñëó÷àå ρ⃗ ′ ̸= 0 è a⃗′ ̸= 0 ïîëó÷èì òîðñ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èç ñëåäóþùèõ
ðàññóæäåíèé.

Îïðåäåëåíèå 3.19.1 Ëèíèÿ γ⃗(u) íà ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè r⃗ = ρ⃗ + v a⃗(u) íàçû-
âàåòñÿ ãîðëîâîé (ñòðèêöèîííîé) åñëè â òî÷êàõ ýòîé ëèíèè

⟨
γ⃗′, a⃗′

⟩
= 0.

Ëåììà 3.19.4 Íà íåöèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè (⃗a′ ̸= 0) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí-
íà ãîðëîâàÿ ëèíèÿ (âîçìîæíî, íå ðåãóëÿðíàÿ)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì v = v(u) â ïðåäïîëîæåíèè ãëàäêîñòè ýòîé ôóíêöèè.
Òîãäà ëèíèÿ γ⃗(u) = ρ⃗ (u) + v(u) a⃗(u) ëåæèò íà äàííîé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè. Ïî-
òðåáóåì

⟨
ρ⃗ ′
∗, a⃗

′ ⟩ = 0. Èìååì⟨
ρ⃗ ′ + v′a⃗+ va⃗′, a⃗′

⟩
=
⟨
ρ⃗ ′, a⃗′

⟩
+ v
⟨
a⃗′, a⃗′

⟩
= 0

Îòñþäà

v(u) = −
⟨
ρ⃗ ′, a⃗′

⟩
|⃗a′|2

,

à çíà÷èò

γ⃗ = ρ⃗ −
⟨
ρ⃗ ′, a⃗′

⟩
|⃗a′|2

a⃗.

Çàìå÷àíèå. Åñëè γ⃗′ ≡ 0, òî γ⃗ = c⃗ = (const), à çíà÷èò ïîâåðõíîñòü ïàðàìåòðè-

çóåòñÿ â âèäå ρ⃗ = c⃗ +

⟨
ρ⃗ ′ ,⃗a′

⟩
|⃗a′|2 a⃗ è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ êîíè÷åñêîé. Â îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ ãîðëîâàÿ ëèíèÿ ðåãóëÿðíà.

Ëåììà 3.19.5 Íåöèëèíäðè÷åñêàÿ è íåêîíè÷åñêàÿ ðàçâåðòûâàþùàÿñÿ ïîâåðõíîñòü
ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ, îáðàçîâàííîé êàñàòåëüíûìè ñâîåé ãîðëîâîé ëèíèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåì ãîðëîâóþ ëèíèþ â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåé äëÿ ïîâåðõíî-
ñòè. Òîãäà èìååì äâà óñëîâèÿ: (γ⃗′, a⃗′, a⃗) = 0⟨

γ⃗′, a⃗ ′ ⟩ = 0
∼


⟨
γ⃗′, b⃗

⟩
= 0⟨

γ⃗′, a⃗ ′ ⟩ = 0

Òàê êàê a⃗, a⃗′ è b⃗ = [⃗a′, a⃗] âçàèìíî îðòîãîíàëüíû, òî

γ⃗′ = λa⃗ ∼ a⃗ =
γ⃗′

|γ⃗′|
,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóþùàÿ Ëåììà.

Ëåììà 3.19.6 Åñëè F2 � àíàëèòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êðèâèçíîé K ≡ 0, òî ëî-
êàëüíî F2 ÿâëÿåòñÿ ëèíåé÷àòîé ðàçâåðòûâàþùåéñÿ ïîâåðõíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü F2 � àíàëèòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êðèâèçíîé K ≡ 0, òîãäà ïî êðàéíå ìåðå
ëîêàëüíî îäíà èç ãëàâíûõ êðèâèçí, ñêàæåì, k2 ≡ 08. Ïóñòü (u, v) � êîîðäèíàòíàÿ ñåòü
èç ëèíèé êðèâèçíû. Òîãäà èç ôîðìóë Ðîäðèãà

nv = 0.

Èç ôîðìóë Äàðáó (3.14) ñëåäóåò, òàêæå, ÷òî ëèíèè v � àñèìïòîòè÷åñêèå. Â òàêîì ñëó-
÷àå, óãîë ìåæäó âåêòîðîì ãëàâíîé íîðìàëè ýòèõ ëèíèé è íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè
ïîñòîÿíåí è ðàâåí π/2, à çíà÷èò êðó÷åíèå v - ëèíèè ðàâíî åå ãåîäåçè÷åñêîìó êðó-
÷åíèþ (3.18), êîòîðîå ðàâíî íóëþ, òàê êàê v - ëèíèè ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè êðèâèçíû.
Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ èç v - ëèíèé ëåæèò â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè ñ
íîðìàëüþ n⃗(u).

Ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà u, âåêòîð

r⃗(u, v)− r⃗(u, v0)

ëåæèò â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè ñ íîðìàëüþ n⃗(u), òàê êàê îí "ñîåäè-
íÿåò"òî÷êó ñ r⃗(u, v) ñ òî÷êîé r⃗(u, v0), ò.å., äâå òî÷êè íà v - ëèíèè, à îíà âñÿ ëåæèò â
ñîîòâåòñòâóþùåé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî,⟨

r⃗(u, v)− r⃗(u, v0), n⃗(u)
⟩
≡ 0.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî u ïðèâîäèò ê ñèñòåìå
⟨
r⃗(u, v)− r⃗(u, v0), n⃗(u)

⟩
≡ 0,⟨

r⃗(u, v)− r⃗(u, v0), n⃗ ′(u)
⟩
≡ 0.

(3.26)

8Áåç òðåáîâàíèÿ àíàëèòè÷íîñòè ýòî óòâåðæäåíèå íå âåðíî. Ñì. Òåîðåìó 1.4.2
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Åñëè n⃗′(u) = 0, òî è âòîðàÿ ãëàâíàÿ êðèâèçíà ðàâíà íóëþ, à çíà÷èò ïîâåðõíîñòü
ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îìáèëè÷åñêîé ñ íóëåâîé êðèâèçíîé, ò.å., ïëîñêîñòüþ (Òåîðåìà 3.13.1)
è äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïóñòü n⃗′(u) ̸= 0. Òîãäà ïîëîæèì

a⃗(u) =
[n⃗′, n⃗]

|[n⃗′, n⃗]|
.

Çàìåòèì, ÷òî èç ôîðìóë Ðîäðèãà ñëåäóåò, ÷òî n⃗′ = −k1∂ur⃗. Íî òîãäà

a⃗ ∥ ∂v r⃗ (3.27)

òàê êàê êîîðäèíàòíûå íà ïîâåðõíîñòè ëèíèè îðòîãîíàëüíû.
Èç (3.26) ñëåäóåò

r⃗(u, v) = r⃗(u, v0) + t(u, v)⃗a(u),

ãäå t(u, v) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî t′u = 0, à t′v ̸= 0. Äåéñòâèòåëüíî,

∂v r⃗ = t′va⃗ ̸= 0

òàê êàê ïîâåðõíîñòü ðåãóëÿðíà, à çíà÷èò

t′v ̸= 0. (3.28)

Òàê êàê êîîðäèíàòíàÿ ñåòü ñîñòîèò èç ëèíèé êðèâèçíû, òî⟨
∂ur⃗, ∂v r⃗

⟩
≡ 0,

à çíà÷èò ⟨
∂ur⃗(u, v0) + t′ua⃗+ t⃗a ′, t′va⃗

⟩
≡ 0

Èç åäèíè÷íîñòè ïîëÿ a⃗ è (3.27) ñëåäóåò

t′vt
′
u ≡ 0.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.28), çàêëþ÷àåì t′u ≡ 0.
Â òàêîì ñëó÷àå, (3.28) ïîçâîëÿåò ëîêàëüíî ïåðåéòè îò ïàðàìåòðà v ê ïàðàìåòðó t.

Ïðè ýòîì v- ëèíèè ïåðåõîäÿò â t- ëèíèè, à ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè
ïðèíèìàåò âèä:

r⃗(u, t) = r⃗(u, t0) + t⃗a(u),

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå
ρ⃗ (u) = r⃗(u, t0).

âûäåëÿåò íà ïîâåðõíîñòè íåêîòîðóþ êðèâóþ, òàê ÷òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

r⃗(u, t) = ρ⃗ (u) + t⃗a(u).

Ïîýòîìó, íàøà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ëèíåé÷àòîé, à ïî Ëåììå 3.19.2 îíà ÿâëÿåòñÿ
ðàçâåðòûâàþùåéñÿ.

Òåîðåìà 3.19.1 äîêàçàíà.
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Óïðàæíåíèå 3.19.1 Äîêàæèòå, ÷òî ãîðëîâàÿ ëèíèÿ ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè
åñòü ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ãäå ðàâíà íóëþ ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà îðòîãî-
íàëüíîé òðàåêòîðèè îáðàçóþùèõ.

Óïðàæíåíèå 3.19.2 Äîêàæèòå, ÷òî ãîðëîâàÿ ëèíèÿ ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè
åñòü ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê îáðàçóþùèõ, â êîòîðûõ ãàóññîâà êðèâèçíà ïî-
âåðõíîñòè ìèíèìàëüíà9 âäîëü îáðàçóþùåé.

Óïðàæíåíèå 3.19.3 Äîêàæèòå, ÷òî â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåé ëèíåé÷àòîé ïî-
âåðõíîñòè âñåãäà ìîæíî âçÿòü îäíó èç îðòîãîíàëüíûõ òðàåêòîðèé îáðàçóþùèõ.

Èç Òåîðåìû 3.19.1 ñëåäóåò ëþáîïûòíîå íàáëþäåíèå, ïðèíàäëåæàùåå Áåëüòðàìè,
ñâÿçàííîå ñ ðàçâåðòûâàíèåì íà ïëîñêîñòü êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòè. À èìåííî, ðàññìîò-
ðèì âäîëü äàííîé êðèâîé γ⃗ (s) íà ïîâåðõíîñòè ñåìåéñòâî êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé:⟨

R⃗− γ⃗ (s), n⃗(s)
⟩
= 0.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó s ïðèâîäèò ê ñèñòåìå:{ ⟨
R⃗− γ⃗ (s), n⃗(s)

⟩
= 0,⟨

R⃗− γ⃗ (s), n⃗′(s)
⟩
= 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà ïðèíàäëåæèò ïîâåðõ-
íîñòè (ò.í., îãèáàþùåé)

R⃗(s, t) = γ⃗ (s) + t a⃗(s),

ãäå a⃗ = n⃗ × n⃗′. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ðàçâåðòûâàþùåéñÿ. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîâåðèòü (Ëåììà 3.19.1), ÷òî

(γ⃗ ′, a⃗ ′, a⃗) = 0.

Íî ýòî ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíî, òàê êàê

γ⃗ ′ = τ⃗ ⊥ n⃗, a⃗ = n⃗× n⃗′ ⊥ n⃗, a⃗ ′ = n⃗× n⃗′′ ⊥ n⃗,

à çíà÷èò γ⃗ ′, a⃗ ′ è a⃗ ëèíåéíî çàâèñèìû.
Ïîñòðîåííàÿ ðàçâåðòûâàþùàÿñÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíîé ïîëîñîé.

ßñíî, ÷òî ïîâåðõíîñòíàÿ ïîëîñà è ïîâåðõíîñòü êàñàþòñÿ âäîëü çàäàííîé ëèíèè (ó íèõ
îáùàÿ íîðìàëü, à çíà÷èò è êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü), ïîýòîìó ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà
äàííîé êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè ðàâíà ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíå ýòîé êðèâîé, êàê êðè-
âîé íà ïîëîñå. Íî ïîëîñó ìîæíî ðàçâåðíóòü íà ïëîñêîñòü (ïî èçîìåòðèè). Çíà÷èò,
ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðèâîé ïåðåéäåò â îáû÷íóþ êðèâèçíó ðàçâåðíóòîé ëèíèè (!).
Åñëè òàê, òî ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ ðàçâåðíåòñÿ â ïðÿìóþ, êðèâàÿ ñ ïîñòîÿííîé ãåîäå-
çè÷åñêîé êðèâèçíîé � â äóãó îêðóæíîñòè è ò.ä.

Äëÿ ïðèìåðà, ðàññìîòðèì îêðóæíîñòè íà ñôåðå. Åñëè îêðóæíîñòü áîëüøàÿ, òî
ïîâåðõíîñòíîé ïîëîñîé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòü êðóãîâîãî öèëèíäðà, à áîëüøàÿ îêðóæíîñòü
áóäåò îêðóæíîñòüþ íà öèëèíäðå, êîòîðàÿ îðòîãîíàëüíà îáðàçóþùèì. Ïðè ðàçâåð-
òûâàíèè íà ïëîñêîñòü, ýòà îêðóæíîñòü ïåðåéäåò â îòðåçîê ïðÿìîé. Çíà÷èò, áîëüøàÿ

9íî ìàêñèìàëüíà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
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îêðóæíîñòü íà ñôåðå ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé. Åñëè îêðóæíîñòü ìàëàÿ, òî ïîëîñîé áó-
äåò ÷àñòü ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà ("øàïî÷êà"íàä ñôåðîé). Ïðè ðàçâåðòûâàíèè íà
ïëîñêîñòü, îêðóæíîñòü ïåðåéäåò â ÷àñòü îêðóæíîñòè, ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí äëèíå îá-
ðàçóþùåé êîíóñà. Çíà÷èò, ìàëàÿ îêðóæíîñòü íà ñôåðå ÿâëÿåòñÿ êðèâîé ñ ïîñòîÿííîé
ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíîé. Èç ýëåìåíòàðíî-ãåîìåòðè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ëåãêî ñëåäóåò,

÷òî kg =

√
R2 − r2
Rr

, ãäå R � ðàäèóñ ñôåðû, à r � âíåøíèé (ïðîñòðàíñòâåííûé) ðàäèóñ
îêðóæíîñòè.

3.20 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ òåîðèè ïîâåðõíîñòåé.

3.20.1 Äåðèâàöèîííûå ôîðìóëû Ãàóññà è Âåéíãàðòåíà.

Ïóñòü F 2 ⊂ E3 ïîâåðõíîñòü, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèåé r⃗ : D2 → E3. Ïóñòü
n⃗ � ïîëå åäèíè÷íûõ íîðìàëåé íà ïîâåðõíîñòè. Òîãäà íàáîð âåêòîð-ôóíêöèé{

∂1r⃗, ∂2r⃗, n⃗
}
: D2 → E3 (3.29)

ñîñòàâëÿåò íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîð-ôóíêöèé è ïîýòîìó âñå ïîñëåäóþùèå
èõ ïðîèçâîäíûå ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû ïî óêàçàííîìó áàçèñó.

Óòâåðæäåíèå 3.20.1 Äëÿ ïîâåðõíîñòè Fn ⊂ En+1 êëàññà C2 èìåþò ìåñòî ðàçëî-
æåíèÿ

∂ikr⃗ = Γs
ik∂sr⃗ + bikn⃗, (Ãàóññà)

∂in⃗ = −asi∂sr⃗, (Âåéíãàðòåíà)

ãäå B = (bik) � ìàòðèöà âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû, A = (ask) � ìàòðèöà
Âåéíãàðòåíà, Γs

ik � íåêîòîðûé íàáîð ôóíêöèé (ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ âòîðîãî ðîäà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæåíèå Âåéíãàðòåíà áûëî ïîëó÷åíî íàìè ðàíåå, ôîðìóëà 3.11.
Ðàçëîæåíèå Ãàóññà ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì ðàçëîæåíèåì ∂ikr⃗ ïî áàçèñó (3.29) ñ òåì
çàìå÷àíèåì, ÷òî ïðîåêöèÿ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ íà âåêòîð n⃗ ðàâíà bik, òàê êàê, ïî îïðå-
äåëåíèþ ìàòðèöû âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû, bik =

⟨
∂ikr⃗, n⃗

⟩
.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ïåðâîãî ðîäà Γik,m:

Γik,m =
⟨
∂ikr⃗, ∂mr⃗

⟩
.

Óòâåðæäåíèå 3.20.2 Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà îïðåäåëÿþòñÿ
ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé ïîâåðõíîñòè è âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

Γik,m =
1

2
(∂igkm + ∂kgim − ∂mgik)

Γs
ik = Γik,mg

ms,

ãäå gsm � êîìïîíåíòû ìàòðèöû g−1, îáðàòíîé ê ìàòðèöå ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé
ôîðìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû,
gik =

⟨
∂ir⃗, ∂kr⃗

⟩
. Ïîýòîìó

∂igkm = ∂i
⟨
∂kr⃗, ∂mr⃗

⟩
=
⟨
∂kir⃗, ∂mr⃗

⟩
+
⟨
∂kr⃗, ∂mir⃗

⟩
∂kgim = ∂k

⟨
∂ir⃗, ∂mr⃗

⟩
=
⟨
∂ikr⃗, ∂mr⃗

⟩
+
⟨
∂ir⃗, ∂mkr⃗

⟩
∂mgik = ∂m

⟨
∂ir⃗, ∂kr⃗

⟩
=
⟨
∂imr⃗, ∂kr⃗

⟩
+
⟨
∂ir⃗, ∂kmr⃗

⟩
Òàê êàê âåêòîð-ôóíêöèÿ r⃗ ðåãóëÿðíà êëàññà C2, òî ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå íå çàâè-
ñÿò îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ñêëàäûâàÿ ïåðâûå äâà âûðàæåíèÿ è âû÷èòàÿ
òðåòüå, ïîëó÷èì òðåáóåìóþ ôîðìóëó äëÿ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ ïåðâîãî ðîäà.

Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ âòîðîãî ðîäà íàéäåì óìíîæàÿ ñêàëÿðíî ðàçëîæåíèå Ãàóñ-
ñà íà âåêòîð-ôóíêöèþ ∂j r⃗. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

Γik,j = Γs
ik

⟨
∂sr⃗, ∂j r⃗

⟩
= Γs

ikgsj .

Óìíîæàÿ ðàâåíñòâî íà gjm è ñóììèðóÿ ïî j, ïîëó÷èì

Γik,j g
jm = Γs

ik gsj g
jm = Γs

ik δ
m
s = Γm

ik.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü òåîðåìó, îòêðûâøóþ ïóòü ê âíóòðåííåé ãåîìåòðèè
ïîâåðõíîñòåé.

Òåîðåìà 3.20.1 (Òåîðåìà Ãàóññà) Ãàóññîâà êðèâèçíà C3-ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû â âèäå

K =
∂1Γ22,1 − ∂2Γ21,1 + Γs

12Γ12,s − Γs
22Γ11,s

g11g22 − g212
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ, êàê ìû çíàåì, ïî
ôîðìóëå

K =
b11b22 − b212
g11g22 − g212

.

Èç ðàçëîæåíèÿ Ãàóññà
b11n⃗ = ∂11r⃗ − Γs

11 ∂sr⃗,

b22n⃗ = ∂22r⃗ − Γs
22 ∂sr⃗,

b12n⃗ = ∂12r⃗ − Γs
12 ∂sr⃗.

Ïîýòîìó

b11b22 − b212 =
⟨
∂11r⃗ − Γk

11 ∂kr⃗, ∂22r⃗ − Γs
22 ∂sr⃗

⟩
−
⟨
∂12r⃗ − Γs

12 ∂sr⃗, ∂12r⃗ − Γk
12 ∂kr⃗

⟩
=⟨

∂11r⃗, ∂22r⃗
⟩
−
⟨
Γk
11 ∂kr⃗, ∂22r⃗

⟩
−
⟨
∂11r⃗,Γ

s
22 ∂sr⃗

⟩
+
⟨
Γk
11 ∂kr⃗,Γ

s
22 ∂sr⃗

⟩
−⟨

∂12r⃗, ∂12r⃗
⟩
+
⟨
Γs
12 ∂sr⃗, ∂12r⃗

⟩
+
⟨
∂12r⃗,Γ

k
12 ∂kr⃗

⟩
−
⟨
Γs
12 ∂sr⃗,Γ

k
12 ∂kr⃗

⟩
=⟨

∂11r⃗, ∂22r⃗
⟩
− Γk

11Γ22,k − Γs
22Γ11,s + Γk

11Γ
s
22gks−⟨

∂12r⃗, ∂12r⃗
⟩
+ Γs

12Γ12,s + Γk
12Γ12,k − Γk

12Γ
s
12gks.
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Ïîä÷åðêíóòûå ñëàãàåìûå ðàâíû ìåæäó ñîáîé, à îñòàâøèåñÿ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ
ëåãêî ïðåîáðàçóþòñÿ⟨

∂11r⃗, ∂22r⃗
⟩
= ∂1

⟨
∂1r⃗, ∂22r⃗

⟩
−
⟨
∂1r⃗, ∂221r⃗

⟩
= ∂1Γ22,1 −

⟨
∂1r⃗, ∂221r⃗

⟩
,⟨

∂12r⃗, ∂12r⃗
⟩
= ∂2

⟨
∂1r⃗, ∂12r⃗

⟩
−
⟨
∂2r⃗, ∂121r⃗

⟩
= ∂2Γ12,1 −

⟨
∂1r⃗, ∂122r⃗

⟩
,

Ïîýòîìó ⟨
∂11r⃗, ∂22r⃗

⟩
−
⟨
∂12r⃗, ∂12r⃗

⟩
= ∂1Γ22,1 − ∂2Γ12,1.

Òàêèì îáðàçîì,

b11b22 − b212 = ∂1Γ22,1 − ∂2Γ12,1 + Γs
12Γ12,s − Γs

22Γ11,s

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

3.20.2 Óðàâíåíèÿ Ãàóññà è Êîäàööè. Òåðåìà Áîííå.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû âûâåäåì óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ìàòðèöû ïåðâîé è âòîðîé ôóí-
äàìåíòàëüíûõ ôîðì.

Òåîðåìà 3.20.2 Ïóñòü Fn ⊂ En+1 ïîâåðõíîñòü êëàññà C3 ñ ïåðâîé ôóíäàìåíòàëü-
íîé ôîðìîé g = (gik) è âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé B = (bik). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Γm
ik è Γik,m ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ôîðìû g è ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

∇jbik = ∂jbik − Γs
jibsk − Γs

jkbis.

Òîãäà èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà

∂jΓik,m − ∂kΓij,m + Γs
ijΓmk,s − Γs

ikΓmj,s = bikbjm − bijbkm Ãàóññà

∇jbik = ∇kbij Êîäàööè
(3.30)

äëÿ âñåõ êîìáèíàöèé èíäåêñîâ i, j, k,m.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 2 íåòðèâèàëüíûå êîìáèíàöèè ñîñòàâëÿþò

∂1Γ22,1 − ∂2Γ21,1 + Γs
12Γ12,s − Γs

22Γ11,s = b22b11 − b212 Ãàóññà

∇1b22 = ∇2b12, ∇2b11 = ∇1b12 Êîäàööè

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r⃗ : Dn → En+1 ïàðàìåòðèçàöèÿ êëàññà C3 ðàññìàòðèâàåìîé
ïîâåðõíîñòè. Òîãäà

∂ikj r⃗ = ∂ijkr⃗

äëÿ âñåõ êîìáèíàöèé èíäåêñîâ. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ Ãàóññà è Âåéíãàðòåíà, íàéäåì

∂ikj r⃗ = ∂j(∂ikr⃗) = ∂j(Γ
s
ik∂sr⃗ + bikn⃗) = ∂jΓ

s
ik∂sr⃗ + Γs

ik∂sj r⃗ + ∂jbikn⃗+ bik∂jn⃗ =

∂jΓ
s
ik∂sr⃗ + Γs

ik(Γ
m
sj∂mr⃗ + bsjn⃗) + ∂jbikn⃗− bikasj∂sr⃗ =

(∂jΓ
m
ik + Γs

ikΓ
m
sj − bikamj )∂mr⃗ + (∂jbik + Γs

ikbsj)n⃗.
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Âûðàæåíèå äëÿ ∂ijkr⃗ ïîëó÷èì çàìåíîé èíäåêñîâ k → j, j → k â ïîñëåäíåì âûðàæå-
íèè. Ïðèðàâíèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ïðè ∂mr⃗, ïîëó÷èì

∂jΓ
m
ik − ∂kΓm

ij + Γs
ikΓ

m
sj − Γs

ijΓ
m
sk = bika

m
j − bijamk . (3.31)

Ïðèðàâíèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ïðè n⃗, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

∂jbik + Γs
ikbsj = ∂kbij + Γs

ijbsk. (3.32)

Ðàâåíñòâî (3.31) åñòü ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ Ãàóññà. ×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, ñäå-
ëàåì çàìåíó m → α, óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà gαm è ïðîñóììèðóåì ïî α.
Ïîëó÷èì

gαm∂jΓ
α
ik − gαm∂kΓα

ij + Γs
ikΓsj,m − Γs

ijΓsk,m = bikbjm − bijbkm. (3.33)

Âíåñåì gαm ïîä äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïîëüçóÿñü òðèâèàëüíûì òîæäåñòâîì

∂jgαm = ∂j
⟨
∂αr⃗, ∂mr⃗

⟩
=
⟨
∂αj r⃗, ∂mr⃗

⟩
+
⟨
∂αr⃗, ∂mj r⃗

⟩
= Γαj,m + Γmj,α.

Ïîëó÷èì:

∂j(gαmΓα
ik)− Γα

ik(Γαj,m + Γmj,α)− ∂k(gαmΓα
ij) + Γα

ij(Γαk,m + Γmk,α)+

Γs
ikΓsj,m − Γs

ijΓsk,m.

Ïîä÷åðêíóòûå ñëàãàåìûå ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è çàìåíû èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ
α→ s óõîäÿò è òàêèì îáðàçîì ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.33) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

∂jΓik,m − ∂kΓij,m + Γs
ijΓmk,s − Γs

ikΓmj,s,

÷òî è òðåáîâàëîñü ïðîâåðèòü.
Ðàâåíñòâî (3.32) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ Êîäàööè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîìåíÿåì ìå-

ñòàìè áëîêè, ñîäåðæàùèå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ( ñ çàìåíîé ïîðÿäêà èíäåêñîâ)

∂jbik − Γs
jibsk = ∂kbij − Γs

kibsj

è âû÷òåì â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâíûå áëîêè âèäà Γs
jkbis. Ïîëó÷èì

∂jbik − Γs
jibsk − Γs

jkbis = ∂kbij − Γs
kibsj − Γs

kjbis,

÷òî è îçíà÷àåò ðàâåíñòâî
∇jbik = ∇kbij

Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ Ãàóññà (3.30) îáðàçóåò òàê íàçûâàåìûé òåíçîð Ðèìàíà òèïà
(0,4). Åãî êîìïîíåíòû Rmkji îïðåäåëÿþòñÿ êàê

Rmkji = ∂jΓik,m − ∂kΓij,m + Γs
ijΓmk,s − Γs

ikΓmj,s

Ôîðìóëà (3.31) îïðåäåëÿåò òåíçîð Ðèìàíà òèïà (1,3). Åãî êîìïîíåíòû Rm
kji îïðåäåëÿ-

þòñÿ êàê
Rm

kji = ∂jΓ
m
ki − ∂kΓm

ji + Γs
kiΓ

m
js − Γs

jiΓ
m
ks.
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Â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóëû (3.31) ê ôîðìóëå (3.30) ìû ôàêòè÷åñêè óñòàíî-
âèëè ñâÿçü ìåæäó êîìïîíåíòàìè ýòèõ òåíçîðîâ

Rmkji = gmsR
s
kji.

Óðàâíåíèÿ Ãàóññà è Êîäàööè ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè â òåîðåìå Áîííå îá îïðåäåëå-
íèè ïîâåðõíîñòè ïî çàäàííûìè ïåðâîé è âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíûìè ôîðìàìè.

Òåîðåìà 3.20.3 (Áîííå) Ïóñòü â íåêîòîðîé îáëàñòè Dn çàäàíû äâå êâàäðàòè÷íûå
ôîðìû g è B, ïðè÷åì ôîðìà g ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Åñëè êîýôôèöèåíòû ýòèõ
ôîðì óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Ãàóññà è Êîäàööè, òî â ïðîñòðàíñòâå En+1 ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïîâåðõíîñòü,
äëÿ êîòîðîé çàäàííûå ôîðìû ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîé è âòîðîé ôóíäà-
ìåíòàëüíûìè ôîðìàìè.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü r⃗ : D2 → E3 íåèçâåñòíàÿ âåêòîð-
ôóíêöèÿ. Ïî çàäàííîé ìàòðèöå g ñîñòàâèì ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, íàéäåì ìàòðèöó
Âåéíãàðòåíà A = g−1B è ôîðìàëüíî çàïèøåì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
íà âåêòîð-ôóíêöèè r⃗ è n⃗, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

⟨
n⃗, ∂ir⃗

⟩
= 0, âèäà ðàçëîæåíèÿ Ãàóññà-

Âåéíãàðòåíà {
∂ikr⃗ = Γs

ik∂sr⃗ + bikn⃗,

∂in⃗ = −asi∂sr⃗.
Óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ýòîé ñèñòåìû èìåþò âèä{

∂ikj r⃗ = ∂ijkr⃗

∂ikn⃗ = ∂kin⃗

ßñíî, ÷òî ïåðâîå èç ýòèõ óñëîâèé ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì Ãàóññà è Êîäàööè íà êîýô-
ôèöèåíòû çàäàííûõ ôîðì. Íî ïî óñëîâèþ, ýòè óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþòñÿ.

Âòîðîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè ïðèâîäèò ê äâóì ðàâåíñòâàì{
∂ja

m
k + Γm

jsa
s
k = ∂ka

m
j + Γm

ksa
s
j ,

askbjs = asjbks,

ïåðâîå èç êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ Êîäàööè, à âòîðîå óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæ-
äåñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà èíòåãðèðóåìà. Åäèíñòâåííîñòü äîêàçûâàåòñÿ
ïóòåì ñîâìåùåíèÿ äâèæåíèåì íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ çàäà÷è Êîøè ñèñòåìû Ãàóññà-
Âåéíãàðòåíà.

3.21 Ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè.

3.21.1 Âíóòðåííåå óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè.

Ðàíåå ìû ïîëó÷èëè âûðàæåíèå äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû êðèâîé èñõîäÿ èç âíåø-
íåé ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðèâîé ïîëíî-
ñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ åå âíóòðåííèì çàäàíèåì è ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ïîâåðõ-
íîñòè. Òî åñòü, ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðèâîé ïðèíàäëåæèò âíóòðåííåé ãåîìåòðèè
ïîâåðõíîñòè.
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Óòâåðæäåíèå 3.21.1 Ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðèâîé γ ⊂ F 2 îïðåäåëÿåòñÿ ñàìîé
êðèâîé è âíóòðåííå ãåîìåòðèåé ïîâåðõíîñòè F 2. À èìåííî,

kg(s) =
√

det g

(
du1

ds

(
d2u2

ds2
+ Γ2

ik

dui

ds

duk

ds

)
− du2

ds

(
d2u1

ds2
+ Γ1

ik

dui

ds

duk

ds

))
äëÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé, è

kg(t) =

√
det g

|γ ′|3

(
du1

dt

(
d2u2

dt2
+ Γ2

ik

dui

dt

duk

dt

)
− du2

dt

(
d2u1

dt2
+ Γ1

ik

dui

dt

duk

dt

))
,

ãäå |γ ′| =
√
gik

dui

dt

duk

dt
, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

γ⃗ = r⃗ ◦ γ ,

γ⃗ ′ = ∂ir⃗
dui

ds
,

γ⃗ ′′ = ∂ikr⃗
dui

ds

duk

ds
+ ∂ir⃗

d2ui

ds2
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì Ãàóññà, òîãäà èìååì

γ⃗ ′′ = (Γm
ik∂mr⃗ + bikn⃗)

dui

ds

duk

ds
+ ∂mr⃗

d2um

ds2
=(
d2um

ds2
+ Γm

ik

dui

ds

duk

ds

)
∂mr⃗ + bik

dui

ds

duk

ds
n⃗.

Ñëåäîâàòåëüíî,

kg(s) =

(
∂ir⃗

dui

ds
,

(
d 2um

ds2
+ Γm

ik

dui

ds

duk

ds

)
∂mr⃗ + bik

dui

ds

duk

ds
n⃗, n⃗

)
=(

du1

ds

(
d2u2

ds2
+ Γ2

ik

dui

ds

duk

ds

)
− du 2

ds

(
d2u1

ds2
+ Γ1

ik

dui

ds

duk

ds

))
(∂1r⃗, ∂2r⃗, n⃗).

Çàìåòèì, ÷òî

(∂1r⃗, ∂2r⃗, n⃗) =
⟨
[∂1r⃗, ∂2r⃗],

[∂1r⃗, ∂2r⃗]

|[∂1r⃗, ∂2r⃗]|
⟩
= | [∂1r⃗, ∂2r⃗] | =

√
det g

Óïðàæíåíèå 3.21.1 Âûâåñòè ôîðìóëó ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé.

Çàìå÷àíèå. Âûðàæåíèå äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå,
áîëåå óäîáíîì äëÿ âû÷èñëåíèé. Äëÿ ýòîãî, ïðîèçâîäíûå îáîçíà÷èì òî÷êîé íàä ïàðà-
ìåòðîì. Òîãäà

kg(t) =

√
det g

|γ ′|3g

(
u̇1ü2 − ü1u̇2 +

(
u̇1Γ2

ik − u̇2Γ1
ik

)
u̇iu̇k

)
. (3.34)

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âû÷èñëåíèå ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû êðèâîé ìîæíî óïðî-
ñòèòü ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.



3.21. ÃÅÎÄÅÇÈ×ÅÑÊÈÅ ËÈÍÈÈ. 155

Ñëåäñòâèå 3.21.1 Åñëè äâå ïîâåðõíîñòè ëîêàëüíî-èçîìåòðè÷íû, òî ãåîäåçè÷åñêèå
êðèâèçíû ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà íå çàâèñèò îò ïàðàìåò-
ðèçàöèè. Òîãäà ïàðàìåòðèçóåì ïîâåðõíîñòè F1, F2 îäíîé è òîé æå îáëàñòüþ ïàðàìåò-
ðîâ. Òîãäà âíóòðåííèå óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ ïî èçîìåòðèè ñîâïàäóò. Ó
êðèâûõ ïåðâûå ôóíäàìåíòàëüíûå ôîðìû è ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ñîâïàäàþò, ñëå-
äîâàòåëüíî ãåîäåçè÷åñêèå êðèâèçíû ðàâíû.

Îïðåäåëåíèå 3.21.1 Êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé (ëèíèåé)
åñëè â êàæäîé åå òî÷êå ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà ðàâíà íóëþ.

Óòâåðæäåíèå 3.21.2 Êðèâàÿ γ = {u1(s), u2(s)} ⊂ F 2 ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèè u1(s), u2(s) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèÿ 

d2u1

ds2
+ Γ1

ik

dui

ds

duk

ds
= 0,

d2u2

ds2
+ Γ2

ik

dui

ds

duk

ds
= 0.

(3.35)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó γ � ãåîäåçè÷åñêàÿ, ñëåäîâàòåëüíî γ⃗ ′′∥n⃗. Òîãäà

γ⃗ = r⃗ ◦ γ ,

γ⃗ ′ = ∂ir⃗
dui

ds
,

Îòêóäà,

γ⃗ ′′ = ∂ikr⃗
dui

ds

duk

ds
+ ∂ir⃗

d2ui

ds2
= (Γm

ik∂mr⃗ + bikν⃗)
dui

ds

duk

ds
+ ∂ir⃗

d2ui

ds2
=(

d2um

ds2
+ Γm

ik

dui

ds

duk

ds

)
∂mr⃗ + bik

dui

ds

duk

ds
n⃗.

Ñëåäîâàòåëüíî,
d2um

ds2
+ Γm

ik

dui

ds

duk

ds
= 0.

Ïðîåêöèÿ âåêòîðà γ⃗ ′′ íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîä-
íîé âäîëü êðèâîé åå âåêòîðà êàñàòåëüíîé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç D

ds . Òàê ÷òî ïî îïðåäå-
ëåíèþ

D

ds

dum

ds
=
d2um

ds2
+ Γm

ik

dui

ds

duk

ds
.

Áîëåå îáùî, äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ X⃗ = Xm(s)∂mr⃗|γ (s)

DXm

ds
=
dXm

ds
+ Γm

ikX
i(s)

duk

ds
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Çàìå÷àíèå. Åñëè ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé íå íàòóðàëüíà, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé
äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé èìååò âèä:

d2um

dt2
+ Γm

ik

dui

dt

duk

dt
=
dum

dt

s′′

s′
,

ãäå (′) îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî t. Äîêàæèòå.

Ñëåäñòâèå 3.21.2 ×åðåç äàííóþ òî÷êó â äàííîì íàïðàâëåíèè ïðîõîäèò åäèíñòâåí-
íàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ôèêñàöèÿ òî÷êè è íàïðàâëåíèÿ â ýòîé òî÷êå îçíà-
÷àåò çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû (3.35).

Çàìå÷àíèå. Óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîãî óðàâíåíèÿ,
íå çàâèñÿùåãî îò íàòóðàëüíîñòè ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (3.34),
à èìåííî,

u̇1ü2 − ü1u̇2 +
(
u̇1Γ2

ik − u̇2Γ1
ik

)
u̇iu̇k = 0.

Óïðàæíåíèå 3.21.2 Åñëè ïîâåðõíîñòè F1, F2 êàñàþòñÿ âäîëü êðèâîé γ, òî

k(1)g (γ) = k(2)g (γ).

Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, ïîêàæèòå, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà îêðóæíîñòè âíåø-

íåãî ðàäèóñà r íà ñôåðå ðàäèóñà R ðàâíà
√
R2−r2

Rr .

Ðàññìîòðèì âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü y > 0 äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (x, y).
Çàäàäèì íà ýòîé ïîëóïëîñêîñòè ìåòðèêó

ds2 =
R2(dx2 + dy2)

y2
.

Ïîëó÷åííîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ Ïóàíêàðå ïëîñêîñòè Ëîáà-
÷åâñêîãî. Ãàóññîâà êðèâèçíà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ðàâíà − 1

R2 .

Óòâåðæäåíèå 3.21.3 Ïóñòü γ = {x(t), y(t)} êðèâàÿ íà ïîëóïëîñêîñòè y > 0 ñ ìåò-
ðèêîé

ds2 =
dx2 + dy2

y2
.

Òîãäà åå ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà ðàâíà

kg = yk0 +
x′√

(x′)2 + (y′)2
,

ãäå k0 � êðèâèçíà ýòîé êðèâîé íà åâêëèäîâîé ïîëóïëîñêîñòè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ÿâíî
çàäàííîé êðèâîé y = y(x)

kg = yk0 +
1√

1 + (y′)2
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû

kg(t) =

√
det g

|γ ′|3

(
du1

dt

(
d2u2

dt2
+ Γ2

ik

dui

dt

duk

dt

)
− du2

dt

(
d2u1

dt2
+ Γ1

ik

dui

dt

duk

dt

))
.

Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ äàííîé ìåòðèêè èìåþò âèä

Γ1
11 = 0, Γ1

12 = − 1
y , Γ1

22 = 0,

Γ2
11 =

1
y , Γ2

12 = 0, Γ2
22 = − 1

y .

Êðîìå òîãî, √
det g =

1

y2
, |γ ′|2g =

(x′)2 + (y′)2

y2
.

Ïîýòîìó ôîðìóëà ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû ïðèìåò âèä

kg =
y

((x′)2 + (y′)2)3/2

[
x′y′′ − x′′y′ + (x′)2

(x′
y

)
+ 2x′y′

(y′
y

)
+ (y′)2

(
− x′

y

)]
=

y

((x′)2 + (y′)2)3/2

[
x′y′′ − x′′y′ + x′

y

(
(x′)2 + (y′)2

)]
= yk0 +

x′√
(x′)2 + (y′)2

Óïðàæíåíèå 3.21.3 Ïîêàæèòå, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà åâêëèäîâîé îêðóæíî-
ñòè ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå (a, b) íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñ ìåòðèêîé

ds2 =
R2(dx2 + dy2)

y2

ïîñòîÿííà è ðàâíà

kg =
b

Rr
.

Â ÷àñòíîñòè, åâêëèäîâû îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè íà îñè Ox ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷å-
ñêèìè ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè Ïóàíêàðå. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå, ïåðïåí-
äèêóëÿðíûå îñè Ox, òàê æå ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè â ýòîé ìîäåëè, à ïðÿìûå,
ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè Oy èìåþò ïîñòîÿííóþ ãåîäåçè÷åñêóþ êðèâèçíó kg = 1/R.

Óïðàæíåíèå 3.21.4 Ïîêàæèòå, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ñ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîð-
ìîé

ds2 = e2A(dx2 + dy2)

ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðèâîé

x = x(t), y = y(t)

âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé
kg = e−Ak0 − dA(νg)

ãäå k0 êðèâèçíà ýòîé êðèâîé íà Åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, νg � åäèíè÷íûé ïîëîæèòåëü-
íî îðèåíòèðîâàííûé âåêòîð íîðìàëè êðèâîé, dA(νg) � çíà÷åíèå 1-ôîðìû ãðàäèåíòà
ôóíêöèè A íà âåêòîðå νg.
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Óïðàæíåíèå 3.21.5 Ìåòðèêà ñôåðû ðàäèóñà R â êîíôîðìíûõ êîîðäèíàòàõ (ïðè
ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè íà ýêâàòîðèàëüíóþ ïëîñêîñòü) èìååò âèä

ds2 =
4R4

(R2 + x2 + y2)2
(dx2 + dy2).

Âû÷èñëèòå ãåîäåçè÷åñêóþ êðèâèçíó ïðîîáðàçîâ ïðÿìûõ ëèíèé è îêðóæíîñòåé åâêëè-
äîâîé ïëîñêîñòè íà ñôåðå.

Óïðàæíåíèå 3.21.6 Ïîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè íà ñôåðå ñîñòàâëÿþò åäèí-
ñòâåííîå ñåìåéñòâî êðèâûõ ïîñòîÿííîé ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû.

Óïðàæíåíèå 3.21.7 Íà ïîâåðõíîñòè êàñàòåëüíûõ âèíòîâîé ëèíèè (ãàóññîâà êðè-
âèçíà 0), ëèíèÿ, îïèñûâàåìàÿ îòðåçêîì ïîñòîÿííîé äëèíû, îòëîæåííûõ îò òî÷åê
êðèâîé íà åå êàñàòåëüíûõ, èìååò ïîñòîÿííóþ ãåîäåçè÷åñêóþ êðèâèçíó. Äîêàæèòå.

3.21.2 Ïîëóãåîäåçè÷åñêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Îïðåäåëåíèå 3.21.2 Ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ïîëóãåîäå-
çè÷åñêîé, åñëè îäíî ñåìåéñòâî êîîðäèíàòíûõ ëèíèé ñîñòîèò èç ãåîäåçè÷åñêèõ ëè-
íèé, à âòîðîå � èç èõ îðòîãîíàëüíûõ òðàåêòîðèé.

Ïîëóãåîäåçè÷åñêàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Óòâåðæäåíèå 3.21.4 Åñëè L(v) � ãëàäêàÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ
íà F 2, òî â îêðåñòíîñòè êðèâîé L ñóùåñòâóåò ïîëóãåîäåçè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäè-
íàn òàêàÿ, ÷òî îòíîñèòåëüíî ýòîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû

•
ds2 = du2 + f2(u, v)dv2; (3.36)

• âíóòðåííåå óðàâíåíè êðèâîé L(v) èìååò âèä u = 0, v = s;

• f(0, v) ≡ 1

• åñëè L(v) � ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ, òî fu(0, v) ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L(σ) � íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ, à
a⃗(σ) � ãëàäêîå ïîëå íîðìàëåé âäîëü L. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ γ σ(s),
âûõîäÿùèõ èç òî÷åê êðèâîé L â íàïðàâëåíèè âåêòîðîâ ïîëÿ a⃗(σ). Ôîðìàëüíî, ýòî
ñåìåéñòâî ìîæíî çàäàòü òàê. Ïóñòü{

u1 = u1(s, σ)
u2 = u2(s, σ)

óðàâíåíèå γ σ(s). Çàïèøåì óñëîâèå òîãî, ÷òî êðèâàÿ ñåìåéñòâà γσ(s) ÿâëÿåòñÿ íàòó-
ðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé ãåîäåçè÷åñêîé:

d2um

ds2
+ Γm

ikX
idu

i

ds

duk

ds
= 0. (3.37)
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Çàôèêñèðóåì íåîáõîäèìûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

um(0, σ) = Lm(σ);

dum

ds
(0, σ) = am(σ).

Òåì ñàìûì, ìû ïîëó÷èëè çàäà÷ó Êîøè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè, ãëàäêî çàâèñÿùèìè
îò ïàðàìåòðà. Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû

ui = ui(s, σ)

ãëàäêî çàâèñèìû îò s è σ.

Ðàññìîòðèì ýòî ðåøåíèå êàê îòîáðàæåíèå (s, σ)→ (u1, u2). Åñëè ýòî îòîáðàæåíèå
� ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì ãîìåîìîðôèçì, òî, ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåðõíîñòü äîïóñ-
êàåò ïàðàìåòðèçàöèþ ïàðàìåòðàìè (s, σ).

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó ßêîáè â òî÷êàõ êðèâîé L

J =


du1

ds

du1

dσ

du2

ds

du2

dσ


(0,σ)

=

(
a1(σ) (L1)′
a2(σ) (L2)′

)
.

Òàê êàê a⃗(σ) ⊥ L ′(σ), òî det J(0, σ) ̸= 0. Çíà÷èò ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü (ïî s) êðèâîé
L òàêàÿ, ÷òî det J ̸= 0 âî âñåé ýòîé îêðåñòíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííîå îòîáðà-
æåíèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì.

Ïàðàìåòðèçóåì ïîâåðõíîñòü ïàðàìåòðàìè (s, σ) ≡ (u, v). Ïóñòü ïåðâàÿ ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïàðàìåòðîâ èìååò âèä

ds2 = g11du
2 + 2g12 du dv + g22dv

2.

Ðàññìîòðèì êðèâóþ u = s, v = σ0. Òîãäà ds2 = g11(u, σ0)ds
2. Ñëåäîâàòåëüíî

g11(u, σ0) = 1 äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà σ0. Çíà÷èò g11(u, v) ≡ 1.

Ïî ïîñòðîåíèþ, êðèâûå çàäàííûå óðàâíåíèåì{
u = s;
v = σ0.

ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè. Òàê êàê d2u
ds2

= 0 è d2v
ds2

= 0, òî èç îáùåãî óðàâíåíèå ãåîäå-
çè÷åñêèõ íàéäåì, ÷òî Γm

11 ≡ 0, à çíà÷èò

Γ11,m = gmtΓ
t
11 ≡ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî g11 ≡ 1, ïîëó÷àåì ∂g12
∂u ≡ 0, òî åñòü g12 íå çàâèñèò

îò s. Íî òàê êàê â òî÷êàõ êðèâîé L, òî åñòü ïðè s = 0, g12(0, σ) = 0, òî g12 ≡ 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ds2 = du2 + g22(u, v)dv

2. Ïîëîæèì f(u, v) =
√
g22. Òîãäà

ds2 = du2 + f2(u, v)dv2.
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Êðèâàÿ L â ïîñòðîåííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì{
u = 0,
v = σ.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî σ � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, òî åñòü ds = dσ = dv, èç (3.36), íàõîäèì
ds2 = f2(0, v)ds2, à çíà÷èò f(0, v) ≡ 1.

Åñëè L(σ) � ãåîäåçè÷åñêàÿ, òî òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.37), à ñëåäîâà-
òåëüíî Γm

22(0, v) ≡ 0 è Γ22,m(0, v) ≡ 0. Òîãäà ∂g22
∂u (0, v) ≡ 0, ÷òî ýêâèâàëåíòíî òîæäåñòâó

∂f
∂u(0, v) ≡ 0.

Ëåììà Ãàóññà. Ïîëóãåîäåçè÷åñêàÿ ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Îñíîâîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëóãåîäåçè÷åñêîé ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñëóæèò
òàê íàçûâàåìàÿ Ëåììà Ãàóññà. Îêðóæíîñòüþ Ãàóññà ñ öåíòðîì â òî÷êå q ∈ F 2 ðàäè-
óñà r íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, óäàëåííûõ íà ðàññòîÿíèå ïî íàòóðàëüíî
ïàðàìåòðèçîâàííûì ãåîäåçè÷åñêèì, èñõîäÿùèì èç òî÷êè q.

Ëåììà 3.21.1 Îêðóæíîñòè Ãàóññà îðòîãîíàëüíû ðàäèàëüíûì ãåîäåçè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì â íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà ãåîäåçè÷åñêîé ÷åðåç s.
Çàôèêñèðóåì òî÷êó q íà ïîâåðõíîñòè è ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ γ⃗ t(s),
èñõîäÿùèõ èç òî÷êè q ïîä óãëîì t îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ëó÷à
t = 0 â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà îêðóæíîñòè Ãàóññà (r = r0, t) áóäåò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü îêðóæíîñòü â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè TqF

2 òîãî æå ðàäèóñà. Òàêèì îáðàçîì,
ñåìåéñòâî ðàäèàëüíûõ ëó÷åé è èõ îðòîãîíàëüíûõ òðàåêòîðèé (îêðóæíîñòåé) íà êà-
ñàòåëüíîé ïëîñêîñòè TqF

2 îòîáðàæàåòñÿ íà ñåìåéñòâî ðàäèàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ è
îêðóæíîñòåé Ãàóññà. Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì è îáîçíà÷àåò-
ñÿ expq : TqF

2 → Uq ⊂ F 2. Åãî äèôôåðåíöèàë (expq)∗ ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì â
òî÷êå q. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, çàìåòèì, ÷òî äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ ïåðåâîäèò
êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ â êàñàòåëüíûé âåêòîð ê îáðàçó
êðèâîé â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïî îòîáðàæåíèþ òî÷êàõ. Â ïðèìåíåíèè ê ýêñïîíåíöèàëü-
íîìó îòîáðàæåíèþ, ðàññìîòðèì ïðÿìóþ λa ∈ TqF

2 è åå îáðàç expq(λa) = γ q(λ|a|),
ãäå γ q(λ|a|) � òî÷êà íà íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé ãåîäåçè÷åñêîé, èñõîäÿùåé
èç òî÷êè q â íàïðàâëåíèè âåêòîðà a, ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà s = λ|a|. Òîãäà ñ
îäíîé ñòîðîíû ïðè λ = 0 ìû èìååì (expq(λa))∗ = (expq)∗a. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
d
dλ

(
γ q(λ|a|)

)
= d

ds

(
γ q(s)

)∣∣
s=0
|a| = γ ′

s(0)|a| = a. Ñëåäîâàòåëüíî, ýêñïîíåíöèàëüíîå

îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì.
Ïóñòü V � âåêòîð äëèíû r â TqF

2 è ïóñòü γ : [0, 1] → F 2 � ãåîäåçè÷åñêàÿ ñ íà-
÷àëüíûìè äàííûìè γ (0) = 0, γ ′(0) = V . Îáîçíà÷èì p = γ (1). Òîãäà p ∈ S1(q, r) �
îêðóæíîñòè Ãàóññà ðàäèóñà r. Ïóñòü W êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ãåîäåçè÷åñêîé îêðóæ-
íîñòè S1(q, r) â òî÷êå p. Òîãäà W = (expq ◦σ)′(0), ãäå σ : (ε, ε) → TqF

2 ïàðàìåò-
ðèçàöèÿ îêðóæíîñòè â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè òàêàÿ, ÷òî σ(0) = V è |σ(t)| = r
äëÿ âñåõ t ∈ (−ε, ε). Îïðåäåëèì íà ïîâåðõíîñòè íîâóþ ëîêàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ
α : [0, 1]× (−ε, ε)→ F 2 ôîðìóëîé α(s, t) = expq(sσ(t)) äëÿ âñåõ s ∈ [0, 1] è t ∈ (−ε, ε).
Òîãäà α(s, 0) = γ (s), ãäå γ (s) � ãåîäåçè÷åñêàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ q è p. Ïðè ýòîì äëÿ
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êàæäîãî t ∈ (−ε, ε) êðèâàÿ s → α(s, t) ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, ñîåäèíÿþùåé q è
expq

(
σ(t)

)
ó êîòîðîé âåêòîð ñêîðîñòè ïðè s = 0 ðàâåí σ(t). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

D

∂s

∂α

∂s
= 0

è ⟨∂α(s, t)
∂s

,
∂α(s, t)

∂s

⟩
g
=
⟨
σ(t), σ(t)

⟩
g
= r2

äëÿ âñåõ s ∈ [0, 1] è t ∈ (−ε, ε).
Åñëè r⃗ = r⃗(s, t) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ "âíåøíÿÿ" ïàðàìåòðèçàöèÿ, òî èç ðàçëîæåíèÿ

Ãàóññà ñëåäóåò, ÷òî

∂str⃗ =

−−−→
D

∂s

dα

dt
+ b(α′

t, α
′
s)n⃗

è

∂tsr⃗ =

−−−→
D

∂t

dα

ds
+ b(α′

s, α
′
t)n⃗,

à çíà÷èò èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

D

∂s

dα

dt
=
D

∂t

dα

ds
.

Êàê ñëåäñòâèå, èìååì

∂

∂s

⟨∂α
∂s
,
∂α

∂t

⟩
=
⟨D
∂s

∂α

∂s
,
∂α

∂t

⟩
+
⟨∂α
∂s
,
D

∂s

∂α

∂t

⟩
=
⟨∂α
∂s
,
D

∂t

∂α

∂s

⟩
=

1

2

∂

∂t

⟨∂α
∂s
,
∂α

∂s

⟩
︸ ︷︷ ︸

=1

= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
⟨
∂α
∂s ,

∂α
∂t

⟩
íå çàâèñèò îò s. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî α(0, t) = q íå çàâèñèò

îò t, òî åñòü ∂α
∂t

∣∣∣
s=0

= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
⟨
∂α
∂s ,

∂α
∂t

⟩
= 0 äëÿ âñåõ s è t. Â ÷àñòíîñòè,

ïîëàãàÿ s = 1, t = 0 ìû ïîëó÷èì, ÷òî W ⊥ γ ′(1), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü è òî÷êó q íà ïîâåðõíîñòè. Èç òî÷êè q â êàæäîì êàñàòåëü-
íîì íàïðàâëåíèè âûïóñòèì ãåîäåçè÷åñêóþ, ïàðàìåòðèçîâàííóþ íàòóðàëüíî (äëÿ êàæ-
äîãî íàïðàâëåíèÿ îíà åäèíñòâåííà). Ïî Ëåììå Ãàóññà 3.21.1, ñåìåéñòâî ýêâèäèñòàíò
òî÷êè q ñîâïàäàåò ñ ñåìåéñòâîì îðòîãîíàëüíûõ òðàåêòîðèé ïîñòîðåííîãî ñåìåéñòâà.
Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ ëó÷åé è åãî îðòîãîíàëüíûõ òðàåêòîðèé îáðà-
çóåò íà ïîâåðõíîñòè ïîëóãåîäåçè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Òàêóþ ïîëóãåîäåçè÷åñêóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò íàçûâàþò ïîëÿðíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò ñ ïîëþñîì â òî÷êå q.

Çàôèêñèðóåì â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè íåêîòîðûé ëó÷, íàçûâàåìûé íóëåâûì. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç φ óãîë, îáðàçîâàííûé ïðîèçâîëüíûì ëó÷åì ñ íóëåâûì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
r íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà ãåîäåçè÷åñêèõ ëó÷àõ. Òîãäà îòíîñèòåëüíî òàêîé êîîðäè-
íàòíîé ñèñòåìû

ds2 = dr2 + f2(r, φ)dφ2.

Êîîðäèíàòíàÿ ëèíèÿ r = r0 = const îðòîãîíàëüíà ãåîäåçè÷åñêèì ëó÷àì, âûõîäÿùèì
èç òî÷êè P è ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Ãàóññà, íàçûâàåìóþ åùå ãåîäåçè÷åñêîé îêðóæ-
íîñòüþ.
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Ýòà êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò êàñà-
òåëüíîé ïëîñêîñòè â òî÷êå q ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîì îòîáðàæåíèè. Â îòëè÷èå îò ïî-
ëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ r > 0, ïîëó-
ãåîäåçè÷åñêàÿ ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò èìååò îãðàíè÷åíèå ïî çíà÷åíèÿì r, òàê
êàê ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå, âûõîäÿùèå èç äàííîé òî÷êè â ðàçëè÷íûõ
íàïðàâëåíèÿõ ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, ÷òî íàðóøàåò èíúåêòèâíîñòü ýêñïîíåíöèàëüíî-
ãî îòîáðàæåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñôåðó. Òî÷íàÿ âåðõ-
íÿÿ ãðàíü sup{r | expq åñòü äèôôåîìîðôèçì} íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì èíúåêòèâíîñòè ïî-
âåðõíîñòè/ìíîãîîáðàçèÿ â òî÷êå q è îáîçíà÷àåòñÿ inj(q). Ðàäèóñîì èíúåêòèâíîñòè ïî-
âåðõíîñòè/ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà inf

q
(inj(q)) è ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíîé õà-

ðàêòåðèñòèêîé ïîâåðõíîñòè/ìíîãîîáðàçèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè E2

è ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî L2 ðàäèóñ èíúåêòèâíîñòè ðàâåí ∞, à äëÿ ñôåðû S2(R) îí
ðàâåí πR.

3.21.3 Ìåòðèêè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû

Èñïîëüçóåì ïîëóãåîäåçè÷åñêóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëå-
äóþùåãî óòâåðæäåíèÿ

Óòâåðæäåíèå 3.21.5 Ïóñòü F 2 � ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé ãàóññîâîé êðèâèçíû K.
Òîãäà F 2 ëîêàëüíî-èçîìåòðè÷íà:

• ïëîñêîñòè ñ ìåòðè÷åñêîé ôîðìîé

ds2 = du2 + dv2,

åñëè K = 0;

• ñôåðå ðàäèóñà R = 1/
√
K ñ ìåòðè÷åñêîé ôîðìîé

ds2 = du2 + cos2(
√
Ku)dv2,

åñëè K > 0;

• ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè "ðàäèóñà" R = 1/
√
−K ñ ìåòðè÷åñêîé ôîðìîé

ds2 = du2 + ch2(
√
−Ku)dv2,

åñëè K < 0;

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì íà ïîâåðõíîñòè F 2 ïðîèçâîëüíóþ ãåîäåçè÷åñêóþ L è ïî-
ñòðîèì íà íåé (êàê íà áàçå) äåêàðòîâó ïîëóãåîäåçè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Êàê
áûëî íàìè ïîêàçàíî, â ýòîì ñëó÷àå ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè ïðè-
âîäèòüñÿ ê âèäó:

ds2 = du2 + f2(u, v)dv2

è ôóíêöèÿ f îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
f(0, v) ≡ 1;

∂f

∂u
(0, v) ≡ 0.

(3.38)
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Îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé ïàðàìåòðèçàöèè, K = −fuu
f
, à òàê êàê K = const, òî îòíî-

ñèòåëüíî ôóíêöèè f èìååì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè

fuu +Kf = 0 (3.39)

Åñëè K = 0, òî (3.39) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

fuu(u, v) = 0.

Îáùåå ðåøåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

f = A(v)u+B(v).

À ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (3.38), òî âîñïîëüçîâàâøèñü ïåðâûì
óñëîâèåì èìååì B(v) = 1. À âîñïîëüçîâàâøèñü âòîðûì óñëîâèåì èìååì A(v) ≡ 0.
Òîãäà f(u, v) = 1. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè ïðè-
îáðåòàåò âèä:

ds2 = du2 + dv2,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìå ïëîñêîñòè â äåêàðòîâûõ ïðÿìî-
óãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ.

Åñëè K > 0, òî ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.39) ÿâëÿåòñÿ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âèäà

f(u, v) = A(v) sin(
√
Ku) +B(v) cos(

√
Ku).

Òîãäà, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåì (3.38) ïîëó÷èì, ÷òî
B(v) = 1, A(v) = 0. È ðåøåíèå ïðèíèìàåò âèä

f(u, v) = cos(
√
Ku).

Çíà÷èò, ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïðèâîäèòüñÿ ê âèäó:

ds2 = du2 + cos2(
√
K u)dv2.

Â ñëó÷àå K < 0, ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå âûïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ãèïåðáîëè÷åñêèå
ôóíêöèè, à èìåííî

f(u, v) = A(v) sh(
√
−Ku) +B(v) ch(

√
−Ku).

À èç óñëîâèÿ (3.38) B(v) = 1, A(v) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

f(u, v) = ch(
√
−K u.)

È ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïðèíèìàåò âèä

ds2 = du2 + ch2(
√
−Ku)dv2.
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3.21.4 Ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ïîñòîÿííîé Ãàóññîâîé êðèâèçíû.

Â ýòîì ïàðàãðàôå, ñëåäóÿ èçëîæåíèþ â [14], ìû ïîêàæåì, ÷òî âñå ìåòðèêè ïîñòîÿí-
íîé Ãàóññîâîé êðèâèçíû ëîêàëüíî ðåàëèçóþòñÿ â âèäå ïîâåðõíîñòè â E3. Ïîâåðõíîñòè
íóëåâîé êðèâèçíû � ýòî ðàçâåðòûâàþùèåñÿ. Îíè îïèñàíû â ðàçäåëå 3.19. Çäåñü ìû
äàäèì îïèñàíèå ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé Ãàóññîâîé êðèâèçíû K ̸= 0 â êëàññå ïîâåðõ-
íîñòåé âðàùåíèÿ.

Áóäåì èñêàòü â ïëîñêîñòè xz êðèâûå γ, âðàùåíèåì êîòîðûõ îêîëî îñè Oz îáðà-
çóåòñÿ ïîâåðõíîñòü äàííîé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû K. Çàäàäèì óðàâíåíèå êðèâîé γ â
âèäå

x = x(u) > 0, z = z(u),

ãäå u � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà γ. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

(x′)2 + (z′)2 = 1 (3.40)

Òîãäà, äëÿ ìåòðèêè ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ èìååì

ds2 = du2 + x(u)2dv2,

ãäå v� óãîë ïîâîðîòà êðèâîé γ âîêðóã îñè Oz. Ãàóññîâà êðèâèçíà â òàêîì ñëó÷àå ðàâíà

K = −x
′′(u)

x(u)
.

Òîãäà äëÿ x(u) ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

x′′ +Kx = 0.

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàâèñèò îò çíàêà K, à èìåííî, x(u) = a cos(
√
Ku) + b sin(

√
Ku), åñëè K > 0,

x(u) = a ch(
√
−Ku) + b sh(−

√
−Ku), åñëè K < 0,

(3.41)

ãäå a è b � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Çíàÿ ôóíêöèþ x(u), èç (3.40) ôîðìàëüíî ìîæåì
íàéòè è ôóíêöèþ z(u):

z =

u∫
0

√
1− [x′(u)]2du. (3.42)

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû âçÿëè ðàäèêàë ñî çíàêîì +. Ãåîìåòðè÷åñêè, ýòî îçíà÷àåò,
÷òî äóãà u îòñ÷èòûâàåòñÿ â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ z. Âûáîð íèæíåãî ïðåäåëà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ u = 0 îáåñïå÷èâàåò íà÷àëüíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷êè íà íàøåé êðèâîé íà îñè
Ox.

Ñëó÷àé K > 0. Ïðåîáðàçóåì ðåøåíèå ê âèäó

x(u) =
√
a2 + b2

(
a√

a2 + b2
cos(
√
Ku) +

b√
a2 + b2

sin(
√
Ku)

)
è ââåäåì äîïîëíèòåëüíûé àðãóìåíò u0 èç óñëîâèé

cosu0 =
a√

a2 + b2
, sinu0 =

b√
a2 + b2
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Òîãäà ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x(u) =
√
a2 + b2 cos(

√
Ku− u0) = c cos

(√
K(u− u1)

)
,

ãäå ìû ïîëîæèëè c =
√
a2 + b2, u1 =

u0√
K
.

Âûïîëíÿÿ çàìåíó ïàðàìåòðà u = u1 + ũ, íå çàìåíÿþùåãî âèä ìåòðèêè, ïðèâîäèì
ðåøåíèå ê âèäó

x = c cos
√
Kũ,

Îïóñêàÿ òèëüäó â îáîçíà÷åíèè ïåðåìåííîé, ïîëó÷àåì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
íàøåé êðèâîé â âèäå

x = c cos
√
Ku, (3.43)

z =

u∫
0

√
1− c2K sin2

√
Kudu. (3.44)

Ïðîàíàëèçèðóåì ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ x(u) > 0 ñëåäóåò

− π

2
√
K

< u < +
π

2
√
K
.

Åñëè c ≤ 1√
K
, òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé u â ýòèõ ïðåäåëàõ, ïðè÷åì ïîäêîðåííîå âû-

ðàæåíèå â (3.44)îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå êðèâîé
ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà â óêàçàííîì èíòåðâàëå. Â ÷àñòíîñòè, ïðè c = 1√

K
ìû

ïîëó÷àåì

z =
1√
K

sin
√
Ku, x =

1√
K

cos
√
Ku,

ò.å. γ ñòàíîâèòñÿ ïîëóîêðóæíîñòüþ ðàäèóñà 1√
K
, óïèðàþùåéñÿ êîíöàìè â îñü âðàùå-

íèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé (Ðèñ. 3.9)
Äëÿ ìåíüøèõ çíà÷åíèé c , ôóíêöèÿ x(u) áóäåò ìåíüøå, ÷åì äëÿ îêðóæíîñòè, à

ôóíêöèÿ z(u) íàïðîòèâ, áóäåò áîëüøå íà òîì æå èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ u. Ãåîìåòðè÷å-
ñêè ýòî çíà÷èò, ÷òî äóãà γ, óïèðàÿñü êîíöàìè â îñü âðàùåíèÿ, âñå áîëåå ïðèáëèæàåòñÿ
ê íåé, âûòÿãèâàÿñü â òî æå âðåìÿ âäîëü íåå (è ñîõðàíÿÿ íåèçìåííóþ äëèíó π√

K
, ðàâ-

íóþ èíòåðâàëó èçìåíåíèÿ äóãè u). Â êðàéíèõ òî÷êàõ, ãäå u = ± π
2
√
K
,

dx = ±c
√
Kdu,

dz =
√
1− c 2K du,

òàê ÷òî
dz

dx
= ±

√
1

c 2K
− 1.

Ýòî â òî÷íîñòè êîòàíãåíñ óãëà, ïîä êîòîðûì êðèâàÿ γ â êðàéíèõ òî÷êàõ óïèðàåòñÿ â
îñü âðàùåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé c = 1√
K

äàåò ñôåðó ðàäèóñà 1√
K
, à ñëó÷àé c < 1√

K
�

âåðåòåíîîáðàçíóþ ôèãóðó, áîëåå âûòÿíóòóþ âäîëü îñè Z è áîëåå óçêóþ, ÷åì ñôåðà,
ñ êîíè÷åñêèìè îñîáûìè òî÷êàìè íà îñè âðàùåíèÿ (Ðèñ. 3.10) .
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Ðèñ. 3.9: Ñôåðà Ðèñ. 3.10: Âåðåòåíîîáðàçíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü

Ðèñ. 3.11: Ýëëèïòè÷åñêèé ïîÿñ

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé c > 1√
K
. Â ýòîì ñëó÷àå, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êðèâîé,

íóæíî ïîòðåáîâàòü

c2K sin2
√
K u ≤ 1, èëè − 1

c
√
K
≤ sin

√
K u ≤ +

1

c
√
K
.

Ïðè êðàéíèõ çíà÷åíèÿõ u, êîãäà sin
√
K u ìàêñèìàëåí ïî ìîäóëþ è ðàâåí ± 1

c
√
K
, ìû

ïîëó÷àåì èç (3.43) äâà îäèíàêîâûõ íàèìåíüøèõ çíà÷åíèÿ äëÿ x(u):

xmin = c

√
1− sin2

√
K u =

√
c2 − 1

K
.

Ýòî çíà÷åíèå ïîëîæèòåëüíî, ò.å. òåïåðü äóãà γ êîí÷àåòñÿ, íå äîõîäÿ äî îñè âðàùåíèÿ
íà ýòî ðàññòîÿíèå. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå x(u) äîñòèãàåòñÿ ïðè u = 0:

xmax = c .

Â êîíå÷íûõ òî÷êàõ dz
du = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êàñàòåëüíûå ê äóãå γ ïåðïåíäèêóëÿðíû ê

îñè Oz. Âðàùåíèåì äóãè γ ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðûé �ïîÿñ�, îêðóæàþùèé îñü Oz (Ðèñ.
3.11).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé K < 0. Çäåñü âî âòîðîé ôîðìóëå (3.41) èìååòñÿ òðè
âàðèàíòà.
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Åñëè |a| > |b| òî, ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó (íî
òîëüêî äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé), ïðèâåäåì ðåøåíèå ê âèäó

x(u) = c ch
√
−Ku, (3.45)

ãäå c =
√
a2 − b2. Òîãäà, ñîãëàñíî (3.42),

z =

u∫
0

√
1 + c 2K sh2

√
−Kudu. (3.46)

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîôèëüíîé êðèâîé íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

1 + c 2K sh2
√
−Ku ≥ 0,

èëè

− 1

c
√
−K

≤ sh
√
−Ku ≤ +

1

c
√
−K

.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè êðàéíèõ çíà÷åíèÿõ

sh
√
−Ku = ± 1

c
√
−K

áóäóò äîñòèãàòüñÿ, ñîãëàñíî (3.45), íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ x, íàèìåíüøåå æå áóäåò ðàâ-
íî c è äîñòèãàåòñÿ ïðè u = 0. Äóãà γ îáðàùåíà âûïóêëîñòüþ ê îñè âðàùåíèÿ; â
êîíå÷íûõ òî÷êàõ, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, dz

du = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, êàñàòåëüíûå ïåðïåí-
äèêóëÿðíû ê îñè âðàùåíèÿ. Ïðè óâåëè÷åíèè c äóãà γ óäàëÿåòñÿ îò îñè Oz, à èíòåðâàë
èçìåíåíèÿ u, ò.å. äëèíà äóãè γ , óìåíüøàåòñÿ.

Íàîáîðîò, ïðè óìåíüøåíèè c äëèíà äóãè γ íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàåòñÿ, ïðè-
÷åì γ àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê îñè Oz. Ïîëó÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ
åñòåñòâåííî íàçûâàòü ãèïåðáîëè÷åñêèì ïîÿñîì (Ðèñ. 3.12).

Åñëè |a| < |b|, òî àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì ïîëó÷èì

x(u) = c sh(
√
−Ku) (c =

√
b2 − a2), (3.47)

a çíà÷èò u ≥ 0. Èç (3.42) íàõîäèì

z(u) =

u∫
0

√
1 + c2K ch2(

√
−Ku) du. (3.48)

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîôèëüíîé êðèâîé íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

1 + c2K ch(
√
−Ku) ≥ 0,

èëè

ch(
√
−Ku) ≤ 1

c
√
−K

,

ïðè÷åì u ≥ 0. Òàê êàê ch(
√
−Ku) ≥ 1, òî íà âåëè÷èíó c âîçíèêàåò îãðàíè÷åíèå

c < 1√
−K

.
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Ðèñ. 3.12: Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïîÿñ Ðèñ. 3.13: Ãèïåðáîëè÷åñêèé êîíóñ

Êîãäà u ìåíÿåòñÿ îò 0 äî ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ò.å. ïðè êîòîðîì

ch(
√
−Ku) = 1

c
√
−K

,

òî x ðàñòåò îò 0 äî c
√

−1
Kc2
− 1 =

√
− 1

K − c2, ïðè÷åì äóãà γ íàêëîíåíà ê îñè Ox â

òî÷êå O ïîä óãëîì

tgφ =
dz

dx
=
dz/du

dx/du
=

1 + c2K

c
√
−K

.

Óãîë íàêëîíà êðèâîé ê îñè Ox óìåíüøàåòñÿ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ïàðàìåòðà u ê
ñâîåìó ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ, ïðè êîòîðîì ch(

√
−Ku) = 1

c
√
−K

, à çíà÷èò â êðàéíåé
òî÷êå tgφ = 0.

Ïîëó÷åííóþ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ åñòåñòâåííî íàçûâàòü ãèïåðáîëè÷åñêèì êîíó-
ñîì (Ðèñ. 3.13).

Ïóñòü |a| = |b|. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a > 0 è b = −a. Òîãäà

x = ae−
√
−Ku.

Âûïîëíÿÿ çàìåíó ïàðàìåòðà u→ u+ u0, êîíñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè
ê âèäó a = 1√

−K
(äîñòàòî÷íî íàéòè u0 òàê, ÷òî ae

−
√
−Ku0 = 1√

−K
).

Òîãäà ïðîôèëüíàÿ êðèâàÿ ïðèâåäåòñÿ ê âèäó

x(u) =
1√
−K

e−
√
−Ku,

z(u) =

u∫
0

√
1− e−2

√
−Ku du.
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Ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå ïîëîæèòåëüíî ïðè ëþáûõ u ≥ 0, òàê ÷òî u ∈ [0,∞]. Ïðè
ýòîì x(u) óáûâàåò îò 1√

−K
äî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ 0 ïðè u → ∞. Â òî æå âðåìÿ

z(u)→ +∞.
Â íà÷àëüíîé òî÷êå u = 0

dz

dx
= 0,

à çíà÷èò íàøà êðèâàÿ êàñàåòñÿ îñè Ox.
Ïðè u→∞, êðèâàÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê îñè Oz, òàê êàê ïðè ýòîì

dz

du
→ 1,

dx

du
→ −0, dz

dx
→ −∞.

Èíòåãðàë, ÷åðåç êîòîðûé âûðàæàåòñÿ z(u) áåðåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. À èìåí-
íî,

z(u) =
1√
−K

{
ln

(
e
√
−Ku +

√
e2

√
−Ku − 1

)
−
√
1− e−2

√
−Ku

}
,

Ïîëó÷åííàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ òðàêòðèñîé. Îíà ÿâëÿåòñÿ ýâîëüâåíòîé öåïíîé
ëèíèè

x =
1√
−K

ch z
√
−K

Íàçâàíèå òðàêòðèñà (ëèíèÿ âëå÷åíèÿ) ïðîèñõîäèò îò ëàòèíñêîãî trahere � òàùèòü.
Ýòî êðèâàÿ, äëÿ êîòîðîé äëèíà îòðåçêà êàñàòåëüíîé îò òî÷êè êàñàíèÿ äî òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ ñ ôèêñèðîâàííîé ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé. Òàêóþ ëèíèþ
îïèñûâàåò ïðåäìåò, âîëî÷àùèéñÿ íà âåðåâêå ïîñòîÿííîé äëèíû çà òî÷êîé, äâèæó-
ùåéñÿ ïî ýòîé ïðÿìîé. Òðàêòðèñà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ êðèâîé ïîãîíè ïðè ðàâíîé
ñêîðîñòè äîãîíÿþùåãî è óáåãàþùåãî.

Ïîñòðîåííàÿ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïñåâäîñôåðîé (Ðèñ. 3.14). Èòàëüÿí-
ñêèé ìàòåìàòèê Áåëüòðàìè èìåííî íà ýòîé ïîâåðõíîñòè âïåðâûå ðåàëèçîâàë àêñèî-
ìàòèêó ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Ñàì Ëîáà÷åâñêèé íàçûâàë ñâîþ ãåîìåòðèþ "âîîá-
ðàæàåìîé". Ïîñëå ðåçóëüòàòà Áåëüòðàìè ýòà "âîîáðàæàåìàÿ"ãåîìåòðèÿ ïåðåøëà â
"ðåàëüíóþ" ãåîìåòðèþ èñêðèâëåííîé ïîâåðõíîñòè (ñ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé). Â
÷åñòü ýòîãî, ïñåâäîñôåðó ÷àñòî íàçûâàþò ïîâåðõíîñòüþ Áåëüòðàìè.

3.21.5 Îêðóæíîñòè Ãàóññà. Òåîðåìà Áåðòðàíà-Ïüþèçå.

Íàïîìíèì, ÷òî ãåîäåçè÷åñêîé îêðóæíîñòüþ (èëè îêðóæíîñòüþ ïî Ãàóññó) íà ïîâåðõ-
íîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå q íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ
îò òî÷êè q ïî ãåîäåçè÷åñêèì ëó÷àì, âûõîäÿùèì èç ýòîé òî÷êè.

Òåîðåìà Áåðòðàíà-Ïüþèçå [7] ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïðîñòåéøèõ òåîðåì ñðàâíåíèÿ
â ãåîìåòðèè. Ìû ñðàâíèì äëèíó îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ñ äëèíîé îêðóæíîñòè òîãî
æå ðàäèóñà íà ïëîñêîñòè. Ãàóññîâà êðèâèçíà ïðîÿâëÿåò ñåáÿ êàê ìåðà ðàçíîñòè ýòèõ
âåëè÷èí.

Òåîðåìà 3.21.1 Ïóñòü F 2 ïîâåðõíîñòü ñ àíàëèòè÷åñêîé ìåòðèêîé. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç L äëèíó ãåîäåçè÷åñêîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå q ðàäèóñà r. Òîãäà

lim
r→0

3

π

2πr − L
r3

= Kq.
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Ðèñ. 3.14: Ïñåâäîñôåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â íàøåì äîêàçàòåëüñòâå ìû ñëåäóåì Áëÿøêå [7]. Ðàññìîòðèì ïî-
ëóãåîäåçè÷åñêóþ ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè òî÷êè q. Òîãäà

ds2 = dr2 + f2(r, φ) dφ2.

Âíóòðåííåå óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ðàäèóñà r0 èìååò âèä r = r0, φ = t.
Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ ìåòðèêà àíàëèòè÷åñêàÿ, òî ôóíêöèÿ f äîïóñêàåò ðàç-

ëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè q. Ýòîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïà-
ðàìåòðà r = 0, ïðè êîòîðîì íàðóøàåòñÿ ðåãóëÿðíîñòü íàøåé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû.
Ïîýòîìó, äëÿ íàõîæäåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ ïåðåéäåì ê àíàëîãó Äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàò, ò.í. ðèìàíîâûì íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì (x, y):

x = r cosφ, y = r sinφ.

Ýòè êîîðäèíàòû íå èìåþò îñîáåííîñòè â íóëå. Ïðè ýòîì

r =
√
x2 + y2, φ = arctan

y

x
.

Îòñþäà

dr =
xdx+ ydy

r
, dφ =

xdy − ydx
r2

,

à çíà÷èò

ds2 =
(x2
r2

+
x2

r4
f2
)
dx2 +

(y2
r2

+
y2

r4
f2
)
dy2 + 2xy

( 1

r2
− 1

r4
f2
)
dxdy.

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ àíàëèòè÷íîñòè ìåòðèêè â íà÷àëå êîîðäèíàò, ôóíêöèÿ f2 äîëæíà
èìåòü âèä:

f2(r, φ) = r2 + r4Q(x, y),

ãäå Q(x, y) íåêîòîðàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò (x, y). Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

Q(x, y) = Q0 + o(r).

Îêîí÷àòåëüíî,
f2(r, φ) = r2 + r4Q0 + o(r5).
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Ïîêàæåì, ÷òî

Q0 = −
Kq

3
.

Äåéñòâèòåëüíî,

Kq = − lim
r→0

∂rrf

f

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

f =
√
r2 + r4Q0 + o(r5) = r

√
1 + r2Q0 + o(r3) ∼ r(1 +

1

2
r2Q0).

Îòñþäà

Kq = lim
r→0

K(r, φ) = lim
r→0

3rQ0

r(1 + 1
2r

2Q0)
= 3Q0.

Èòàê,

f = r − Kq

6
r3 + o(r3).

Òåïåðü î÷åâèäíî,

L =

∫ 2π

0

(
r − Kq

6
r3 + o(r3)

)
dφ = 2πr − π

3
Kqr

3 + o(r3),

à çíà÷èò

lim
r→0

3

π

2πr − L
r3

= Kq,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Óïðàæíåíèå 3.21.8 Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ïëîùàäü ãåîäåçè÷åñêîãî êðóãà ðàäèóñà r ñ
öåíòðîì â òî÷êå q ðàäèóñà r. Ïîêàæèòå, ÷òî

Kq = lim
r→0

12

π

πr2 − F
r4

.

3.21.6 Îêðóæíîñòè Äàðáó

Îêðóæíîñòüþ â ñìûñëå Äàðáó íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ ïîñòîÿííîé ãåî-
äåçè÷åñêîé êðèâèçíû. Î÷åâèäíî, ÷òî íà ïëîñêîñòè îêðóæíîñòè ïî Ãàóññó è Äàðáó íå
ðàçëè÷àþòñÿ. Îäíàêî íà èñêðèâëåííîé ïîâåðõíîñòè îêðóæíîñòè ïî Äàðáó ìîãóò áûòü
äàæå íå çàìêíóòû (íàïðèìåð, íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî), â îòëè÷èå îò îêðóæíîñòåé
ïî Ãàóññó.

Óòâåðæäåíèå 3.21.6 Îòíîñèòåëüíî ïîëóãåîäåçè÷åñêîé ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò (r, φ) ñ ìåòðèêîé

ds2 = dr2 + f2(r, φ)dφ2

ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êîîðäèíàòíîé îêðóæíîñòè ðàâíà

kg = −∂rf
f
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ â òàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàâíû:

Γ1
11 = 0, Γ1

12 = 0, Γ1
22 = −f∂rf,

Γ2
11 = 0, Γ2

12 =
∂rf

f
, Γ2

22 =
∂φf

f
.

Ãåîäåçè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì:

γ :

{
r = r0;
φ = t.

Ñîîòâåòñòâåííî,

γ ′
t = {0, 1}, γ ′′

t = {0, 0}, |γ ′
t|g = f(r0, φ),

√
det g = f(r0, φ).

Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (3.34), íàõîäèì

kg =
1

f2

(
− Γ1

22

)
=
∂rf

f
.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçûâàåìîãî çíàêîì. Ýòî îáú-
ÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà ìåíÿåò çíàê ïðè èçìåíåíèè âíóòðåííåé
îðèåíòàöèè (íàïðàâëåíèÿ îáõîäà) êðèâîé èëè ïðè èçìåíåíèè îðèåíòàöèè êîîðäèíàò-
íîãî ðåïåðà íà ïîâåðõíîñòè. Â äàííîì ñëó÷àå êîîðäèíàòíûé ðåïåð óñòðîåí òàê, ÷òî ∂r,
íàïðàâëåííûé â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ ïàðàìåòðà r, íàïðàâëåí "íàðóæó" ïî îòíîøåíèþ
ê ãåîäåçè÷åñêîé îêðóæíîñòè, â òî âðåìÿ êàê âåêòîð êðèâèçíû êðèâîé νg íàïðàâëåí
"âíóòðü" . Ñ ó÷åòîì ýòîãî çàìå÷àíèÿ,

kg = −∂rf
f
.

Òåîðåìà 3.21.2 [7] Åñëè íà ïîâåðõíîñòè êàæäàÿ îêðóæíîñòü ïî Ãàóññó ÿâëÿåòñÿ
îêðóæíîñòüþ ïî Äàðáó, òî Ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî, ïðè óñëîâèÿõ òåî-
ðåìû, â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè ïðîèçâîäíûå îò Ãàóññîâîé êðèâèçíû ðàâíû 0.

Ïóñòü q � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà ïîâåðõíîñòè. Ðàññìîòðèì â îêðåñòíîñòè ýòîé
òî÷êè ïîëóãåîäåçè÷åñêóþ ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Òîãäà

ds2 = dr2 + f2(r, φ) dφ2

è óðàâíåíèå ïðîèçâîëüíîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå áóäåò èìåòü âèä

r = r0 (= const)
φ = t.

Ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà ýòîé îêðóæíîñòè ðàâíà

kg = −∂rf
f
.
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Â ñèëó ïîñòîÿíñòâà ýòîé âåëè÷èíû äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ r = r0,
èìååì

∂φkg(r0, φ) = −
∂rφf

f
+
∂rf∂φf

f2
= 0,

òî åñòü, òîæäåñòâåííî ïî r è φ

f∂rφf − ∂rf∂φf = 0.

Äèôôåðåíöèðóÿ òåïåðü ïî r, íàõîäèì:

∂rf∂rφf + f∂rrφf − ∂rr∂φf − ∂rf∂rφf = f∂rrφf − ∂rr∂φf = 0

Äëÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû K íà îêðóæíîñòè èìååì:

K(r0, φ) = −
∂rrf

f
.

Ïîýòîìó

∂φK(r0, φ) = −
∂rrφf − ∂rrf∂φf

f2
= 0

äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ r0.

Ðàññìîòðèì ãàóññîâó îêðóæíîñòü Sq ðàäèóñà r0 ñ öåíòðîì â òî÷êå q ∈ F 2. Äëÿ
êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ Xq íà ïîâåðõíîñòè â òî÷êå q, íàéäåòñÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì
íà îêðóæíîñòè Sq, êàñàþùàÿñÿ íàïðàâëåíèÿ Xq. Åå öåíòð íàõîäèòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè
ðàäèóñà îêðóæíîñòè Sq, îðòîãîíàëüíîãîXq, ñ îêðóæíîñòüþ Sq. Âñå òàêèå îêðóæíîñòè
èìåþò ðàäèóñ, ðàâíûé r0. Íà êàæäîé òàêîé îêðóæíîñòè ãàóññîâà êðèâèçíà ïîñòîÿííà
è îäèíàêîâà äëÿ âñåõ îêðóæíîñòåé, òàê êàê K(r0, φ) çàâèñèò òîëüêî îò r0. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ K(q) ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ Xq ðàâíà 0, à çíà÷èò ãàóññîâà
êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ñìåùåíèè èç òî÷êè q ïî ëþáîìó íàïðàâëå-
íèþ. Â ñèëó ïðîèçâîëà âûáîðà òî÷êè, K = const äëÿ âñåõ òî÷åê ïîâåðõíîñòè.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà äåéñòâóåò "â îäíó ñòîðîíó". Îêðóæíîñòü ïî Äàðáó ìîæåò
áûòü íå çàìêíóòîé äàæå íà ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Íàïðèìåð, îðèöèêë
íà ïîëóïëîñêîñòè Ïóàíêàðå.

Òåîðåìà 3.21.3 [7] Åñëè êàæäàÿ îêðóæíîñòü ïî Äàðáó çàìêíóòà, òî ïîâåðõíîñòü
èìååò ïîñòîÿííóþ Ãàóññîâó êðèâèçíó.

3.21.7 Ãåîäåçè÷åñêèå êàê ëîêàëüíî êðàò÷àéøèå

Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëóãåîäåçè÷åñêîé ïîëÿðíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ñâîéñòâà ëîêàëüíîé êðàò÷àéøåñòè ãåîäåçè÷åñêèõ.

Óòâåðæäåíèå 3.21.7 Ïóñòü γ � ãåîäåçè÷åñêàÿ íà F 2, òî÷êè A,B ∈ γ . Åñëè A è
B äîñòàòî÷íî áëèçêè, òî γ � êðàò÷àéøàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè A è B.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ � ãåîäåçè÷åñêàÿ, òî÷êè A,B ∈ γ . Ïîñòðîèì ïîëóãåîäå-
çè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ ïîëþñîì â òî÷êå A è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà B ëå-
æèò â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ýòîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, à ñàìà ãåîäåçè÷åñêàÿ γ îòâå÷àåò
íóëåâîìó ëó÷ó âûáðàííîé ñèñòåìû. Îòíîñèòåëüíî òàêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïåðâàÿ
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà èìååò âèä

ds2 = dr2 + f2(r, φ)dφ2,

ãäå r � äëèíà ãåîäåçè÷åñêîãî ëó÷à. Òîãà òî÷êà A = (0, 0), B = (r0, 0). À ñàìà ãåîäåçè-
÷åñêàÿ â ýòèõ óñëîâèÿõ çàäàåòñÿ òàê

γ :

{
r = s;
φ = 0.

Ïóñòü γ̃ � äðóãàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè A è B. Ïðåäïîëîæèì, âíà÷àëå, ÷òî
γ̃ ëåæèò â êðóãå ðàäèóñà r0 (â êîòîðîì îïðåäåëåíà íàøà ñèñòåìà êîîðäèíàò) çàäàíà
ïàðàìåòðè÷åñêè â âèäå

γ̃ :

{
r = r(t),
φ = φ(t),

{
γ̃ (tA) = A,
γ̃ (tB) = B.

Òîãäà

l(γ̃ ) =

tB∫
tA

√(
dr

dt

)2

+ f2(r(t), φ(t))

(
dφ

dt

)2

dt.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè
dφ

dt
̸= 0, òî

l(γ̃ ) >
tB∫

tA

dr

dt
dt =

r0∫
0

dr = r0 = l(γ AB).

Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, åñëè φ ≡ 0, òî åñòü, êîãäà êðèâàÿ ñîâïàäàåò ñ ãåîäå-
çè÷åñêîé γ .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ âûõîäèò çà ïðåäåëû ãåîäåçè÷åñêîãî êðóãà ðàäèóñà r0.
Òîãäà ïóñòü B′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ γ̃ ñ ýòèì êðóãîì. Òîãäà

l(γ̃ ) = l(γ )|AB′ + l(γ̃ )|BB′ > r0 + l(γ̃ )|BB′ > r0,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

3.21.8 Ãåîäåçè÷åñêèå êàê ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà äëèíû

Ïóñòü F 2 � ïîâåðõíîñòü, òî÷êè A,B ∈ F 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΩAB ìíîæåñòâî ðåãóëÿð-
íûõ êðèâûõ âèäà

ΩAB = {γ⃗ : [tA, tB]→ F 2 | γ⃗ (tA) = A, γ⃗ (tB) = B}.
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Òîãäà

l(γ⃗ ) =

tB∫
tA

|γ⃗ ′(t)dt| ∈ R,

Òî åñòü l : ΩAB → R ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèîíàë íà ìíîæåñòâå ΩAB. Êðè-
òè÷åñêèå òî÷êè ýòîãî ôóíêöèîíàëà íàçûâàþòñÿ ýêñòðåìàëÿìè ôóíêöèîíàëà äëèíû.

Ïîñòàíîâêà âàðèàöèîííîé çàäà÷è. Ïóñòü

γ :

{
u1 = u1(s)
u2 = u2(s)

âíóòðåííåå óðàâíåíèå êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè ñ íà÷àëîì â òî÷êå A è êîíöîì â òî÷êå
B, òî åñòü γ⃗ (0) = r⃗ ◦ γ(0) = A, γ⃗ (0) = r⃗ ◦ γ(s0) = B.

Îïðåäåëåíèå 3.21.3 Âàðèàöèåé êðèâîé γ⃗ = r⃗ ◦ γ ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè íàçû-
âàåòñÿ êðèâàÿ âèäà

γ⃗ (s, ε) = r⃗ ◦ (γ (s) + εη(s)),

ãäå η(s) � ãëàäêàÿ âàðüèðóþùàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ (â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ), óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ η(0) = η(s0) = 0 è ε � ìàëûé ïàðàìåòð.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ ïàðàìåòðà ε âèäà l(ε) =
s0∫
0

|γ ′(s, ε)|gds, êîòîðàÿ íàçû-

âàåòñÿ âàðèàöèåé ôóíêöèîíàëà äëèíû. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî γ (s) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìà-

ëüþ ôóíêöèîíàëà äëèíû, åñëè
d

dε
l(γ (s, ε))|ε=0 = 0 äëÿ ëþáîé âàðüèðóþùåé âåêòîð-

âàðèàöèè.

Óòâåðæäåíèå 3.21.8 Êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ ôóíêöèîíàëà
äëèíû äëÿ âàðèàöèè ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êðèâàÿ
ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r⃗ : D2 → E3 � ïàðàìåòðèçàöèÿ F 2. Ðàññìîòðèì "âíåøíèå"
ïàðàìåòðèçàöèè êðèâûõ γ (s) è γ (s, ε), à èìåííî

γ⃗ (s) = (r⃗ ◦ γ )(s), γ⃗ (s, ε) = (r⃗ ◦ γ )(s, ε).

Âûïîëíèì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ. Íî ïðåæäå ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
âåêòîðíîå ïîëå âàðèàöèè êðèâîé

η⃗ = ηi(s)∂ir⃗ |γ (s,ε),

òî åñòü, η⃗ åñòü âåêòîðíîå ïîëå âäîëü êðèâîé, êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè êîòîðîãî ÿâëÿ-
þòñÿ êîìïîíåíòàìè ôóíêöèè âàðèàöèè. Òîãäà

γ⃗ ′(s, ε) :=
dγ⃗ (s, ε)

ds
= ∂r⃗ |γ (s,ε)

(dγ
ds

+ ε
dη

ds

)
.
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Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå Ãàóññà è ïîäñòàâëÿÿ â êîíå÷íîì èòîãå ε = 0, íàõîäèì

d

dε
(γ⃗ ′(s, ε)) =

d

dε

[(dγ
ds

+ ε
dη

ds

)i
∂ir⃗ |γ (s,ε)

]
=

(dη
ds

)i
∂ir⃗ |γ (s,ε) +

(dγ
ds

+ ε
dη

ds

)i
∂ikr⃗ |γ (s,ε)η

k =

(dη
ds

)i
∂ir⃗ |γ (s,ε) +

(dγ
ds

+ ε
dη

ds

)i(
Γm
ik(s)∂mr⃗ + bikn⃗

)
|γ (s,ε)η

k =

(∇γ ′η)m∂mr⃗ |γ (s) +B(γ ′, η)n⃗ |γ (s) =
−−−→∇γ ′η |γ (s) +B(γ ′, η)n⃗ |γ (s),

ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå Γm
ik(s) := Γm

ik ◦ γ è

−−−→∇γ ′η =
(dηm
ds

+ Γm
ik(s)η

k dγ
i

ds

)
∂mr⃗ (3.49)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X⃗(s) = ∂r⃗ |γ (s) ·X(s) è Y⃗ (s) =
∂r⃗ |γ (s) · Y (s), êàñàòåëüíûõ ê ïîâåðõíîñòè âäîëü êðèâîé γ⃗ âåðíî ðàâåíñòâî

d

ds

⟨
X,Y

⟩
g
=
⟨
∇γ ′X,Y

⟩
g
+
⟨
X,∇γ ′Y

⟩
g
. (3.50)

Äåéñòâèòåëüíî,

d

ds
X⃗(s) =

d

ds

(
∂ir⃗ |γ (s)X

i(s)
)
= ∂ikr⃗

duk

ds
Xi(s) + ∂ir⃗ |γ (s)

dXi

ds
=(

Γm
ik(s)∂mr⃗ |γ (s) + bik(s)n⃗(s)

)duk
ds

Xi(s) +
dXm

ds
∂mr⃗ |γ (s) =(dXm

ds
+ Γm

ik(s)
duk

ds
Xi(s)

)
∂mr⃗ |γ (s) +B(γ ′, X)|γ (s)n⃗(s) =

−−−→∇γ′X +B(γ ′, X)|γ (s)n⃗(s).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî X⃗ è Y⃗ ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè âäîëü íàøåé êðè-
âîé, íàõîäèì

d

ds

⟨
X,Y

⟩
g
=

d

ds

⟨
X⃗, Y⃗

⟩
=
⟨ d
ds
X⃗, Y⃗

⟩
+
⟨
X⃗,

d

ds
Y⃗
⟩
=⟨−−−→∇γ′X, Y⃗

⟩
+
⟨
X⃗,
−−−→∇γ′Y

⟩
=
⟨
∇γ′X,Y

⟩
g
+
⟨
X,∇γ′Y

⟩
g
.

Òåïåðü çàïèøåì ôóíêöèîíàë äëèíû íà âàðèàöèè

l(γ (s, ε)) =

s0∫
0

|γ ′(s, ε)|gds =
s0∫
0

|γ⃗ ′(s, ε)|ds
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è íàéäåì, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (3.50),

dl(γ⃗ (s, ε))

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

=

s0∫
0

⟨ d
dε
γ⃗ ′(s, ε), γ⃗ ′(s, ε)

⟩
|γ⃗ ′(s, ε)|

∣∣∣∣∣
ε=0

ds =

s0∫
0

⟨−−−→∇γ ′η, γ⃗ ′ ⟩
1

ds =

s0∫
0

⟨
∇γ ′η, γ ′ ⟩

g
ds =

⟨
η , γ ′ ⟩

g

∣∣∣s0
0
−

s0∫
0

⟨
η ,∇γ ′γ ′ ⟩

g
ds =

−
s0∫
0

⟨
η ,∇γ ′γ ′ ⟩

g
ds = 0. (3.51)

Åñëè ∇γ ′γ ′ ̸= 0 íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (α, β) èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà, òî âûáåðåì
âàðèàöèþ òàê, ÷òî η ñîíàïðàâëåíà ñ ∇γ ′γ ′ íà ýòîì èíòåðâàëå è ìàëà (áëèçêà ê íóëþ)
âíå ýòîãî ïðîìåæóòêà. Äëÿ òàêîé âàðèàöèè

s0∫
0

⟨
η ,∇γ ′γ ′ ⟩ds > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî γ � ýêñòðåìàëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∇γ ′γ ′ = 0. Ïîäñòàâëÿÿ â
(3.49) âìåñòî ηm êîîðäèíàòû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà dum/ds íàõîäèì, ÷òî γ � ãåîäå-
çè÷åñêàÿ ëèíèÿ íà F 2.

Âòîðàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà äëèíû êðèâîé.

Ãåîäåçè÷åñêèå, êàê ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà äëèíû, ìîãóò áûòü êàê êðàò÷àéøèìè
ëèíèÿìè, ñîåäèíÿþùèìè äâå äàííûå òî÷êè, òàê è äëèííåéøèìè (ðàññìîòðèòå ïðè-
ìåð ãåîäåçè÷åñêèõ íà ñôåðå). Äîñòàòî÷íîå óñäîâèå èõ êðàò÷àéøåñòè ìîæíî ïîëó-
÷èòü, èññëåäóÿ âòîðóþ âàðèàöèþ ôóíêöèîíàëà äëèíû, ÿâëÿþùóþñÿ àíàëîãîì âòîðîé
ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî. Âûâîä ôîðìóëû âòîðîé âàðèàöèè ìîæíî
ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü, ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî âàðüèðóåìàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãåî-
äåçè÷åñêîé ëèíèåé è ÷òî ñóùåñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
âåêòîðíîãî ïîëÿ âàðèàöèè. Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç ôîðìóëû (3.51).

Ïóñòü γ⃗ = r⃗ ◦ γ � èññëåäóåìàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè A è B íà ïî-
âåðõíîñòè. È ïóñòü A = γ⃗ (0) è B = γ⃗ (l). Ââåäåì íà ïîâåðõíîñòè ïîëó ãåîäåçè÷åñêóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ áàçîâîé êðèâîé γ⃗ (v). Òîãäà ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïî-
âåðõíîñòè ïðèìåò âèä

ds2 = du2 + f2(u, v)dv2,

à ôóíêöèÿ f(u, v) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

f(0, v) = 1, fu(0, v) = 0.

Îòíîñèòåëüíî òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé γ⃗ (v) èìååò âèä (u =
0, v = v), íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå âàðèàöèè ñîîòâåòñòâóåò âàðèðóþùåé âåêòîð-
ôóíêöèè {h(v), v} è âàðèàöèÿ ãåîäåçè÷åñêîé γ⃗ (v) ïðèìåò âèä{

u = εh(v), h(0) = h(l) = 0
v = v.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

l(ε) =

l∫
0

√
ε2(h′)2 +

(
f(εh(v), v)

)2
dv.

Òîãäà

dl

dε
=

l∫
0

ε(h′(v))2 + f(εh(v), v)fu(εh(v), v)h(v)√
ε2(h′(v))2 +

(
f(εh(v), v)

)2 .

Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà ñèñòåìû êîîðäèíàò îáåñïå÷èâàþò ðàâåíñòâî dl
dε

∣∣
ε=0

= 0. Ïî òîé
æå ïðè÷èíå

d2l

dε2

∣∣∣
ε=0

=

l∫
0

(
(h′(v))2 + fuu(0, v)h

2(v)
)
dv =

l∫
0

(
(h′(v))2 −K(0, v)h2(v)

)
dv,

ãäå K(0, v) � ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé. Ñëåäîâàòåëüíî, íà
ïîâåðõíîñòÿõ ñ ãàóññîâîé êðèâèçíîéK ≤ 0 ëþáàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé
ïî ñðàâíåíèþ ñ êðèâûìè, ñîåäèíÿþùèìè òî÷êè A è B, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ëîêàëü-
íûìè (ìàëûìè) âàðèàöèÿìè ãåîäåçè÷åñêîé. Òðåáîâàíèå ìàëîé âàðèàöèè ñóùåñòâåííî.
Íà ïîâåðõíîñòè êðóãîâîãî öèëèíäðà äâå òî÷êè íà îáðàçóþùåé ìîæíî ñ÷åòíûì ÷èñ-
ëîì ðàçëè÷íûõ âèíòîâûõ ëèíèÿé. Êàæäàÿ èç âèíòîâûõ ëèíèé ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé
â êëàññå ìàëûõ âàðèàöèé. Î÷åâèäíî, îäíàêî, ÷òî îòðåçîê îáðàçóþùåé êîðî÷å ëþáîé
èç íèõ.

Ôîðìóëå âòîðîé âàðèàöèè ìîæíî ïðèäàòü äðóãîé âèä. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ñ
ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïðèâîäèò ê ðàâåðñòâó

l∫
0

(h′(v))2dv = −
l∫

0

h′′(v)h(v)dv,

à ñëåäîâàòåëüíî

d2l

dε2

∣∣∣
ε=0

= −
l∫

0

h(v)
(
h′′(v) +K(0, v)h(v)

)
dv.

Óðàâíåíèå

h′′s +K
∣∣
γ (s)

h(s) = 0

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå ßêîáè äëÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé ãåîäåçè÷åñêîé γ (s).
Òî÷êè A è B íà ãåîäåçè÷åñêîé íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò íåíó-
ëåâîå ïîëå ßêîáè âäîëü ýòîé ãåîäåçè÷åñêîé, îáðàùàþùååñÿ â íóëü â òî÷êàõ A è B.
Ñîïðÿæåííûå òî÷êè íà ãåîäåçè÷åñêîé ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ òîëüêî åñëè K

∣∣
γ (s)

> 0. Òàê,

íà åäèíè÷íîé ñôåðå ñ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ds2 = du2 + sin2(u)dv2 óðàâíå-
íèå ßêîáè èìååò î÷åâèäíîå ðåøåíèå h = C sinu, óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì
h(0) = h(π) = 0. Âåêòîðíîå ïîëå ßêîáè â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä h⃗ = C sinu ∂v r⃗, òî
åñòü èìååò âíóòðåííèå êîîðäèíàòû {0, C sin(u)}.
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3.22 Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà ïëîùàäè.
Ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü F 2 � ïîâåðõíîñòü, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèåé r⃗ : D2 → E3 â îáëàñòè
D2. Âàðèàöèåé ïîâåðõíîñòè F 2 íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ íàä ýòîé
æå îáëàñòüþ ïàðàìåòðîâ âåêòîð-ôóíêöèåé ρ⃗ : D2 → E3 âèäà

ρ⃗ = r⃗ + εw n⃗,

ãäå w : D2 → R � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî w |∂D2 = 0, ε � ìàëûé ïàðàìåòð,
n⃗ � åäèíè÷íîå íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå.

Îïðåäåëåíèå 3.22.1 Ïîâåðõíîñòü F 2 íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíîé, åñëè
äëÿ ëþáîé âàðèàöèè ýòà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèîíàëà
ïëîùàäè, òî åñòü

dS(u, ε)

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

=
d

dε

∫
D

√
det g̃ du1du2

∣∣∣∣∣∣
ε=0

= 0,

ãäå g̃ � ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà âàðèàöèè.

Óòâåðæäåíèå 3.22.1 Ïîâåðõíîñòü F 2 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî-ìèíèìàëüíîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà H(D2) ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó âàðèàöèè g̃. Èìååì,

dρ⃗ = dr⃗ + εw dn⃗+ εdw n⃗,

à çíà÷èò
ds̃2 = |dρ⃗ |2 = |dr⃗ |2 + 2εw

⟨
dr⃗, dn⃗

⟩
+ ε2(∗),

ãäå ñèìâîëîì (∗) îòìå÷åíû íåñóùåñòâåííûå âûðàæåíèÿ.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöû ïåðâûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì âàðüèðîâàííîé è

èñõîäíîé ïîâåðõíîñòåé ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

g̃ = g − 2wεB + ε2(∗) = g(E − 2wεA) + ε2(∗).

Òàêèì îáðàçîì,

det g̃ = det g(1− 2εw trace(A)) + ε2(∗) = det g(1− 4εwH) + ε2(∗).

Âîñïîëüçóåìñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ
√
1± x ∼ 1± 1

2
x. Òîãäà, ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ áîëåå

âûñîêîãî ïîðÿäêà, èìååì √
det g̃ ∼

√
det g(1− 2εwH).

Ñëåäîâàòåëüíî

S(ε) ∼
∫∫
D

√
det g(1− 2εwH)du1du2 =

∫∫
D

(1− 2εwH)dS.
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Òîãäà
dS

dε

∣∣∣∣
ε=0

= −2
∫∫
D

wHdS.

Òàê êàê w ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî ñëåäîâàòåëüíî H ≡ 0.

3.22.1 Ñïåöèàëüíûå ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè â E3.

Ðàññìîòðèì êëàññ ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ.

Ëåììà 3.22.1 Äëÿ ñðåäíåé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííîé âðàùåíèåì C2- ðå-
ãóëÿðíîé ïëîñêîé ïðîôèëüíîé êðèâîé, èìååò ìåñòî ôîðìóëà

H =
1

2

(
k − cos θ

r

)
,

ãäå k � îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâèçíà ïðîôèëüíîé êðèâîé, θ � îðèåíòèðîâàííûé óãîë
ìåæäó îñüþ âðàùåíèÿ è êàñàòåëüíîé ê ïðîôèëüíîé êðèâîé, r � ðàññòîÿíèå äî îñè
âðàùåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïðàâèì îñü Oz äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
âäîëü îñè âðàùåíèÿ, à îñè Ox è Oy ðàñïîëîæèì â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè
âðàùåíèÿ. Ïóñòü u � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà ïðîôèëüíîé êðèâîé. Òîãäà óðàâíåíèå
ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ èìååò âèä:

r⃗ = {x(u) cos v, x(u) sin v, z(u)}.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ x(u) â òî÷íîñòè âûðàæàåò ðàññòîÿíèå îò òî÷êè íà ïðîôèëüíîé
êðèâîé äî îñè âðàùåíèÿ, òî åñòü r = x(u).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (x′)2 + (z′)2 = 1, íàõîäèì

∂1r⃗ = {x′ cos v, x′ sin v, z′}, ∂2r⃗ = {−x sin v, x cos v, z′}, n⃗ = {−z′ cos v,−z′ sin v, x′}
∂11r⃗ = {x′′ cos v, x′′ sin v, z′′}, ∂12r⃗ = {−x′ sin v, x′ cos v, 0}, ∂22r⃗ = {−x cos v,−x sin v, 0}.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

g =

(
1 0
0 x2

)
, B =

(
z′′x′ − x′′z′ 0

0 xz′

)
, A = g−1B =

(
z′′x′ − x′′z′ 0

0 z′

x

)
.

Ïîñêîëüêó äëÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé åå êðèâèçíà k(u) = z′′x′−x′′z′,
òî ìàòðèöà Âåéíãàðòåíà ïðèíèìàåò âèä

A =

(
k 0

0 z′

x

)
,

à ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñðåäíåé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ èìååì ôîðìóëó

H =
1

2

(
k +

z′

x

)
.
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Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî âåêòîð {x′, z′} ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì êàñàòåëüíîé ïðî-
ôèëüíîé êðèâîé. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç α îðèåíòèðîâàííûé óãîë îò îñè Ox, à ÷åðåç
θ îðèåíòèðîâàííûé óãîë îò îñè Oz (îñè âðàùåíèÿ) äî êàñàòåëüíîé, òî α− θ = π/2, à
çíà÷èò z′ = − cos θ, òî åñòü H = 1

2(k − cos θ/r), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå. Íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ìåðèäèàíû è ïàðàëëåëè ñîñòàâëÿþò ñåìåé-
ñòâî ëèíèé êðèâèçíû. Ïîýòîìó ãëàâíûå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè ðàâíû ñ òî÷íîñòüþ äî
çíàêà êðèâèçíå ìåðèäèàíà è êðèâèçíå ïàðàëëåëè, òî åñòü k è − cos θ/r.

Ãîìîòåòèåé íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå h : R3 → R3 âèäà h(x, y, z) = (x̃ = ax, ỹ =
ay, z̃ = az), ãäå a � ïîñòîÿííàÿ, íàçûâàåìàÿ êîýôôèöèåíòîì ãîìîòåòèè. Äâå ïîâåðõ-
íîñòè F è F̃ íàçûâàþòñÿ ãîìîòåòè÷íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìîòåòèÿ h òàêàÿ, ÷òî
h(F ) = F̃ . Ãîìîòåòèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, òàê êàê ñ î÷åâèäíîñòüþ

ds̃2 = dx̃2 + dỹ2 + dz̃2 = a2(dx2 + dy2 + dz2) = a2ds2.

Óòâåðæäåíèå 3.22.2 Ïóñòü F è F̃ = h(F ) äâå ãîìîòåòè÷íûå ïîâåðõíîñòè ñ êîýô-
ôèöèåíòîì ãîìîòåòèè a. Ïóñòü H è H̃ � ñðåäíèå êðèâèçíû F è F̃ ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà

H̃ =
1

a
H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèè r⃗
ïîâåðõíîñòè F , âåêòîð-ôóíêöèÿ ρ⃗ = ar⃗ ïàðàìåòðèçóåò ïîâåðõíîñòü F̃ , à çíà÷èò ñ
î÷åâèäíîñòüþ g̃ = a2g, B̃ = aB, Ã = 1

aA. Îòñþäà çàêëþ÷àåì òðåáóåìîå.

Óòâåðæäåíèå 3.22.3 Êàòåíîèä

ch(z) =
√
x2 + y2

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòåòèè ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ â
êëàññå ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ãðàôèê ãèïåð-
áîëè÷åñêîãî êîñèíóñà x = ch z ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòåòèè ïðî-
ôèëüíîé êðèâîé, îáåñïå÷èâàþùåé ìèíèìàëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòè âðà-
ùåíèÿ.

Óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ íà ïðî-
ôèëüíóþ êðèâóþ, à èìåííî,

k +
z′s
x

= 0.

Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè x = x(z). Òîãäà

k =
−x′′z

(1 + (x′z)
2)3/2

.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, èìååì

ds2 = (1 + (x′z)
2)dz2,



182 Ãëàâà 3. ÒÅÎÐÈß ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÅÉ

Ðèñ. 3.15: Êàòåíîèä.

à çíà÷èò

z′s =
1√

1 + (x′z)
2
.

Ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå äàåò

−x′′z
(1 + (x′z)

2)3/2
+

1

x
√

1 + (x′z)
2
= 0,

òî åñòü,
x′′z

1 + (x′z)
2
=

1

x
.

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî çàìåíû z → −z. Äîìíî-
æàÿ íà x′z, ëåãêî íàõîäèì

1

2
ln
(
1 + (x′z)

2
)
= ln(cx),

ãäå c > 0� êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Îòñþäà

xz = ±
√
c2x2 − 1.

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ, âîçüìåì xz =
√
c2x2 − 1. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê

òàáëè÷íîìó èíòåãðàëó

z =
1

c
ln |cx+

√
c2x2 − 1|+ z0 (x ≥ 1

c
> 0)

ãäå z0 ïîñòîÿííàÿ, îòâå÷àþùàÿ íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà. Ïîëîæèì z0 = 0 è
âûðàçèì x ÷åðåç z. Èìååì

ecz = cx+
√
c2x2 − 1,

e−cz =
1

cx+
√
c2x2 − 1

.

Ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷èì

ecz + e−cz =
c2x2 + 2cx

√
c2x2 − 1 + c2x2 − 1 + 1

cx+
√
c2x2 − 1

= 2cx,
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Ðèñ. 3.16: Ãåëèêîèäàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ
z = v4.

Ðèñ. 3.17: Ñòàíäàðòíûé ãåëèêîèä z = v.

òî åñòü
cx = ch(cz).

Òàêèì îáðàçîì ïðîôèëüíàÿ êðèâàÿ ãîìîòåòè÷íà ãðàôèêó ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà
x = ch z.

Ïðÿìîé ãåëèêîèäàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, çàäàâàåìàÿ â íåêî-
òîðîé äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèåì

r⃗ = {u cos v, u sin v, z(v)}.

Óòâåðæäåíèå 3.22.4 Ñòàíäàðòíûé ãåëèêîèä

r⃗ = {u cos v, u sin v, v}

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîìíîæèòåëÿ ãîìîòåòèè, ìèíèìàëüíîé
ïîâåðõíîñòüþ â êëàññå ïðÿìûõ ãåëèêîèäàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ äàííîé ãåëèêîèäàëüíîé ïîâåðõíîñòè r⃗ = {u cos v, u sin v, z(v)} âû÷èñëèì

∂1r⃗ = {cos v, sin v, 0}, ∂2r⃗ = {−u sin v, u cos v, z′},
∂11r⃗ = {0, 0, 0}, ∂12r⃗ = {− sin v, cos v, z′},
∂22r⃗ = {−u cos v,−u sin v, z′′}, n⃗ = 1√

u2+(z′)2
{z′ sin v,−z′ cos v, u}.

Îòñþäà íàõîäèì

g =

(
1 0
0 u2 + (z′)2

)
, B =

1√
u2 + (z′)2

(
0 0
0 uz′′

)
, A = g−1B =

(
0 0

0 uz′′

(u2+(z′)2)3/2

)
.
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Çíà÷èò, H ≡ 0 òîëüêî â ñëó÷àå z′′ = 0, òî åñòü äëÿ z = cv+z0. Ïðåíåáðåãàÿ àääèòèâíîé
êîíñòàíòîé, ïîëó÷àåì z = cv èëè z = c arctg(y/x). Ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòåòèè,

z = arctg(y/x),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Óòâåðæäåíèå 3.22.5 Ïðÿìîé ãåëèêîèä ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ìèíèìàëüíîé ïî-
âåðõíîñòüþ â êëàññå C2- ðåãóëÿðíûõ ëèíåé÷àòûõ ïîâåðõíîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü
çàïèñàíî â âèäå

r⃗ = ρ⃗(u) + va⃗(u),

ãäå ρ⃗(u) � ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ è a⃗(u) � åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå
íà ýòîé êðèâîé. Òîãäà

∂ur⃗ = ρ⃗ ′ + va⃗ ′ ∂v r⃗ = a⃗

∂uur⃗ = ρ⃗ ′′ + va⃗ ′′ ∂uv r⃗ = a⃗ ′ ∂vv r⃗ = 0

N⃗ = [ρ⃗ ′, a⃗] + v[⃗a ′, a⃗].

Ìàòðèöà ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïðèíèìàåò âèä

g =

(
|ρ⃗ ′ + va⃗ ′|2

⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩
1

)
, g−1 =

1

det g

(
1 −

⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩
−
⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩
|ρ⃗ ′ + va⃗ ′|2

)
,

à ìàòðèöà âòîðîé

B =
1

|N⃗ |

( ⟨
ρ⃗ ′′ + va⃗ ′′, N⃗

⟩
(⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗)

(⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗) 0

)
.

Äëÿ ìàòðèöû Âåéíãàðòåíà èìååì

A =
1

|N | det g

( ⟨
ρ⃗ ′′ + va⃗ ′′, N⃗

⟩
−
⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩
(⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗) ∗

∗ −
⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩
(⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗)

)
,

ãäå ñèìâîëîì (∗) ïîìå÷åíû íåñóùåñòâåííûå ýëåìåíòû ìàòðèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî-
âåðõíîñòü ìèíèìàëüíà, åñëè⟨

ρ⃗ ′′ + va⃗ ′′, N⃗
⟩
− 2
⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩
(⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗) = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðà N⃗ , ïîëó÷àåì

v2(⃗a ′′, a⃗ ′, a⃗) + v
(
(⃗a ′′, ρ⃗ ′, a⃗) + (ρ⃗ ′′, a⃗ ′, a⃗)

)
+ (ρ⃗ ′′, ρ⃗ ′, a⃗)− 2

⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩
(⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗) = 0. (3.52)

Ñëåäîâàòåëüíî,
(⃗a ′′, a⃗ ′, a⃗) = 0,

÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïàðàëëåëüíîñòè âåêòîð-ôóíêöèè
a⃗ íåêîòîðîé ïëîñêîñòè.
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Ïðèìåì ýòó ïëîñêîñòü â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (x, y), à îñü Oz íàïðà-
âèì ïåðïåíäèêóëÿðíî ýòîé ïëîñêîñòè. Â êà÷åñòâå íîâîé íàïðàâëÿþùåé íàøåé ëèíåé-
÷àòîé ïîâåðõíîñòè ïðèìåì ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòüþ (x, z)10. Â òàêîì ñëó÷àå,
ïàðàìåòðèçàöèÿ ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè ïðèìåò âèä

r⃗ = {x(α), 0, z(α)}+ v{cosα, sinα, 0},

ãäå α � óãîë ìåæäó îáðàçóþùåé è îñüþ Ox. Òîãäà a⃗ ′′ = −a⃗ è êîýôôèöèåíò ïðè v â
óðàâíåíèè (3.52) áóäåò ðàâåí (ρ⃗ ′′, a⃗ ′, a⃗) = −z′′. Ñëåäîâàòåëüíî, z = hα+b. Åñëè h = 0,
òî íàïðàâëÿþùàÿ âûðîæäàåòñÿ â ïðÿìóþ, à ïîâåðõíîñòü � â ïëîñêîñòü. Ïóñòü h ̸= 0,
òîãäà íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

z = hα.

Òàê êàê ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ

(ρ⃗ ′′, ρ⃗ ′, a⃗) = −x′′h sinα,
⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩
(⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗) = x′h cosα,

òî óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè (3.52) óïðîñòèòñÿ äî

x′′ sinα+ 2x′ cosα = 0.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ

x(α) = C1 + C2 ctgα

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïðÿìàÿ x = x0, y = y0, z = t, êîòîðàÿ
ïåðåñåêàåò âñå ïðÿìûå íàéäåííîé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå

0 = (ρ⃗− r⃗0, a⃗, e⃗z) =

∣∣∣∣∣∣
C1 + C2 ctgα− x0 −y0 hα

cosα sinα 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ =
sinα(C1 + C2 ctgα− x0) + cosαy0 = sinα(C1 − x0) + cosα(C2 + y0).

Îòñþäà íàõîäèì x0 = C1, y0 = −C2. Ïðèìåì ýòó ïðÿìóþ çà íîâóþ íàïðàâëÿþùóþ è
çàîäíî à îñü Oz íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òîãäà óðàâíåíèå íàøåé ïîâåðõíîñòè ïðèìåò
âèä

r⃗ = {0, 0, hα}+ v{cosα, sinα, 0} = {v cosα, v sinα, hα},
÷òî åñòü óðàâíåíèåì ïðÿìîãî ãåëèêîèäà.

Ïîâåðõíîñòüþ ïåðåíîñà íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, óðàâíåíèå êîòîðîé â íåêîòîðîé
ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä

r⃗ = {x(u), y(v), z1(u) + z2(v)}.

Ïîâåðõíîñòü ïåðåíîñà îáðàçîâàíà ïåðåíîñîì êðèâîé γ⃗1 = {x(u), 0, z1(u)} âäîëü êðèâîé
γ⃗2 = {0, y(v), z2(v)}, ðàñïîëîæåííûìè âî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ.

10Îáðàçóþùèå ïåðåñåêàþò ïëîñêîñòü (x, z), òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñå îáðàçóþùèå ïàðàë-
ëåëüíû îñè Ox, à çíà÷èò íàøà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðîì ñ ãàóññîâîé êðèâèçíîé K = 0. Èç
óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî íàøà ïîâåðõíîñòü ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ



186 Ãëàâà 3. ÒÅÎÐÈß ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÅÉ

Ðèñ. 3.18: Ïîâåðõíîñòü Øåðêà.

Óòâåðæäåíèå 3.22.6 Ïîâåðõíîñòü Øåðêà

z = ln

(
cosx

cos y

)
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòåòèè ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ â
êëàññå ïîâåðõíîñòåé ïåðåíîñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íàøåé ïîâåðõíîñòè

∂1r⃗ = {1, 0, z′1}, ∂2r⃗ = {0, 1, z′2},
∂11r⃗ = {0, 0, z′′1}, ∂22r⃗ = {0, 0, z′′2},
∂12r⃗ = {0, 0, 0}, n⃗ = 1√

1+(z′1)
2+(z′2)

2
{−z′1,−z′2, 1}.

Îòñþäà íàõîäèì

g =

(
1 + (z′1)

2 z′1z
′
2

z′1z
′
2 1 + (z′2)

2

)
, g−1 =

1

1 + (z′1)
2 + (z′2)

2

(
1 + (z′2)

2 −z′1z′2
−z′1z′2 1 + (z′1)

2

)
,

B =
1√

1 + (z′1)
2 + (z′2)

2

(
z′′1 0
0 z′′2

)
,

A = g−1B =
1

(1 + (z′1)
2 + (z′2)

2)3/2

(
(1 + (z′2)

2)z′′1 −z′1z′2z′′2
−z′1z′2z′′1 (1 + (z′1)

2)z′′2

)
.

Îòñþäà íàõîäèì

K =
z′′1z

′′
2

(1 + (z′1)
2 + (z′2)

2)2
, H =

1

2

(1 + (z′2))z
′′
1 + (1 + (z′1)z

′′
2

(1 + (z′1)
2 + (z′2)

2)3/2

Óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè ïîâåðõíîñòè ïåðåíîñà ïðèíèìàåò âèä

z′′1
1 + (z′1)

2
(x) = − z′′2

1 + (z′2)
2
(y) = c
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Ðèñ. 3.19: Ïîâåðõíîñòü Ýííåïåðà.

Çíà÷èò, îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè z1(x) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

z′′1
1 + (z′1)

2
= c

ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ z1(x) =
1
c ln cos cx.

×òî êàñàåòñÿ ôóíêöèè z2(y), òî àíàëîãè÷íî, èìååì

z′′2
(1 + (z′2)

2)
(y) = −c,

òî åñòü

z2(y) = −
1

c
ln cos cy.

Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî, ÿâíûå óðàâíåíèÿ íàøåé ïîâåðõíîñòè ïåðåíîñà ïðèîáðåòàþò
âèä

z =
1

c
ln

(
cos cx

cos cy

)
,

÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòåòèè äàåò ñòàíäàðòíóþ ïîâåðõíîñòü Øåðêà.

Óïðàæíåíèå 3.22.1 Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîâåðõíîñòü Ýííåïåðà

r⃗ = {1/4(u3 − 3u− 3uv2), 1/4(3v + 3u2v − v3), 3/4(v2 − u2)}

ìèíèìàëüíà.

Ðàññìîòðèì ÿâíî çàäàííûå ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè âèäà z = z(x, y). Äëÿ òàêèõ
ïîâåðõíîñòåé óñëîâèå H = 0 äàåòñÿ óðàâíåíèåì:

zxx(1 + z2y)− 2zxyzxzy + zyy(1 + z2x) = 0, (3.53)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàãðàíæà. Ýòî íåëèíåéíîå ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå.
Ïîñòðîåííûå âûøå ïðèìåðû äàþò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, îäíàêî ýòè ðåøåíèÿ
îïðåäåëåíû íå íàä âñåé ïëîñêîñòüþ (x, y). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-
íûì.

Òåîðåìà 3.22.1 (Òåîðåìà Áåðíøòåéíà) Ïëîñêîñòü z = ax + by + c ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííîé ìèíèìàëüíîé C2- ðåãóëÿðíîé ÿâíî çàäàííîé íàä âñåé ïëîñêîñòüþ (x, y)
ïîâåðõíîñòüþ â E3.
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3.23 Êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë âåêòîðíîãî ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå 3.23.1 Êàñàòåëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì X íà ïîâåðõíîñòè F , ïà-
ðàìåòðèçîâàííîé âåêòîð-ôóíêöèåé r⃗ : D2 → E3, íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå X :
D2 → TF , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òî÷êå u ∈ D êàñàòåëüíûé âåêòîð
X(u) ∈ Tr⃗(u)F .

Êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå X ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ïðîñòðàíñòâå E3, êàê ïîëå
âåêòîðîâ, çàäàííûõ â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè Fn, â âèäå

X⃗(u) = X1(u)∂1r⃗ +X2(u)∂2r⃗ = Xi(u)∂ir⃗, (3.54)

ãäå u = (u1, u2) ∈ D2 ïàðàìåòðû íà ïîâåðõíîñòè. Âåêòîðíîå ïîëå X íàçûâàåòñÿ
ãëàäêèì êëàññà Ck, åñëè ôóíêöèè âåêòîð-ôóíêöèÿ X⃗ : D2 → E3, çàäàííàÿ ôîðìóëîé
(3.54), ÿâëÿþòñÿ ãëàäêîé êëàññà Ck. Äëÿ Ck� ðåãóëÿðíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ íåîáõîäè-
ìà Ck� ðåãóëÿðíîñòü ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè è Ck� ðåãóëÿðíîñòü êîîðäèíàòíûõ
ôóíêöèé Xi(u).

Óñëîâèìñÿ, ÷òî â äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèÿõ âñå âåêòîðíûå ïîëÿ èìåþò

äîñòàòî÷íûé ïîðÿäîê ãëàäêîñòè.

Ìåæäó âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà ïîâåðõíîñòè è âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà îáëàñòè ïà-
ðàìåòðîâ èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ñâÿçü, îïðåäåëÿåìàÿ ìàòðèöåé ßêîáè âåêòîð-ôóíêöèè
ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè.

Ïóñòü u0 = (u10, u
2
0) òî÷êà â îáëàñòè D2. Ðàññìîòðèì êðèâóþ γ = u0+ tX, ïðîõîäÿ-

ùóþ ÷åðåç òî÷êó u0 â íàïðàâëåíèè âåêòîðà X = X1e⃗1 +X2e⃗2, ãäå (e⃗1, e⃗2) � áàçèñíûå
êàñàòåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà îáëàñòè ïàðàìåòðîâ D2. Òîãäà γ⃗ = r⃗ ◦ γ åñòü êðèâàÿ
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó q = r⃗(u0) è åå êàñàòåëüíûé âåêòîð

γ⃗ ′ = ∂r⃗ ·X

èìååò òå æå êîîðäèíàòû, ÷òî è íàïðàâëÿþùèé âåêòîð X êðèâîé γ, íî îòíîñèòåëüíî
áàçèñà (∂1r⃗, ∂2r⃗) êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TqF .

Îòîáðàæåíèå ∂r⃗ : TuD2 → Tr⃗(u)F îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

∂r⃗(X1e⃗1 +X2e⃗2) = X1∂1r⃗ +X2∂2r⃗ (3.55)

íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì îòîáðàæåíèåì. Êîîðäèíàòû {X1, X2} íàçûâàþòñÿ âíóò-
ðåííèìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðà X⃗ = X1∂1r⃗+X

2∂2r⃗. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ âíóò-
ðåííèå êîîðäèíàòû âåêòîðíîãî ïîëÿ X⃗(u).

ßâëÿåòñÿ ëè äèôôåðåíöèàë êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè êàñà-
òåëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì? Âû÷èñëèì

dX⃗ = dXi∂ir⃗ +Xi d∂ir⃗ = ∂kX
iduk∂ir⃗ +Xi ∂ikr⃗ du

k

è âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì Ãàóññà äëÿ ∂ikr⃗. Òîãäà

dX⃗ = ∂kX
iduk∂ir⃗ +Xi (Γs

ik∂sr⃗ + bikn⃗) du
k = (∂kX

s + Γs
ikX

i)duk∂sr⃗ + bikX
idukn⃗.

Î÷åâèäíî, ÷òî äèôôåðåíöèàë êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íå ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëü-
íûì âåêòîðíûì ïîëåì ïîâåðõíîñòè. Îäíàêî, åñëè âçÿòü òîëüêî êàñàòåëüíóþ ñîñòàâ-
ëÿþùóþ ïîëó÷åííîãî äèôôåðåíöèàëà, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñíîâà êàñàòåëüíûì âåêòîðíûì
ïîëåì íà ïîâåðõíîñòè. Òîãäà ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì.
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Îïðåäåëåíèå 3.23.2 Àáñîëþòíûì èëè êîâàðèàíòíûì äèôôåðåíöèàëîì âåêòîðíî-
ãî ïîëÿ X⃗ íà ïîâåðõíîñòè F íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèÿ íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî
ïîâåðõíîñòè äèôôåðåíöèàëà âåêòîð-ôóíêöèè (3.54)

Êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë âåêòîðíîãî ïîëÿ X îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç DX. Î÷åâèäíî,
÷òî −−→

DX := DX i∂ir⃗ = (∂kX
s + Γs

ikX
i)duk∂sr⃗.

Çíà÷èò âíóòðåííèå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèàëà ïîëÿ X⃗
èìåþò âèä

DXs = (∂kX
s + Γs

ikX
i)duk.

Êîýôôèöèåíòû ïðè äèôôåðåíöèàëàõ ïàðàìåòðîâ íàçûâàþòñÿ êîâàðèàíòíûìè ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè âíóòðåííèõ êîîðäèíàò âåêòîðíîãî ïîëÿ X è îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç
∇kX. Òàêèì îáðàçîì,

∇kX
s = ∂kX

s + Γs
ikX

i.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèàëà è êîâàðèàíòíûõ ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ çíàíèå ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè íå òðåáóåòñÿ; äîñòàòî÷íî
çàäàíèÿ âíóòðåííèõ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ïîëÿ è ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîð-
ìû ïîâåðõíîñòè (äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ).

Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü (3.55) âíóòðåííèõ è âíåøíèõ êîîðäèíàò êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ ìû ìîæåì èõ íå ðàçëè÷àòü, íî ó÷èòûâàòü èõ ñìûñë â êîíòåêñòå âû÷èñëåíèé è
ðàññóæäåíèé.

Îïðåäåëåíèå 3.23.3 Âåêòîðíîå ïîëå X⃗ íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííûì
(èëè ïàðàëëåëüíûì), åñëè DX = 0.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè X⃗ � ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïîâåðõíîñòè, òî dX⃗ ∥ n⃗.

Ëåììà 3.23.1 Åñëè X⃗ è Y⃗ � ïàðàëëåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà F , òî

d
⟨
X⃗, Y⃗

⟩
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

d
⟨
X⃗, Y⃗

⟩
=
⟨
dX⃗, Y⃗

⟩
+
⟨
X⃗, dY⃗

⟩
= 0,

òàê êàê dX⃗ ∥ n⃗ è dY⃗ ∥ n⃗.

Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì äîêàçàííîé Ëåììû ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ÷òî äëèíà ïàðàëëåëü-
íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ åñòü êîíñòàíòà è óãîë ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè âåêòîðíûìè
ïîëÿìè ïîñòîÿíåí.

Ñóùåñòâîâàíèå ïàðàëëåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè íàêëàäûâàåò ñó-
ùåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà åå âíóòðåííþþ ãåîìåòðèþ.

Óòâåðæäåíèå 3.23.1 Åñëè íà ïîâåðõíîñòè F 2 ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå
ïîëå, òî ýòà ïîâåðõíîñòü ëîêàëüíî-èçîìåòðè÷íà ïëîñêîñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X⃗ ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà F 2, ò.å. DX = 0. Òàê
êàê äëèíà ïàðàëëåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïîñòîÿííà, òî íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî |X⃗| = 1. Ïðèìåì ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé ïîëÿ X⃗ è ñåìåéñòâî
åãî îðòîãîíàëüíûõ òðàåêòîðèé â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíûõ ëèíèé ëîêàëüíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò íà ïîâåðõíîñòè. Îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,

ds2 = du2 + g22(u, v)dv
2,

à ñàìî ïîëå ïîëó÷èò âíóòðåííèå êîîðäèíàòû âèäà

X = {1, 0}.

Óñëîâèå DX = 0 âëå÷åò

DX1 = d(X1) + Γ1
ikX

iduk = Γ1
1kdu

k = 0,

DX2 = d(X2) + Γ2
ikX

iduk = Γ2
1kdu

k = 0.

Ïåðâîå èç óðàâíåíèé âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî, à èç âòîðîãî çàêëþ÷àåì, ÷òî Γ2
12 = 0.

Òîãäà è Γ12,2 = 0, à çíà÷èò
∂g22
∂u

= 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ôóíêöèÿ g22 íå çàâèñèò îò u, òî åñòü ïåðâàÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíàÿ ôîðìà íàøåé ïîâåðõíîñòè èìååò âèä

ds2 = du2 + g22(v)dv
2.

Ââåäåì íîâûå ïàðàìåòðû (u∗, v∗) èç óñëîâèé{
du∗ = du,

dv∗ =
√
g22(v) dv.

Îòíîñèòåëüíî íîâûõ ïàðàìåòðîâ,

ds2 = (du∗)2 + (dv∗)2.

Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ïîâåðõíîñòü äåéñòâèòåëüíî ëîêàëüíî-èçîìåòðè÷íà ïëîñêîñòè.

3.24 Ïàðàëëåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ âäîëü êðèâîé íà ïî-
âåðõíîñòè. Ôîðìóëà Ãàóññà-Áîííå

Îïðåäåëåíèå 3.24.1 Ïóñòü X⃗ � âåêòîðíîå ïîëå íà ïîâåðõíîñòè è γ (s)� êðèâàÿ
â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ. Òîãäà âåêòîðíîå ïîëå

X⃗(s) = (X⃗ ◦ γ )(s) = X⃗(u1(s), u2(s))

íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèåì âåêòîðíîãî ïîëÿ X⃗ íà êðèâóþ γ⃗ = r⃗ ◦ γ .
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Â òî÷êàõ êðèâîé γ ,

DXm(s) =

(
∂Xm

∂uk
duk

ds
+ Γm

ik(γ )X
idu

k

ds

)
ds =

duk

ds

(
∂Xm

∂uk
+ Γm

ik(γ )X
i

)
ds.

Âûðàæåíèå

DXm =
duk

ds

DXm

∂uk
ds

íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíûì äèôôåðåíöèàëîì (êîîðäèíàò) ïîëÿ X âäîëü êðèâîé γ , à
âûðàæåíèå

DXm

ds
=
duk

ds

DXm

∂uk

íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ïîëÿ X âäîëü γ . Â êîîðäèíàòíîì âûðàæåíèè

γ ′ =

{
du1

ds
,
du2

ds

}
. Îáîçíà÷èì, ïî àíàëîãèè ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé, êîâàðèàíòíóþ

÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ êàê ∇k =
D

∂uk
. Òîãäà

DXm

ds
=
duk

ds
∇kX

m.

Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíîé ïîëÿ X ïî íàïðàâëåíèþ ïîëÿ Y îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-
ëîé

∇YX
m = Y k∇kX

m.

Òîãäà, î÷åâèäíî, ìîæíî çàïèñàòü

DX

ds
= ∇γ′X

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ïîëÿ X âäîëü êðèâîé γ äîñòàòî÷íî
çíàòü ïîëå òîëüêî â òî÷êàõ γ . Äåéñòâèòåëüíî,

DXm = dXm + Γm
ikX

iduk.

Åñëè çàäàíû ôóíêöèè Xk = Xk(s), çàäàþùèå âåêòîðíîå ïîëå â òî÷êàõ êðèâîé γ , òî
î÷åâèäíûì îáðàçîì íàõîäèì:

DXm

ds
=
dXm

ds
+ Γm

ikX
idu

k

ds
.

Äëÿ êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè èìåþò ìåñòî àíàëîãè ôîðìóë Ôðåíå, åñëè âìåñòî îáû÷-
íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàòü êîâàðèàíòíîå. À èìåííî:

Óïðàæíåíèå 3.24.1 Ïóñòü γ⃗ � íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ íà ïîâåðõ-
íîñòè F 2. Äîêàçàòü, ÷òî τ⃗ è ν⃗g óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

τ⃗ ′ = kgν⃗g,

ν⃗ ′
g = −kg τ⃗ ,

ãäå ( ′) îçíà÷àåò êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó.
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Óïðàæíåíèå 3.24.2 Ïîêàæèòå, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðèâîé γ⃗ íà ïîâåðõ-
íîñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

|kg| =
|γ⃗ ′ × γ⃗ ′′|
|γ⃗ ′|3

ãäå ( ′) îçíà÷àåò êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó êðèâîé.

Îïðåäåëåíèå 3.24.2 Âåêòîðíîå ïîëå X⃗ = ∂r⃗ · X, çàäàííîå â òî÷êàõ êðèâîé γ⃗ =
r⃗ ◦ γ íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì âäîëü γ⃗ , åñëè

∇γ ′X = 0.

Óòâåðæäåíèå 3.24.1 Åñëè γ⃗ � (êóñî÷íî) ãëàäêàÿ êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè, òî âäîëü
γ⃗ âñåãäà ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ñèñòåìà

dXm

ds
= −Γm

ikX
idu

k

ds

ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ó êîòîðîé ðåøåíèå ñó-
ùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïàðàëëåëüíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ âäîëü êðèâîé, ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè
õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì.

Óòâåðæäåíèå 3.24.2 Êðèâàÿ γ⃗ íà ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëå γ⃗ ′ ïàðàëëåëüíî âäîëü γ⃗ , òî åñòü ∇γ ′γ ′ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:
dXm

ds
+ Γm

ikX
idu

k

ds
= 0. Ïîëîæèì X = γ ′ =

{
du1

ds
,
du2

ds

}
.

Òîãäà óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè ïîëÿ X âäîëü γ çàïèøåòñÿ êàê

d2um

ds2
+ Γm

ik

dui

ds

duk

ds
= 0.

Ïîíÿòèå ïàðàëëåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ âäîëü êðèâîé ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îäíî
èç âàæíåéøèõ ïîíÿòèé â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè � ïîíÿòèå ïàðàëëåëüíîãî
ïåðåíåñåíèÿ çàäàííîãî âåêòîðà âäîëü çàäàííîé êðèâîé.

Îïðåäåëåíèå 3.24.3 Ïóñòü γ⃗ : [a, b]→ F � êðèâàÿ è

γ⃗ (a) = A, γ⃗ (b) = B.

Ïóñòü X⃗A = ∂r⃗ ·Xa � ïðîèçâîëüíûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ïîâåðõíîñòè â òî÷êå A.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç X(s) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

dXm

ds
= −Γm

ikX
i du

k

ds

X(0) = Xa,

Âåêòîð X⃗B = ∂r⃗ ·X(b) íàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ âåêòîðà
X⃗A èç òî÷êè A â òî÷êó B âäîëü γ⃗ .
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî ñ êðèâèçíîé K = −1 â
èíòåðïðåòàöèè Ïóàíêàðå. Äëÿ ýòîé ïëîñêîñòè

ds2 =
dx2 + dy2

y2
,

à ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ èìåþò âèä:

Γ1
11 = 0, Γ1

12 = − 1
y , Γ1

22 = 0

Γ2
11 =

1
y , Γ2

12 = 0, Γ2
22 = − 1

y .

Ðàññìîòðèì êðèâóþ

x = t, y = y0

è íàéäåì ìíîæåñòâî ïàðàëëåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé âäîëü íåå. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì

∂1 = {1, 0}, ∂2 = {0, 1}

áàçèñíûå âåêòîðíûå ïîëÿ è çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ïàðàëëåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
X â âèäå

DX =

(
dXm

dt
+ Γm

ikX
idu

i

dt

)
∂m =

(
dX1

dt
+ Γ1

i1X
i

)
∂1 +

(
dX2

dt
+ Γ2

i1X
i

)
∂2 = 0

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó {
dX1

dt −
1
y0
X2 = 0,

dX2

dt + 1
y0
X1 = 0.

Ýòî ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, îáùåå ðåøåíèå êîòîðîé èìå-
åò âèä {

X1 = a1 cos(t/y0) + a2 sin(t/y0),

X2 = a2 cos(t/y0)− a1 sin(t/y0).

òî åñòü

X = cos(t/y0)A1 − sin(t/y0)A2,

ãäå A1 = a1∂1+a
2∂2, A2 = −a2∂1+a1∂2 � ïàðà ïðîèçâîëüíî âûáðàííûõ âçàèìíî îðòî-

ãîíàëüíûõ ðàâíûõ ïî äëèíå âåêòîðíûõ ïîëåé, îïðåäåëåííûõ â òî÷êàõ íàøåé êðèâîé
è îðèåíòèðîâàííûõ ïîëîæèòåëüíî ïî îòíîøåíèþ ê âûáðàííîìó áàçèñó ïîëåé íà ïëîñ-
êîñòè. Ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå èñïûòûâàåò ïîâîðîò îòíîñèòåëüíî ýòîé ïàðû ñ
óãëîâîé ñêîðîñòüþ 1/y0 â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè (ò.å., ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå).

Íàïðèìåð, äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ X(0) = ∂1 èìååì A1 = ∂1, A2 = ∂2 ïîëå X
èñïûòûâàåò íà îòðåçêå [0, π2 y0] ïîâîðîò íà óãîë π

2 â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè è
çàíèìàåò ïîëîæåíèå âåêòîðà −∂2 â òî÷êå (π2 y0, y0).

Â îáùåì ñëó÷àå, ñóììàðíûé îðèåíòèðîâàííûé ïîâîðîò ïàðàëëåëüíîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ íà çàäàííîì ó÷àñòêå êðèâîé îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé Ëåììîé.
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Ëåììà 3.24.1 Ïóñòü êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè çàäàíà ñâîèì âíóòðåííèì ïàðàìåò-
ðè÷åñêèì óðàâíåíèåì γ : ui = ui(t), γ(t1) = A, γ(t2) = B. Òîãäà ñóììàðíûé îðèåíòè-
ðîâàííûé ïîâîðîò ïàðàëëåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ p íà ó÷àñòêå êðèâîé îò A äî B
âû÷èñëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì îò äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû

⟨
∇ a, b

⟩
g
ïî

ôîðìóëå

∆φ = −
∫
γ

⟨
Da, b

⟩
g
= −

∫
γ

⟨
∇1a, b

⟩
g
du1 +

⟨
∇2a, b

⟩
g
du2 = −

∫ t2

t1

⟨
∇γ′a, b

⟩
g
dt, (3.56)

ãäå a è b ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà åäèíè÷íûõ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ ïîëîæèòåëüíî îðè-
åíòèðîâàííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïîâåðõíîñòè, âçÿòûõ â òî÷êàõ êðèâîé âäîëü γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r⃗ � ëîêàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü γ⃗ = r⃗ ◦ γ
� êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå a⃗ =
∂r⃗ · a íà ïîâåðõíîñòè è ïîëîæèì b⃗ = n⃗× a⃗. Òîãäà (⃗a, b⃗) îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíî îðè-
åíòèðîâàííûé îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð íà ïîâåðõíîñòè, à âåêòîðû (⃗a, b⃗, n⃗) � ïîëî-
æèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé îðòîíîðìèðîâàííûé (ïîäâèæíûé) ðåïåð â ïðîñòðàíñòâå
â òî÷êàõ íàøåé ïîâåðõíîñòè.

Ïóñòü p⃗ = ∂r⃗ · p � åäèíè÷íîå ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå âäîëü γ⃗ . Ïîëîæèì,
q⃗ = n⃗ × p⃗, êîòîðîå ñ î÷åâèäíîñòüþ òàê æå ïàðàëëåëüíî âäîëü êðèâîé. Íå íàðóøàÿ
îáùíîñòè, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â p⃗(A) = a⃗(A). Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ � îðèåíòèðîâàííûé
óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ïîëÿ a⃗ è p⃗. Òîãäà

p⃗ = cosφ a⃗+ sinφ b⃗

q⃗ = − sinφ a⃗+ cosφ b⃗

à çíà÷èò
a⃗ = cosφ p⃗− sinφ q⃗

b⃗ = sinφ p⃗+ cosφ q⃗.

Áåðÿ äèôôåðåíöèàë, íàõîäèì

da⃗ = −dφ b⃗+ cosφdp⃗− sinφdq⃗.

Òàê êàê dp⃗ ∥ dq⃗ ∥ n⃗, òî äîìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà b⃗, ïîëó÷èì

−dφ =
⟨
da⃗, b⃗

⟩
.

Òàêèì îáðàçîì,

∆φ = −
∫
γ

⟨
da⃗, b⃗

⟩
= −

∫
γ

⟨
Da, b

⟩
g
,

òî åñòü

∆φ = −
∫
γ

⟨
∇1a, b

⟩
g
du1 +

⟨
∇2a, b

⟩
g
du2.

Ïåðåõîäÿ ê ïàðàìåòðó íà êðèâîé, ïîëó÷èì

∆φ = −
t2∫

t1

(⟨
∇1a, b

⟩
g

du1

dt
+
⟨
∇2a, b

⟩
g

du2

dt

)
dt = −

t2∫
t1

⟨
∇γ′a, b

⟩
g
dt.
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Ïðèìåð 3.24.1 Íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè âñåãäà ìîæíî ââåñòè îðòîãîíàëüíóþ êî-
îðäèíàòíóþ ñåòü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó ïîâåðõíîñòè
âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

ds2 = g2du2 + f2dv2,

ãäå f è g � ãëàäêèå ôóíêöèè ïàðàìåòðîâ, íå îáðàùàþùèåñÿ â íóëü íà îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Íàáîð ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ ëåãêî âû÷èñ-
ëÿåòñÿ (u := u1, v := u2)

Γ1
11 =

∂1g

g
, Γ1

12 =
∂2g

g
, Γ1

22 = −
f∂1f

g2

Γ2
11 = −

g∂2g

f2
, Γ2

12 =
∂1f

f
, Γ2

22 =
∂2f

f

Ïîëîæèì

a =
1

g

{
1, 0
}
:=

1

g
∂1, b =

1

f

{
0, 1
}
:=

1

f
∂2.

Òîãäà

∇1a := ∇∂1a = ∇∂1

(1
g
∂1

)
= −∂1g

g2
∂1 +

1

g
Γs
11∂s = −

∂1g

g2
∂1 +

1

g

(
Γ1
11∂1 + Γ2

11∂2

)
=

− ∂1g

g2
∂1 +

1

g

(∂1g
g
∂1 −

g∂2g

f2
∂2

)
= −∂2g

f2
∂2 = −

∂2g

f
b.

Àíàëîãè÷íî,

∇2a := ∇∂2a = ∇∂2

(1
g
∂1

)
= −∂2g

g2
∂1 +

1

g
Γs
12∂s = −

∂2g

g2
∂1 +

1

g

(
Γ1
12∂1 + Γ2

12∂2

)
=

− ∂2g

g2
∂1 +

1

g

(∂2g
g
∂1 +

∂1f

f
∂2

)
=
∂1f

gf
∂2 =

∂1f

g
b.

Ïóñòü u := u1(t), v := u2(t) êðèâàÿ, ëåæàùàÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ëîêàëüíîé êàðòå.
Òîãäà óãîë ïîâîðîòà ïàðàëëåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ âäîëü ýòîé êðèâîé âûðàçèòñÿ
ôîðìóëîé

∆φ =

t2∫
t1

(∂2g
f

du1

dt
− ∂1f

g

du2

dt

)
dt.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïåðåíîñå âäîëü êîîðäèíàòíûõ ëèíèé u1 = const, u2 = t è u1 = t, u2 =
const èìååì, ñîîòâåòñòâåííî,

∆φ1 = −
t2∫

t1

∂1f

g
dt, ∆φ2 =

t2∫
t1

∂2g

f
dt.

Ïðè ïîëóãåîäåçè÷åñêîé ïàðàìåòðèçàöèè ds2 = du2 + f2dv2 ïîëó÷àåì

∆φ1 = −
t2∫

t1

∂1f dt, ∆φ2 = 0.
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Åñëè ìû èìååì äåëî ñ ìåòðèêîé âðàùåíèÿ, òî f = f(u) è∆φ1 = −∂1f∆v. Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ñôåðû ðàäèóñà R ìû èìååì ïîëóãåîäåçè÷åñêóþ äåêàðòîâó ïàðàìåòðèçàöèþ â âèäå
ds2 = du2 + R2 cos2

(
u/R

)
dv2 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îáõîäå âñåé ïàðàëëåëè u = u0 =

const

∆φ1 = 2π sin
(
u0/R

)
= 2π

√
R2 − r2
R

= 2π

√
1−

( r
R

)2
,

ãäå r � âíåøíèé ðàäèóñ ðàññìàòðèâàåìîé ïàðàëëåëè.

Ïðèìåíèì äîêàçàííóþ ëåììó ê ñëó÷àþ çàìêíóòîãî êîíòóðà íà ïîâåðõíîñòè.

Ëåììà 3.24.2 Ïóñòü γ⃗ � çàìêíóòûé êîíòóð íà F 2, îãðàíè÷èâàþùèé îäíîñâÿçíóþ
îáëàñòü D. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆φ óãîë ìåæäó âåêòîðîì p⃗ è ðåçóëüòàòîì åãî ïàðàë-
ëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ âäîëü γ⃗ . Òîãäà

∆φ =

∫∫
D

KdS.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê âñå íàøè ðàññìîòðåíèÿ íîñÿò ëîêàëüíûé õàðàêòåð, áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîíòóð ëåæèò â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ïîëóãåîäåçè÷åñêîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â ýòîì ñëó÷àå

ds2 = du2 + f2(u, v)dv2,

Γ1
11 = 0, Γ1

12 = 0, Γ1
22 = −ffu,

Γ2
11 = 0, Γ2

12 =
fu
f , Γ2

22 =
fv
f .

Ïîëîæèì

a = ∂1, b =
1

f
∂2.

Òîãäà

∇1a = 0, ∇2a = Γ2
21∂2 =

fu
f
∂2 = fub

è ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Ñòîêñà ê ôîðìóëå (3.56) çàïèøåòñÿ â âèäå

∆φ = −
∫
γ
0 du+fudv = −

∫∫
D2

fuududv =

∫∫
D2

Kfdudv =

∫∫
D2

K
√
det gdudv =

∫∫
D2

KdS.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 3.24.2 Íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî

ds2 =
dx2 + dy2

y2

ðàññìîòðèì îòðåçîê ïðÿìîé

{x = (cosα)t+ x0, y = (sinα)t+ y0}
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íà ó÷àñòêå t = t1 . . . t2. Âîçüìåì â êà÷åñòâå ïîëåé a è b ïîëÿ

a = {y, 0} = y∂1, b = {0, y} = y∂2.

Âäîëü íàøåé êðèâîé a(t) = (t sinα + y0)∂1, b(t) = (t sinα + y0)∂2. Ïîñêîëüêó γ′ =
{cosα, sinα}, òî

∇γ′a =
(dam
dt

+ Γm
ika

idu
k

dt

)
∂m =

(sinα+ Γ1
11y sinα)∂1 + Γ2

11y cosα∂2 = cosα∂2 =
cosα

t sinα+ y0
b.

Çíà÷èò, ïðè α ̸= 0, π èìååì

∆φ = −
t2∫

t1

cosα

t sinα+ y0
dt = − ctgα ln

∣∣∣∣ t2 sinα+ y0
t1 sinα+ y0

∣∣∣∣ .
Åñëè æå α = 0, π, òî

∆φ = −|t2 − t1|
y0

.

Çàìåòèì â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïðè ñìåùåíèè âäîëü âåðòèêàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé (ò.å
ïðè α = π/2) âðàùåíèå ∆φ = 0.

Ïðèìåð 3.24.3 Íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî

ds2 =
dx2 + dy2

y2

ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü

x = x0 + r cos t, y = y0 + r sin t (y0 > r)

è âû÷èñëèì ïîâîðîò ïàðàëëåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïðè îáõîäå ýòîé îêðóæíîñòè,
òî åñòü ïðè t = 0 . . . 2π. Äëÿ òàêîé êðèâîé

γ′ = {−r sin t, r cos t}

Âûáðàâ ñíîâà a = y∂1, b = y∂2, ïîëó÷àåì

∇γ′a =
(dam
dt

+ Γm
ika

idu
k

dt

)
∂m = Γ2

11y(−r sin t)∂2 = −r sin t∂2 = −
r sin t

y0 + r sin t
b.

Ïîýòîìó, ïðè y0 > r

∆φ =

∫ 2π

0

r sin t

y0 + r sin t
dt = 2π −

∫ 2π

0

y0
y0 + r sin t

dt.
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Çàìåòèì, ÷òî ìû íàøëè ïîâîðîò ïîëÿ íå íàõîäÿ ñàìîãî ïàðàëëåëüíîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ âäîëü êðèâîé. Äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ, íóæíî áûëî áû ðåøàòü ñèñòåìó{

dX1

dt −
r cos t

y0+r sin tX
2 = 0,

dX2

dt + −r sin t
y0+r sin tX

1 − r cos t
y0+r sin tX

2 = 0.
,

ðåøåíèå êîòîðîé ñîïðÿæåíî ñ î÷åâèäíûìè òðóäíîñòÿìè.
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî íàéòè ðåçóëüòàò ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ âîîáùå

íå ðåøàÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé íà ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå. Ñëåäóþùèå äâà î÷å-
âèäíûõ óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè â òàêîì ìåòîäå.

Óòâåðæäåíèå 3.24.3 Åñëè äâå ïîâåðõíîñòè êàñàþòñÿ âäîëü γ⃗ , òî ðåçóëüòàò ïà-
ðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ X⃗ âäîëü γ⃗ íå çàâèñèò îò òîãî, ïî êàêîé
ïîâåðõíîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåíîñ.

Óòâåðæäåíèå 3.24.4 Åñëè äâå ïîâåðõíîñòè ëîêàëüíî-èçîìåòðè÷íû, òî ðåçóëüòà-
òû ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ âåêòîðà âäîëü êðèâûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïî èçîìåò-
ðèè, ñîâïàäàþò11.

Äëÿ ïðèìåðà, ðàññìîòðèì ìàëóþ îêðóæíîñòü ðàäèóñà r íà ñôåðå ðàäèóñà R. "Íà-
êðîåì" åå êîíóñîì, êàñàþùèìñÿ ñôåðû âäîëü ýòîé îêðóæíîñòè. Ïóñòü l � äëèíà îáðà-
çóþùåé ýòîãî êîíóñà. Ðàçðåæåì êîíóñ âäîëü îáðàçóþùåé è ðàçâåðíåì íà ïëîñêîñòü.
Òîãäà ïàðàëëåëüíîå âäîëü îêðóæíîñòè âåêòîðíîå ïîëå ïåðåéäåò â ïàðàëëåëüíîå âåê-
òîðíîå ïîëå âäîëü îêðóæíîñòè ðàäèóñà l íà ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîâîðîò ïàðàë-
ëåëüíîãî ïîëÿ ïðè îáõîäå îêðóæíîñòè íà ñôåðå ðàâåí öåíòðàëüíîìó óãëó α, ñòÿíóòîìó
ýòîé äóãîé. Èç ýëåìåíòàðíûõ ñîîáðàæåíèé,

∆φ = 2π

√
1−

( r
R

)2
.

Ïðîñëåäèì òåïåðü çà ïîâåäåíèåì êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ êðèâîé ïî îòíîøå-
íèþ ê ïàðàëëåëüíîìó âåêòîðíîìó ïîëþ. Íàïîìíèì, ÷òî íà îðèåíòèðîâàííîé ïëîñêî-
ñòè ñóììàðíûé ïîâîðîò êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ îòíîñèòåëüíî ôèêñèðîâàííîãî
(ò.å., ïàðàëëåëüíîãî) âåêòîðíîãî ïîëÿ âûðàæàëñÿ ôîðìóëîé

∆α =

∫
γ
k ds,

ãäå k � êðèâèçíà ïëîñêîé êðèâîé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîäîáíàÿ ôîðìóëà, ñ çàìåíîé
k → kg ñïðàâåäëèâà è äëÿ êðèâîé íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè.

Ëåììà 3.24.3 Ïóñòü γ⃗ (t) = r⃗ ◦ γ(t) � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ íà F 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
∆α ñóììàðíûé óãîë ïîâîðîòà êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ êðèâîé γ⃗ îòíîñèòåëüíî
ïàðàëëåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ó÷àñòêå êðèâîé îò òî÷êè A(t1) äî òî÷êè B(t2).
Òîãäà

∆α =

∫ B

A
kgds =

∫ t2

t1

kg(t)
ds

dt
dt,

ãäå kg � îðèåíòèðîâàííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðèâîé.

11Â òîì ñìûñëå, ÷òî èìåþò îäèíàêîâûå âíóòðåííèå êîîðäèíàòû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p⃗ � ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå âäîëü γ⃗ , à τ⃗ = γ⃗ ′ � êàñà-
òåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà êîíòóðå. Ïîëîæèì q⃗ = n⃗× p⃗. Òîãäà ïîëå q⃗ òàê æå åäèíè÷íî
è ïàðàëëåëüíî âäîëü êîíòóðà.

Ïóñòü α � îðèåíòèðîâàííûé óãîë ìåæäó p⃗ è τ⃗ . Ââåäåì âåêòîðíîå ïîëå ν⃗g = n⃗× τ⃗
� ïîëå ãåîäåçè÷åñêèõ íîðìàëåé êîíòóðà. Òîãäà

τ⃗ = cosα p⃗+ sinα q⃗

ν⃗g = − sinα p⃗+ cosα q⃗.

À çíà÷èò

dτ⃗ = dα ν⃗g + cosαdp⃗+ sinαdq⃗

Òàê êàê dp⃗ ∥ dq⃗ ∥ n⃗, òî äîìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà ν⃗g, ïîëó÷èì

dα =
⟨
dτ⃗ , ν⃗g

⟩
= kgds

Ñëåäîâàòåëüíî,

∆α =

∫
γ

kgds,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Íàïðèìåð, íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî

ds2 =
dx2 + dy2

y2

ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü

x = x0 + r cos t, y = y0 + r sin t

è âû÷èñëèì ïîâîðîò êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïðè îáõîäå ýòîé îêðóæíîñòè îòíî-
ñèòåëüíî ïàðàëëåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Äëÿ òàêîé îêðóæíîñòè kg = y0

r è ïîýòîìó

∆α =

∫
γ
kgds =

2π∫
0

y0
r

r

y0 + r sin t
dt =

2π∫
0

y0
y0 + r sin t

dt

Óïðàæíåíèå 3.24.3 Ïîêàæèòå, ÷òî íà ïîëóïëîñêîñòè Ïóàíêàðå ñóììàðíûé óãîë
ïîâîðîòà êàñàòåëüíîé êðèâîé γ îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ðàâåí

∆α = ∆α0 +

∫
γ

dx

y
,

ãäå ∆θ0 � ñóììàðíûé óãîë ïîâîðîòà êàñàòåëüíîé êðèâîé γ êàê êðèâîé íà åâêëèäîâîé
ïîëóïëîñêîñòè.

Òåïåðü ìû ìîæåì ëåãêî äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðåìó ðàçäåëà.



200 Ãëàâà 3. ÒÅÎÐÈß ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÅÉ

Òåîðåìà 3.24.1 (Ôîðìóëà Ãàóññà-Áîííå) Ïóñòü Γ = ∪γ i � êóñî÷íî-ãëàäêèé çà-
ìêíóòûé êîíòóð íà îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè F 2, îãðàíè÷èâàþùèé îäíîñâÿçíóþ
îáëàñòü D. Îáîçíà÷èì ÷åðåç kg(γ i) � îðèåíòèðîâàííóþ ãåîäåçè÷åñêóþ êðèâèçíó äó-
ãè γ i, α1, . . . , αn � âíóòðåííèå óãëû êîíòóðà Γ, à ÷åðåç K � ãàóññîâó êðèâèçíó F 2.
Òîãäà èìååò ìåñòî ôîðìóëà:∫∫

D

KdS +
∑∫

γ i

kg(γ i)ds+
∑
i

(π − αi) = 2π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, çàôèêñèðîâàâ ïðîèçâîëüíîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå
ïîëå a⃗ íà ïîâåðõíîñòè, ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñóììàðíûé ïîâîðîò êàñàòåëüíîãî âåêòîð-
íîãî ïîëÿ êîíòóðà îòíîñèòåëüíî ïîëÿ a⃗ êðàòåí 2π.

Ïóñòü p⃗ � ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà Γ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆φ � óãîë ìåæäó
íà÷àëüíûì ïîëîæåíèåì è êîíå÷íûì ïîëîæåíèåì ïîëÿ p⃗ ïðè îáõîäå êîíòóðà Γ. Òîãäà
ïî Ëåììå 3.19.2,

∆φ =

∫∫
D

KdS.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ⃗ � åäèíè÷íîå êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå âäîëü Γ. Ïóñòü ∆α �
ñóììàðíûé ïîâîðîò τ⃗ îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ p⃗ ïðè îáõîäå êîí-
òóðà. Òîãäà, èñïîëüçóÿ Ëåììó 3.24.3 íà êàæäîì ãëàäêîì ó÷àñòêå êîíòóðà, íàéäåì, ÷òî

∆α =
∑∫

γ i

kg(γ i)ds+
∑
i

(π − αi).

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ñëîæåíèÿ îðèåíòèðîâàííûõ óãëîâ, ìîæåì çàïè-
ñàòü

∆φ+∆α = 2πk.

Ïîêàæåì, ÷òî k = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíòóð íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîé êàðòå íà ïî-
âåðõíîñòè è ýòà êàðòà ïðîåêòèðóåòñÿ â íåêîòîðóþ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè. Òîãäà ïðè
äèôôåîìîðôèçìå çàìêíóòûé êîíòóð ïåðåõîäèò â çàìêíóòûé êîíòóð, êàñàòåëüíîå âåê-
òîðíîå ïîëå â êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå. "Ïðîäåôîðìèðóåì" êîíòóð Γ â îêðóæ-
íîñòü íà ïëîñêîñòè, à îáðàç ïîëÿ p⃗ â ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè.
Òîãäà ∆α = 2π. Òàê êàê âñå äåôîðìàöèè áûëè íåïðåðûâíûìè, òî çíà÷èò è èñõîäíî
∆α = 2π, òî åñòü k = 1.

Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ñëåäñòâèÿ äîêàçàííîé ôîðìóëû, ðàññìîòðèì íà ïîâåðõíî-
ñòè ãåîäåçè÷åñêèé òðåóãîëüíèê. Îáîçíà÷èì óãëû òðåóãîëüíèêà ÷åðåç α, β, γ. Òàê êàê
kg(γi) = 0, òî ∫∫

△

KdS + (π − α) + (π − β) + (π − γ) = 2π,

òî åñòü

α+ β + γ =

∫∫
△

KdS.

Òîãäà, åñëè âíóòðè òðåóãîëüíèêà
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i) K = 0, òî α+ β + γ = π,

ii) K > 0, òî α+ β + γ > π,

iii) K < 0, òî α+ β + γ < π.

Òàêèì îáðàçîì, èçâåñòíàÿ ïðîáëåìà â ãåîìåòðèè î ñóììå âíóòðåííèõ óãëîâ òðåóãîëü-
íèêà ïîëó÷àåò çàìå÷àòåëüíîå ðåøåíèè â êîíòåêñòå ôîðìóëû Ãàóññà-Áîííå.

3.24.1 Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Ãàóññà. Òåîðåìà ßêîáè.

Åùå îäíèì ñëåäñòâèåì ôîðìóëû Ãàóññà-Áîííå ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ñâÿçû-
âàþùàÿ êðèâèçíó è òîïîëîãèþ çàìêíóòîãî äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Òåîðåìà 3.24.2 (Òåîðåìà Ãàóññà-Áîííå) Ïóñòü F 2 � çàìêíóòàÿ (îðèåíòèðóå-
ìàÿ) ïîâåðõíîñòü. Òîãäà ∫∫

F 2

KdS = 2πχ(F 2),

ãäå χ(F 2) = Γ0 − Γ1 + Γ2 � ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïîâåðõíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðèàíãóëèðóåì íàøó ïîâåðõíîñòü F 2 =
∪
Ti òàê, ÷òî êàæäûé òðå-

óãîëüíèê ëåæèò â íåêîòîðîé ëîêàëüíîé êàðòå ìíîãîîáðàçèÿ, è äëÿ êàæäîãî òðåóãîëü-
íèêà çàïèøåì ôîðìóëó Ãàóññà-Áîííå:∫∫

Ti

KdS +
3∑

k=1

∫
γ

(k)
i

kg(γ
(k)
i )ds+ (π − α(1)

i ) + (π − α(2)
i ) + (π − α(3)

i ) = 2π.

Òàê êàê ïîâåðõíîñòü îðèåíòèðóåìà, òî îðèåíòàöèþ âñåõ òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî âû-
áðàòü êîãåðåíòíî, òî åñòü òàê, ÷òî íàïðàâëåíèå îáõîäà ñòîðîí ñìåæíûõ òðåóãîëüíèêîâ
ïðîòèâîïîëîæíî. Ïðîñóììèðóåì ïî i âñå âûðàæåíèÿ. Òîãäà, î÷åâèäíî,∑

i

∫∫
Ti

KdS =

∫∫
F

KdS,

Ñóììà èíòåãðàëîâ îò ãåîäåçè÷åñêèõ êðèâèçí áóäåò ðàâíà 0, òàê êàê íà êàæäîì ðåáðå
òðèàíãóëÿöèè èíòåãðèðóåòñÿ îäíà è òà æå ôóíêöèÿ äâàæäû, íî â ïðîòèâîïîëîæíûõ
íàïðàâëåíèÿõ. Ñóììà óãëîâ ïðè âñåõ âåðøèíàõ ñîñòàâèò âåëè÷èíó, ðàâíóþ 2πΓ0. Òàê
êàê êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ ðàâíî Γ2, òî ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî ñóììèðîâàíèå äàåò∫∫

F 2

KdS + 3πΓ2 − 2πΓ0 = 2πΓ2.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî 3Γ2 �ýòî îáùåå ÷èñëî ðåáåð òðèàíãóëÿöèè, ñîñ÷èòàííûõ äâàæäû
(îäíî è òî æå ðåáðî ïðèíàäëåæèò äâóì ñìåæíûì òðåóãîëüíèêàì). Çíà÷èò 3Γ2 = 2Γ1.
È òîãäà îêîí÷àòåëüíî èìååì,∫∫

F 2

KdS = 2π(Γ2 − Γ1 + Γ0) = χ(F 2).
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Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Ãàóññà, äîêàæåì ñëåäóþùåå ëþáîïûò-
íîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.24.3 (Òåîðåìà ßêîáè) Ïóñòü γ � ðåãóëÿðíàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â E3,
γ ∗ � åå íîðìàëüíûé ñôåðè÷åñêèé îáðàç. Åñëè γ ∗ íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé, òî γ ∗

äåëèò ñôåðó íà äâå ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü β⃗, ν⃗, τ⃗ � ðåïåð Ôðåíå êðèâîé γ . Òîãäà ïàðàìåòðèçàöèÿ γ ∗

èìååò âèä
ρ⃗ = ν⃗(s).

Òàê êàê
ρ⃗ ′
s = ν⃗ ′

s = −kτ⃗ + κβ⃗,
òî |ρ⃗ ′

s| =
√
k2 + κ2 > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s∗ íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà γ ∗. Òîãäà

ds∗

ds
=
√
k2 + κ2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç k∗g � ãåîäåçè÷åñêóþ êðèâèçíó γ∗. Ïîêàæåì, ÷òî∫
γ ∗

k∗gds
∗ = 0.

Òàê êàê s íå íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà γ ∗, òî k∗g êàê ôóíêöèþ ïàðàìåòðà s íàéäåì
ïî ôîðìóëå

k∗g =
(ρ⃗ ′, ρ⃗ ′′, n⃗)

|ρ⃗ ′|3
,

ãäå n⃗ � âåêòîð íîðìàëè ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé ëåæèò êðèâàÿ. Òàê êàê γ ∗ ëåæèò
íà åäèíè÷íîé ñôåðå, òî â íàøåé çàäà÷å n⃗ = ν⃗. Äëÿ ïðîèçâîäíûõ âåêòîð-ôóíêöèè ρ⃗
èìååì

ρ⃗ ′ = −kτ⃗ + κβ⃗,

ρ⃗ ′′ = −k ′τ⃗ + κ ′β⃗ − k(+kν⃗) + κ(−κν⃗) = −k ′τ⃗ + κ ′β⃗ − (k2 + κ2)ν⃗.

Âû÷èñëèì:

(ρ⃗ ′, ρ⃗ ′′, n⃗) = (−kτ⃗ + κβ,−k ′τ⃗ + κ ′β − (k2 + κ2)ν⃗, ν⃗) =

− kκ ′(τ⃗ , β⃗, ν⃗)− κk ′(β⃗, τ⃗ , ν⃗) = kκ ′ − κk ′.

Çíà÷èò,

k∗g(s) =
kκ ′ − κk′

(k2 + κ2)
3
2

Âû÷èñëèì èíòåãðàë:∫
γ ∗

k∗g(s
∗)ds∗ =

∫
γ

k∗g(s)
ds∗

ds
ds =

∫
γ

kκ ′ − κk′

(k2 + κ2)
3
2

√
k2 + κ2ds =

∫
γ

kκ ′ − κk′

k2 + κ2
ds =

∫
γ

d
(
arctg

κ
k

)
= arctg

κ
k

∣∣∣L
0
= πm,
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ãäå L � äëèíà êðèâîé γ , m� íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî. Äëÿ ïëîñêîé êðèâîé κ ≡ 0,
ïîýòîìó m = 0. Åñëè íåïðåðûâíî äåôîðìèðîâàòü êðèâóþ, òî âåëè÷èíà πm ñ îäíîé
ñòîðîíû èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî, à ñ äðóãîé ñòîðîíû � ñêà÷êîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà
âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Òî åñòü m = 0.

Ïóñòü D∗
1,D∗

2 � îáëàñòè íà ñôåðå, òàêèå ÷òî ∂D∗
1 = ∂D∗

2 = γ ∗. Ïî ôîðìóëå Ãàóññà-
Áîííå, ∫∫

D∗
1

KdS +

∫∫
γ ∗

k∗gds
∗ = 2π.

Íî ñôåðà åäèíè÷íàÿ, ñëåäîâàòåëüíî K ≡ 1. Òîãäà∫∫
D∗

1

KdS = S(D∗
1),

à çíà÷èò S(D∗
1) = 2π.

Óïðàæíåíèå 3.24.4 Ïóñòü γ � çàìêíóòàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ íà âûïóêëîé ïîâåðõíî-
ñòè â E3 êëàññà C2. Òîãäà íîðìàëüíûé ñôåðè÷åñêèé îáðàç γ ∗ äåëèò ñôåðó íà äâå
ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè.
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Ãëàâà 4

Òåíçîðû â äèôôåðåíöèàëüíîé

ãåîìåòðèè

Äî ýòîãî ìîìåíòà ãåîìåòðèÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàññìàòðèâàëàñü â ïðåäåëàõ îäíîé ëî-
êàëüíîé êàðòû. Íà ïåðåñå÷åíèè äâóõ ëîêàëüíûõ êàðò ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû (òàêèå,
êàê âåêòîðû, äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû, ëèíåéíûå îïåðàòîðû è ïð.) èìåþò ðàçëè÷-
íîå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ëîêàëüíîé êàðòû. Ê ñ÷à-
ñòüþ, ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ïðåîáðàçóþòñÿ ïðè çàìåíå ïàðàìåòðîâ íåêèì ñïåöè-
àëüíûì îáðàçîì, ïîçâîëÿþùèì "ñêëåéêó" ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ íà ïåðåñå÷åíèè
êàðò. Òàêîé õàðàêòåð ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ òåíçîðíûì, à ñàì îáúåêò, ïîä÷è-
íÿþùèéñÿ òåíçîðíîìó çàêîíó ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì. Òàêèì îáðàçîì
ïîíÿòèå òåíçîðà ïîçâîëÿåò ãëîáàëèçîâàòü îáúåêòû, èçíà÷àëüíî çàäàííûå ëîêàëüíî.

4.1 Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû òåíçîðíûõ ïîëåé

Ïóñòü Fn � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Fn

ÿâëÿåòñÿ âëîæåííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå EN äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî ÷èñëà èçìåðåíèé.

Ïóñòü (U,φ(u)) è (V, φ(v)) äâå ëîêàëüíûå êàðòû ñ íåïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì. Íà U∩V
âîçíèêàåò äèôôåîìîðôèçì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò φ(u)◦φ(v)−1 = u(v), èìåþùèé
êîîðäèíàòíîå âûðàæåíèå â âèäå ui = ui(v1, . . . , vn) ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé ßêîáè(

∂ui

∂vα

)
(i, α = 1, . . . , n).

Ìàòðèöà ßêîáè ëîêàëüíî îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ vα = vα(u1, . . . , un), à èìåííî,(
∂vα

∂ui

)
(i, α = 1, . . . , n)

ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ìàòðèöåé ïî îòíîøåíèþ ê èñõîäíîìó îòîáðàæåíèþ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (íàïîìíèì, ÷òî ìû ïðèíèìàåì ïðàâèëî Ýéíøòåéíà ñóì-
ìèðîâàíèÿ ïî îäèíàêîâûì íèæíèì è âåðõíèì èíäåêñàì)(

∂ui

∂vα

)
·
(
∂vα

∂uk

)
= δik.
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Ðàññìîòðèì áàçîâûå ïðèìåðû ïðåîáðàçîâàíèé ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

• Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàòíûõ áàçèñîâ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé.

Ïóñòü r⃗ = r⃗(u) ëîêàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ Fn è ρ⃗ = (r⃗◦u)(v) �
ëîêàëüíàÿ ïåðåïàðàìåòðèçàöèÿ Fn. Òîãäà áàçèñíûå âåêòîðû êàñàòåëüíîé ïëîñ-
êîñòè îòíîñèòåëüíî ýòèõ äâóõ ïàðàìåòðèçàöèé ñâÿçûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

∂αρ⃗(v) = ∂ir⃗(u)
∂ui

∂vα
. (4.1)

• Ïðåîáðàçîâàíèå êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.

Ïóñòü

ω = ωi(u)du
i

äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà, çàäàííàÿ â ëîêàëüíîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìà (u).
Òîãäà ïîñëå ïåðåõîäà ê êîîðäèíàòàì (v) ýòà ôîðìà ïðèìåò âûðàæåíèå

ω = ωi(u)
∂ui

∂vα
dvα = ωα(v)dv

α.

Òàêèì îáðàçîì,

ωα(v) = ωi(u)
∂ui

∂vα
. (4.2)

Ñðàâíèâàÿ (4.2) è (4.1) ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî êîîðäèíàòû 1- ôîðìû ïðåîáðà-
çóþòñÿ ïî òîìó æå ïðàâèëó, ÷òî è áàçèñíûå âåêòîðû. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíÿòî
ãîâîðèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû 1-ôîðìû ïðåîáðàçóþòñÿ êîâàðèàíòíî ïî îòíîøå-
íèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ áàçèñîâ.

• Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò âåêòîðíûõ ïîëåé.

Ïóñòü

ξ(u) = ξi(u)∂ir⃗, ξ(v) = ξα(v)∂αρ⃗

êîîðäèíàòíîå âûðàæåíèå âåêòîðà ξ îòíîñèòåëüíî áàçèñîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ êî-
îðäèíàòíûõ ñèñòåì. Ñîãëàñíî (4.1), èìååì

ξα(v)∂αρ⃗ = ξα(v)
∂ui

∂vα
∂ir⃗.

Çíà÷èò

ξi(u) =
∂ui

∂vα
ξα(v).

Òàêèì îáðàçîì,

ξα(v) =
∂vα

∂ui
ξi(u). (4.3)

Ñðàâíèâàÿ (4.3) è (4.1) ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäíåå ïðåîáðàçîâàíèå îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ìàòðèöû, îáðàòíîé ê ìàòðèöå ßêîáè ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîð-
äèíàò. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðíîãî ïîëÿ ïðå-
îáðàçóþòñÿ êîíòðàâàðèàíòíî ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ áàçèñîâ.
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• Ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Ïóñòü A : TqF
n → TqF

n ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â êàñàòåëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïîâåðõíîñòè, òî åñòü

η = Aξ.

Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðèçàöèè u

ηi(u) = aik(u)ξ
k(u).

Ïîñëå çàìåíû ïàðàìåòðîâ âèäà u = u(v), èìååì

∂ui

∂vα
ηα(v) = aik(u)

∂uk

∂vβ
ξβ(v),

ñëåäîâàòåëüíî

ηα(v) =
∂vα

∂ui
aik(u)

∂uk

∂vβ
ξβ(v).

Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíî íîâûõ ïàðàìåòðîâ, ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
ïðèîáðåòàåò âèä

aαβ(v) =
∂vα

∂ui
aik(u)

∂uk

∂vβ
. (4.4)

Ñðàâíèâàÿ (4.4) ñ (4.3) è (4.2) ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû (âåðõíèé
èíäåêñ ôèêñèðîâàí) ïðåîáðàçóþòñÿ êàê 1-ôîðìû, à ñòîëáöû (íèæíèé èíäåêñ
ôèêñèðîâàí) ïðåîáðàçóþòñÿ ïî âåêòîðíîìó çàêîíó. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ëè-
íåéíîãî îïåðàòîðà ïîä÷èíÿåòñÿ ñìåøàííîìó çàêîíó ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.1.1 Òåíçîðíûì ïîëåì íà ìíîãîîáðàçèè Fn íàçûâàåòñÿ íàáîð ôóíê-
öèé

T
i1,...,ip
j1,...,jq

: Fn → IR

(
1 6 i1, . . . ip 6 n
1 6 j1, . . . jp 6 n

)
,

êîòîðûé ïðè çàìåíå êîîðäèíàò âèäà

u = u(v) ∼


u1 = u1(v1, . . . , vn)

. . . . . . . . . . . .
un = un(v1, . . . , vn)

èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó:

T
α1,...,αp

β1,...,βq
(v) =

∂vα1

∂ui1
. . .

∂vαp

∂uip
T
i1,...,ip
j1,...,jq

(u)
∂uj1

∂vβ1
. . .

∂ujq

∂vβq
,

ãäå

(
∂ui

∂vα

)
� ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ u = u(v), à

(
∂vα

∂ui

)
� ìàòðèöà, îáðàò-

íàÿ ê ìàòðèöå ßêîáè. Âåëè÷èíà p+q íàçûâàåòñÿ ðàíãîì òåíçîðà, à ïàðà (p, q) � òè-
ïîì òåíçîðà. Òåíçîðû òèïà (0, 0) îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ôóíêöèÿìè íà ìíîãîîáðàçèè.

Çàêîí òåíçîðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåãêî çàïîìèíàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìóëüòè-
èíäåêñîâ. Ïîëîæèì

(i) = (i1, . . . , ip), (j) = (j1, . . . , jq) (α) = (α1, . . . , αp), (β) = (β1, . . . , βq).
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Òîãäà çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ òåíçîðîâ çàïèøåòñÿ êîðîòêîé ôîðìóëîé

T
(α)
(β) (v) =

∂v(α)

∂u(i)
T
(i)
(j)(u)

∂u(j)

∂v(β)
, (4.5)

ñõîæåé íà çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû ïîëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðíîå ïîëå îáðàçóåò òåíçîðíîå ïîëå òèïà (1, 0), äèôôåðåí-
öèàëüíûå 1-ôîðìû îáðàçóþò òåíçîðíîå ïîëå òèïà (0, 1), à ïîëå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
îáðàçóåò òåíçîðíîå ïîëå òèïà (1, 1). Ââèäó î÷åâèäíîé äâîéñòâåííîñòè, 1-ôîðìû ÷àñòî
íàçûâàþò êîâåêòîðàìè.

Ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïðåîáðàçóåòñÿ êàê

gik(u)du
iduk = gik(u)

∂ui

∂vα
∂uk

∂vβ
dvαdvβ,

òî åñòü,

gαβ(v) = gik(u)
∂ui

∂vα
∂uk

∂vβ
,

à çíà÷èò ìàòðèöà ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû g = (gij) îáðàçóåò òåíçîð òèïà (0, 2).

ßñíî, ÷òî ìàòðèöà âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû B = (bij) îáðàçóåò òåíçîðíîå ïîëå
òèïà (0, 2), à ïîëå îïåðàòîðîâ Âåéíãàðòåíà A = (aij)� ïîëå òåíçîðà òèïà (1, 1).

Óïðàæíåíèå 4.1.1 Ïðîâåðüòå, ÷òî ìàòðèöà g−1 = (gik), îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå ïåð-
âîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, îáðàçóåò òåíçîðíîå ïîëå òèïà (2, 0).

4.2 Àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íàä òåíçîðàìè

1. Ñëîæåíèå òåíçîðîâ. Ïóñòü T
i1...ip
j1...jq

, S
i1...ip
j1...jq

� äâà òåíçîðíûõ ïîëÿ îäèíàêîâîãî
òèïà. Îïðåäåëèì

(T + S)
i1...ip
j1...jq

= T
i1...ip
j1...jq

+ S
i1...ip
j1...jq

.

Òîãäà T + S åñòü òåíçîðíîå ïîëå òîãî æå òèïà, ÷òî è òåíçîðû T è S.

2. Óìíîæåíèå íà ôóíêöèþ. Ïóñòü T
i1...ip
j1...jq

� òåíçîðíîå ïîëå, λ : Fn → IR � ôóíêöèÿ
íà Fn. Îïðåäåëèì

(λT )
i1...ip
j1...jq

= λT
i1...ip
j1...jq

.

Òîãäà λT åñòü òåíçîðíîå ïîëå òîãî æå òèïà, ÷òî è T .

Ýòè äâå îïåðàöèè ñ î÷åâèäíîñòüþ ÿâëÿþòñÿ òåíçîðíûìè, òî åñòü íå âûâîäÿò èç
ìíîæåñòâà òåíçîðîâ. Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ, ìíîæåñòâî òåí-
çîðîâ òèïà (p, q) îáðàçóåò âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ðàçìåðíîñòè np+q.

Ñëåäóþùèå äâå îïåðàöèè òàê æå ÿâëÿþòñÿ òåíçîðíûìè1.

3. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïóñòü åñòü äâà òåíçîðíûõ ïîëÿ

T
i1...ip
j1...jq

è Sα1...αm
β1...βr

1Äîêàçàòåëüñòâî íå ñëîæíî ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî èëè ïîäñìîòðåòü â ó÷åáíèêå Î. Áîðèñåíêî
"Äèôåðåíöiàëüíà ãåîìåòðiÿ i òîïîëîãiÿ" . Îñíîâà, 1998 ð.
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òèïà (p, q) è (m, r) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èõ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì T ⊗S íàçûâà-
åòñÿ òåíçîðíîå ïîëå òèïà (p+m, q + r) ñ êîìïîíåíòàìè

(T ⊗ S)i1...ip α1...αm

j1...jq β1...βr
= T

i1...ip
j1...jq

· Sα1...αm
β1...βr

.

Åñëè, íàïðèìåð, ξ è η � âåêòîðíûå ïîëÿ, òî åñòü òåíçîðíûå ïîëÿ òèïà (1, 0), òî

(ξ ⊗ η)ik = ξiηk

åñòü òåíçîðíîå ïîëå òèïà (2, 0). Â ÷àñòíîñòè, åñëè n = 2, òî ìàòðèöà ýòîãî òåíçîðà
èìååò âèä

(ξ ⊗ η)ik =

(
ξ1η1 ξ1η2

ξ2η1 ξ2η2

)
.

Åñëè æå ξ � âåêòîðíîå ïîëå, a ω � äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà, òî ξ ⊗ ω åñòü ïîëå
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ñ ìàòðèöåé

(ξ ⊗ ω)ik = ξiωk.

Òåíçîðíîå óìíîæåíèå íå êîììóòàòèâíî, T ⊗ S ̸= S ⊗ T , ÷òî ëåãêî ïðîâåðèòü íà
ïðèìåðå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé:

ξ ⊗ η =

(
ξ1η1 ξ1η2

ξ2η1 ξ2η2

)
̸=
(
η1ξ1 η1ξ2

η2ξ1 η2ξ2

)
= η ⊗ ξ.

Òåíçîðíîå óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî è äèñòðèáóòèâíî:

(λS + µT )⊗R = λ(S ⊗R) + µ(T ⊗R).

Ýòî ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (4.5).

4. Ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ.

Ïóñòü T
(i)
(j) - òåíçîð, σ(α) � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáîðà èí-

äåêñîâ (α1, . . . , αm). Òîãäà íàáîð ôóíêöèé

T
σ(i)
σ(j)

îáðàçóåò òåíçîð, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì, îáðàçîâàííûé ïåðåñòàíîâêîé èíäåê-

ñîâ. Òåíçîð T
(i)
(j) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì ïî íèæíèì/âåðõíèì èíäåêñàì, åñëè

T
(i)
(j) = T

(i)
σ(j), ñîîòâåòñòâåííî T

(i)
(j) = T

σ(i)
(j)

è êîñîñèììåòðè÷íûì ïî íèæíèì/âåðõíèì èíäåêñàì, åñëè

T
(i)
(j) = ε(σ)T

(i)
σ(j), ñîîòâåòñòâåíî T

(i)
(j) = ε(σ)T

σ(i)
(j) ,

ãäå ε(σ) � ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè, äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ. Êîñîñèììåòðè÷íûå òåí-
çîðû òèïà (0, q) íàçûâàþòñÿ âíåøíèìè ôîðìàìè ñòåïåíè q.
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5. Ñâåðòêà òåíçîðà. Ïóñòü T
i1...ip
j1...jq

� òåíçîðíîå ïîëå òèïà (p, q). Ñâåðòêà ïî èíäåêñàì

iα, jβ åñòü òåíçîðíîå ïîëå òèïà (p− 1, q − 1), êîìïîíåíòû êîòîðîãî îáðàçóåòñÿ òàê:∑
s

T
i1...iα−1 s iα+1...ip
j1...jβ−1 s jβ+1...jq

.

Íàïðèìåð, åñëè T i
j � ïîëå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, òî åãî ñâåðòêà∑

s

T s
s

åñòü ñëåä ýòîãî îïåðàòîðà. Ýòî òåíçîð òèïà (0, 0), òî åñòü ôóíêöèÿ.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðíûõ ïîëåé ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê êîìïîçèöèÿ
òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ñâåðòêè. À èìåííî, êàê ìû çíàåì⟨

X,Y
⟩
g
= gikX

iY k.

Ðàññìîòðèì òåíçîð T ik
jl = (g ⊗ X ⊗ Y )ikjl = gjlX

iY k. Ñâåðíåì åãî ïî âñåì èíäåêñàì
(ïîëíàÿ ñâåðòêà òåíçîðà)

n∑
i,k=1

T ik
ik = gikX

iY k =
⟨
X,Y

⟩
g
.

Ñëåäóþùàÿ îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ è ñâåðòêè, à
ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíîé.
6. Îïåðàöèÿ ïîäíèìàíèÿ(îïóñêàíèÿ) èíäåêñà. Ïóñòü gik � íåâûðîæäåííûé òåí-
çîð òèïà (0, 2). Ðàññìîòðèì gik � îáðàòíûé ê íåìó òåíçîð òèïà (2, 0), òî åñòü òàêîé,
÷òî gisg

sk = δki .

Ïóñòü T
i1,...,ip
j1,...,jp

� òåíçîð òèïà (p, q), òîãäà òåíçîð âèäà T
i2,...,ip

i1j1...jq
= gi1sT

s i2,...,ip
j1...jq

�

åñòü òåíçîð òèïà (p− 1, q + 1). Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî òåíçîð T
i2,...,ip
i1j1...jq

ïîëó÷åí èç

òåíçîðà T
i1...ip
j1...jq

, îïóñêàíèåì èíäåêñà i1.

Ïóñòü åñòü òåíçîð T
i1...ip
j1...jq

, òîãäà îïåðàöèÿ ïîäíÿòèÿ èíäåêñà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

T
j1i1...ip
j2,...,jq

= gj1sT
i1...ip

sj2,...,jq
.

Èòåðàöèåé îïóñêàíèÿ (ïîäíèìàíèÿ) èíäåêñà ìîæíî ïåðåéòè ê òåíçîðàì ñî âñåìè íèæ-
íèìè (âåðõíèìè) èíäåêñàìè.

4.3 Èíâàðèàíòíîå âûðàæåíèå òåíçîðà. Òåíçîðû â íåêîîð-
äèíàòíîì áàçèñå

Ñâîðà÷èâàíèå òåíçîðà T òèïà (p, q) ñ íàáîðîì èç q âåêòîðíûõ ïîëåé (X1, . . . , Xq)
è íàáîðîì èç p 1-ôîðì (ω1, . . . , ωp) ïðèâîäèò ê ïîëèëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ
T (X1, . . . , Xq;ω

1, . . . , ωp), çàäàâàåìîìó ôîðìóëîé

T (X1, . . . , Xq;ω
1, . . . , ωp) = T

i1...ip
j1...jq

Xj1
1 . . . X

jq
q ω1

i1 . . . ω
p
ip
.
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Â ñèëó ëèíåéíîñòè òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ, ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå

T (X1, . . . , Xq;ω
1, . . . , ωp) = T

i1...ip
j1...jq

(X1 ⊗ · · · ⊗Xq)
j1...jq(ω1 ⊗ · · · ⊗ ωp)i1...ip .

Ðàñêëàäûâàÿ âåêòîðíûå ïîëÿ ïî áàçèñó e1, . . . , en, à äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ïî
äâîéñòâåííîìó2 áàçèñó e1, . . . , en, ìîæåì çàïèñàòü

X1 = Xj1
1 ej1 , . . . , Xq = X

jq
q ejq ; ω1 = ω1

i1e
i1 , . . . , ωp = ωp

ip
eip .

Òîãäà, íàïðèìåð,

X1 ⊗X2 = ej1 ⊗ ej2X
j1
1 X

j2
2 , ω1 ⊗ ω2 = ei1 ⊗ ei2ω1

i1ω
2
i2 ,

à çíà÷èò

T (X1, . . . , Xq;ω
1, . . . , ωp) = T

j1...jq
i1...ip

ej1 ⊗ · · · ⊗ ejq ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ eip X
j1
1 . . . X

jq
q ω1

i1 . . . ω
p
ip
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òåíçîðà T èìååì ñëåäóþùåå êîîðäèíàòíîå âûðàæåíèå

T = T
j1...jq
i1...ip

ej1 ⊗ · · · ⊗ ejq ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ eip

â ðàçëîæåíèè ïî áàçèñó
ej1 ⊗ · · · ⊗ ejqei1 ⊗ · · · ⊗ eip .

Äëÿ âíåøíèõ ôîðì ñòåïåíè q ìîæíî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå íåêîòîðûé ñïåöèàëü-
íûé áàçèñ. Íàïðèìåð ïðè q = 2 ìîæíî çàïèñàòü

T = Tije
i ⊗ ej =

∑
i<j

Tije
i ⊗ ej +

∑
i>j

Tij e
i ⊗ ej =

∑
i<j

Tij (e
i ⊗ ej − ej ⊗ ei)

Îáîçíà÷èì
ei ⊗ ej − ej ⊗ ei := ei ∧ ej .

Òîãäà äëÿ êîñîñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà T ïîëó÷èì âûðàæåíèå∑
i<j

Tij e
i ∧ ej .

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñòàíäàðòíîãî êîîðäèíàòíîãî áàçèñà (du1, . . . , dun)

T =
∑
i<j

Tij du
i ∧ duj .

Â îáùåì ñëó÷àå, âíåøíÿÿ ôîðìà ñòåïåíè q ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (ïîäðîáíåå ñì. [9])

T =
∑

i1<···<iq

Ti1...ip du
i1 ∧ · · · ∧ duiq .

2Áàçèñ ôîðì ei íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì ïî îòíîøåíèþ ê âåêòîðíîìó áàçèñó ej , åñëè ei(ej) = δij .
Òàêîé áàçèñ âñåãäà ñóùåñòâóåò, ñì. [9].
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4.4 Äèôôåðåíöèðîâàíèå òåíçîðà

Ïóñòü T
i1,...,ip
j1,...,jq

� òåíçîðíîå ïîëå. Ôîðìàëüíî ìîæíî îáðàçîâàòü íîâûé íàáîð ôóíêöèé
âèäà

∂T
i1,...,ip
j1,...,jq

∂uk
.

Îäíàêî, òàêîé íàáîð â îáùåì ñëó÷àå îáðàçóåò òåíçîðíîãî ïîëÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà,

ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå ξ ñ êîìïîíåíòàìè ξi(u). Îáðàçóåì íàáîð ôóíêöèé
∂ξi

∂uk
.

Ñäåëàåì çàìåíó u = u(v). Òîãäà èìååì

∂

∂vα
ξµ(v) =

∂

∂vα

(
∂vµ

∂ui
ξi(u)

)
=
∂uk

∂vα
∂

∂uk

(
∂vµ

∂ui
ξi(u)

)
=

∂uk

∂vα

(
∂2vµ

∂uk∂ui
ξi(u) +

∂vµ

∂ui
∂ξi

∂uk

)
=
∂vµ

∂ui
∂ξi

∂uk
∂uk

∂vα
+
∂uk

∂vα
∂2vµ

∂uk∂ui
ξi(u). (4.6)

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà è "â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè" , à èìåí-
íî,

∂ξi

∂uk
(u) =

∂ui

∂vσ
∂ξσ

∂vβ
∂vβ

∂uk
+
∂vβ

∂uk
∂2ui

∂vβ∂vα
ξα(v). (4.7)

Èç ïîëó÷åííîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî íàáîð ôóíêöèé ∂ξi

∂uk íå îáðàçóåò òåíçîðà, òàê êàê
ïðåîáðàçóåòñÿ ïî òåíçîðíîìó çàêîíó òîëüêî ïðè ëèíåéíîé çàìåíå ïàðàìåòðîâ. Ïîýòî-
ìó îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé òåíçîðà òðåáóåò íåêîòîðîé êîððåêöèè, ÷òîáû îïåðàöèÿ
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íå âûâîäèëà èç êëàññà òåíçîðîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ êîððåê-
öèÿ ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî íàáîðà ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ
àíàëîãîì ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ. Çàìåòèì, ÷òî ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ìîãóò áûòü
âû÷èñëåíû ïî êîýôôèöèåíòàì ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, òî åñòü ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû g, çàäàííîé íà ìíîãîîáðàçèè Fn. Åñëè òàêàÿ ôîð-
ìà çàäàíà, òî ïàðà (Fn, g) íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì. Ïîêàæåì, ÷òî íàáîð
ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ íå îáðàçóþò òåíçîðà.

Ëåììà 4.4.1 Ïóñòü (Fn, g) � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà ïðè çàìåíå ïàðàìåòðîâ
u = u(v) ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ôîðìóëå

Γµ
αβ(v) =

∂vµ

∂us

( ∂2us

∂vα∂vβ
+ Γs

ik(u)
∂ui

∂vα
∂uk

∂vβ
)
. (4.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r⃗ = r⃗(u) íåêîòîðàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ Fn êàê ïîä-
ìíîãîîáðàçèÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå è ρ⃗ = r⃗(u(v)) åå ëîêàëüíàÿ ïåðåïàðàìåòðè-
çàöèÿ. Òîãäà èìåþò ìåñòî äâà ðàçëîæåíèÿ Ãàóññà:

∂αβ ρ⃗ = Γσ
αβ(v)∂σρ⃗+ bαβ(v)n⃗(v), ∂ikr⃗ = Γs

ik(u)∂sr⃗ + bik(u)n⃗(u)
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Èñïîëüçóÿ çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.1), èìååì:

∂αβ ρ⃗ = ∂α

(∂uk
∂vβ

∂kr⃗
)
=

∂2uk

∂vα∂vβ
∂kr⃗ +

∂uk

∂vβ
∂α(∂kr⃗) =

∂2uk

∂vα∂vβ
∂kr⃗ +

∂uk

∂vβ
∂ui

∂vα
∂

∂ui
(∂kr⃗) =

∂2um

∂vα∂vβ
∂mr⃗ +

∂uk

∂vβ
∂ui

∂vα

(
Γm
ik(u)∂mr⃗(u) + bik(u)n⃗(u)

)
=

( ∂2um

∂vα∂vβ
+ Γm

ik(u)
∂uk

∂vβ
∂ui

∂vα

)
∂mr⃗(u) + bik(u)

∂uk

∂vβ
∂ui

∂vα
n⃗(u).

C äðóãîé ñòîðîíû, ñíîâà èñïîëüçóÿ (4.1) ýòî æå ðàçëîæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂αβ ρ⃗ = Γσ
αβ(v)

∂um

∂vσ
∂mr⃗ + bαβn⃗(v).

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

Γσ
αβ(v)

∂um

∂vσ
=

∂2um

∂vα∂vβ
+ Γm

ik(u)
∂uk

∂vβ
∂ui

∂vα
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Íàïîìíèì, ÷òî ÷àñòíàÿ êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ξi îïðåäåëÿ-
ëàñü êàê ïðîåêöèÿ íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ïðîèçâîäíîé êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ ïîâåðõíîñòè ôîðìóëîé, âêëþ÷àþùåé ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, à èìåííî,

∇kξ
i =

∂ξi

∂uk
+ Γi

kjξ
j .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ, èñïðàâëåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ, óæå îáðàçóåò òåíçîð.

Óòâåðæäåíèå 4.4.1 Ïóñòü ξ � âåêòîðíîå ïîëå íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (Fn, g).
Òîãäà íàáîð ôóíêöèé

∇kξ
i =

∂ξi

∂uk
+ Γi

kjξ
j ,

ãäå Γj
kj � ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, ñîñòàâëÿåò òåíçîð òèïà (1,1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèâ ôîðìóëó (4.7) è èñïîëüçóÿ (4.8), íàõîäèì

∂ξi

∂uk
(u) =

∂ui

∂vα
∂ξα

∂vβ
∂vβ

∂uk
+
∂vβ

∂uk
∂2ui

∂vβ∂vα
ξα(v) =

∂ui

∂vα
∂ξα

∂vβ
∂vβ

∂uk
+

∂vβ

∂uk

(
Γσ
βα(v)

∂ui

∂vσ
− Γi

jm(u)
∂um

∂vα
∂uj

∂vβ

)
ξα(v) =

∂ui

∂vα
∂ξα

∂vβ
∂vβ

∂uk
+
∂vβ

∂uk
Γσ
βα(v)ξ

α(v)
∂ui

∂vσ
− Γi

jm(u)
∂um

∂vα
ξα(v)

∂vβ

∂uk
∂uj

∂vβ
=

∂ui

∂vσ

(
∂ξσ

∂vβ
+ Γσ

βα(v)ξ
α(v)

)
∂vβ

∂uk
− Γi

jm(u)ξm(u)δkj .
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Îêîí÷àòåëüíî, íàõîäèì(
∂ξi

∂uk
+ Γi

kmξ
m

)
(u) =

∂ui

∂vσ

(
∂ξσ

∂vβ
+ Γσ

βαξ
α

)
(v)

∂vβ

∂uk

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Óòâåðæäåíèå 4.4.2 Ïóñòü (Fn, g) ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà

∂kgij = Γs
ki gjs + Γs

kj gis. (4.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ëîêàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ r⃗ = r⃗(u), çàïèøåì

∂kgij = ∂k
⟨
∂ir⃗, ∂j r⃗

⟩
=
⟨
∂kir⃗, ∂j r⃗

⟩
+
⟨
∂ir⃗, ∂kj r⃗

⟩
= Γki,j + Γkj,i = Γs

ki gjs + Γs
kj gis.

Óïðàæíåíèå 4.4.1 Ïðîâåðüòå, ÷òî

∂kg
ij = −Γi

ks g
sj − Γj

ks g
is. (4.10)

Ôîðìóëà äëÿ êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé, òî åñòü òåí-
çîðîâ òèïà (1, 0), áûëà íàì èçâåñòíà. Äëÿ ïîëÿ 1-ôîðì, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîí-
ñòðóêöèþ.

Ïóñòü ω = ωm du
m � äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà. Òîãäà ξi = gimωm åñòü êîîðäèíàòû

âåêòîðíîãî ïîëÿ. Èñïîëüçóÿ (4.10), íàõîäèì

∇kξ
i = ∂kξ

i + Γi
ksξ

s = ∂k(g
imωm) + Γi

ksg
smωm =

∂kg
imωm + gim∂kωm + Γi

ksg
smωm = (−Γi

ks g
sm − Γm

ks g
is)ωm + gim∂kωm + Γi

ksg
smωm =

gim∂kωm − Γm
ks g

isωm = gis
(
∂kωs − Γm

ks ωm

)
.

Òàê êàê âñå èñïîëüçîâàííûå íàìè îïåðàöèè áûëè òåíçîðíûìè, òî íàáîð ôóíêöèé
∂kωs − Γm

ks ωm îáðàçóåò òåíçîðíîå ïîëå òèïà (0, 2). Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

∇kωs = ∂kωs − Γm
ks ωm. (4.11)

Äëÿ ïîëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (aij) åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîä-
íóþ ôîðìóëîé

∇k a
i
j = ∂k a

i
j + Γi

ks a
s
j − Γs

kj a
i
s. (4.12)

Äëÿ òåíçîðîâ òèïà (p, q) îïðåäåëèì êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ôîðìóëîé

∇kT
i1...ip
j1...jq

=
∂T

i1...ip
j1...jq

∂uk
+ Γi2

kαT
αi2...ip
j1...jq

+ Γi1
kαT

i1α...ip
j1...jq

+ . . .+

Γ
ip
kαT

i1...ip−1α
j1...jq

− Γα
kj1T

i1...ip
αj2...jq

− . . .− Γα
kjqT

i1...ip
j1...jq−1α

. (4.13)

Ïîëó÷åííûé òåíçîð èìååò òèï (p, q + 1).
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Êîìïîçèöèÿ òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ è ñâåðòêè ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì
îïðåäåëèòü êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ îäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî íàïðàâëåíèþ äðó-
ãîãî. À èìåííî, åñëè X è Y � äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ, òî

∇XY := Xk∇kY.

Îòìåòèì, ÷òî ∇XY åñòü òåíçîðíîå ïîëå òèïà (1, 0). Òî åñòü, äèôôåðåíöèðîâàíèå âåê-
òîðíîãî ïîëÿ ïî íàïðàâëåíèþ äðóãîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íå âûâîäèò èç êëàññà âåêòîð-
íûõ ïîëåé.

Óïðàæíåíèå 4.4.2 Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáûõ ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé X,Y, Z è ãëàä-
êèõ ôóíêöèé λ, µ ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî íàïðàâëåíèþ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè3

• ∇λX+µY Z = λ∇XZ + µ∇Y Z,

• ∇X(λY ) = ∂Xλ · Y + λ∇XY .

Â ÷àñòíîñòè, ôèêñèðîâàííîå âåêòîðíîå ïîëå ξ çàäàåò ïîëå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Aξ,
îïðåäåëÿåìîãî ôîðìóëîé

AξX = −∇Xξ. (4.14)

Ýòîò ëèíåéíûé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Íîìèäçó .

Çàìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå òåíçîðíîãî õàðàêòåðà êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé
ìû èñïîëüçîâàëè òîëüêî õàðàêòåð ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ, íî íå èñ-
ïîëüçîâàëè ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñàìèõ ñèìâîëîâ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü äàòü ñëåäóþ-
ùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4.4.1 Íàáîð ôóíêöèé Γj
ik íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè Fn, ìåíÿþùèõñÿ

ïðè çàìåíå ïàðàìåòðîâ ïî çàêîíó

Γµ
αβ(v) =

∂vµ

∂us

(
∂2us

∂vα∂vβ
+ Γs

ik(u)
∂ui

∂vα
∂uk

∂vβ

)
(4.15)

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêîé èëè àôôèííîé ñâÿçíîñòüþ.

Êàê îòìå÷àëîñü, íàáîð ôóíêöèé ñâÿçíîñòè íå ïîä÷èíÿåòñÿ òåíçîðíîìó çàêîíó ïðå-
îáðàçîâàíèÿ. Îäíàêî ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî íàáîð ôóíêöèé Γj

ik − Γj
ki ïðåîáðàçóåòñÿ ïî

òåíçîðíîìó çàêîíó. Òåíçîð

T j
ik = Γj

ik − Γj
ki

íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì êðó÷åíèÿ àôôèííîé ñâÿçíîñòè.

Óïðàæíåíèå 4.4.3 Äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y , íàáîð ôóíêöèé T j
ikX

iY k îáðàçóåò
âåêòîðíîå ïîëå, îáîçíà÷àåìîå êàê T (X,Y ). Ïîêàæèòå, ÷òî

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

3Ýòè ñâîéñòâà ìîãóò áûòü ïîëîæåíû â îñíîâó îïðåäåëåíèÿ ñâÿçíîñòè íà ìíîãîîáðàçèè (Ñì. Êî-
áàÿñè Ê., Íîìèäçó Ê. Îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.
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ãäå [X,Y ] � âåêòîðíîå ïîëå ñ êîîðäèíàòàìè

[X,Y ]j = Xs∂Y
j

∂us
− Y s∂X

j

∂us
.

Âåêòîðíîå ïîëå [X,Y ] íàçûâàåòñÿ êîììóòàòîðîì, èëè ñêîáêîé Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé
X è Y .

Óïðàæíåíèå 4.4.4 Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X,Y è Z ñïðàâåä-
ëèâî òîæäåñòâî ßêîáè[

X, [Y, Z]
]
+
[
Y, [Z,X]

]
+
[
Z, [X,Y ]

]
= 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé îáðàçóåò àëãåáðó Ëè.

Â îáùåì ñëó÷àå Γj
ki ̸= Γj

ik. Åñëè æå òåíçîð êðó÷åíèÿ ñâÿçíîñòè òîæäåñòâåííî íóëåâîé,

òî åñòü Γj
ik = Γj

ki, òî ñâÿçíîñòü íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîñòüþ áåç êðó÷åíèÿ èëè ñèììåòðè÷-
íîé ñâÿçíîñòüþ.

Íàëè÷èå ñâÿçíîñòè íà ìíîãîîáðàçèè îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü êîâàðèàíò-
íûå ïðîèçâîäíûå òåíçîðíûõ ïîëåé ôîðìóëîé (4.13). Êàê ñëåäñòâèå, åñëè aij � òåíçîð
òèïà (0, 2), òî

∇kaij =
∂aij
∂uk

− Γs
ki asj − Γs

kj ais.

Ñâÿçíîñòü íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (Fn, g) íàçûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííîé ñ ìåòðè-
êîé èëè ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ, åñëè ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà g ïàðàëëåëüíà
îòíîñèòåëüíî ýòîé ñâÿçíîñòè, òî åñòü ∇kgij = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∂kgij = Γki,j + Γkj,i.

Ñèììåòðè÷íàÿ ñâÿçíîñòü, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ìåòðèêîé íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâîé ñâÿçíî-
ñòüþ.

Óòâåðæäåíèå 4.4.3 Åñëè Γj
ik � ñèììåòðè÷íàÿ ñâÿçíîñòü, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ìåòðè-

êîé íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (Fn, g), òî

Γik,j =
1

2

(
∂gij
∂uk

+
∂gkj
∂ui

− ∂gik
∂uj

)
, Γj

ik = gjmΓik,m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ

∇kgij =
∂gij
∂uk

− Γs
kigsj − Γs

kjgis = 0.

Îáîçíà÷èì, Γki,m = Γs
kigsm, òîãäà

∂gij
∂uk

= Γki,j + Γkj,i,
∂gkj
∂ui

= Γik,j + Γij,k
∂gik
∂uj

= Γji,k + Γjk,i.

Âçÿâ ñóììó ïåðâûõ äâóõ âûðàæåíèé è âû÷èòàÿ òðåòüå, íàõîäèì

1

2

(
∂gij
∂uk

+
∂gkj
∂ui

− ∂gik
∂uj

)
= Γik,j
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ îáðàçóþò åäèíñòâåííóþ ðèìàíîâó ñâÿçíîñòü
íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (Fn, g).

Âûðàæåíèþ äëÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè ìîæíî ïðèäàòü
ýëåãàíòíîå âûðàæåíèå â âèäå òàê íàçûâàåìîé ôîðìóëû Êîøóëÿ.

Óòâåðæäåíèå 4.4.4 Äëÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé âåêòîðíûõ ïîëåé îòíîñèòåëü-
íî ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

2
⟨
∇XY,Z

⟩
g
= ∂X

⟨
Y,Z

⟩
g
+ ∂Y

⟨
X,Z

⟩
g
− ∂Z

⟨
X,Y

⟩
g
−

−
⟨
X, [Y, Z]

⟩
g
−
⟨
Y, [X,Z]

⟩
g
+
⟨
Z, [X,Y ]

⟩
g

(4.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèå äëÿ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîä-
íîé ∇XY çàïèøåì â âèäå

(∇XY )s = Xi(∂iY
s + Γs

ijY
j) := ∂XY

s + Γs(X,Y )

èëè, â âåêòîðíîé ôîðìå,

∇XY = ∂XY + Γ(X,Y ).

Âûðàæåíèå äëÿ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ ïåðâîãî ðîäà ñâåðíåì ñ âåêòîðíûìè ïîëÿìè

2Γij,kX
iY jZk = (Xi∂igjk)Y

jZk + (Y j∂j)gikX
iZk − (Zk∂kgij)X

iY j .

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî

(Xi∂igjk)Y
jZk = Xi∂i(gjkY

jZk)− gjkXi∂iY
jZk − gjkY jXi∂iZ

k =

∂X
⟨
Y, Z

⟩
g
−
⟨
∂XY, Z

⟩
g
−
⟨
Y, ∂XZ

⟩
g
.

Âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü òàê

2Γij,kX
iY jZk = 2

⟨
Γ(X,Y ), Z

⟩
g
= 2
⟨
∇XY, Z

⟩
g
− 2
⟨
∂XY, Z

⟩
g
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

2
⟨
∇XY,Z

⟩
g
= 2
⟨
∂XY, Z

⟩
g
+ ∂X

⟨
Y, Z

⟩
g
−
⟨
∂XY, Z

⟩
g
−
⟨
Y, ∂XZ

⟩
g
+

∂Y
⟨
X,Z

⟩
g
−
⟨
∂YX,Z

⟩
g
−
⟨
X, ∂Y Z

⟩
g
− ∂Z

⟨
X,Y

⟩
g
+
⟨
∂ZX,Y

⟩
g
+
⟨
X, ∂ZY

⟩
g
=

∂X
⟨
Y, Z

⟩
g
+ ∂Y

⟨
X,Z

⟩
g
− ∂Z

⟨
X,Y

⟩
g
+
⟨
[X,Y ], Z

⟩
g
+
⟨
[Z,X], Y

⟩
+
⟨
X, [Z, Y ]

⟩
g
=

∂X
⟨
Y, Z

⟩
g
+ ∂Y

⟨
X,Z

⟩
g
− ∂Z

⟨
X,Y

⟩
g
−
⟨
X, [Y, Z]

⟩
g
−
⟨
Y, [X,Z]

⟩
g
+
⟨
Z, [X,Y ]

⟩
.

Âåðíî è îáðàòíîå, åñëè ñâÿçíîñòü óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó (4.16), òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðè-
ìàíîâîé.
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4.5 Òåíçîð êðèâèçíû ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

Åñëè ξ ýòî C2-ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè èëè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå,
çàäàííîå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, òî

∂i∂kξ = ∂k∂iξ.

Â îáùåì ñëó÷àå ñëåäóåò âû÷èñëÿòü êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå âåêòîðíîãî ïîëÿ. Áó-
äóò ëè îíè êîììóòèðîâàòü?

Ïóñòü ξ � âåêòîðíîå ïîëå. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ∇k∇iξ −∇i∇kξ. Èìååì,

∇iξ
m =

∂ξm

∂ui
+ Γm

ij ξ
j .

Äàëåå,

∇k(∇iξ
m) =

∂

∂uk

(
∂ξm

∂ui
+ Γm

ij ξ
j

)
+ Γm

ks

(
∂ξs

∂ui
+ Γs

ijξ
j

)
− Γt

ki

(
∂ξm

∂ut
+ Γm

tj ξ
j

)
=

∂2ξm

∂uk∂ui
+
∂Γm

ij

∂uk
ξj + Γm

ij

∂ξj

∂uk
+ Γm

ks

∂ξs

∂ui
+ Γm

ksΓ
s
ijξ

j − Γt
ki

∂ξm

∂ut
− Γt

kiΓ
m
tj ξ

j .

Ïîìåíÿâ èíäåêñû i→ k è k → i, íàõîäèì

∇i∇kξ
m =

∂2ξm

∂ui∂uk
+
∂Γm

kj

∂ui
ξj + Γm

kj

∂ξj

∂ui
+ Γm

is

∂ξs

∂uk
+ Γm

isΓ
s
kjξ

j − Γt
ik

∂ξm

∂ut
− Γt

ikΓ
m
tj ξ

j .

Âû÷èòàÿ, íàõîäèì

∇k∇iξ −∇i∇kξ =

∂Γm
ij

∂uk
ξj −

∂Γm
kj

∂ui
ξj + Γm

ksΓ
s
ijξ

j − Γm
isΓ

s
kjξ

j =

ξj
(
∂Γm

ij

∂uk
−
∂Γm

kj

∂ui
+ Γm

ksΓ
s
ij − Γm

isΓ
s
kj

)
. (4.17)

Ëåâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà èìååò òåíçîðíûé õàðàêòåð. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðà-
âàÿ ÷àñòü îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé òåíçîð, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì Ðèìàíà.

Îïðåäåëåíèå 4.5.1 Òåíçîðîì êðèâèçíû èëè òåíçîðîì Ðèìàíà òèïà (1, 3) íàçûâà-
åòñÿ òåíçîð ñ êîìïîíåíòàìè

Rm
jki =

∂Γm
ij

∂uk
−
∂Γm

kj

∂ui
+ Γm

ksΓ
s
ij − Γm

isΓ
s
kj ,

ãäå Γm
ij � êîìïîíåíòû ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè (ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ).

Îïóñòèâ âåðõíèé èíäåêñ ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, ïîëó÷èì òåíçîð êðèâèçíû
òèïà (0,4):

Rmjki =
∂Γij,m

∂uk
−
∂Γkj,m

∂ui
+ Γs

kjΓmi,s − Γs
ijΓmk,s.
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Òåíçîð Ðèìàíà îáëàäàåò ëåãêî ïðîâåðÿåìûìè ñèììåòðèÿìè îòíîñèòåëüíî èíäåêñîâ
âèäà

Rmjki = −Rmjik, Rmjki = −Rjmki, Rmjki = Rkimj

è
Rmjki +Rmkij +Rmijk = 0 (àëãåáðàè÷åñêîå òîæäåñòâî Áüÿíêè),

ïîýòîìó íå âñå åãî êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè.

Óïðàæíåíèå 4.5.1 Ïîêàæèòå, ÷òî òåíçîð Ðèìàíà óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöè-
àëüíîìó òîæäåñòâó Áüÿíêè

∇sR
m
jki +∇kR

m
jis +∇iR

m
jsk.

Óòâåðæäåíèå 4.5.1 Òåíçîð Ðèìàíà òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âñå
ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ òîæäåñòâåííî íóëåâûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ (4.15) è ïî-
òðåáóåì âûïîëíåíèÿ òîæäåñòâà Γσ

αβ(v) = 0. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
èìåëà ðåøåíèå ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

∂2um

∂vα∂vβ
+ Γm

ik(u)
∂uk

∂vβ
∂ui

∂vα
= 0.

Óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâî

∂

∂vλ

(
∂2um

∂vα∂vβ

)
=

∂

∂vβ

(
∂2um

∂vα∂vλ

)
.

Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê, ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

(u1, . . . , un) := u, ∂uk

∂vα := ∂αu
k, ∂2um

∂vα∂vβ
:= ∂αβu

m, . . . ,(
Γ(∂βu, ∂αu

)m
= Γm

ik∂βu
k∂αu

i.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèâåäåòñÿ ê "âåêòîðíîé" ôîðìå

∂αβu = −Γ(∂βu, ∂αu).

Òîãäà

∂λ(∂αβu) = −(∂λΓ)(∂βu, ∂αu)− Γ(∂λβu, ∂αu)− Γ(∂βu, ∂λα) =

− (∂λΓ)(∂βu, ∂αu) + Γ(Γ(∂λu, ∂βu), ∂αu) + Γ(∂βu,Γ(∂λu, ∂αu)).

Ñîîòâåòñòâåííî,

∂β(∂αλu) = −(∂βΓ)(∂λu, ∂αu) + Γ(Γ(∂βu, ∂λu), ∂αu) + Γ(∂λu,Γ(∂βu, ∂αu)).

Âû÷èòàÿ, íàõîäèì

∂λ(∂αβu)− ∂β(∂αλu) =
(∂βΓ)(∂λu, ∂αu)− (∂λΓ)(∂βu, ∂αu) + Γ(∂βu,Γ(∂λu, ∂αu))− Γ(∂λu,Γ(∂βu, ∂αu)).
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Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî ∂βΓ
m
ik(u) =

(
∂

∂ujΓ
m
ik

)
∂uj

∂vβ
. Ïîýòîìó, âîçâðàùàÿñü ê èíäåêñíûì

îáîçíà÷åíèÿì, ïîëó÷àåì

∂λ(∂αβu)− ∂β(∂αλu) =(
∂jΓ

m
ik − ∂kΓm

ij + Γm
jsΓ

s
ik − Γm

ksΓ
s
ij

)∂uj
∂vβ

∂uk

∂vλ
∂ui

∂vα
= Rm

ijk

∂uj

∂vβ
∂uk

∂vλ
∂ui

∂vα
= 0.

Â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèö ßêîáè, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà Rm

ijk = 0.

Óïðàæíåíèå 4.5.2 Ïîêàæèòå, ÷òî ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå Fn äîïóñêàåò ëîêàëü-
íóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé êîýôôèöèåíòû ïåðâîé ôóíäàìåíòàëü-
íîé ôîðìû ïîñòîÿííû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïàðàìåòðèçàöèÿ
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âñå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ òîæäåñòâåííî íóëåâûå.

Òåíçîð Ðèìàíà ìîæåò áûòü âûðàæåí â èíâàðèàíòíûõ, áåñêîîðäèíàòíûõ òåðìèíàõ.
Äëÿ íà÷àëà íåìíîãî àíàëîãèè. Äëÿ C2 ãëàäêîé ôóíêöèè f : Fn → R ñâåðò-
êà ôîðìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà df = ∂f

∂ui ñ âåêòîðíûì ïîëåì X èìååò âèä

Xi ∂f
∂ui = ∂Xf := df(X). Âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f îïðåäåëÿåò ñèììåòðè÷-

íóþ 2-ôîðìó ∂2f
∂ui∂uk du

iduk, ñâåðòêà êîòîðîé ñ äâóìÿ âåêòîðíûìè ïîëÿìè X è Y çà-

äàåò ñèììåòðè÷íóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó (d2f)(X,Y ) = ∂2f
∂ui∂ukX

iY k. Àíàëîãîì ôîð-
ìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ ÿâëÿåòñÿ ôîðìà êîâàðèàíòíîãî
äèôôåðåíöèàëà Dξ = ∇iξdu

i ñâåðòêà êîòîðîãî ñ âåêòîðíûì ïîëåì X èìååò âèä
Xi∇iξ = ∇Xξ := (Dξ)(X). Àíàëîãîì ôîðìû âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè ÿâ-
ëÿåòñÿ (âåêòîðíîçíà÷íàÿ) ôîðìà âòîðîãî êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèàëà âåêòîðíîãî
ïîëÿ ξ, à èìåííî

(D2ξ)(X,Y ) = XiY k∇i∇kξ.

Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì Ëåéáíèöà äëÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷àåì

∇X(∇Y ξ) = Xi∇i(Y
k∇kξ) = Xi∇iY

kξ +XiY k∇i∇kξ = ∇∇XY ξ + (D2ξ)(X,Y ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
(D2ξ)(X,Y ) = ∇X∇Y ξ −∇∇XY ξ.

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìà ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà íà ñèììåòðè÷íóþ è êîñîñèììåòðè÷íóþ
êîìïîíåíòû â âèäå

(D2ξ)(X,Y ) =
1

2

(
(D2ξ)(X,Y ) + (D2ξ)(Y,X)

)
+

1

2

(
(D2ξ)(X,Y )− (D2ξ)(Y,X)

)
.

Êîñîñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (4.17), åñ-
ëè ïîñëåäíåå ñâåðíóòü ñ X è Y . Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

(D2ξ)(X,Y )− (D2ξ)(Y,X) = ∇X∇Y ξ −∇Y∇Xξ −∇[XY ]ξ

è ñëåäîâàòåëüíî, èíâàðèàíòíîå âûðàæåíèå äëÿ (ñâåðíóòîãî ñ âåêòîðíûìè ïîëÿìè)
òåíçîðà êðèâèçíû èìååò âèä

R(X,Y )ξ = (D2ξ)(X,Y )− (D2ξ)(Y,X) = ∇X∇Y ξ −∇Y∇Xξ −∇[XY ]ξ.
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è ÿâëÿåòñÿ ìåðîé íåñèììåòðè÷íîñòè ôîðìû âòîðîãî êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèàëà
âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Óïðàæíåíèå 4.5.3 Ïîêàæèòå, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû â òåðìèíàõ
îïåðàòîðà Íîìèäçó (4.14) èìååò âèä

R(X,Y )ξ = (∇YAξ)X − (∇XAξ)Y.

Åñëè ξ � ïîëå åäèíè÷íûõ íîðìàëåé ñåìåéñòâà ãèïåðïîâåðõíîñòåé ( çàäàííûõ, íàïðè-
ìåð, óðàâíåíèåì f(u1, . . . , un) = const), òî Aξ ÿâëÿåòñÿ ïîëåì îïåðàòîðîâ Âåéíãàð-
òåíà äëÿ êàæäîé èç ïîâåðõíîñòåé è ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì
Êîäàööè.

Óïðàæíåíèå 4.5.4 Äîêàæèòå èíâàðèàíòíîå âûðàæåíèå äëÿ àëãåáðàè÷åñêîãî òîæ-
äåñòâî Áüÿíêè

R(X,Y )Z +R(Y,Z)X +R(Z,X)Y = 0.

Óêàçàíèå: àëãåáðàè÷åñêîå òîæäåñòâî Áüÿíêè ñâîäèòñÿ ê òîæäåñòâó ßêîáè äëÿ âåê-
òîðíûõ ïîëåé.

Óïðàæíåíèå 4.5.5 Ïîêàæèòå, ÷òî èíâàðèàíòíîå âûðàæåíèÿ äëÿ êîâàðèàíòíîé
ïðîèçâîäíîé òåíçîðà Ðèìàíà èìååò âèä

(∇WR)(X,Y )Z = ∇W

(
R(X,Y )Z

)
−R(∇WX,Y )Z −R(X,∇WY )Z −R(X,Y )∇WZ.

Ïîêàæèòå, ÷òî èíâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèàëüíîå òîæäåñòâî Áüÿíêè èìååò âèä

(∇WR)(X,Y )Z + (∇XR)(Y,W )Z + (∇YR)(W,X)Z = 0.

Òåíçîð Ðèìàíà íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì êðèâèçíû ââèäó ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè. Ïóñòü
(Fn, g) � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Çàôèêñèðóåì òî÷êó q ∈ Fn è âûáåðåì äâà îðòîíîð-
ìèðîâàííûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðà X,Y ∈ TqFn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F 2 ⊂ Fn äâóìåðíóþ
ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííóþ âñåâîçìîæíûìè ãåîäåçè÷åñêèìè, âûõîäÿùèìè èç òî÷êè q
â íàïðàâëåíèè âñåâîçìîæíûõ åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè
âåêòîðîâ X è Y . Âûáåðåì åäèíè÷íûé âåêòîð ξ ∈ TqF 2 è ðàññìîòðèì ïàðàëëåëüíûé
ïåðåíîñ âåêòîðà ξ ïî ìàëîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó ∂σ, îãðàíè÷èâàþùåìó îäíîñâÿçíóþ
îáëàñòü σ íà ïîâåðõíîñòè F 2. Ïî Ëåììå 3.24.2, ðåçóëüòàò ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ
îáðàçóåò ñ èñõîäíûì âåêòîðîì ξ óãîë ∆φ ðàâíûé

∆φ =

∫∫
σ

K dS,

ãäå K � ãàóññîâà êðèâèçíà F 2 â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýòèì êîíòóðîì. Òîãäà ïðåäåë

lim
σ→q

∆φ

S(σ)
= K(q)

íàçûâàåòñÿ êðèâèçíîé ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ Fn â òî÷êå q â äâóìåðíîì íàïðàâëåíèè
(X,Y ) èëè, êîðîòêî, ñåêöèîííîé êðèâèçíîé KXY (q). Ìîæíî ïîêàçàòü [15], ÷òî ñåêöè-
îííàÿ êðèâèçíà ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òåíçîð Ðèìàíà ôîðìóëîé

K(X,Y ) =
RijklX

iY jXkY l

(gikgjl − gilgjk)XiY jXkY l
.
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Ýòîìó âûðàæåíèþ ìîæíî ïðèäàòü áîëåå ÿñíûé âèä.

Ïóñòü X, Y , Z è U êàñàòåëüíûå âåêòîðû â òî÷êå q ∈ Fn. Ðàññìîòðèì ñâåðòêó

Rm(X,Y )Z = Rm
ijkZ

iXjY k.

Ýòî òåíçîð òèïà (1,0), òî åñòü âåêòîð â òî÷êå q. Òîãäà⟨
R(X,Y )Z,U

⟩
g
= gmlR

m
ijkZ

iXjY kU l = RlijkZ
iXjY kU l.

Âûðàæåíèå â çíàìåíàòåëå åñòü ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

(gikgjl − gilgjk)XiY jXkY l =

gikX
iXk · gjlY jY l − gilXiY k · gjkXkY j = |X|2g |Y |2g −

⟨
X,Y

⟩2
g
.

è âûðàæàåò êâàäðàò ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðûX è Y . Òàêèì
îáðàçîì,

Kq(X,Y ) =

⟨
R(X,Y )Y,X

⟩
g

|X|2g |Y |2g −
⟨
X,Y

⟩2
g

Ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà îïðåäåëÿåò òåíçîð êðèâèçíû â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè èçâåñòíà
ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà ïî âñåì äâóìåðíûì íàïðàâëåíèÿì, òî èçâåñòåí è òåíçîð êðèâèç-
íû [17].

Óïðàæíåíèå 4.5.6 Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâ-
ëåíèå

6
⟨
R(X,Y )Z,U

⟩
= K(X + U, Y + Z)−K(X + U, Y )−K(X + U,Z)−K(X,Y + Z)−

K(U, Y + Z) +K(X,Z) +K(U,Z)−K(Y + U,X + Z)+

K(Y + U,X) +K(Y + U,Z) +K(Y,X + Z) +K(U,X + Z)−
K(Y, Z)−K(U,Z).

Ïîâåðõíîñòè, ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà êîòîðûõ íå çàâèñèò îò òî÷êè è äâóìåðíîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè (ïðîñòðàíñòâàìè) ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Íà ñàìîì
äåëå, òðåáîâàíèå íåçàâèñèìîñòè îò òî÷êè èçëèøíå, òàê êàê ñïðàâåäëèâà [16]

Òåîðåìà 4.5.1 (Shur) Åñëè ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà â êàæäîé òî÷êå íå
çàâèñèò îò âûáîðà äâóìåðíîãî íàïðàâëåíèÿ, òî îíà íå çàâèñèò è îò âûáîðà òî÷êè.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû c òåíçîð Ðèìàíà óñòðîåí î÷åíü ïðîñòî, à èìåí-
íî

R(X,Y )Z = c
(⟨
Y, Z

⟩
g
X −

⟨
X,Z

⟩
g
Y
)
.
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4.5.1 Òåíçîð Ðè÷÷è è ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà

Òåíçîð Ðèìàíà â áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ñîäåðæèò çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ

êîìïîíåíò, à èìåííî n2(n2−1)
12 . Äëÿ óïðîùåíèÿ ñèòóàöèè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñâåðò-

êó òåíçîðà Ðèìàíà ïî íåêîòîðîé ïàðå èíäåêñîâ. Â ãåîìåòðèè èñïîëüçóåòñÿ ñâåðòêà
òåíçîðà Ðèìàíà âèäà

Rik = Rs
isk.

Ïîëó÷åííûé òåíçîð ñèììåòðè÷åí ïî èíäåêñàì (i, k) è íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì Ðè÷÷è.

Ýòîò òåíçîð èìååò n(n+1)
2 ñóùåñòâåííûõ êîìïîíåíò è çíà÷èòåëüíî ïðîùå òåíçîðà Ðè-

ìàíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí ñîäåðæèò ìåíüøå èíôîðìàöèè î ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà.
Òåíçîð Ðè÷÷è èìååò òèï (0,2). Ïîäíÿòèåì èíäåêñà, îïðåäåëÿåòñÿ òåíçîð Ðè÷÷è òèïà
(1,1), à èìåííî

Ri
k = gisRsk.

Êðèâèçíîé Ðè÷÷è â íàïðàâëåíèè åäèíè÷íîãî âåêòîðà X íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Ric(X) = RikX
iXk.

Ïðîñòðàíñòâà ñ ïîñòîÿííîé êðèâèçíîé Ðè÷÷è íàçûâàþòñÿ Ýéíøòåéíîâûìè. Òåíçîð
Ðè÷÷è òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ïðîïîðöèîíàëåí ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó

Rik = λ gik.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå (êàê óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà) áûëî íàé-
äåíî À. Ýéíøòåéíîì êàê óðàâíåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â âàêóóìå.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êðèâèçíû Ðè÷÷è ìîæíî îïèñàòü ÷åðåç ñåêöèîííûå êðè-
âèçíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü X � äàííûé åäèíè÷íûé âåêòîð. Äîïîëíèì åãî äî
îðòîíîðìèðîâàííîãî ðåïåðà (e1, . . . , en−1, X). Òîãäà

Ric(X) =

n−1∑
α=1

K(eα, X).

Åùå ìåíüøå èíôîðìàöèè ñîäåðæèò ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëÿåìàÿ
êàê ñâåðòêà òåíçîðà Ðè÷÷è òèïà (1,1), à èìåííî

r = Rs
s

Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà åñòü ôóíêöèÿ òî÷êè ïîâåðõíîñòè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â óðàâ-
íåíèè Ýéíøòåéíà λ = r/n.

4.6 Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû Áåëüòðàìè: ãðàäèåíò
è ëàïëàñèàí

.
Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ω = ωidu

i � äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà, à X = Xi∂i � âåê-
òîðíîå ïîëå, òî çíà÷åíèåì ôîðìû ω íà âåêòîðíîì ïîëå X íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

ω(X) =
∑
i

ωiX
i.
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ßñíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñâåðòêà òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ω ⊗ X. Òàê, íàïðèìåð, åñëè ω = df = ∂if du

i åñòü ôîðìà ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà
ãëàäêîé ôóíêöèè íà ìíîãîîáðàçèè, òî

df(X) = ∂if X
i = ∂Xf

åñòü ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ X.

Îïðåäåëåíèå 4.6.1 Âåêòîðíîå ïîëå

(grad f)i = gis∂sf,

äâîéñòâåííîå 1-ôîðìå ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà ãëàäêîé ôóíêöèè f : Fn → IR, íàçûâà-
åòñÿ ïîëåì ãðàäèåíòà ôóíêöèè f .

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåêòîðíîãî ïîëÿ ãðàäèåíòà ïðîÿñíÿåò ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Óòâåðæäåíèå 4.6.1 Ïóñòü f : Fn → IR � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà âåêòîðíîå ïî-
ëå ãðàäèåíòà ÿâëÿåòñÿ ïîëåì íîðìàëåé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ f(u1, . . . , un) = const è
îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå íàèáîëüøåãî ðîñòà/ñíèæåíèÿ ôóíêöèè f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p ∈ Fn � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà è γ : I → Fn � ãëàäêàÿ êðèâàÿ
íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó p. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî γ(0) = p. Òîãäà

f(u1(t), . . . , un(t)) ≡ 0.

Ïîýòîìó
d

dt
f = ∂if

dui

dt
≡ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå p
df(γ′(0)) = 0

äëÿ ëþáîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó p. Òî åñòü, äëÿ ëþáîãî êàñàòåëüíîãî âåê-
òîðà X ∈ TpFn,

df(X) = ∂if X
i = gikg

kj∂jf X
i =

⟨
grad f,X

⟩
g
= 0,

÷òî äîêàçûâàåò ïåðâîå ñâîéñòâî.
Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííûå êðèâûå γ (s), ïðîõîäÿ-

ùèå ÷åðåç òî÷êó p (s = 0) è áóäåì èñêàòü íàïðàâëåíèå â òî÷êå p, äàþùåå ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè

f ′(s) = (f ◦ γ )′ = ∂f · γ ′

â òî÷êå p. Ïîñêîëüêó äëÿ íåïîñòîÿííîé ôóíêöèè f êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèé f ′ è
(f ′)2 ñîâïàäàþò, òî áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì èìåííî äëÿ (f ′)2.

Ïîëîæèì γ ′(0) = X ñ óñëîâèåì gikX
iXk = 1. Òîãäà íàøà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å

íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè

(∂ifX
i)2 = ∂if∂kfX

iXk = ΦikX
iXk = XtΦX,
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ãäå ìû îáîçíà÷èëè Φ = (Φik) = (∂if∂kf). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò
âèä

L = XtΦX − λXtgX = (Φik − λ gik)XiXk.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå L ïî Xi äàåò ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(Φik − λ gik)Xk = 0 ∼ (Φ− λ g)X = 0

Óìíîæåíèå ïîñëåäíåé ñèñòåìû íà Xt, ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ ñâÿçè, äàåò:

XtΦX = λ.

Çíà÷èò, ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà è åñòü èñêîìûå ýêñòðåìóìû. Òàê ðàíã ìàòðèöû Φ ðàâåí
1, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå det(Φ− λ g) = 0 èìååò âèä

λn − trace (g−1Φ)λn−1 = 0,

òî åñòü, åäèíñòâåííîå íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðàâíî

λ = trace (g−1Φ) = gik∂if∂kf = | grad f |2g.

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îïðåäåëåíèå 4.6.2 Ïåðâûì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì Áåëüòðàìè ∇(·, ·) íà-
çûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íà ãëàäêèõ ôóíêöèÿõ f : Fn → IR, äåéñòâóþ-
ùèé ïî ïðàâèëó

∇(f, f) = | grad f |2g.

Ñîîòâåòñòâóþùèé áèëèíåéíûé îïåðàòîð èìååò âèä ∇(φ, f) =
⟨
gradφ, grad f

⟩
g
.

Îïðåäåëåíèå 4.6.3 Äèâåðãåíöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ X íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè
(Fn, g) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

div (X) =
∑
i

∇iX
i

Äðóãèìè ñëîâàìè, äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî åñòü ñëåä ìàòðèöû åãî êîâàðèàíòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ.

Ïóñòü Fn−1 ⊂ Fn � ñåìåéñòâî ãèïåðïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíê-
öèè f :

f(u1, . . . , un) = const.

Òîãäà

ξ :=
grad f

| grad f |
ÿâëÿåòñÿ ïîëåì åäèíè÷íûõ íîðìàëåé íà êàæäîé èç òàêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé. Îïåðà-
òîð Âåéíãàðòåíà äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå êàê è äëÿ ïîâåðõíîñòè â
E3, à èìåííî,

AX = −∇Xξ,

ãäå X � êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ôóíêöèÿ

H =
1

n− 1
trace(A)

íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé êðèâèçíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè.
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Óòâåðæäåíèå 4.6.2 Ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ãèïåðïîâåðõíîñòè

f(u1, . . . , un) = c

â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå (Fn, g) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

H
∣∣∣
f=c

= − 1

n− 1
div
( grad f

| grad f |

)∣∣∣
f=c

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂i � êîîðäèíàòíûé áàçèñ íà ãè-
ïåðïîâåðõíîñòè f = c. Åñëè ξ(c) � åäèíè÷íîå íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ýòîé ãèïåð-
ïîâåðõíîñòè, òî

∇∂iξ(c) = −a
k
i (c)∂k.

Òîãäà
aik(c) = −gis

⟨
∇∂kξ, ∂s

⟩
g
= −gisgsm∇∂kξ

m(c) = ∇∂kξ
i(c)

à çíà÷èò
trace(A(c)) = −∇∂iξ

i
∣∣∣
f=c

= −div(ξ)
∣∣∣
f=c

.

Ïîëàãàÿ ξ = grad f
| grad f | , ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

Óïðàæíåíèå 4.6.1 Ïðîâåðüòå ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû

div(f ·X) =
⟨
grad f,X

⟩
g
+ f · div(X).

äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè f .

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ, âûïèøåì ôîðìóëó äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû êðèâîé,
çàäàííîé íåÿâíî, íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè.

Óïðàæíåíèå 4.6.2 Ïîêàæèòå, ÷òî

• ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðèâîé f(u1, u2) = c íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè âûðà-
æàåòñÿ ôîðìóëîé

kg = −div
( grad f

| grad f |

)∣∣∣
f=c

= −
( ∆f

| grad f |g

∣∣∣
f=c

+∇
(
φ,

1

| grad f |g

) ∣∣∣
f=c

)
;

• âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé êðèâèçíû ãèïåðïîâåðõíîñòè f(u1, . . . , un) = c â ðèìàíî-
âîì ïðîñòðàíñòâå (Fn, g) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó

H
∣∣∣
f=c

= − 1

n− 1

(
∆f

| grad f |g

∣∣∣
f=c

+∇
(
f,

1

| grad f |g

) ∣∣∣
f=c

)
.

• ñðåäíÿÿ êðèâèçíà êîîðäèíàòíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè uk = c = const ìîæåò áûòü
ñâåäåíà ê ôîðìóëå

H
∣∣∣
uk=c

= − 1

n− 1

1√
gkk

(
−gijΓk

ij +
1

gkk
gikgjkΓk

ij

) ∣∣∣
uk=c

=

1

n− 1

(
1

(gkk)3/2

∣∣∣∣ gkk gki

gkj gij

∣∣∣∣Γk
ij

)
uk=c

.
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Åñëè íà äàííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè f(u1, . . . , un) = const âåêòîð ãðàäèåíòà íå îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü, òî âäîëü ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè îïðåäåëåíî ïîëå åäèíè÷íûõ íîðìàëåé
ξ = grad f

| grad f | . Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1 íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà êàæäîé èç ãåîäåçè÷åñêèõ,
ïðîâåäåííûõ à íàïðàâëåíèè âåêòîðà ξ. Â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ãðàäèåíòà, ñàìà ãè-
ïåðïîâåðõíîñòü f = const äîïóñêàåò ëîêàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ íåêîòîðûìè ïàðà-
ìåòðàìè (x2, . . . , xn). Ïðèíÿâ (x1, x2, . . . , xn) â êà÷åñòâå íîâûõ ïàðàìåòðîâ íà Fn, ìû
ïîëó÷èì ëîêàëüíîå çàäàíèå ãèïåðïîâåðõíîñòè f = const óðàâíåíèåì x1 = 0 è, î÷å-
âèäíî, g11 = 1, g1α(0, x

2, . . . , xn) = 0 (α = 2, . . . , n). Çàïèñàâ óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ

â íîâûõ êîîðäèíàòàõ, ëåãêî âèäåòü, ÷òî
∂g1α
∂x1

= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, g1α ≡ 0 è ïåðâàÿ

ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà äëÿ Fn ñâåäåòñÿ ê âèäó [16]

ds2 = (dx1)2 + gαβ(x
1, x2, . . . , xn)dxαdxβ.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñåìåéñòâî ýêâèäèñòàíòíûõ ïîâåðõíîñòåé (x1 = const) îáðàçóåò ñå-
ìåéñòâî ãèïåðïîâåðõíîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ ïîñòðîåííîìó ñåìåéñòâó ãåîäåçè÷åñêèõ.
Ïîñòðîåííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïîëóãåîäåçè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè.

Â êóðñå àíàëèçà îïåðàòîð Ëàïëàñà îïðåäåëÿëñÿ íà C2-ãëàäêèõ ôóíêöèÿõ ôîðìó-
ëîé

∆f = div(grad f).

Îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè îïðåäåëÿåòñÿ òàêîé æå ñàìîé ôîðìóëîé, íî â ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî äèâåðãåíöèÿ è ãðàäèåíò âû÷èñëÿþòñÿ â ïðîèçâîëüíîé êðèâîëèíåéíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Óòâåðæäåíèå 4.6.3 Ïóñòü f : Fn → IR � C2- ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ðèìàíîâîì ìíî-
ãîîáðàçèè (Fn, g). Òîãäà

∆f = div (grad f) = gmk(∂mkf − Γi
mk∂if).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∇k(g
mk) = 0, íàõîäèì

div (grad f) =

∇k(grad f)
k = ∇k(g

mk∂mf) = gmk∇k(∂mf) = gmk(∂mkf − Γi
mk∂if),

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Íàïîìíèì, ÷òî â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ëàïëàñèàí ôóíêöèè ìîæåò áûòü âûðà-
æåí åùå è êàê ñëåä ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, ò.å. ãåññèàíà ôóíêöèè. Àíàëîãîì
ãåññèàíà â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ.

Ïóñòü ω = df � ôîðìà ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà ãëàäêîé ôóíêöèè. Êîâàðèàíòíàÿ
ïðîèçâîäíàÿ ôîðìû ω èìååò âèä

∇kωi =
∂ωi

∂uk
− Γm

ikωm =

(
∂2f

∂ui∂uk
− Γm

ik

∂f

∂um

)
,

ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ìàòðèöåé è íàçûâàåòñÿ Ãåññèàíîì ôóíêöèè íà
ìíîãîîáðàçèè. Òàêèì îáðàçîì,

(Hessf )ik =

(
∂2f

∂ui∂uk
− Γm

ik

∂f

∂um

)
.
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Ôîðìîé Ãåññå ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà

Hessf (X,Y ) = (Hessf )ikX
iY k.

Â ýòèõ òåðìèíàõ ëàïëàñèàí ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ñâåðòêîé òåíçîðà g−1 ⊗Hessf , òî åñòü

∆f = gik(Hessf )ik.

Ôóíêöèÿ íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëü-
òðàìè îò íåå ðàâåí íóëþ:

∆f = gik∇ikf = gik(∂ik − Γm
ik∂mf) = 0,

Íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà Ëàïëàñà -
Áåëüòðàìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî λ, ÷òî

∆f = λf.

Íàáîð ÷èñåë λ1 ≤ λ2 ≤ . . . íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì îïåðàòîðà Ëàïëàñà - Áåëüòðàìè.
Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà åäèíè÷íîé ñôåðå íàçûâàþò-
ñÿ ñôåðè÷åñêèìè ãàðìîíèêàìè è îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé.4

Óòâåðæäåíèå 4.6.4 Ïîâåðõíîñòü F 2 ⊂ E3 ìèíèìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè åå êîíôîðìíîé ïàðàìåòðèçàöèè ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêè-
ìè ôóíêöèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíîé ïàðàìåòðèçàöèè, ïåðâàÿ ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè èìååò âèä

ds2 = e2σ
(
(du1)2 + (du2)2

)
.

Òîãäà

g =

(
e2σ 0
0 e2σ

)
, g−1 =

(
e−2σ 0
0 e−2σ

)
Ñîñ÷èòàåì ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ:

Γ1
11 = ∂1σ, Γ1

12 = ∂2σ, Γ1
22 = −∂1σ;

Γ2
11 = −∂2σ, Γ2

12 = ∂1σ, Γ2
22 = ∂2σ.

Òîãäà

∆f = gik
(

∂2f

∂ui∂uk
− Γm

ik

∂f

∂um

)
=

e−2σ

(
∂2f

(∂u1)2
+

∂2f

(∂u1)2
− (Γm

11 + Γm
22)

∂f

∂um

)
= e−2σ∆0f.

4Ïîäðîáíåå ñì. Ã. Êîðí, Ò. Êîðí. Ñïðàâî÷íèê ïî ìàòåìàòèêå äëÿ èíæåíåðîâ è íàó÷íûõ ðàáîòíè-
êîâ.
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ãäå ÷åðåç ∆0 îáîçíà÷åí Åâêëèäîâ Ëàïëàñèàí ôóíêöèè, òî åñòü Ëàïëàñèàí ôóíêöèè â
Äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Îòñþäà

∆f = 0 ⇔ ∆0f = 0.

Ðàññìîòðèì êîíôîðìíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ïîâåðõíîñòè

r⃗ = {φ1(u1, u2), φ(u1, u2), φ3(u1, u2)}, (u1, u2) ∈ D, φi : D → R.

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå Âåéíãàðòåíà

∂ikr⃗ = Γm
ik∂mr⃗ + bikn⃗,

íàéäåì

∆0r⃗ =
∑
i

∂iir⃗ = (Γm
11 + Γm

22)∂mr⃗ + (b11 + b22)n⃗ = (b11 + b22)n⃗.

Çàìåòèì, ÷òî

H =
1

2
trace A =

1

2
trace (g−1B) =

1

2
trace

[(
e−2σ 0
0 e−2σ

)(
b11 b12
b12 b22

)]
=

1

2
e−2σ(b11 + b22).

Çíà÷èò, H = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆0r⃗ = 0.

Óïðàæíåíèå 4.6.3 Äîêàçàòü, ÷òî â E3 íå ñóùåñòâóåò çàìêíóòîé ìèíèìàëüíîé
ïîâåðõíîñòè.

Êàê èçâåñòíî, äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè êîìïëåêñíî-
ãî ïåðåìåííîãî ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò
ñòðîèòü áîëüøîå ÷èñëî ïðèìåðîâ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé è íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèåì Âåéåðøòðàññà-Ýííåïåðà äëÿ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè5. Ââåäåì íà ìèíè-
ìàëüíîé ïîâåðõíîñòè ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì x = (x1, x2, x3) êîíôîðìíûå (èçîòåðìè÷å-
ñêèå) êîîðäèíàòû (u1, u2) è îáîçíà÷èì z = u1 + iu2. Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ëèíåéíûé
ýëåìåíò èìååò âèä ds2 = Λ(du21 + du22). Ïóñòü

φk(z) =
∂xk

∂u1
− i∂x

k

∂u2
(4.18)

Òàê êàê ∂xk

∂uj
ïðè j = 1, 2� ñîïðÿæåííûå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, òî φk(z) àíàëèòè÷å-

ñêèå ôóíêöèè. Òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèå

3∑
k=1

φ2
k(z) =

3∑
k=1

{(
∂xk

∂u1

)2

− 2i
∂xk

∂u1

∂xk

∂u2
−
(
∂xk

∂u2

)2
}

= 0 (4.19)

5Çäåñü ìû èñïîëüçóåì âûêëàäêè èç [2]



230 Ãëàâà 4. ÒÅÍÇÎÐÛ Â ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî êîîðäèíàòû èçîòåðìè÷åñêèå:(
∂x

∂u1

)2

=

(
∂x

∂u2

)2

,
∂x

∂u1

∂x

∂u2
= 0.

Êðîìå òîãî, èìååì

∑
k

|φk(z)| 2 =
∑
k

{(
∂xk

∂u1

)2

+

(
∂xk

∂u2

)2
}

= 2Λ (4.20)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (4.19). Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ðàçðåøèòü ñ ïîìîùüþ äâóõ êîì-
ïëåêñíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé f è g. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ôóíêöèé φk, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óðàâíåíèþ (4.19), ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå

φ1 =
f

2
(1− g2), φ2 =

if

2
(1 + g2), φ3 = fg (4.21)

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî òàê çàäàííûå ôóíêöèè φk äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèþ (4.19). Ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå äàåò òîðæåñòâî

1

4
f2(1− 2g2 + g4)− 1

4
f2(1 + 2g2 + g4) + f2g2 ≡ 0

Îáðàòíî, åñëè èçâåñòíû ôóíêöèè φk, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (4.19), òî ôóíêöèè
f è g îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

f = φ1 − iφ2, g =
φ3

φ1 − iφ2
(4.22)

Ïîêàæåì, ÷òî ñ ïîìîùüþ òàê îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé f è g, ôóíêöèé φk ïðåäñòàâëÿ-
þòñÿ â âèäå (4.21). Äåéñòâèòåëüíî, èìååì èç (4.22) î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

φ3 = fg

Äàëåå, óðàâíåíèå (4.19) ìîæíî çàïèñàòü òàê

(φ1 − iφ2)(φ1 + iφ2) = −φ2
3

Îòñþäà íàõîäèì

φ1 + iφ2 = −
φ2
3

φ1 − iφ2
= −

(
φ3

φ1 − iφ2

)2

(φ1 − iφ2) = −fg2

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðàâåíñòâà è âûðàæåíèÿ äëÿ f â (4.22) íàõîäèì

2φ1 = f − fg2, −2iφ2 = f + fg2

ò.å. èìååì âûðàæåíèÿ (4.21). Äëÿ ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè ôóíêöèè φk(z) äîëæíû
áûòü ðåãóëÿðíû. Ýòî íàêëàäûâàåò îïðåäåëåííûå óñëîâèÿ íà ïîâåäåíèå ôóíêöèé f è
g. Â îáëàñòè èçìåíåíèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z ôóíêöèÿ g(z) ìîæåò áûòü ïðîèç-
âîëüíîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèåé, â òî âðåìÿ êàê f(z)� àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè
ýòîì, åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå z ôóíêöèÿ g(z) èìååò ïîëþñ ïîðÿäêà m, òî f äîëæíà
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èìåòü â ýòîé òî÷êå íîëü ïîðÿäêà íå ìåíåå 2m. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â ýòîé òî÷êå φ1 áû-
ëî áû íåîãðàíè÷åíî. Íî è áîëüøèé ïîðÿäîê íóëÿ, ÷åì 2m ôóíêöèÿ f íå ìîæåò èìåòü,
òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå φk = 0, k = 1, 2, 3 ò.å. áàçèñíûå êàñàòåëüíûå âåêòîðû xu1

è xu2 ðàâíû íóëþ, ÷òî íåâîçìîæíî.

Èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

2x1 = Re
∫
f(1− g2) dz + c1

2x2 = Re
∫
if(1 + g2) dz + c2

x3 = Re
∫
fg dz + c3

(4.23)

Äåéñòâèòåëüíî, èìååì ïðèìåð äëÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû ðàäèóñ-âåêòîðà

2x1 = 2Re

∫
φ1dz + c1 = Re

∫
f(1− g2) dz + c1

Â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ìîæíî âçÿòü è g. Òîãäà ïîëó÷èì
êëàññè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå Âåéåðøòðàññà-Ýííåïåðà

x1 = ℜ
∫
F (g)(1− g2) dg + a1

x2 = ℜ i
∫
F (g)(1 + g2) dg + a2

x3 = ℜ
∫
2F (g)g dg +a3

(4.24)

ãäå F (g) = 1
2f

dz
dg � íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Âåéåðøòðàññà. Åñëè â ýòèõ ôîðìóëàõ ïîëî-

æèòü F (g) = 1, òî ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòü Ýííåïåðà, ïðè F = − 1
2g2

ïîëó÷èì êàòåíîèä.

Ôóíêöèÿ F = 1/
√

1− 14g4 + g8 ñîîòâåòñòâóåò ïîâåðõíîñòè Ã.À. Øâàðöà. Ïîâåðõíîñòü
Õåííåáåðãà ïîëó÷àåòñÿ ïðè F = 1− 1

g4
.

Ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ïîëå Êèëëèíãà.

Ïóñòü ξ � âåêòîðíîå ïîëå íà ïîâåðõíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω � ôîðìó, äâîéñòâåííóþ
âåêòîðíîìó ïîëþ ξ. Òîãäà

ωi = gikξ
k.

Ðîòîðîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ 2-ôîðìà rot ξ, îïðåäåëÿå-
ìàÿ ôîðìóëîé

(rot ξ)ik = ∇iωk −∇kωi.

Âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè åãî ðîòîð ðàâåí íóëþ.

Óïðàæíåíèå 4.6.4 Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè äàííîå îïðåäåëåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäå-
ëåíèåì ðîòîðà èç âåêòîðíîãî àíàëèçà â R3.

Âåêòîðíîå ïîëå ξ íàçûâàåòñÿ ïîëåì Êèëëèíãà (èëè Êèëëèíãîâûì), åñëè îíî óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ

∇iωk +∇kωi = 0,

ãäå ω � äâîéñòâåííàÿ 1- ôîðìà.
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Óïðàæíåíèå 4.6.5 Ïîêàæèòå, ÷òî åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå ξ ÿâëÿåòñÿ ïîëåì
Êèëëèíãà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà⟨

∇Xξ, Y
⟩
g
= −

⟨
∇Y ξ,X

⟩
g
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð Íîìèäçó Aξ : X → −∇Xξ ÿâëÿåòñÿ êîñî-
ñèììåòðè÷íûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.

Óïðàæíåíèå 4.6.6 Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè îïåðàòîð Aξ ñèììåòðè÷åí, òî èíòå-
ãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïîëÿ ξ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè ëèíèÿìè, à ñàìî ïîëå ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëåì åäèíè÷íûõ íîðìàëåé íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ãèïåðïîâåðõíîñòåé.
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