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Анотацiї
Скурiхiн Р.В. Теоретико-категорний варiант теореми Шилова

про замкненi вiдношення еквiвалентностi

У роботi дослiджується зв’язок мiж категорiєю замкнених вiдношень

еквiвалентностi на компактних просторах та категорiєю пар комутативних

C∗-алгебр. Доведено, що цi категорiї еквiвалентнi.

Для опису цiєї еквiвалентностi побудовано функтори C та Σ. Функтор

C ставить у вiдповiднiсть об’єкту (X,R) категорiї замкнених вiдношень

еквiвалентностi пару (C(X), BR), де C(X) - алгебра неперервних функцiй

на X, а BR - алгебра iнварiантних функцiй вiдносно R. Функтор Σ ставить

у вiдповiднiсть об’єкту (A,B) категорiї пар комутативних C∗-алгебр спектр

Σ(A) алгебри A та природне вiдношення еквiвалентностi на Σ(A).

Skurikhin R.V. A Categorical Version of Shilov’s Theorem on

Closed Equivalence Relations

This thesis explores the relationship between the category of closed equiv-

alence relations on compact spaces and the category of pairs of commutative

C∗-algebras. It is shown that these categories are equivalent.

To describe this equivalence, the functors C and Σ are constructed. The

functor C assigns to an object (X,R) in the category of closed equivalence

relations the pair (C(X), BR), where C(X) is the algebra of continuous func-

tions onX and BR is the algebra of invariant functions with respect to R. The

functor Σ assigns to an object (A,B) in the category of pairs of commuta-

tive C∗-algebras the spectrum Σ(A) of the algebra A and natural equivalence

relation on Σ(A).
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Вступ

Ця дипломна робота присвячена теоретико-категорному дослiдженню

зв’язку мiж категорiєю замкнених вiдношень еквiвалентностi на компа-

ктних топологiчних просторах та категорiєю пар комутативних C∗-алгебр

з одиницею.

В першому роздiлi роботи ми нагадаємо деякi визначення та теореми

з теорiї категорiй, теорiї C∗-алгебр та топологiї, якi будуть використову-

ватися далi. Зокрема, ми нагадаємо визначення функтора, морфiзму фун-

кторiв, iзоморфiзму, а також визначення еквiвалентностi категорiй. Да-

лi ми нагадаємо визначення банахової алгебри, характеру, спектру, C∗-

алгебри, а також теореми Стоуна-Вейєрштрасса, Колмогорова-Гельфанда

та Гельфанда-Наймарка. Цi теореми встановлюють глибокий зв’язок мiж

C∗-алгебрами та компактними хаусдорфовими просторами, а саме еквiва-

лентнiсть вiдповiдних категорiй. Теорему про еквiвалентнiсть буде сфор-

мульовано та доведено в кiнцi першого роздiлу.

У другому роздiлi роботи ми вводимо категорiю замкнених вiдношень

еквiвалентностi. Об’єктами цiєї категорiї будуть пари (X,R), де X - ком-

пактний хаусдорфiв топологiчний простiр, а R - замкнене вiдношення еквi-

валентностi на X. Морфiзмами цiєї категорiї будуть неперервнi траєкторнi

вiдображення, тобто вiдображення, що зберiгають еквiвалентнiсть. Також

ми наводимо приклади замкнених та незамкнених вiдношень еквiвалентно-

стi.

Також у другому роздiлi роботи ми вводимо категорiю пар комутатив-

них C∗-алгебр. Об’єктами цiєї категорiї є пари (A,B), де A - комутативна

C∗-алгебра, а B - її C∗-пiдалгебра. Морфiзмами категорiї є такi гомоморфi-
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зми L : A1 → A2, що L(B1) ⊂ B2, де (A1, B1) i (A2, B2) - об’єкти розглянутої

категорiї.

В третьому роздiлi буде встановлено еквiвалентнiсть цих двох катего-

рiй за допомогою функторiв C та Σ. Функтор C буде ставити у вiдповiд-

нiсть об’єкту (X,R) категорiї замкнених вiдношень еквiвалентностi пару

(C(X), BR), де C(X) - алгебра неперервних функцiй на X, а BR - алгебра

iнварiантних функцiй вiдносно R. Функтор Σ буде ставити у вiдповiднiсть

об’єкту (A,B) категорiї пар комутативних C∗-алгебр спектр Σ(A) алгебри

A та вiдповiдне вiдношення еквiвалентностi на Σ(A).



Роздiл 1

Вiдомi та допомiжнi факти

1.1. Деякi визначення з теорiї категорiй

Нагадаємо деякi визначення теорiї категорiй, використовуючи форму-

лювання з книги [1] (див. роздiл 2, стор. 57):

Означення 1.1. Коварiантний функтор з категорiї C у категорiю D це

вiдображення F мiж об’єктами цих категорiй та їх морфiзмами, для якого:

1. Морфiзм φ : A→ B переходить в морфiзм F (φ) : F (A) → F (B)

2. F (idA) = idF (A)

3. F (φ ◦ ψ) = F (φ) ◦ F (ψ) для будь-яких морфiзмiв φ, ψ категорiї C.

Означення 1.2. Контраварiантний функтор з категорiї C у категорiю

D це вiдображення F мiж об’єктами цих категорiй та їх морфiзмами, для

якого:

1. Морфiзм φ : A→ B переходить в морфiзм F (φ) : F (B) → F (A)

2. F (idA) = idF (A)

3. F (φ ◦ ψ) = F (ψ) ◦ F (φ) для будь-яких морфiзмiв φ, ψ категорiї C.

Означення 1.3. Нехай F, G - два функтори з C у D. Функторний мор-

фiзм F у G це сiмейство морфiзмiв fX : F (X) → G(X), тобто по одному

морфiзму для кожного об’єкта X категорiї C, що для кожного морфiзму

φ : X → Y категорiї C наступна дiаграма комутативна
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F (X) F (Y )

G(X) G(Y )

F (φ)

fX fY

G(φ)

Останнє визначення дає змогу визначити категорiю функторiв з C у D.

Означення 1.4. Морфiзм φ : X → Y у категорiї C називають iзомор-

фiзмом, якщо iснує морфiзм ψ : Y → X, що ψ ◦ φ = idX , φ ◦ ψ = idY .

Означення 1.5. Об’єкти X, Y категорiї C називають iзоморфними,

якщо мiж ними iснує iзоморфiзм.

Означення 1.6. Категорiї C та D називають еквiвалентними, якщо

iснують такi функтори F : C → D та G : D → C, що функтор G ◦ F

є iзоморфним тотожньому функтору idC у категорiї функторiв з C у C, а

функтор F ◦ G є iзоморфним тотожньому функтору idD у категорiї фун-

кторiв з D у D.

Зауваження 1.7. Останнє означення можна переформулювати насту-

пним чином: категорiї C та D називають еквiвалентними, якщо iснують

такi функтори F : C → D та G : D → C та сiмейства iзоморфiзмiв fX та

gX , що є морфiзмами фукторiв G ◦ F , F ◦G та idC, idD вiдповiдно.

1.2. Деякi визначення з теорiї C∗-алгебр

Нагадаємо деякi визначення та теореми теорiї C∗-алгебр, використову-

ючи формулювання з книги [3]:

Означення 1.8. Множина A є банаховою алгеброю, якщо це компле-

ксна алгебра, що одночасно є банаховим простором, тобто це нормований

повний лiнiйний простiр над C, на якому визначена операцiя множення,

що задовольняє наступним аксiомам:
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1. a(bc) = (ab)c для будь-яких a, b, c ∈ A.

2. λ(ab) = (λab) = a(λb) для будь-яких a, b ∈ A та λ ∈ C.

3. a(b+ c) = ab+ ac та (a+ b)c = ac+ bc для будь-яких a, b, c ∈ A.

4. ||ab|| ≤ ||a||||b|| для будь-яких a, b ∈ A.

5. ∃1A ∈ A : ∀a ∈ A : 1Aa = a = a1A

Означення 1.9. Характером банахової алгебри A називають лiнiйне

вiдображення φ : A 7→ C, що є гомоморфiзмом вiдносно операцiї множення:

1. ∀a, b ∈ A : φ(a+ b) = φ(a) + φ(y).

2. ∀a ∈ A, λ ∈ C : φ(λa) = λφ(a).

3. φ(1A) = 1.

4. ∀a, b ∈ A : φ(ab) = φ(a)φ(b).

Означення 1.10. Спектром банахової алгебри A називають множину

всiх характерiв A як пiдпростiр A∗, надiлену слабкою топологiєю (тобто то-

пологiєю поточкової збiжностi). Для спектру використовують позначення

Σ(A).

Твердження 1.11. Cпектр банахової алгебри Σ(A) є компактним ха-

усдорфовим топологiчним простором.

Означення 1.12. Банахова алгебра A є C∗-алгеброю, якщо на нiй до-

датково задана iнволюцiя a 7→ a∗, для якої виконуються наступнi аксiоми:

1. (αa+ βb)∗ = αa∗ + βb∗ для будь-яких a, b ∈ A та α, β ∈ C.

2. a∗∗ = a для будь-якого a ∈ A

3. (ab)∗ = b∗a∗ для будь-яких a, b ∈ A

4. ||a∗|| = ||a|| для будь-якого a ∈ A
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5. ||aa∗|| = ||a||2 для будь-якого a ∈ A

Приклад 1.13. Множина всiх комплекснозначних неперервних функцiй

C(X) на компактному хаусдорфовому просторi є C∗-алгеброю. Лiнiйнi опе-

рацiї задаються як звичайно для функцiй:

(αf + βg)(x) = αf(x) + βg(x)

Операцiя множення - це добуток функцiй:

(fg)(x) = f(x)g(x)

Норма на цьому просторi - це звичайна норма простору неперервних

функцiй на компактi:

||f || = max
x∈X

|f(x)|

А iнволюцiя - це комплексне спряження:

(f ∗)(x) = f(x)

1.3. Теореми про структуру комутативних

C∗-алгебр

Теорема 1.14 (Стоуна-Вейєрштрасса [4]). Нехай X - компактний хаус-

дорфовий топологiчний простiр. B ⊂ C(X) - замкнена самоспряжена пiд-

алгебра алгебри неперервних функцiй, i B роздiляє точки X, тобто ∀x, y ∈

X, x ̸= y : ∃b ∈ B : b(x) ̸= b(y). Тодi B = C(X).

Теорема 1.15 (Колмогорова-Гельфанда [5]). Нехай X - компактний ха-

усдорфовий топологiчний простiр. Для x ∈ X розглянемо характер φx ба-

нахової алгебри C(X) : φx(a) = a(x), a ∈ C(X). Тодi вiдображення I : X 7→
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Σ(C(X)), I(x) = φx є гомеоморфiзмом. Таким чином, можна ототожнити

спектр C(X) з компактом X.

Теорема 1.16 (Гельфанда-Наймарка [2](стор. 289)). Нехай A - комута-

тивна C∗-алгебра i Γ : A→ C(Σ(A)) - її перетворення Гельфанда, Γ(a) = â,

де â(φ) = φ(a), φ ∈ Σ(A) - характер. Тодi Γ є iзометричним ∗-iзоморфiзмом

C∗-алгебр, тобто Γ - такий iзоморфiзм алгебр, що ∀a ∈ A : ||Γ(a)|| = ||a|| i

Γ(a∗) = Γ(a)∗.

Разом останнi двi теореми показують глибокий зв’язок мiж C∗-

алгебрами та хаусдорфовими компактами. Бiльш строго це можна записати

теорему на мовi теорiї категорiй, для цього спочатку визначемо категорiї

комутативних C∗-алгебр та компактних хаусдорфових просторiв.

Означення 1.17. Категорiя комутативних C∗-алгебр - це категорiя,

об’єктами якої є комутативнi C∗-алгебри, а морфiзми - це лiнiйнi гомо-

морфiзми алегбр, що зберiгають iнволюцiю.

Означення 1.18. Категорiя компактних хаусдорфових просторiв - це

категорiя, об’єктами якої є компактнi хаусдорфовi простори, а морфiзми -

неперервнi вiдображення мiж ними.

Теорема 1.19. Категорiї комутативних C∗-алгебр та компактних хаус-

дорфових просторiв є еквiвалентними.

Доведення. За визначенням 1.6, нам потрiбно взяти пару функторiв, що

будуть визначати еквiвалентнiсть категорiй. Побудуємо цi функтори:

Визначимо контраварiантний функтор C наступним чином:

• Об’єкт X (хаусдорфiв компакт) переходить в C(X) - множину непе-

рервних функцiй зi значеннями в C

• Морфiзм f : X → Y (неперервне вiдображення мiж компактами) пе-

реходить в C(f) : C(Y ) → C(X), визначене як C(f)(a) = a ◦ f
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Перевiримо, що це дiйсно функтор. Для цього вiзьмемо будь-якi морфiзми

f : X → Y, g : Y → Z i функцiю a ∈ C(Z):

C(g ◦ f)(a) = a ◦ (g ◦ f) = a ◦ g ◦ f

(C(f) ◦ C(g))(a) = C(f)(a ◦ g) = a ◦ g ◦ f

А також C(idX)(a) = a ◦ idX = a.

Визначимо контраварiантний функтор Σ наступним чином:

• Об’єкт A (C∗-алгебра) переходить в Σ(A) - cпектр цiєї алгебри.

• Морфiзм L : A → B (C∗-морфiзм двох алгебр) переходить в Σ(L) :

Σ(B) → Σ(A), що визначено як Σ(L)(φ) = φ ◦ L

Перевiримо, що це дiйсно функтор. Для цього вiзьмемо будь-якi морфi-

зми L : A→ B,M : B → D i характер φ ∈ Σ(D):

Σ(M ◦ L)(φ) = φ ◦ (M ◦ L) = φ ◦M ◦ L

(Σ(L) ◦ Σ(M))(φ) = Σ(L)(φ ◦M) = φ ◦M ◦ L

А також Σ(idA)(φ) = φ ◦ idA = φ.

Далi, в якостi сiмейства морфiзмiв що визначає iзоморфнiсть функторiв

Σ ◦ C та idкат. комп. прост. вiзьмемо вiдображення IX : X 7→ Σ(C(X)), I(x) =

φx. Тодi за теоремою Колмогорова-Гельфанда це дiйсно iзоморфiзми у ка-

тегорiї компактних просторiв, i потрiбно перевiрити комутативнiсть насту-

пної дiаграми:

X Y

Σ(C(X)) Σ(C(Y ))

f

IX IY

Σ(C(f))
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Отже, маємо:

(Σ(C(f)) ◦ IX)(x)(a) = Σ(C(f))(φx)(a) = (φx ◦ C(f))(a) =

= φx(a ◦ f) = a(f(x))

(IY ◦ f)(x)(a) = (IY (f(x)))(a) = φf(x)(a) = a(f(x))

Отже, це дiйсно iзоморфiзм функторiв.

Далi, в якостi сiмейства морфiзмiв що визначає iзоморфнiсть функто-

рiв C ◦ Σ та idкат. C∗-алгебри вiзьмемо вiдображення ΓA : A → C(Σ(A)) -

перетворення Гельфанда, ΓA(a) = â, де â(φ) = φ(a), φ ∈ Σ(A) - характер.

Тодi за теоремою Гельфанда-Наймарка це дiйсно iзоморфiзм у категорiї

C∗-алгебр, i потрiбно лише перевiрити комутативнiсть наступної дiаграми:

A B

C(Σ(A)) C(Σ(B))

L

ΓA ΓB

C(Σ(L))

Отже, маємо:

(C(Σ(L)) ◦ ΓA)(a)(φ) = C(Σ(L))(â)(φ) = (â ◦ Σ(L))(φ) =

= â(φ ◦ L) = φ(L(a))

(ΓB ◦ L)(a)(φ) = (ΓB(L(a)))(φ) = L̂(a)(φ) = φ(L(a))

Отже, функтори C та Σ встановлюють еквiвалентнiсть цих категорiй.



Роздiл 2
Категорiї замкнених вiдношень

еквiвалентностi та пар C∗-алгебр
2.1. Категорiя замкнених вiдношень еквiва-

лентностi

Нехай X - компактний хаусдорфiв топологiчний простiр, i R - вiдноше-

ння еквiвалентностi на X.

Означення 2.1. Вiдношення еквiвалентностi R називається замкне-

ним, якщо воно є замкненою пiдмножиною у просторi X ×X, тобто мно-

жина пар {(x, y) ∈ X ×X : x ∼ y} замкнена в X ×X.

Приклад 2.2. Нехай X - одиничний круг на площинi, тобто X =

{(x1, x2) ∈ R2 : x21 + x22 ≤ 1}. Будемо вважати, що точки (x1, x2) i (y1, y2)

еквiвалентнi, якщо одна з iншої може бути отримана за допомогою пово-

рота навколо початку координат. Тодi ми отримуємо замкнене вiдношення

еквiвалентностi на просторi X:

R = {((x1, x2), (y1, y2)) : x21 + x22 = y21 + y22}

Доведення. Замкненiсть цiєї множини можна отримати, наприклад, за-

писавши R як прообраз замкненої множини вiдносно неперервного вiдобра-

ження, тобто R = f−1(0), де f(x1, x2, y1, y2) = x21 + x22 − y21 − y22.

Приклад 2.3. Нехай тепер X - це одиничне коло на площинi, тобто X =

{z ∈ C : |z| = 1}. Зафiксуємо число θ ∈ R, що
θ

π
/∈ Q. Будемо вважати, що

13
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z1 ∼ z2, якщо z2 = einθz1 для деякого n ∈ Z. Покажемо, що це вiдношення

еквiвалентностi не є замкненим.

Доведення. Спочатку доведемо, що множина A = {{nθ
π
}, n ∈ Z}, де

{nθ
π
} позначає дробову частину, є щiльною множиною, тобто A = [0, 1].

Вiзьмемо довiльне α ∈ [0, 1] та k ∈ N. Тодi серед
θ

π
, 2
θ

π
, . . . , (k + 1)

θ

π
є

два числа, що потрапили в один промiжок з [0,
1

k
), [

1

k
,
2

k
), . . . [

k − 1

k
, 1]. Тодi

вони вiдрiзняються менше нiж на
1

k
:

∃n,m ∈ Z : |nθ
π
−m

θ

π
| ≤ 1

k

Однак (n−m)
θ

π
не нуль бо не належить Q, i отже тодi iснує таке p ∈ Z,

що |{(n −m)p
θ

π
} − α| < 1

k
. Так як (n −m)p ∈ Z, то ми знайшли елемент

A що наближає α з точнiстю
1

k
. Так як α, k довiльнi, то маємо щiльнiсть

цiєї множини.

З цього випливає, що клас еквiвалентностi [z] = {zeinθ, n ∈ Z} - це

щiльна множина на колi X. Але тодi в нiй можна обрати послiдовнiсть

zk таку що zk ∼ z, lim
k→∞

zk = z′, z′ ≁ z. Так як пари (z, zk) лежать в R =

{(x, y) ∈ X ×X : x ∼ y}, то пара (z, z′) ∈ R, однак (z, z′) /∈ R - отже, R не

є замкненою множиною.

Означення 2.4. Нехай Rj - вiдношення еквiвалентностi на множинi Xj

(j = 1, 2), i f : X1 → X2. Вiдображення f називається траєкторним, якщо

f переводить еквiвалентнi точки у еквiвалентнi, тобто, якщо x, y ∈ X1 i

(x, y) ∈ R1, то (f(x), f(y)) ∈ R2.

Об’єктами категорiї замкнених вiдношень еквiвалентностi будуть пари

(X,R), де X - компактний хаусдорфiв простiр, а R - замкнене вiдношення
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еквiвалентностi. Морфiзми цiєї категорiї - неперервнi траєкторнi вiдобра-

ження.

2.2. Категорiя пар комутативних C∗-алгебр

Об’єктами цiєї категорiї є пари (A,B), де A - комутативна C∗-алгебра, а

B - її C∗-пiдалгебра, тобто замкнена самоспряжена пiдалгебра, що мiстить

одиницю алгебри A.

Морфiзми категорiї - це такi гомоморфiзми L : A1 → A2, що L(B1) ⊂

B2, де (A1, B1) i (A2, B2) - об’єкти розглянутої категорiї.

Нехай тепер X - компактний хаусдорфiв топологiчний простiр i R - за-

мкнене вiдношення еквiвалентностi на X. Розглянемо в алгебрi A = C(X)

наступну пiдмножину:

BR = {a ∈ A : (x, y) ∈ R =⇒ a(x) = a(y)}

Лема 2.5. Множина BR є C∗-пiдалгеброю алгебри A.

Доведення. По-перше, одиниця алгебри A лежить у BR:

1A ∈ BR : ∀x, y ∈ X : 1A(x) = 1A(y) = 1C

По-друге, це лiнiйний пiдпростiр:

∀a, b ∈ BR,∀α, β ∈ C : ∀(x, y) ∈ R :

(αa+ βb)(x) = αa(x) + βb(x) = αa(y) + βb(y) = (αa+ βb)(y)

Далi, це пiдалгебра:

∀a, b ∈ BR,∀(x, y) ∈ R :

(ab)(x) = a(x)b(x) = a(y)b(y) = (ab)(y)
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Також, це замкнена множина, так як з рiвномiрної збiжностi випливає по-

точкова:

∀an ∈ BR : ∃ lim
n→∞

an,∀(x, y) ∈ R :

( lim
n→∞

an)(x) = lim
n→∞

an(x) = lim
n→∞

an(y) = ( lim
n→∞

an)(y)

I нарештi, це самоспряжена пiдалгебра:

∀a ∈ BR,∀(x, y) ∈ R :

(a∗)(x) = a(x) = a(y) = (a∗)(y)

Алгебра BR має назву алгебри iнварiантних функцiй вiдносно R. На-

далi пару (A,BR) будемо позначати за C(X,R).

Нехай тепер (X1, R1) i (X2, R2) - два об’єкти категорiї замкнених вiдно-

шень еквiвалентностi, i f : X1 → X2 - неперервне траєкторне вiдображення.

Тодi f породжує морфiзм C(f) iз C(X2, R2) в C(X1, R1) наступним чином:

C(f)(φ) = φ ◦ f, φ ∈ C(X2). Умова морфiзму виконується, бо ∀(x, y) ∈

R1, φ ∈ BR2
: C(f)(φ)(x) = φ(f(x)), так як x ∼ y =⇒ f(x) ∼ f(y), то

φ(f(x)) = φ(f(y)) = C(f)(φ)(y), i отже C(f)(BR2
) ⊂ BR1

.

Лема 2.6. Вiдповiднicть C є контраварiантним функтором з категорiї

замкнених вiдношень еквiвалентностi у категорiю пар комутативних C∗-

алгебр.

Доведення.

По-перше, доведемо, що функтор C переводить тотожнiй морфiзм в то-

тожнiй. Отже, нехай (X,R) об’єкт категорiї замкнених вiдношень еквiва-

лентностi. Його тотожнiй морфiзм це idX : X → X, idX(x) = x. Тодi:
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C(idX) : φ 7→ φ ◦ idX = φ

I вiдповiдно, маємо що C(idX) = idC(X)

Далi, потрiбно довести що композицiї морфiзмiв вiдповiдає композицiя

морфiзмiв. Отже, нехай (X1, R1), (X2, R2), (X3, R3) - об’єкти категорiї за-

мкнених вiдношень, f12 : X1 → X2, f23 : X2 → X3 - вiдповiднi морфiзми.

Розглянемо C(f23 ◦ f12) для φ ∈ C(X3), x ∈ X1:

(C(f23 ◦ f12)(φ))(x) = (φ ◦ (f23 ◦ f12))(x) = φ(f23(f12(x)))

Розглянемо C(f12) ◦ C(f23) для φ ∈ C(X3), x ∈ X1:

(C(f12)◦C(f23))(φ))(x) = (C(f12)(φ◦f23))(x) = (φ◦f23◦f12)(x) = φ(f23(f12(x)))

Отже, C(f23 ◦ f12)(φ) = (C(f12) ◦ C(f23))(φ), що завершує доведення.

2.3. Спектр пари комутативних C∗-алгебр

Нехай (A,B) - об’єкт категорiї пар комутативних C∗-алгебр. Розглянемо

на спектрi Σ(A) наступне вiдношення еквiвалентностi:

RB = {(φ, ψ) : ∀b ∈ B : φ(b) = ψ(b)}

Лема 2.7. Множина RB є замкненим вiдношенням еквiвалентностi.

Доведення.

Отже, нехай {(φα, ψα)} ⊂ RB - ciтка, що збiгається до (φ, ψ). Тодi для

замкненостi RB потрiбно довести що (φ, ψ) ∈ RB. З визначення топологiї

декартового добутку маємо що збiжностi сiток lim
α
φα = φ, lim

α
ψα = ψ. Так
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як топологiя в Σ(A) задається поточковою збiжнiстю, то

∀b ∈ B : ∃ lim
α
φα(b) = φ(b)

∀b ∈ B : ∃ lim
α
ψα(b) = ψ(b)

Однак, φα(b) = ψα(b) i тодi:

φ(b) = lim
α
φα(b) = lim

α
ψα(b) = ψ(b)

Отже:

∀b ∈ B : φ(b) = ψ(b)

I тодi (φ, ψ) ∈ RB, отже RB є замкненим вiдношенням еквiвалентностi.

Надалi пару (Σ(A), RB) будемо позначати Σ(A,B).

Нехай тепер (A1, B1) та (A2, B2) - два об’єкти категорiї пар комутатив-

них C∗-алгебр, i L : A1 → A2 морфiзм цiєї категорiї, тобто гомеомор-

фiзм з додатковою властивiстю L(B1) ⊂ B2. Тодi L породжує морфiзм

Σ(L) iз Σ(A2, B2) в Σ(A1, B1) наступним чином: Σ(L)(φ)(a) = φ(L(a)), φ ∈

Σ(A2), a ∈ A1. Це є морфiзмом, тобто неперервним траєкторним вiдобра-

женням, бо b ∈ B1 =⇒ L(b) ∈ B2 i тодi φ ∼ ψ =⇒ φ(L(b)) = ψ(L(b)) i

отже Σ(L)(φ) ∼ Σ(L)(ψ).

Лема 2.8. Вiдповiднicть Σ є контраварiантним функтором з категорiї

пар комутативних C∗-алгебр у категорiю замкнених вiдношень еквiвален-

тностi.

Доведення.

По-перше, доведемо, що функтор Σ переводить тотожнiй морфiзм в то-

тожнiй. Отже, нехай (A,B) об’єкт категорiї пар комутативних C∗-алгебр.

Його тотожнiй морфiзм це idA : A→ A, idA(a) = a. Тодi:
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Σ(idA) : φ 7→ φ ◦ idX = φ

I вiдповiдно, маємо що Σ(idA) = idΣ(A)

Далi, потрiбно довести що композицiї морфiзмiв вiдповiдає композицiя

морфiзмiв. Отже, нехай (A1, B1), (A2, B2), (A3, B3) - об’єкти категорiї пар

комутативних C∗-алгебр, L12 : A1 → A2, L23 : A2 → A3 - вiдповiднi морфi-

зми.

Розглянемо Σ(L23 ◦ L12) для φ ∈ Σ(A3), a ∈ A1:

(Σ(L23 ◦ L12)(φ))(a) = (φ ◦ (L23 ◦ L12))(a) = φ(L23(L12(a)))

Розглянемо Σ(L12) ◦ Σ(L23) для φ ∈ Σ(A3), a ∈ A1:

(Σ(L12)◦Σ(L23))(φ))(a) = (Σ(L12)(φ◦L23))(a) = (φ◦L23◦L12)(a) = φ(L23(L12(a)))

Отже, Σ(L23 ◦ L12)(φ) = (Σ(L12) ◦ C(L23))(φ), що завершує доведення.



Роздiл 3

Доведення еквiвалентностi категорiй

3.1. Теорема Шилова

В цьому роздiлi ми розглянемо доведення теореми Шилова [6] про опис

пiдалгебр алегбри усiх неперервних комплекснозначних функцiй на компа-

ктному просторi.

Теорема 3.1. Нехай X - компактний хаусдорфiв топологiчний простiр,

A = C(X), а B - замкнена самоспряжена пiдалгебра алгебри A. Тодi вiд-

ношення еквiвалентностi RB на просторi X, що визначається формулою:

RB = {(φ, ψ) : ∀b ∈ B : φ(b) = ψ(b)}

є замкненим вiдношенням еквiвалентностi, та B є алгеброю iнварiантних

функцiй вiдносно RB, тобто B = BRB
.

Доведення.

Як було доведено в лемi 2.7, RB є замкненим вiдношенням еквiвален-

тностi. За визначенням RB, усi елементи B є iнварiантними функцiями

вiдносно RB, тобто B ⊂ BRB
. Покажемо, що B = BRB

, тобто iнших iнварi-

антних функцiй не iснує.

Розглянемо факторпростiр K = X⧸RB
. Це компактний простiр (див.

[7]), проекцiя p : X → K, p(x) = [x] - неперервне вiдображення, i будь-яка

неперервна функцiя f : X → C, що є iнварiантною вiдносно R, може бути

записана як f̃ ◦ p, де f̃ : K → C. Таким чином, є однозначна вiдповiднiсть

20
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U(a) = ã мiж C(K) та iнварiантними функцiями BRB
, i ця вiдповiднiсть є

iзоморфiзмом алгебр.

Тодi алгебра U(B) це якась пiдалгебра C(K). Покажемо, що U(B) роз-

дiляє точки простору K. Нехай [x1] ̸= [x2], тобто (x1, x2) /∈ RB. Це означає

що iснує b ∈ B що b(x1) ̸= b(x2), але це означає що й U(b)([x1]) ̸= U(b)([x2]),

що i означає що U(B) роздiляє точки K. Але B також є самоспряженою

пiдалгеброю, отже U(B) також самоспряжена пiдалгебра в C(K), i тодi за

теоремою Стоуна-Веєрштрасса отримуємо що U(B) = C(K) i вiдповiдно

B = BRB
, що i треба було довести.

3.2. Еквiвалентнiсть категорiй пар комута-

тивних C∗-алгебр та замкнених вiдно-

шень еквiвалентностi.

Теорема 3.2. Категорiї пар комутативних C∗-алгебр та замкнених вiд-

ношень еквiвалентностi є еквiвалентними.

Доведення. Вiзьмемо в якостi пари функторiв, що будуть встановлюва-

ти еквiвалентнiсть категорiй, функтори C та Σ. Отже, потрiбно встанов-

лювати iзоморфнiсть функторiв Σ ◦C та idкат. вiдн. еквiв. та функторiв C ◦Σ

та idкат. пар C∗-aлгебр.

В якостi сiмейства iзоморфiзмiв, що визначає iзоморфнiсть функтора

Σ ◦ C тотожньому, вiзьмемо вiдображення IX,R : X 7→ Σ(C(X)), IX,R(x) =

φx. Тодi за теоремою Колмогорова-Гельфанда це гомеоморфiзм мiж X та

Σ(C(X)). Для того щоб це був iзоморфiзм категорiї замкнених вiдношень

еквiвалентностi потрiбно довести, що IX,R та I−1
X,R є траєкторними вiдобра-

женнями. Дiйсно:
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(x, y) ∈ R =⇒ ∀b ∈ BR : b(x) = b(y)

∀b ∈ BR : IX,R(x)(b) = φx(b) = b(x) = b(y) = φy(b) = IX,R(y)(b)

(IX,R(x), IX,R(y)) ∈ RBR

Отже, IX,R є траєкторним вiдображенням.

Так як IX,R - гомеоморфiзм, то будь-який характер над C(X) має вигляд

φx, тобто значення в фiксованiй точцi. Тодi потрiбно довести що для того

щоб I−1
X,R було траєкторним вiдображенням, потрiбно щоб якщо (φx, φy) ∈

RBR
, то (x, y) ∈ R. Доведемо це вiд супротивного: нехай це не так, i (x, y) /∈

R. Тодi класи еквiвалентностi [x] та [y] не спiвпадають, i можна побудувати

неперервну h : X⧸R → C, що h([x]) ̸= h([y]) (множина X⧸R є хаусдорфо-

вим компактом так як R є замкнутим (див. [7])). Тодi також iснує функцiя

b(x) = h([x]) що є iнварiантною вiдносно R, а отже b ∈ BR. Однак тодi

φx(b) = b(x) ̸= b(y) = φy(b), що протирiчить тому, що (φx, φy) ∈ RBR
.

Отже, I−1
X,R є траєкторним, i тодi IX,R дiйсно є iзоморфiзмом в категорiї

замкнених вiдношень еквiвалентностi.

Тодi для iзоморфностi функтора Σ◦C тотожньому залишилось довести

комутативнiсть наступної дiаграми:

(X,RX) (Y,RY )

Σ(C((X,RX))) Σ(C((Y,RY )))

f

IX,RX
IY,RY

Σ(C(f))

Отже, маємо:

(Σ(C(f)) ◦ IX,R)(x)(a) = Σ(C(f))(φx)(a) = (φx ◦ C(f))(a) =

= φx(a ◦ f) = a(f(x))
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(IY,RY
◦ f)(x)(a) = (IY,RY

(f(x)))(a) = φf(x)(a) = a(f(x))

Отже, це дiйсно iзоморфiзм функторiв.

Тепер доведемо iзоморфнiсть функтора C ◦ Σ тотожньому взявши в

якостi сiмейства iзоморфiзмiв вiдображення ΓA,B : A → C(Σ(A)) - пе-

ретворення Гельфанда, ΓA,B(a) = â, де â(φ) = φ(a), φ ∈ Σ(A) - характер.

Тодi за теоремою Гельфанда-Наймарка це iзоморфiзм мiж алгебрами A

та C(Σ(A)). Для того щоб це був iзоморфiзм категорiї пар C∗-алгебр по-

трiбно довести, що потрiбно щоб ΓA,B(B) ⊂ BRB
,Γ−1

A,B(BRB
) ⊂ B, тобто

щоб ΓA,B(B) = BRB
. Однак теорема Шилова каже нам, що ΓA,B(B) = RB,

тобто це пiдалгебра iнварiантних функцiй вiдносно наступного вiдношення

еквiвалентностi на множинi характерiв алегбри A:

R = {(φ, ψ) : ∀b̂ ∈ ΓA,B(B) : b̂(φ) = b̂(ψ)}

Однак, використовуючи означення Γ, це можна записати наступним чи-

ном:

R = {(φ, ψ) : ∀b ∈ B : φ(b) = ψ(b)}

Тобто R = RB, i тодi отримуємо що ΓA,B(B) = BRB
, i отже ΓA,B дiйсно

є iзоморфiзмом в категорiї пар комутативних C∗-алгебр.

Тодi для iзоморфностi функтора C ◦Σ тотожньому залишилось довести

комутативнiсть наступної дiаграми:

(A1, B1) (A2, B2)

C(Σ((A1, B1))) C(Σ((A2, B2)))

L

ΓA1,B1
ΓA2,B2

C(Σ(L))
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Отже, маємо:

(C(Σ(L)) ◦ ΓA1,B1
)(a)(φ) = C(Σ(L))(â)(φ) = (â ◦ Σ(L))(φ) =

= â(φ ◦ L) = φ(L(a))

(ΓA2,B2
◦ L)(a)(φ) = (ΓA2,B2

(L(a)))(φ) = L̂(a)(φ) = φ(L(a))

Отже, дiаграма комутативна, i тодi функтори C та Σ встановлюють

еквiвалентнiсть цих категорiй, що завершує доведення.



Висновки

У цiй дипломнiй роботi було дослiджено зв’язок мiж категорiєю замкне-

них вiдношень еквiвалентностi та категорiєю пар комутативних C∗-алгебр

за допомогою функторiв C та Σ.

Було введено поняття замкненого вiдношення еквiвалентностi на компа-

ктному хаусдорфовому топологiчному просторi та наведено приклади та-

ких вiдношень. Також було введено категорiю замкнених вiдношень еквi-

валентностi, де об’єктами є пари (X,R), де X - компактний хаусдорфiв

простiр, а R - замкнене вiдношення еквiвалентностi на X, а морфiзмами -

неперервнi траєкторнi вiдображення.

Було введено категорiю пар комутативних C∗-алгебр, де об’єктами є

пари (A,B), де A - комутативна C∗-алгебра, а B - її C∗-пiдалгебра. Мор-

фiзмами категорiї є такi гомоморфiзми L : A1 → A2, що L(B1) ⊂ B2, де

(A1, B1) i (A2, B2) - об’єкти розглянутої категорiї.

Було доведено, що функтори C та Σ встановлюють еквiвалентнiсть цих

категорiй. Це означає, що мiж ними iснує взаємно-однозначна вiдповiд-

нiсть, яка зберiгає структуру категорiй.

Цей результат має ряд наслiдкiв. Наприклад, вiн дає нове розумiння

структури комутативних C∗-алгебр та замкнених вiдношень еквiвалентно-

стi. Вiн також може бути використаний для вирiшення задач в цих обла-

стях.
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