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АНОТАЦIЯ

Робота присвячена дослiдженню властивостей ультрахолодних газiв лу-
жноземельних металiв та їм подiбних атомiв, розмiщених у станозалежних
квазi-двовимiрних оптичних ґратках, якi можуть бути ефективно описанi
двоорбiтальною моделлю Габбарда. Задля врахування ефектiв (гармонi-
чної) пастки, яка неминуче присутня в усiх експериментах iз ультрахоло-
дними газами на ґратках, а також отримання розподiлiв густини частинок
у реальному просторi, локальних параметрiв порядку та iнших локальних
фiзичних величин, нами використано теоретичний пiдхiд динамiчного се-
реднього поля iз наближенням локальної густини.

У певних дiапазонах густин ми дослiджуємо стабiльнiсть рiзних ти-
пiв сильно корельованих фаз атомної системи, а також визначаємо кри-
тичну температуру, нижче якої є можливiсть спостерiгати магнiтно- або
орбiтально-впорядкованi стани. Щоб врахувати ефекти близькостi, якi за-
звичай присутнi на границях мiж фазами в сильно корельованих системах,
ми проводимо узагальнення теоретичного пiдходу, використовуючи дина-
мiчну теорiю середнього поля в реальному просторi.
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ABSTRACT

We study finite-temperature properties of ultracold mixtures of alkaline-
earth-like atoms in state-dependent quasi-two-dimensional optical lattices that
can be effectively described by the two-band Hubbard model. We use the
dynamical mean-field approach with the local-density approximation to include
the effects of a (harmonic) trap, which is inevitably present in all experiments
with ultracold gases on the lattices, and to obtain the real-space distributi-
ons of the density of particles, local order parameters and other local physical
observables relevant for the experiments.

In certain ranges of densities, we investigate the stability of different possi-
ble strongly correlated phases of the atomic system. We estimate the critical
temperatures below which the long-range ordered phases emerge. In order to
account for the proximity effects that are usually present at the boundaries
between phases in strongly-correlated systems, we extend our analysis using
the real-space generalization of dynamical mean-field theory.
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ВСТУП

Першi десятилiття двадцятого столiття стали початком формування
зовсiм нової теорiї, яка повинна була пояснити явища, що не пiдкоряю-
ться законам класичної фiзики. З появою квантової механiки наукове то-
вариство почало вiдкривати закони мiкросвiту, описувати багато аспектiв
природи в масштабi атомiв, а також використовувати отриманнi знання
для технiчного прогресу. Тим не менш, не дивлячись на зроблений за цi
часи прорив, iснує безлiч аспектiв опису квантових процесiв.

Так, наприклад, системи багатьох частинок все ще залишаються недо-
статньо зрозумiлими i, вiдтак, привертають велику увагу науковцiв. Без
сумнiву, теорiя квантової механiки забезпечує надзвичайно точний опис
явищ, що мають прояв на рiвнi мiкросвiту та пов’язанi з взаємодiєю бага-
тьох частинок. На вiдмiну вiд класичної фiзики, ми маємо змогу оперувати
такими поняттями як ймовiрнiсть, принцип суперпозицiї, квантова заплу-
танiсть тощо. Однак через введення додаткових понять для опису кванто-
вих ефектiв, виникає необхiднiсть одночасного розгляду кожного можли-
вого стану системи в математичному описi задачi. Зi збiльшенням частинок
в системi, тобто зi збiльшенням кiлькостi ступенiв вiльностi, це призводить
до експоненцiального зростання гiльбертового простору. Таке зростання
робить квантову механiку досить “громiздкою”, а отже точне вирiшення
проблеми при врахуваннi повної квантової природи є майже неможливим.
Як результат, ми маємо лише обмежене розумiння щодо взаємодiйних кван-
тових систем.

Альтернативним пiдходом до вивчення квантових систем став розви-
ток квантових симуляцiй, iнтерес до яких значно зростає [1–3]. Основна
iдея полягає в дослiдженнi властивостей основного стану, вимiрюваннi рi-
зноманiтних середнiх фiзичних величин, а також в моделюваннi поведiнки
з плином часу за допомогою синтетичних квантових систем, що є спроще-
ними аналогами справжнiх систем.

Протягом останнiх десятилiть науковцями було розроблено ряд кванто-
вих моделей, серед яких особливу увагу придiляють ультрахолодним ато-
мам, що є гарними зразками для аналiзу сильновзаємодiйних систем. Для
вивчення фiзики багатьох частинок та iмiтацiї систем конденсованої речо-
вини ультрахолоднi атоми захоплюються в оптичнi ґратки [4–7] (якi, в свою
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чергу, можуть бути станозалежними [8–10]), що, насамперед, дає ряд пе-
реваг, таких як iзольованiсть вiд навколишнього середовища, можливiсть
використання рiзних потенцiалiв, що змiнюють геометрiю та вимiрнiсть
ґратки, налаштування взаємодiй за допомогою резонансiв Фешбаха.

Темою цiєї роботи є дослiдження сильнокорельованих фаз у газах лу-
жноземельних та їм подiбних атомiв за допомогою пiдходу динамiчної тео-
рiї середнього поля. За скiнченних температур ми надамо теоретичний ана-
лiз поведiнки основного стану атомiв 87Sr та 171Yb, що знаходяться у ста-
нозалежнiй квазi-двовимiрнiй просторово-перiодичнiй оптичнiй ґратцi за
вiдсутностi, а також за наявностi зовнiшнього потенцiалу. Важливiсть да-
ної роботи полягає не тiльки в розширеннi вже вiдомих уявлень про вплив
взаємодiї у квантових фермi-газах, а й в формуваннi нових знань щодо
можливих магнiтних та орбiтальних впорядкувань, властивих складним
твердотiльним системам, що можуть бути описанi за допомогою квантових
симуляцiй з використанням ультрахолодних атомiв.

В основнiй частинi роботи ми проаналiзуємо теоретичнi вiдомостi про
атоми, що знаходяться пiд дiєю електромагнiтного поля, а також наведемо
деякi деталi теорiї розсiювання для розумiння взаємодiй мiж частинками
та можливостi налаштування короткодiйних взаємодiй мiж ними за допо-
могою резонансiв Фешбаха. Без особливих деталей ми розглянемо принцип
магнiтооптичної пастки, що є одним з найпопулярнiших iнструментiв для
охолодження та утримання квантових газiв. Окрему увагу придiлено атом-
ним системам, що знаходяться в оптичних ґратках, а саме лужноземельним
та їм подiбним атомам. Завдяки унiкальнiй структурi, результатом якої є
збереження SU(N) симетрiї взаємодiй, а також наявностi довгоiснуючих
метастабiльних збуджених станiв, ця група атомiв є одним iз найкращих
зразкiв для проведення квантових симуляцiй.

Система, яка дослiджується в цiй дипломнiй роботi, описується модел-
лю Фермi–Габбарда. З появою цiєї моделi науковцi зробили сильний прорив
у вивченнi рiзноманiтних впорядкувань та явищ, що виникають в твердих
тiлах. Для отримання повної iнформацiї про модель, ми почнемо з аналiзу
її формулювання, граничних випадкiв, а також наявностi симетрiй. Необ-
хiднiсть коректного опису систем з багатоорбiтальною структурою, а саме
взаємодiй мiж атомами в рiзних орбiтальних станах, вимагає вiд нас ви-
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значення багатоорбiтальної моделi Фермi–Габбарда. Ми отримаємо гамiль-
тонiан, який включає рiзноманiтнi взаємодiї, що характернi фермiонним
iзотопам атомiв 87Sr та 171Yb.

Як було зазначено вище, отримання точного математичного опису си-
стеми, що складається з багатьох взаємодiйних частинок, є неможливим
в умовах сьогодення. Саме тому один з роздiлiв роботи присвячений на-
ближеному методу, динамiчнiй теорiї середнього поля, що допомагає до-
слiджувати квантовi задачi сильно корельованих систем. Ми розглянемо
математичне формулювання теорiї, а саме перехiд вiд нелокальної задачi
багатьох тiл на ґратцi до локальної задачi з урахуванням всiх локальних
флуктуацiй, якi можуть бути описанi домiшковою моделлю. Окрема ува-
га буде придiлена домiшковому розв’язувачу – точнiй дiагоналiзацiї, що
є одним iз центральних елементiв циклу динамiчної теорiї середнього по-
ля. Ми також надамо iнформацiю щодо модифiкацiї теорiї у реальному
просторi. Цей крок є необхiдним для вивчення систем, яким притаманне
певне магнiтне або орбiтальне впорядкування, або для систем, на якi дiє
додатковий потенцiал захоплення.

Останнiй роздiл дипломної роботи буде присвячений результатам, отри-
маним за допомогою динамiчної теорiї середнього поля. В центрi нашої
уваги будуть системи атомiв 87Sr та 171Yb, що в основних станах можуть
проявляти певнi впорядкування. Ми проаналiзуємо залежнiсть критичної
температури вiд заселеностi ґратки частинками, що мають двi спiновi та двi
орбiтальнi ступенi вiльностi, а також розрахуємо спiновi та орбiтальнi коре-
лятори мiж сусiднiми вузлами ґратки. Спираючись на нюанси, характернi
експериментам з ультрахолодними атомами, ми наведемо залежнiсть гу-
стини частинок вiд хiмiчного потенцiалу для кожного iзотопу. Наостанок,
увага буде придiлена поведiнцi атомiв в оптичнiй ґратцi за наявностi зовнi-
шнього потенцiалу, що вимагає вiд нас використання методу динамiчного
середнього поля у реальному просторi.
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Огляд лiтератури

Реалiзацiя конденсацiї Бозе–Ейнштейна [11–13] i досягнення режиму
квантового виродження в газах зi статистикою Фермi–Дiрака [14–16] в
ультрахолодних розрiджених газах вiдкрило нове уявлення про атомну та
молекулярну фiзику, в якому статистика та взаємодiї мiж частинками вi-
дiграють центральну роль. Наразi квантовий вироджений фермi-газ був
отриманий в багатьох атомних системах, серед яких 40K [14], 6Li [15, 16]
i 173Yb [17]. Останнi десятилiття стали визначними з точки зору прогресу
використання квантових газiв, що, без сумнiву, впливає на наше розумiння
фiзики багатьох тiл. Квантовi гази є дуже зручними та надiйними iнстру-
ментами для дослiдження задач в зовсiм рiзних галузях, таких як фiзика
конденсованих середовищ, статистична фiзика, квантова хiмiя, фiзика ви-
соких енергiй тощо [18].

Завдяки високому рiвню контролю та можливостi детектувати iндивi-
дуальнi атоми, квантовi гази вiдiграють значну роль у вирiшеннi задач, якi
не пiд силу сучасним потужним суперкомп’ютерам. Багато уваги надано
розробцi рiзних способiв управлiння станами багатьох частинок (просто-
рова шумова iнтерферометрiя [19, 20], високоточна спектроскопiя [21–23],
ґратчаста вiзуалiзацiя з одновузловим дозволом [24, 25] та адресацiя [26]).

Завдяки захопленим в пастках ультрахолодним атомам ми маємо уяв-
лення про такi квантовi стани як iзолятори Мота [5, 27, 28], фермiоннi
надплиннi рiдини [29] та антиферомагнiтнi квантовi магнiти [30–32]. Уль-
трахолоднi атоми надали нам змогу вивчити одноорбiтальну модель Фермi-
Габбарда, що дає надiю на пояснення високотемпературної надпровiдностi
[33–38]. Окрiм цього, потенцiали ґраток i надалi використовують для ефе-
ктивної змiни вимiрностi системи шляхом дуже щiльного утримання атомiв
в одному або кiлькох напрямках, а також для iмiтацiї рiзноманiтних симе-
трiй кристалiв, що зустрiчаються в природi та вiдiграють суттєву роль у
проявi певних властивостей твердотiльних матерiалiв [39–42].

Нещодавно експериментальне дослiдження систем почали проводити з
використанням розрiджених газiв лужноземельних металiв та їм подiбних
атомiв (AEL). Завдяки своїм властивостям, у першу чергу, вони виступа-
ли в якостi потужних стандартiв частоти. З моменту реалiзацiї першого
атомного годинника на оптичнiй ґратцi [43] по всьому свiту було зiбрано
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безлiч годинникових систем, якi на сьогоднi є найбiльш точними iснуючими
стандартами частоти. Окрiм їхнього використання в квантовiй метрологiї,
лужноземельнi та їм подiбнi атоми привертають до себе увагу й в iнших
галузях. Так, наприклад, групою Ю. Такахашi в Кiото [44] було вперше охо-
лоджено бозонний iзотоп iтербiю до виродженого стану. AEL атоми всти-
гли вiдрекомендувати себе як гарний iнструмент для проведення квантових
обчислень в оптичних ґратках [45–48], пiсля чого були проведенi квантовi
симуляцiї з їхнiм використанням [49–51]. Бiльш того, вони допомогли реа-
лiзувати низку явищ, що ґрунтуються на орбiтальних взаємодiях [[51–53],
розширених симетрiях [51, 54, 55] та сильних ефективних калiбрувальних
полях [56]. Додатково спостерiгалися явища квантового виродження цих
газiв [17, 57–62] та стану фермiонного iзолятора Мотта [63].

Врахування орбiтальних ступенiв вiльностi дослiджуваної системи на-
дає простiр для спостереження низки нових взаємодiй мiж атомами. Так у
статтi [64] було повiдомлено про перше пряме спостереження швидких коге-
рентних коливань спiнового обмiну мiж рiзними довгоiснуючими електрон-
ними орбiталями ультрахолодних атомiв 173Yb. Про спостереження спiн-
обмiнних контактних взаємодiй у двоорбiтальному SU(N)-симетричному
квантовому газi, реалiзованому за допомогою фермiонного iзотопу 173Yb,
також було повiдомлено у статтi [65].

Охолодження та утримання атомiв можливе з використанням рiзно-
манiтних пасток. Магнiтооптична пастка (MOП) – основа широкого спе-
ктру наукових i технологiчних застосувань з використанням ультрахоло-
дних атомiв. З моменту створення першої MOП [66] до наших часiв нарахо-
вується бiльше нiж двадцять елементiв, що були охолодженi за допомогою
лазера, серед яких атоми натрiю [66], цезiю [67], рубiдiю [68] тощо. Наразi
пастки в рiзних варiантах («темна пляма» [69], двовимiрнi [70, 71], що до-
зволяють одночасно утримувати два рiзних елементи [72, 73] або iзотопи
[74] та iншi) стали стандартними iнструментами дослiдження.

Для теоретичного опису систем багатьох частинок створено низку на-
ближених пiдходiв, якi допомогають отримувати коректнi результати, не
дивлячись на експоненцiальний рiст гiльбертового простору. Одним iз та-
ких методiв є динамiчна теорiя середнього поля, яка стає точною лише в
границi нескiнченномiрної системи [75]. Тим не менш, вона стала популяр-
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ним методом, успiшно застосованим до сильно корельованих електронних
систем, а також знайшла застосування в описi ультрахолодних атомiв в
оптичних ґратках [76–78]. Основнi обчислення можуть виконуватися за до-
помогою рiзних алгоритмiв, зокрема алгоритму точної дiагоналiзацiї або
квантового методу Монте-Карло [79]. У випадку систем з притаманними
їм впорядкуваннями основного стану (наприклад, стан Нееля) було розро-
блено динамiчну теорiю середнього поля у реальному просторi [80].



12

РОЗДIЛ 1

Лужноземельнi та їм подiбнi атоми в оптичних ґратках

1.1 Атом у пастцi
Електромагнiтна сила визначається рiвнянням

F = q(E + v ×B), (1.1)

де v – швидкiсть частинки iз зарядом q; E i B символiзують електричнi
та магнiтнi поля вiдповiдно. Оскiльки атом нейтральний, то q = 0. Це
означає, що для визначення поля системи зарядiв потрiбно брати до уваги
дипольний момент d. Iндукування дипольного моменту можливе за допо-
могою змiнного поля поблизу атомної резонансної частоти. Через те, що цi
частоти зазвичай знаходяться в оптичному дiапазонi, дипольний момент
ефективно створюється майже резонансним свiтлом [81].

Пiсля поглинання свiтла атом переходить у збуджений стан. Його по-
вернення в основний вiдбувається в результатi спонтанного або вимушеного
випромiнювання.

1.1.1 Радiацiйнi оптичнi сили

Поглинання свiтла вiд пучка викликає обмiн iмпульсом мiж атомами та
свiтловим полем iз наступною силою:

F =
dp

dt
= ℏkγp, (1.2)

де γp позначає коефiцiєнт збудження атомiв i залежить вiд рiзницi мiж ча-
стотою лазера та частотою атомного резонансу. Рiвень iнтенсивностi свiтла
визначає тип можливого випромiнювання. За досить низької iнтенсивностi
iснує велика ймовiрнiсть, що атом повернеться до основного стану шляхом
спонтанного випромiнювання (див. Рис. 1.1). У результатi випромiнюване
свiтло з iмпульсом ℏk рухається у випадковому напрямку, так що середнiй
обмiн iмпульсом дорiвнює нулю. За високої iнтенсивностi свiтла вiдбуває-
ться вимушене випромiнювання. У цьому випадку iмпульси поглиненого i
випромiнюваного свiтла спрямованi у протилежних напрямках. Отже, за-
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гальний переданий iмпульс дорiвнює нулю.

Рис. 1.1: Спрощена схема дiї свiтла на дворiвневий атом. а) Фотон з iм-
пульсом ℏk досягає атома з масою m, який знаходиться в станi спокою. b)
У результатi поглинання свiтла атом збуджується i набуває iмпульсу ℏk. c)
Пiсля n циклiв атом зазнає iзотропне спонтанне випромiнювання; на цей
момент iмпульс атома становить nℏk уздовж напрямку поширення вхiдних
фотонiв.

1.1.2 Дипольнi оптичнi сили

Вимушене випромiнювання може мати i ненульовий переданий iмпульс.
Якщо променi мають принаймнi два рiзних k-вектори, свiтло з першого
променя поглинається та випромiнюється в напрямку другого променя. Це
призводить до змiщення рiвнiв енергiї атома, що, у свою чергу, створює по-
тенцiал атома. Потенцiал можна знайти, розв’язавши рiвняння Шредiнгера
для дворiвневого атома в монохроматичнiй плоскiй хвилi.

Коли атом потрапляє в лазерне свiтло [82], електричне поле E викликає
атомний дипольний момент, що є пропорцiйним динамiчнiй поляризовностi
атома [83], тобто

d = α(ω)E, (1.3)

де ω – частота. Звернемо увагу, що α(ω) є комплексною поляризовнiстю.
Диполь d взаємодiє з iндукуючим його електричним полем E, тому потен-
цiал взаємодiї можна записати наступним чином:

V (r) = −1

2
⟨d · E⟩ = −1

2
Re(α(ω))|E|2. (1.4)
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Градiєнт вiд (1.4) характеризує дипольну силу

F = −∇V (r) ∝ Re(α(ω))∇I(r) (1.5)

з I ∝ |E|2.
У бiльшостi випадкiв частота лазера досить близька до резонансної ча-

стоти ωr, а розладження ∆ ≡ ω − ωr задовольняє умовi |∆| ≪ ωr. Таким
чином, потенцiал взаємодiї має вигляд:

V (r) =
3πc2

2ω3
r

Γ

∆
I(r). (1.6)

У цьому рiвняннi Γ є коефiцiєнтом загасання. Згiдно з (1.6), розладжен-
ня ∆ визначає тип потенцiалу: червоне розладжене свiтло (∆ > 0) вiд-
повiдає потенцiалу притягання, тодi як синє розладжене свiтло (∆ < 0)
вiдповiдає потенцiалу вiдштовхування. У першому випадку атоми знахо-
дяться в мiнiмумах потенцiалу, а в другому випадку атоми вiдштовхуються
максимумами iнтенсивностi.

Для створення перiодичного потенцiалу необхiднi два зустрiчних лазер-
них променi, якi формують стоячу хвилю. Для перiодичного потенцiалу
потрiбне перiодичне електричне поле вигляду

E(z) = E0 sin(kz) cos(ωt− θ), (1.7)

де z є орiєнтацiєю осi лазера та k = 2π/λ – хвильовий вектор лазерного
свiтла. Розрахувавши середнє за часом, можна отримати наступний вираз:

V (z) = V0 sin2(kz). (1.8)

V0 — глибина ґратки, яку зазвичай виражають в одиницях енергiї вiддачi
атома Er = ℏ2k2/2m.

Для d-вимiрних ґраток потенцiал має вигляд:

V (r) =
d∑

i=1

V0,i sin2(kixi). (1.9)
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1.2 Магнiтооптичнi пастки
Магнiтооптичнi пастки (МОП) вважаються одними з найпопулярнiших

iнструментiв для проведення експериментiв з холодними атомами. Вперше
застосованi у 1987 роцi [66], вони являють собою комбiнацiю як магнiтних,
так i оптичних полiв. Схематичне зображення МОП показано на Рис. 1.2.

Рис. 1.2: Схема магнiтооптичної пастки: пунктирнi лiнiї – лазернi променi
з зазначеними поляризацiями; кола символiзують котушки, що генерують
магнiтне поле.

Три пари лазерних променiв, якi поширюються вздовж трьох декар-
тових осей, спрямованi на дослiджуваний атом [68]. Частоти лазерiв оби-
раються таким чином, щоб їхнi значення були трохи меншими порiвняно
з частотою атомного переходу. Це змушує атоми використовувати свою
кiнетичну енергiю, щоб компенсувати нестачу енергiї збудження, що над-
ходить вiд свiтла. Подальше випромiнювання атомiв забирає їхню енергiю,
що призводить до охолодження системи за допомогою передачi iмпульсу
мiж фотонами та атомами. Локалiзацiя атома досягається за допомогою
коаксiального неоднорiдного магнiтного поля i протилежно поляризованих
лазерних променiв. В результатi, магнiтне поле, що змiнюється лiнiйно,
викликає розщеплення магнiтних пiдрiвнiв атома. Конфiгурацiя пастки, а
саме поляризацiя лазерних променiв, побудована таким чином, щоб рух
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атомiв був спрямований до центру пастки. Будь-який зсув вiд центру при-
зводить до наближення одного з магнiтних пiдрiвнiв до резонансу з лазер-
ним випромiнюванням.

1.3 Взаємодiї мiж атомами
Розглянемо деякi деталi теорiї розсiювання, якi допоможуть проаналi-

зувати низькоенергетичнi взаємодiї мiж двома частинками з масами m1

i m2 вiдповiдно [84]. У системi центру мас (зведену масу визначають як
m = m1m2/(m1 + m2)) хвильова функцiя, яка описує розсiювання части-
нок, являє собою суму плоскої хвилi (хвиля до розсiювання) eikz та розсi-
яної хвилi, а саме

ψ = eikz + ψsc(r), (1.10)

де ψsc(r) за великих значень r визначає сферичну хвилю f(k)eikr/r з амплi-
тудою розсiювання f(k) та хвильовим вектором k. Ми також припускаємо,
що z – це напрямок вiдносної швидкостi хвилi до розсiювання. Вважаючи
взаємодiю атомiв сферично симетричною, хвильову функцiю можна запи-
сати наступним чином:

ψ = eikz + f(θ)eikr/r. (1.11)

У рiвняннi (1.11) кут мiж початковим напрямом вiдносного iмпульсу та
напрямом пiсля розсiювання позначається як θ. Кожен стан можна охара-
ктеризувати енергiєю

E =
ℏ2k2

2m
. (1.12)

Для низьких значень E достатньо враховувати лише s-хвильове розсiюва-
ння. Отже, амплiтуда розсiювання f(θ) має бути сталою f(θ) ≈ −a, де
a – довжина розсiювання. Знак a визначає тип взаємодiї, а саме a > 0

вiдповiдає вiдштовхуванню, а a < 0 – тяжiнню.
За визначенням, диференцiальний перерiз дорiвнює

dσ

dΩ
= |f(θ)|2 (1.13)

з dΩ = 2π sin θdθ. За умови сферичної симетрiї потенцiалу хвильова фун-
кцiя має осьову симетрiю. Виконуючи роздiлення змiнних, ψ можна запи-
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сати наступним чином:

ψ =
∞∑
l=0

AlPl(cos θ)Rkl(r), (1.14)

де Rkl(r) – радiальна хвильова функцiя, а Pl(cos θ) – полiноми Лежандра.
Зрештою, амплiтуда розсiювання f(θ) набуває вигляду

f(θ) =
1

2ik

∞∑
l=0

(2l + 1)(ei2δl − 1)Pl(cos θ), (1.15)

де δl є фазовим зсувом, а повний перерiз σ визначають як

σ =
4π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1) sin2 δl. (1.16)

При k → 0 фазовi зсуви стають малими, i найбiльший внесок надходить вiд
доданку з l = 0 (s-хвильове розсiювання). За умови такої границi рiвняння
(1.15) перетворюється на f = δ0/k, що призводить до спрощення формули
повного перерiзу

σ = 4πa2. (1.17)

За невеликих енергiй довжина розсiювання a служить єдиним параметром
для опису процесу розсiювання [85]. Зауважимо, що у випадку двох однако-
вих фермiонiв значення повного перерiзу наближається до нуля (s-хвильове
розсiювання унеможливлене за рахунок принципу заборони Паулi).

1.4 Резонанс Фешбаха
Не зупиняючись на деталях, розглянемо можливiсть налаштування ефе-

ктивної короткодiйної взаємодiї мiж атомами. Одним iз найбiльш вiдомих
iнструментiв утворення молекул iз холодних атомiв є технiка резонансiв
Фешбаха [86]. Основна iдея методу полягає в наявностi закритого каналу
з низькозв’язаним енергетичним станом поблизу вiдкритого каналу (або
вхiдного каналу) [87]. Перший включає потенцiал зв’язку, тодi як другий
представляє собою потенцiальну криву для вiльних атомiв за однакової
енергiї (див. Рис. 1.3). Пiд дiєю зовнiшнього магнiтного поля B0 закри-
тий канал зсувається вiдносно вiдкритого i резонує з ним [88, 89]. У разi
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наявностi зв’язку мiж каналами може вiдбуватися сильна змiна довжини
розсiювання. У свою чергу, довжину розсiювання лише з одним замкнутим
каналом можна записати наступним чином:

a(B) = abg + ar(B). (1.18)

У (1.18) abg характеризує вiдкритий канал, а ar(B) є довжиною розсiюва-
ння, створеною магнiтним полем. За наявностi резонансу Фешбаха a(B)

визначають як
a(B) = abg

(
1 − ∆B

B −B0

)
, (1.19)

де ∆B позначає ширину резонансу, тобто рiзницю мiж резонансним магнi-
тним полем B0 i полем, при якому a(B) = 0.

Зауважимо, що у випадку лужноземельних та їм подiбних атомiв, якi
дослiджуються в цiй роботi, метод магнiтного резонансу Фешбаха не пра-
цює, оскiльки кожен взаємодiючий атом має J = 0. Тим не менш, не-
зважаючи на деякi недолiки, пов’язанi зi спонтанними випромiнюваннями,
для контролювання взаємодiй може використовуватися оптичний резонанс
Фешбаха [90].

Рис. 1.3: Iлюстрацiя двоканальної моделi у випадку резонансу Фешбаха.
Два атоми зiштовхуються з енергiєю E (позначено зеленою стрiлкою) у
вiдкритому каналi та утворюють молекулярний стан з енергiєю Ec у за-
критому каналi.



19

1.5 Лужноземельнi i їм подiбнi атоми
Група лужноземельних та їм подiбних атомiв включає лужноземельнi

елементи, такi як Be, Mg, Ca, Sr, Ba i Ra, елементи з d-блоку (Zn, Cd, Hg),
а також з f -блоку (Yb, No). Усi вони мають повнiстю заповненi внутрiшнi
оболонки, а також повнiстю заповнену зовнiшню s-оболонку з двома еле-
ктронами. Подiбно до атому гелiю, електроннi стани лужноземельних та
їм подiбних атомiв можна роздiлити на два типи: спiновий синглет (S = 0)
i спiновий триплет (S = 1). Оскiльки в дипольному наближеннi спiн-флiп
переходи (∆S ̸= 0) забороненi [83], переходи мiж цими станами є дуже вузь-
кими. Щодо прикладу застосування, 1S0 →3 P1 використовується для до-
плерiвського охолодження атомних систем до температур близько 10 мкК
або навiть нижче. Бiльш того, на вiдмiну вiд лужних атомiв, усi довжини
хвиль основних переходiв лужноземельних та їм подiбних атомiв належать
до оптичного дiапазону електромагнiтного спектра (див. Рис. 1.4).

Крiм того, однiєю з найбiльш важливих особливостей атомiв цiєї групи
є наявнiсть довгоiснуючих метастабiльних збуджених станiв, а саме 3P0

i 3P2. Обидва стани мають дуже слабкий зв’язок з основним станом 1S0.
Зазвичай такi переходи називають ультравузькими переходами, оскiльки
вони в 108 разiв вужчi за звичайнi оптичнi. Зокрема, 1S0 →3 P0 викликає
особливий iнтерес для реалiзацiї атомних годинникiв [94–97].

Збуджений стан 3P0, як i основний стан, має нульовий орбiтальний мо-
мент (J = 0), що робить перехiд 1S0 →3 P0 подвiйно забороненим в ди-
польному наближеннi. Тим не менш, фермiоннi iзотопи з ядерним спiном
I ̸= 0 завдяки надтонкiй взаємодiї (HFI) мають змiшанi стани з однаковим
повним атомним моментом F (F = J + I), тобто

|3P0⟩ = |3P 0
0 ⟩ + α0|3P1⟩ + β0|1P1⟩ + γ0|3P 0

2 ⟩, (1.20)

де α0, β0 i γ0 – коефiцiєнти змiшування надтонкої взаємодiї (деталi див. у
працi [98]). Таким чином, перехiд 1S0 →3 P0 стає можливим.

Як зазначалося вище, лужноземельнi та їм подiбнi атоми мають нену-
льовий напiвцiлий ядерний спiн I i нульовий кутовий момент J . У резуль-
татi, F = |J+ I| = I, тобто загальний орбiтальний момент повнiстю визна-
чається спiном ядра атома. Така особливiсть призводить до вiдокремлення
ядерних та електронних ступенiв вiльностi. Оскiльки властивостi зiткнень
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Рис. 1.4: Часткова дiаграма енергетичних рiвнiв атомiв 173Yb (не в мас-
штабi). Оптичнi переходи показанi за допомогою стрiлок i позначенi вiдпо-
вiдними довжинами хвиль λ i коефiцiєнтами розпаду Γ. Пунктирна лiнiя
представляє надтонку взаємодiю. Усi значення для переходiв взято з: [91]
(1S0 →1 P1), [92] (1S0 →3 P2, 1S0 →3 P0), [93] (1S0 →3 P1).

Рис. 1.5: Спiновi та орбiтальнi ступенi вiльностi проекцiї спiну ядра фер-
мiонного iзотопу 173Yb.

не залежать вiд проєкцiй ядерного спiну, захищеного всерединi ядра, екс-
перименти з лужноземельними та їм подiбними атомами зберiгають SU(N)
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симетрiю взаємодiй. Зокрема, ця робота присвячена вивченню атомних си-
стем iз SU(2) симетрiєю, тобто систем з двома спiновими i двома орбiталь-
ними ступенями вiльностi, як позначенно на Рис. 1.5.
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РОЗДIЛ 2

Модель Габбарда

Завдяки зусиллям Дж. Габбарда [99], М. Ґуцвiллера [100] та Й. Канамо-
рi [101], статтi яких були присвяченi опису кореляцiй електронiв у вузьких
енергетичних зонах, вiдбулося формулювання моделi Габбарда. Початко-
вою метою їх наукових праць було вивчення сильного феромагнiтного упо-
рядкування в кристалах оксидiв перехiдних металiв. Проте з плином часу
модель знайшла своє застосування не тiльки в цьому напрямку. Протягом
шiстдесяти рокiв модель Габбарда є iнструментом для дослiдження рiзних
явищ, таких як феромагнетизм [102], антиферомагнетизм [103], надпровiд-
нiсть [104], перехiд метал-iзолятор [105] тощо.

До 1963 року походження феромагнiтного впорядкування в твердих тi-
лах було досить складним питанням фiзики. Iснуюча на той час модель
сильного зв’язку, яка не включає жодних взаємодiй на вузлi, не була спро-
можна належним чином описати це явище. Поява моделi Габбарда стала
ключем до проблеми корельованих фермiонiв, оскiльки модель розглядає
як процеси стрибкiв електронiв мiж найближчими вузлами, так i кулонiв-
ську взаємодiю мiж двома електронами [106]. Незважаючи на свою просто-
ту, модель Габбарда описує всi важливi особливостi взаємодiючих кванто-
вих частинок, що рухаються в твердих тiлах.

Тим не менш, великий прогрес у обчислювальних ресурсах все ще не
є достатнiм для розв’язання моделi. На даний момент отримати точне рi-
шення можна тiльки для одновимiрних однозонних систем. Тож питання
привертає велику увагу до дослiдження нових чисельних методiв, таких як
алгоритми Монте-Карло [107] та Ланцоша [108], теорiя динамiчного сере-
днього поля (DMFT) [75] та iншi.

2.1 Формулювання моделi Габбарда
З самого початку припустимо, що йони твердого тiла, якi набагато важ-

чi за електрони, утворюють статичну ґратку, тодi як уся динамiка системи
походить вiд руху електронiв. Таким чином, систему з N електронiв можна
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описати гамiльтонiаном [109]:

H =
∑
i

(
p2
i

2m
+ Vion(ri)

)
+
∑
i<j

VC(ri − rj), (2.1)

де Vion(r) – перiодичний потенцiал iонiв, а VC(r) – кулонiвська сила вiд-
штовхування. Оскiльки H описує систему багатьох тiл, для отримання
розв’язку можна застосувати наближення середнього поля. Для цього до-
дамо та вiднiмемо допомiжний перiодичний потенцiал Va(r) з тим самим
перiодом, що й потенцiал iонiв:

H =
∑
i

(
p2
i

2m
+ Vion(ri) + Va(ri)

)
+
∑
i<j

VC(ri − rj) (2.2)

−
∑
i<j

1

N − 1
(Va(ri) − Va(rj))

=
∑
i

(
p2
i

2m
+ V (ri)

)
+
∑
i<j

U(ri, rj).

У результатi апроксимацiї середнього поля другий доданок дає нульо-
вий внесок. Наступним кроком є вторинне квантування гамiльтонiана (2.2).
Для вибору базису можна розглянути базис одночастинкового гамiльтонi-
ана:

H1 =
p2

2m
+ V (r). (2.3)

Зауважимо, що потенцiал V (x) є перiодичним, що призводить до виконання
теореми Блоха i запису власних функцiй H1 у виглядi функцiй Блоха,

ψαk(r) = eik·ruαk(r). (2.4)

Тут uαk – перiодична функцiя з перiодом ґратки, k – вектор iмпульсу кри-
стала, α – зонний iндекс.

Функцiї Ваньє в термiнах станiв Блоха можна визначити як

wα(r−Ri) =
1√
Nion

∑
k,i

ψαk(r−Ri), (2.5)

де Nion — кiлькiсть iонiв, а Ri — вектор ґратки на вузлi i. Виконуючи
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обернене перетворення Фур’є, можна отримати наступне рiвняння:

ψαk(r) =
1√
Nion

∑
i

eik·Riwα(r−Ri). (2.6)

Визначимо оператор народження c†αk,σ, що створює електрон зi спiном
σ в станах Блоха ψαk(r). Аналогiчно оператор знищення cαk,σ “знищує”
частинку зi спiном σ. Таким чином, пiсля перетворення Фур’є

ĉ†αi,σ =
1√
Nion

∑
k

eik·Ri ĉ†αk,σ; (2.7)

ĉαi,σ =
1√
Nion

∑
k

e−ik·Ri ĉαk,σ. (2.8)

Для компактностi можна визначити польовий оператор [85], який на-
роджує електрон зi спiном σ = {↑, ↓}, а саме

Ψ̂†
σ(r) =

∑
αk

ψ∗
αk(r)ĉ†αk,σ =

∑
αi

w∗
α(r−Ri)ĉ

†
αi,σ. (2.9)

За тiєї ж логiки, польовий оператор, що знищує електрон зi спiном σ i
координатою r, набуває вигляду

Ψ̂σ(r) =
∑
αi

wα(r−Ri)ĉαi,σ. (2.10)

Довiльний квантовий оператор у вторинному кваантуваннi можна за-
писати в термiнах рiвнянь (2.9) i (2.10)

Ô =

∫
Ψ̂†

σ(r)ôΨ̂σ(r)dr. (2.11)

Ми вважаємо, що ô дiє на функцiї у станах Блоха. Отже, вiдповiдно до
рiвняння (2.11) гамiльтонiан (2.2) має наступний вигляд:

Ĥ =
∑
σ

∫
Ψ̂†

σ(r)Ĥ1Ψ̂σ(r)dr (2.12)

+
1

2

∑
σ,σ′

∫ ∫
Ψ̂†

σ(r)Ψ̂†
σ′(r′)U(r, r′)Ψ̂σ′(r′)Ψ̂σ(r)drdr′
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=
∑
σ,α,i,j

∫
w∗

α(r−Ri)ĉ
†
αi,σĤ1wβ(r−Rj)ĉβj,σdr

+
1

2

∑
α,β,γ,δ,
i,j,m,n,
σ,σ′

∫ ∫
w∗

α(r−Ri)ĉ
†
αi,σw

∗
β(r′ −Rj)ĉ

†
βj,σ′U(r, r′)

× wγ(r′ −Rm)ĉγm,σ′wδ(r−Rn)ĉδn,σdrdr
′.

Введемо матричнi елементи, що описують стрибки tαβij та взаємодiї Uαβγδ
ijmn ,

tαβij =

∫
w∗

α(r−Ri)Ĥ1wβ(r−Rj)dr; (2.13)

Uαβγδ
ijmn =

∫ ∫
w∗

α(r−Ri)w
∗
β(r′ −Rj)U(r, r′)wγ(r′ −Rm)wδ(r−Rn)drdr′,

(2.14)
та перепишемо гамiльтонiан у виглядi

Ĥ =
∑
σ,α,i,j

tαβij ĉ
†
αi,σĉαj,σ +

1

2

∑
σ,σ′

∑
α,β,γ,δ,
i,j,m,n

Uαβγδ
ijmn ĉ

†
αi,σĉ

†
βj,σ′ ĉγm,σ′ ĉδn,σ. (2.15)

На цьому етапi можна застосувати деякi спрощення. Наприклад, якщо
поверхня Фермi розташована в однiй зонi провiдностi, багатозонну модель
Габбарда можна розглядати як однозонну з гамiльтонiаном

Ĥ =
∑
σ,i,j

tij ĉ
†
i,σĉj,σ +

U

2

∑
σ,σ′

∑
i

ĉ†i,σĉ
†
i,σ′ ĉi,σ′ ĉi,σ. (2.16)

Беручи до уваги, що σ = {↑, ↓}, отримаємо:

Ĥ =
∑
σ,i,j

tij ĉ
†
i,σĉj,σ + U

∑
i

n̂i,↑n̂i,↓, (2.17)

де n̂i,↑ = ĉ†i,↑ĉi,↑ та n̂i,↓ = ĉ†i,↓ĉi,↓ – локальнi оператори густини. Останнє спро-
щення, яке можливо виконати, пов’язане з наближенням сильного зв’язку.
Припускаючи, що функцiї Ваньє сильно локалiзованi навколо Ri, достатньо
враховувати лише стрибки мiж найближчими сусiднiми вузлами. Оскiль-
ки електрони можуть стрибати не тiльки злiва направо, але i в зворотному
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напрямку, то

Ĥ = −t
∑
σ,⟨ij⟩

(
ĉ†i,σĉj,σ + ĉ†j,σĉi,σ

)
+ U

∑
i

n̂i,↑n̂i,↓. (2.18)

Рiвняння (2.18) представляє однозонну модель Габбарда, де амплiтуди t i
U є дiйсними числами, а iндекс i позначає вузол ґратки.

2.1.1 Локальний базис моделi

Оператори народження ĉ†i,σ та знищення ĉi,σ, у термiнах яких визначений
Гамiльтонiан моделi Габбарда (2.18), пiдкоряються антикомутацiйним спiв-
вiдношенням

{ĉ†i,σ, ĉ
†
j,σ′} = {ĉi,σ, ĉj,σ′} = 0; (2.19)

{ĉi,σ, ĉ†j,σ′} = δijδσσ′

з iндексами вузла ґратки i, j = {1, 2, ..., L−1, L} та iндексами спiну σ, σ′ =

{↑, ↓}.

Рис. 2.1: Схематичне зображення базисних станiв одноорбiтальної моделi
Габбарда.

Кожен вузол може перебувати в одному з чотирьох можливих станiв
[110], якi зображенi на Рис. 2.1, тобто

|0⟩i вузол i є порожнiм; (2.20)

ĉ†i,↑|0⟩i вузол i заселений електроном зi спiном ↑; (2.21)

ĉ†i,↓|0⟩i вузол i заселений електроном зi спiном ↓; (2.22)

ĉ†i,↑ĉ
†
i,↓|0⟩i вузол i заселений двома електронами. (2.23)

Оскiльки модель має чотири внутрiшнi ступенi вiльностi, то розмiр гiль-
бертового простору дорiвнює 4L.
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Довiльний стан моделi Габбарда можна визначити наступним чином:

|i,σσσ⟩ = ĉ†iN ,σN
ĉ†iN−1,σN−1

...ĉ†i2,σ2
ĉ†i1,σ1

|0⟩, (2.24)

де i = {i1, i2, ..., iN−1, iN} та σσσ = {σ1, σ2, ..., σN−1, σN}, is позначає позицiю
s-ого електрону. Зауважимо, що (ĉ†i,σ)2 = 0, тобто два електрони з однако-
вими спiнами σ не можуть заселяти вузол i одночасно.

2.1.2 Граничнi випадки

Розглянемо два граничнi випадки, якi можуть виникнути в моделi Габбар-
да, коли один iз доданкiв (2.18) дорiвнює нулю.

Границя t → 0. За вiдсутностi тунелювання границю t → 0 називають
атомною границею, оскiльки всi електрони локалiзованi на вузлах. У цьому
випадку гамiльтонiан (2.18) має вигляд

Ĥ = U
∑
i

n̂i,↑n̂i,↓. (2.25)

Отриманий вираз можна розглядати як суму незалежних вузлiв, а саме

Ĥ =
L∑
i

Ĥi. Зауважимо, що Ĥ вже має дiагональну форму.

Можна вибрати двi множини вузлiв, позначенi як L1 та L2, якi заселенi
частинками зi спiнами ↑ та спiнами ↓ вiдповiдно. Таким чином, загальний
вид власного вектора:

Ψ =

(∏
i∈L1

ĉ†i,↑

)(∏
i∈L2

ĉ†i,↓

)
|0⟩. (2.26)

Цiлком очевидно, що вiдповiдне власне значення можна задати виразом

E =
∑

i∈L1∩L2

Ui. (2.27)

Якщо кiлькiсть електронiв менша за кiлькiсть вузлiв ґратки, можна ви-
брати L1 i L2 таким чином, щоб L1 ∩ L2 = ∅ i енергiя основного стану
дорiвнювала нулю.
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Слiд зазначити, що за вiдсутностi тунелювання система є виродженою.
Зокрема, при N < L iснує CN

L способiв для електронiв заселяти вузли
таким чином, щоб на одному вузлi знаходилось не бiльше одного електрона.
З урахуванням спiнових ступенiв вiльностi виродження дорiвнює 2NCN

L . У
випадку половинного заповнення, N = L, виродження є 2L-кратним [111].

Границя U → 0. Модель Габбарда (2.18) у випадку U → 0 наближається
до моделi невзаємодiйного газу з гамiльтонiаном

Ĥ = −t
∑
σ,⟨ij⟩

(
ĉ†i,σĉj,σ + ĉ†j,σĉi,σ

)
. (2.28)

Для отримання власних векторiв та власних значень Ĥ перейдемо до iм-
пульсного простору. Оператори народження та знищення мають наступний
вигляд:

ĉ†k,σ =
1√
L

∑
j

e
2πi
L k·Rj ĉ†j,σ; (2.29)

ĉk,σ =
1√
L

∑
j

e
−2πi
L k·Rj ĉj,σ;

Таким чином, пiсля оберненого перетворення Фур’є

ĉ†j,σ =
1√
L

∑
k

e
−2πi
L Rj ·kĉ†k,σ; (2.30)

ĉj,σ =
1√
L

∑
k

e
2πi
L Rj ·kĉk,σ, де j = 1, 2, ..., L− 1, L

Пiдставляючи ĉ†j,σ та ĉj,σ до виразу (2.28), можна отримати

Ĥ =
∑
k

∑
σ

ϵ(k)ĉ†k,σĉk,σ, (2.31)

де величину ϵ(k) визначають як

ϵ(k) = −t
∑
i

eik(Ri−Ri+1) + eik(Ri+1−Ri) = −2t
∑
i

cos(k · a) (2.32)
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з вектором ґратки a = Ri −Ri+1.

2.1.3 Симетрiї

Визначимо оператор числа частинок для електронiв зi спiном ↑,

N̂↑ =
L∑
i=1

n̂i,↑ (2.33)

та зi спiном ↓,

N̂↓ =
L∑
i=1

n̂i,↓. (2.34)

Оскiльки [n̂i,σ, ĉ
†
j,σ′] = δijδσσ′ ĉ†j,σ′ та [n̂i,σ, ĉj,σ′] = −δijδσσ′ ĉj,σ′, де δij(δσσ′) –

символ Кронекера, можна записати наступнi комутацiйнi вирази:

[N̂σ, ĉ
†
j,σ′] = δσσ′ ĉ†j,σ′, [N̂σ, ĉj,σ′] = −δσσ′ ĉj,σ′. (2.35)

У результатi

[N̂σ, ĉ
†
i,σ′ ĉj,σ′] = [N̂σ, ĉ

†
i,σ′]ĉj,σ′ + ĉ†i,σ′[N̂σ, ĉj,σ′] = 0. (2.36)

Це призводить до того, що гамiльтонiан (2.18) комутує з оператором числа
частинок N̂σ, тобто

[Ĥ, N̂σ] = 0. (2.37)

Взявши до уваги дану властивiсть, а також те, що N̂ = N̂↑+N̂↓, отримуємо

[Ĥ, N̂ ] = 0. (2.38)

Бiльш того, за визначенням Ŝz = 1
2

(
N̂↑ − N̂↓

)
, тому

[Ĥ, Ŝz] = 0. (2.39)

Окрiм збереження повного спiну та загальної кiлькостi частинок, варто
розглянути симетрiю частинка-дiрка.

Повертаючись до гамiльтонiана (2.17), можна виконати таке перетворе-
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ння:
ĉ†i,σ → ĉi,σ, ĉi,σ → ĉ†i,σ. (2.40)

Це означає, що електрон зi спiном σ перетворюється на дiрку з таким же
значенням спiну. Тодi гамiльтонiан має вигляд

H̃ =
∑
σ,i,j

tij ĉi,σĉ
†
j,σ + U

∑
i

ĉi,↑ĉi,↓ĉ
†
i,↓ĉ

†
i,↑ (2.41)

= −
∑
σ,i,j

tij ĉ
†
j,σĉi,σ + U

∑
i

(
1 − ĉ†i,↑ĉi,↑

)(
1 − ĉ†i,↓ĉi,↓

)
= −

∑
σ,i,j

tij ĉ
†
j,σĉi,σ + U

∑
i

ĉ†i,↑ĉ
†
i,↓ĉi,↓ĉi,↑ + U(L−N).

Як можна побачити, пiсля перетворень (2.40) гамiльтонiан Ĥ змiнив свiй
вигляд. Таким чином, у загальному випадку модель Габбарда не зберiгає
симетрiю частинка-дiрка. Тим не менш, для окремого випадку, а саме для
випадку, коли ґратку можна роздiлити на двi пiдґратки A i B, так що tij ̸=
0 лише у випадку, коли i i j належать рiзним пiдґраткам, при половиннiй
заповненостi [110] можна зробити перетворення

ĉ†i,σ → ĉi,σ, i ∈ A; (2.42)

ĉ†i,σ → −ĉi,σ, i ∈ B,

якi перетворюють гамiльтонiан (2.17) у самого себе.

2.2 Багаторбiтальна модель Габбарда
З огляду на простоту одноорбiтальна модель Габбарда не може коре-

ктно описувати матерiали з багатоорбiтальною структурою. Для врахува-
ння додаткових взаємодiй, характерних твердим тiлам, слiд враховувати
як спiновi, так i орбiтальнi ступенi вiльностi та поширити модель на бага-
тоорбiтальний випадок.

У пiдроздiлi 2.1 ми отримали найзагальнiшi спiввiдношення, що опису-
ють амплiтуди стрибкiв i взаємодiї у моделi Габбарда. Оскiльки ця робота
зосереджена лише на взаємодiях U , що вiдбуваються на вузлi, та процесi
тунелювання мiж найближчими вузлами, вираз (2.14) може бути спроще-
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ним. Для частинок з однiєї орбiталi Uαα має вигляд

Uαα
i =

∫ ∫
w∗

α(r−Ri)w
∗
α(r′ −Ri)U(r, r′)wα(r′ −Ri)wα(r−Ri)drdr

′

=

∫ ∫
|wα(r−Ri)|2 U(r, r′) |wα(r′ −Ri)|2 drdr′. (2.43)

При цьому взаємодiя частинок, якi займають рiзнi орбiталi, задається фор-
мулою

Uαβ
i =

∫ ∫
w∗

α(r−Ri)w
∗
β(r′ −Ri)U(r, r′)wβ(r′ −Ri)wα(r−Ri)drdr

′

=

∫ ∫
|wα(r−Ri)|2 U(r, r′) |wβ(r′ −Ri)|2 drdr′, (2.44)

де α ̸= β.
Особливу увагу слiд звернути на випадок взаємодiї частинок з рiзних

орбiталей з паралельними спiнами. За такої конфiгурацiї з появою зв’язку
Гунда вiдбувається зменшення кулонiвської взаємодiї на Jαβ,

Jαβ
i =

∫ ∫
w∗

β(r−Ri)w
∗
α(r′ −Ri)U(r, r′)wβ(r′ −Ri)wα(r−Ri)drdr

′.

(2.45)
Рiвняння (2.45) також описує взаємодiю спiн-флiп, яка передбачає обмiн
спiном мiж частинками з рiзних орбiталей. Можливе виникнення ще одно-
го типу взаємодiї з амплiтудою J ′αβ, якщо двi частинки з орбiталi α пе-
рестрибують на орбiталь β (α ̸= β), такий процес ще називають парним
стрибком,

J ′αβ
i =

∫ ∫
w∗

β(r−Ri)w
∗
β(r′ −Ri)U(r, r′)wα(r′ −Ri)wα(r−Ri)drdr

′.

(2.46)

Рис. 2.2: Схематичне зображення можливих взаємодiй на вузлi у випадку
багатоорбiтальної моделi Фермi-Габбарда.
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Пiдсумовуючи, загальний вираз для багатоорбiтальної моделi Габбарда
з локальними взаємодiями (див. Рис. 2.2) має вигляд

Ĥ =
∑
i,j

∑
α,β,σ

tαβij ĉ
†
i,ασĉj,βσ +

1

2

∑
i

∑
σ ̸=σ′,α

Uααn̂i,ασn̂i,ασ′ (2.47)

+
1

2

∑
i

∑
σ,α ̸=β

(Uαβ − Jαβ) n̂i,ασn̂i,βσ +
1

2

∑
i

∑
σ ̸=σ′,α ̸=β

Uαβn̂i,ασn̂i,βσ′

+
1

2

∑
i

∑
σ ̸=σ′,α ̸=β

Jαβ ĉ
†
i,ασĉ

†
i,βσ′ ĉi,ασ′ ĉi,βσ +

1

2

∑
i

∑
σ ̸=σ′,α ̸=β

J ′
αβ ĉ

†
i,βσĉ

†
i,βσ′ ĉi,ασ′ ĉi,ασ.

Обмежуючись двома орбiталями, ми можемо спростити рiвняння (2.47)
та отримати двоорбiтальну модель Фермi-Габбарда.

2.3 Двоорбiтальна модель Габбарда
У пiдроздiлi 2.2 ми отримали амплiтуди взаємодiї для багатоорбiталь-

ної моделi Габбарда. Тепер наша увага зосереджена на окремому випадку –
двоорбiтальнiй моделi Фермi-Габбарда, реалiзованiй на лужноземельних та
їм подiбних атомах. У цьому випадку електронний основний стан 1S0 i мета-
стабiльний збуджений стан 3P0 представляють орбiтальнi ступенi вiльностi,
|g⟩ i |e⟩ вiдповiдно. Серед можливих ступенiв вiльностi проекцiї спiну ядра
(звернемо увагу, що дана група атомiв дозволяє працювати з N = 2I + 1

спiновими компонентами, де I позначає ядерний спiн) ми вибираємо два з
них. Крiм того, ми припускаємо, що процес стрибка не може змiнити за-
селенiсть орбiталi γ, тобто мiжорбiтальнi стрибки вiдсутнi i tγγ

′

ij = 0 для
γ ̸= γ′, тодi як для γ = γ′ амплiтуда tγγij змiнюється в залежностi вiд
орбiталi. Ми також нехтуємо парним тунелюванням та беремо до уваги
симетричнi амплiтуди взаємодiї Uγγ′ = Uγ′γ i Jγγ′ = Jγ′γ.

Варто зазначити, що амплiтуди взаємодiї можуть бути записанi через
довжини розсiювання (див. [83] для отримання додаткової iнформацiї).
Оскiльки наша система має два електроннi стани, для опису всiх можли-
вих зiткнень для системи з двома спiновими та двома орбiтальними ста-
нами необхiдно мати чотири довжини s-хвильового розсiювання. Довжина
розсiювання agg враховує взаємодiю мiж атомами на орбiталi g, тодi як
aee – взаємодiю мiж e-атоми. Крiм того, iснують ще два канали, через якi
можуть вiдбуватися зiткнення: симетричний (|eg⟩ + |ge⟩) /

√
2 та антиси-
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метричний (|eg⟩ − |ge⟩) /
√

2 канали. Вони характеризуються довжинами
розсiювання a+eg i a−eg вiдповiдно.

Отже, для двоорбiтальної моделi Габбарда, яка описує взаємодiю мiж
атомами в залежних вiд стану, але незалежних вiд спiну оптичних ґратках,
амплiтуди взаємодiї мають вигляд:

Uγγ =
4πℏ2

M
aγγ

∫
|wγ(r)|4dr; (2.48)

U±
eg =

4πℏ2

M
a±eg

∫
|we(r)|2|wg(r)|2dr, (2.49)

де wγ – функцiя Ваньє (2.5) у орбiтальному станi γ.
Використовуючи рiвняння (2.49), мiжорбiтальну обмiнну Vex i пряму V

взаємодiї визначають як

Vex =
U+
eg + U−

eg

2
(2.50)

i

V =
U+
eg − U−

eg

2
(2.51)

вiдповiдно.
Враховуючи вище сказане, гамiльтонiан для двоорбiтальної моделi Габ-

барда (див. Рис. 2.3) має вигляд:

H =
∑
i

∑
γ,σ

tγ(c†iγσci+1γσ + H.c.) −
∑
i,γ

µγniγ (2.52)

+
∑
i,γ

Uγγ

∑
σ<σ′

niγσniγσ′ + V
∑

i,σ<σ′,γ<γ′

niγσniγ′σ′

+(V − Vex)
∑

i,σ,γ<γ′

niγσniγ′σ

+Vex
∑

i,σ<σ′,γ<γ′

c†iγσc
†
iγ′σ′ciγσ′ciγ′σ,

де другий доданок
∑

i,γ µγniγ регулює загальну кiлькiсть частинок у систе-
мi з µγ у якостi хiмiчного потенцiалу для атомiв у орбiтальному станi γ.
Зауважимо також, що обмiнну взаємодiю Vex можна роздiлити на окремi
доданки типу густина-густина i спiн-флiп.

Для опису стану у двоорбiтальнiй моделi Фермi-Габбарда необхiдно ви-
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Рис. 2.3: Схематичне зображення можливих взаємодiй у двоорбiтальнiй
моделi Фермi-Габбарда.

значити спiновi σ та орбiтальнi γ параметри. У пiдроздiлi 2.1.3 було зазна-
чено, що одноорбiтальна модель Габбарда зберiгає спiнову симетрiю. Це
твердження є справедливим i для гамiльтонiана (2.52). Крiм того, оскiльки
ми нехтуємо процесом парних стрибкiв, жодних змiн у заселеностi орбiта-
лей не вiдбувається.

Усi подальшi роздiли дипломної роботи присвяченi дослiдженню дво-
орбiтальної моделi Фермi-Габбарда, що описується гамiльтонiаном (2.52).
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РОЗДIЛ 3

Динамiчна теорiя середнього поля

Оскiльки точний опис взаємодiйних систем багатьох частинок дуже
обмежений через їх складнiсть, для дослiдження квантових задач слiд за-
стосовувати наближенi методи. Одним iз поширених пiдходiв є теорiя сере-
днього поля (MFT). Однак для моделей таких як модель Фермi–Габбарда,
вiн є досить складним у реалiзацiї. Не дивлячись на це, iснує можливiсть
застосовувати розширену теорiю середнього поля, а саме теорiю динамiчно-
го середнього поля (DMFT), де середнє поле стає величиною, що залежить
вiд часу. Основний концепт поняття полягає в границi нескiнченного коор-
динацiйного числа Z → ∞ або вимiрностi простору d → ∞. У цiй границi
система зводиться до локальної задачi багатьох частинок та описується за
допомогою одного (домiшкового) вузла ґратки, оточеного iншими вузлами,
що утворюють зовнiшнiй резервуар. Коректне застосування пiдходу можна
реалiзувати за допомогою домiшкової моделi Андерсона, для якої була роз-
роблена певна кiлькiсть методик вирiшення. Зокрема, серед них точна дiа-
гоналiзацiя (ED), квантовий метод Монте–Карло, числова ренормгрупа та
iншi.

3.1 Функцiї Ґрiна як математичний апарат для опису систем
багатьох частинок

Функцiя Ґрiна – найпростiша динамiчна величина, що вимiрює рiвнова-
жнi властивостi корельованої системи багатьох частинок. З математичної
точки зору функцiю Ґрiна GÔ1Ô2

[112] визначають як квантовомеханiчне
середнє вiд операторiв Ô1 та Ô2 в рiзнi (дiйснi чи уявнi) моменти часу. У
випадку, коли оператори Ô1 та Ô2 позначають оператори народження та
знищення, вiдповiдно, функцiя Ґрiна вимiрює амплiтуду ймовiрностi пере-
ходу частинки, що перебуває в точцi простору α в момент часу τ , в точку
простору α′ в момент часу τ ′. За скiнченних температур зазвичай викори-
стовують одночастинкову впорядковану за уявним часом фунцiю Ґрiна:

Gαβ(τ) = −⟨T̂ ĉα(τ)ĉ†α′(τ ′)⟩ = −

⟨ĉα(τ)ĉ†α′(τ ′)⟩, τ > τ ′

−⟨ĉ†α′(τ ′)ĉα(τ)⟩, τ ≤ τ ′.
(3.1)
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Зазначимо, як наслiдок циклiчної властивостi слiду, а також антикомута-
цiйних спiввiдношень фермiонних операторiв, Gαα′(τ) є антиперiодичною
функцiєю, тобто

Gαα′(τ) = −Gαα′(τ + β), для −β < τ < τ ′, (3.2)

де β – обернена температура, β = 1/T (kB = 1).
Фур’є перетворення Gαα′(τ) визначає матсубарiвську функцiю Ґрiна, а

саме

Gαα′(iωn) =

∫ β

0

dτGαα′(τ)eiωnτ , (3.3)

де ωn = (2n + 1)π/β – матсубарiвська частота, а n ∈ Z. Застосовуючи
обернене перетворення, можна отримати:

Gαα′(τ) = T
∑
n

Gαα′(iωn)e−iωnτ . (3.4)

Визначимо спектральну густину:

ραα′(ω) =
1

Z

∑
n,m

⟨n̂|c
†
α′|m⟩⟨m|ĉα|n⟩(e−βEm − e−βEn)δ(ω − (En − Em)), (3.5)

де Z – статистична сума, En i Em – власнi значення з вiдповiдними вла-
сними векторами |n⟩ та |m⟩ великого канонiчного ансамблю H − µN . Тодi
функцiя Ґрiна у термiнах спектральної густини має вигляд

Gαα′(iωn) =

∫ +∞

−∞
dω

ραα′(ω)

iωn − ω
. (3.6)

На практицi розрахування Gαα′(iωn) за допомогою спектральної густини
можливе лише для невеликих систем, тобто для тих систем, власнi вектори
та власнi значення яких можна отримати точно.

Iндекси α та α′ можуть позначати як номер вузла ґратки, так i iм-
пульс k, спiновi (або орбiтальнi) ступенi вiльностi σ. Функцiї Ґрiна в ре-
альному та iмпульсному просторах пов’язанi перетворенням Фур’є. Надалi
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в центрi нашої уваги буде локальна функцiя Ґрiна, для якої α = α′ [112]:

Giiσ(iωn) = Gσ(iωn) =
1

L

∑
k

Gkσ(iωn), (3.7)

де L позначає кiлькiсть вузлiв ґратки.
У разi невзаємодiйних частинок,

H − µN → H0 − µN =
∑
kσ

(εk − µ)ĉ†kσĉkσ,

невзаємодiйна функцiя Ґрiна має вигляд

G
(0)
kσ(iωn) =

1

iωn + µ− εk
. (3.8)

Для взаємодiючих частинок можна визначити самоенергiю Σk(iωn) як рi-
зницю мiж невзаємодiючою та взаємодiючою оберненими функцiями Ґрiна,
а саме

Σkσ(iωn) = G
(0)
kσ(iωn)−1 −Gkσ(iωn)−1, (3.9)

Gkσ(iωn) =
1

iωn + µ− εk − Σkσ(iωn)
. (3.10)

Рiвняння (3.9) також вiдоме як рiвняння Дайсона.

3.2 Математичне формулювання DMFT
Розглянемо математичне формулювання динамiчної теорiї середнього

поля на прикладi одноорбiтальної моделi Фермi–Габбарда:

Ĥ = −
∑
ij,σ

tij ĉ
†
iσĉjσ + U

∑
i

n̂i↑n̂i↓ − µ
∑
i

n̂iσ. (3.11)

Зауважимо, що гамiльтонiан моделi Габбарда вже було розглянуто в роздi-
лi 2.1. Основна iдея DMFT полягає у визначеннi ефективної динамiки пев-
ного вузла, тобто на зосередженнi лише на цьому вузлi ґратки та об’єднаннi
всiх ступенiв вiльностi з iнших (див. Рис. 3.1). Варто зазначити, що ми та-
кож покладаємо наявнiсть в системi трансляцiйної iнварiантностi.

У рамках пiдходу DMFT основною величиною є локальна функцiя Ґрi-
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Рис. 3.1: Згiдно з теорiєю динамiчного середнього поля задача на ґратцi
зводиться до локальної задачi багатьох частинок.

на, визначення якої було надано у попередньому пiдроздiлi, тобто

Gloc ≡ Gσ
ii(τ − τ ′) = −⟨T̂ ĉiσ(τ)ĉ†iσ(τ ′)⟩, (3.12)

де ĉ†iσ(τ) (ĉiσ(τ)) – фермiонний оператор народження (знищення), який
створює (знищує) частинку зi спiном σ = {↑, ↓} на вузлi i в момент ча-
су τ (τ ′). Вiдтепер Gloc, що мiстить iнформацiю про кореляцiї в системi, ми
хочемо подати як функцiю Ґрiна окремого вузла, пов’язаного з ефектив-
ним резервуаром [75, 113]. Це можна зробити за допомогою домiшкової
моделi Андерсона [113] (див. Рис. 3.2):

ĤA = Ĥbath + Ĥcoupling + Ĥatom, (3.13)

де

Ĥbath =
∑
l,σ

ε̃l,σâ
†
l,σâl,σ, (3.14)

Ĥcoupling =
∑
l,σ

Vl,σ(â†l,σĉσ + ĉ†σâl,σ), (3.15)

Ĥatom = Un̂c↑n̂
c
↓ − µ(n̂c↑ + n̂c↓). (3.16)

Оператори â†l,σ i âl,σ вiдповiдають невзаємодiйним фермiонам, якi несуть iн-
формацiю про ступенi вiльностi зовнiшнього резервуару, що дiє на вузол i.
Оператори ĉ†σ i ĉσ вiдповiдають локальним ступеням вiльностi, n̂cσ = ĉ†σĉσ –
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оператор густини, а µ – хiмiчний потенцiал. Величини ε̃l,σ i Vl,σ позначають
параметри Андерсона, де l вказує на номер орбiтального стану у зовнiшньо-
му резервуарi. Вони обираються таким чином, щоб значення функцiї Ґрiна
домiшкової моделi (модель Андерсона) та локальної функцiї Ґрiна (модель
Габбарда) були однаковими. У моделi домiшок просторовi флуктуацiї не
враховуються, але домiшка зберiгає всi локальнi флуктуацiї, оскiльки вiд-
бувається динамiчний обмiн частинками мiж нею та резервуаром.

Рис. 3.2: Схематичне зображення переходу вiд задачi на ґратцi до моделi
домiшок Андерсона. Опис системи вiдбувається за допомогою одного вузла
(домiшки), з’єднаного з зовнiшнiм резервуаром.

Крiм того, ε̃l,σ i Vl,σ визначають функцiю гiбридизацiї:

∆(iωn) =
∑
l

|Vl|2

iωn − ε̃l
. (3.17)

Зазвичай в межах DMFT оперують змiнними Ґрассмана c†σ(τ), cσ(τ),
якi є повнiстю незалежними на вiдмiну вiд фермiонних операторiв. Проiн-
тегрувавши за ступенями вiльностi зовнiшнього резервуара, можна отри-
мати ефективну дiю для домiшки:

Sloc = −
∫ β

0

dτ

∫ β

0

dτ ′
∑
σ

c†σ(τ)G−1
0 (τ − τ ′)cσ(τ ′) + U

∫ β

0

dτn↑(τ)n↓(τ).

(3.18)
Рiвняння (3.18) описує ефективну динамiку iзольованого вузла. Як можна
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помiтити з першого доданку, в момент часу τ фермiон приходить з зовнi-
шнього резервуару i повертається назад в момент часу τ ′. Другий доданок
означає наявнiсть на домiшцi двох фермiонiв одночасно. Через те, що ву-
зол поєднаний з зовнiшнiм резервуаром, Sloc враховує флуктуацiї мiж усiма
чотирма домiшковими базисними станами, а саме |0⟩, | ↑⟩, | ↓⟩ i | ↑↓⟩. Варто
зазначити, порiвняно з класичним пiдходом середнього поля, теорiя дина-
мiчного середнього поля оперує функцiєю Ґрiна G0 як функцiєю енергiї
(або часу), що дозволяє розглядати всi локальнi квантовi флуктуацiї.

Фур’є образ функцiї Ґрiна для ефективної локальної дiї без врахування
взаємодiї (також функцiї Вейса) G0 набуває вигляду

G−1
0 (iωn) = iωn + µ− ∆(iωn). (3.19)

У свою чергу, домiшкову функцiя Ґрiна або локальний пропагатор визна-
чають як

Gimp ≡ Gσ(iωn) = − 1

Z

∫ ∏
σ

Dc∗σDcσ[cσ(iωn)c∗σ(iωn)]e−Sloc, (3.20)

де Z – статистична сума, яку мажна записати як

Z =

∫ ∏
σ

Dc∗σDcσe
−Sloc. (3.21)

Функцiю Вейса можна поєднати з домiшковою функцiєю Ґрiна за до-
помогою рiвняння Дайсона,

Σimp ≡ Σσ(iωn) = G−1
0,σ(iωn) −G−1

σ (iωn), (3.22)

де Σσ(iωn) – самоенергiя.
Як зазначалося вище, основною метою пiдходу є отримання таких пара-

метрiв Андерсона, за яких домiшкова функцiя Ґрiна та локальна функцiя
Ґрiна збiгаються. Розглянемо повну взаємодiйну функцiю Ґрiна ґратки,
тобто Gσ

ij(τ − τ ′) = −⟨Tciσ(τ)c†jσ(τ ′)⟩. У результатi перетворення Фур’є
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Gσ
ij(τ − τ ′) отримуємо

Gσ(k, ωn) =
1

iωn + µ− εk − Σσ(k, ωn)
. (3.23)

Тут εk позначає перетворення Фур’є доданку, що описує стрибки,

εk =
∑
j

tije
ik(Ri−Rj). (3.24)

Рiвняння (3.24) також є дисперсiйним спiввiдношенням для невзаємодiйної
моделi.

Пiдсумування за k у рiвняннi (3.23) дає змогу визначити компоненту
ґраткової функцiї Ґрiна на окремому вузлi,

Gloc(iωn) ≡
∑
k

Gσ(k, ωn) =
∑
k

1

iωn + µ− εk − Σσ(k, ωn)
. (3.25)

Саме з цього моменту починається головне наближення теорiї динамi-
чного середнього поля. А саме, ми вважаємо, що самоенергiя ґратки збi-
гається з самоенергiєю домiшки. Таке припущення робиться на пiдставi
того, що самоенергiя стає суто локальною в границi нескiнченного коор-
динацiйного числа [114]. У реальному просторi ми припускаємо, що Σij

наближається до нуля для i ̸= j та

Σii ≃ Σimp. (3.26)

У моделi ефективної домiшки локальну самоенергiю можна отримати
за допомогою рiвняння Дайсона (3.22),

Σimp = G−1
0,σ(iωn) −G−1

σ (iωn) = iωn + µ− ∆σ(iωn) −G−1
σ (iωn). (3.27)

Дотримуючись основного наближення (3.26), локальна функцiя Ґрiна має
вигляд

Gσ(iωn) =
∑
k

1

iωn + µ− εk − Σσ(ωn)
. (3.28)

Вираз (3.28) може бути переписано у термiнах невзаємодiйної густини ста-
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нiв,

Gσ(iωn) =

∫
dε

ρ(ε)

iωn + µ− ε− Σσ(ωn)
, (3.29)

де
ρ(ε) ≡

∑
k

δ(ε− εk). (3.30)

Також це спiввiдношення можна переписати як умову самоузгодженостi,

Gσ(iωn) =

∫
dε

ρ(ε)

∆σ(iωn) +G−1
σ (iωn) − ε

, (3.31)

тобто для кожної частоти ωn воно спiввiдносить динамiчне середнє поле
∆σ(iωn) та локальну функцiю Ґрiна Gσ(iωn).

Рiвняння (3.18), (3.19), (3.22) i (3.29) утворюють повний набiр рiвнянь
для локальної функцiї Ґрiна Gσ i функцiї Вейса G0,σ.

Рис. 3.3: Схематичне зображення iтерацiйної процедури DMFT.
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Пiдсумовуючи, коротко нагадаємо iтерацiйну процедуру DMFT (див.
Рис. 3.3). На початку циклу необхiдно зробити припущення щодо фун-
кцiї Вейса G0. Для обчислення функцiї Ґрiна домiшки Gimp застосовують
вiдповiдний розв’язувач. Самоенергiя домiшки розраховується з рiвняння
Дайсона Σimp = G−1

0,σ(iωn)−G−1
σ (iωn) i за допомогою k-пiдсумовування, як у

рiвняннi (3.25), визначається локальна функцiя Ґрiна. Зрештою, функцiя
Вейса оновлюється за допомогою рiвняння Дайсона, G ′−1

0,σ(iωn) = Σimp +

G−1
σ (iωn). Наступна iтерацiя включає G ′−1

0,σ(iωn) у якостi початкового при-
пущення. Процедура триває до досягнення збiжностi.

3.3 Граничнi випадки
Хоча DMFT є наближеним методом, у двох граничних випадках можна

отримати точнi розв’язки [113].

3.3.1 Границя невзаємодiйних атомiв (U = 0)

Як можна побачити, результат рiвняння (3.18) дає Gσ(iωn) = G0,σ, таким
чином Σimp = 0. Спрощення рiвняння (3.25) призводить до

∑
k

Gσ(k, ωn) =
∑
k

1

iωn + µ− εk
. (3.32)

Це означає, що функцiя Ґрiна зводиться до вiльної функцiї Ґрiна на вузлi.
Як результат зникнення самоенергiї, DMFT дає нам точний результат.

3.3.2 Границя за вiдсутностi стрибкiв (tij = 0)

Коли в системi немає тунелювання, кожен вузол можна вважати незале-
жним один вiд одного, що означає εk = 0. Iзоляцiя атомiв призводить до
нульової функцiї гiбридизацiї, ∆(iωn) = 0. Крiм того, самоенергiя має лише
локальнi компоненти i, як наслiдок, в границi tij = 0 динамiчна теорiя се-
реднього поля стає точним методом. Оскiльки функцiя Вейса не має члена
гiбридизацiї, Sloc вiдповiдає квантуванню атомного гамiльтонiана. Таким
чином, вiдповiдно до [113],

G(iωn) =
1 − n/2

iωn + µ
+

n/2

iωn + µ− U
, (3.33)
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де

n/2 =
eβµ + eβ(2µ−U)

1 + 2eβµ + eβ(2µ−U)
. (3.34)

3.4 Домiшковий розв’язувач — точна дiагоналiзацiя
Обчислення домiшкової функцiї Ґрiна вважають однiєю з основних ча-

стин циклу динамiчної теорiї середнього поля. Як було зазначено вище,
iснує певна кiлькiсть розв’язувачiв домiшок зi своїми плюсами та мiнуса-
ми. Тим не менш, у цiй дипломнiй роботi наша увага зосереджена на ме-
тодi точної дiагоналiзацiї (ED) [75, 115], оскiльки всi результати з роздiлу
4 отриманi саме за допомогою цього методу.

Вiдповiдно до зазначеного пiдходу, точний розв’язок задачi домiшок
вiдбувається при обмеженiй кiлькостi орбiтальних станiв ns. На практи-
цi можна враховувати ns ≈ 5 − 12 орбiтальних станiв у моделi фермiонiв
зi спiном 1/2. Така обмежена кiлькiсть обумовлена експоненцiальним зро-
станням гiльбертового простору. Однак, незважаючи на обмеження, метод
точної дiагоналiзацiї з рацiональною апроксимацiєю функцiї Вейса дає на-
дiйнi результати.

Зупинимося на деяких основних кроках, якi слiд враховувати для на-
лежної реалiзацiї розв’язувача [75].

• Розрахунок функцiї Вейса можна апроксимувати дискретизованою
версiєю, а саме

G−1
0,ns

(iωn) = iωn + µ−
ns∑
l=2

|Vl|2

iωn − ε̃l
. (3.35)

Така апроксимацiя може розглядатися як проєкцiя (див. Рис. 3.4)
функцiї Вейса на обмежений функцiональний пiдпростiр фiксованої
кiлькостi орбiталей ns. З математичної точки зору це проблема рацiо-
нального наближення функцiй. Для вирiшення цiєї задачi можна ско-
ристатися одним з iснуючих методiв (для детальної iнформацiї див.
[75]). Звернемо увагу, що якiсть апроксимацiї корелює з вiдстанню
мiж Gnew

0 i G0,ns
i зменшується на постiйний коефiцiєнт зi збiльшен-

ням ns на одиницю.

• Для гамiльтонiана моделi домiшок Андерсона виконується точна дiа-
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Рис. 3.4: Метод точної дiагоналiзацiї передбачає про’ктування функцiї Вей-
са G0 на простiр функцiй G0,ns

, що враховують ns орбiталей. Про якiсть
наближення можна судити по вiдстанi, що роздiляє G0,ns

та G ′
0,ns

.

гоналiзацiя (HA є обмеженим певною кiлькiстю орбiталей). У резуль-
татi обчислюється функцiя Ґрiна G(iωn).

• Пiсля обчислення нової функцiї Вейса за допомогою рiвняння (3.31)
її слiд порiвняти з G0,ns

, спроєктованою на певну кiлькiсть орбiталей.
Якщо значення не збiгаються, наступний цикл алгоритму починає-
ться з Gnew

0 i нового набору параметрiв Андерсона Vl i ε̃l.

Додамо кiлька коментарiв щодо точної дiагоналiзацiї ns-орбiтального
гамiльтонiана Андерсона. Базиснi стани гiльбертового простору набувають
вигляду

|n1,↑, n2,↑, · · · , nns,↑⟩|n1,↓, n2,↓, · · · , nns,↓⟩, (3.36)

де nl,σ = {↑, ↓} та
∑

l nl,σ = nσ. Для бiльшої ефективностi можна розбити
весь гамiльтонiан на окремi блоки з фiксованим числом n↑ i n↓.

За скiнченної температури для обчислення функцiї Ґрiна слiд брати
повний набiр власних значень Ei i власних векторiв |i⟩, тобто

G(iωn) = − 1

Z

∑
i,j

⟨i|ĉ|j⟩⟨i|ĉ†|j⟩
Ei − Ej − iωn

(
e−βEi + e−βEj

)
, (3.37)

де Z =
∑

i e
−βEi – статистична сума.
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3.5 DMFT на двочастиннiй ґратцi
Для систем з антиферомагнiтним упорядкуванням iснує можливiсть

розбити ґратку на двi пiдґратки, див. Рис. 3.5. Пiдґратки A i B взагалi
мають нееквiвалентнi самоенергiї, тобто ΣA

σ ̸= ΣB
σ , а також власнi операто-

ри народження (знищення) â†i,σ (âi,σ) i b̂†i,σ (b̂i,σ) вiдповiдно. Отже, кiнетичну
частину гамiльтонiана можна переписати у наступний спосiб:

Hkin = −
∑
⟨i,j⟩,σ

tij(â
†
i,σb̂

†
j,σ − b̂†j,σâi,σ). (3.38)

Рис. 3.5: Схематичне зображення двочастинної ґратки, яка роздiлена на
двi пiдґратки A i B так, що кожний вузол A оточений вузлами з B.

Перетворення Фур’є має вигляд:

Hkin =
∑
σ,k

Ψ†
k,σ

(
0 εk

εk 0

)
Ψk,σ, (3.39)

де спiнори визначенi як Ψ†
k,σ = (â†k,σ, b̂

†
k,σ) та Ψk,σ = (âk,σ, b̂k,σ)T . У рiв-

няннi (3.39) εk є дисперсiйним спiввiдношенням на двочастиннiй ґратцi, а
пiдсумовування за k виконується в зменшенiй зонi Брiллюена. Позначаю-
чи ζXσ = iωn + µ − ΣX

σ з X = {A,B}, можна записати функцiю Ґрiна у
матричнiй формi,

Gk,σ(iωn) =

(
ζAσ −εk
−εk ζBσ

)−1

. (3.40)

Отже, у випадку двочастинної ґратки необхiдно розв’язати двi ефектив-
нi проблеми домiшок. Тим не менш, для простого стану Нееля властивостi
для спiну σ на пiдґратцi A збiгаються з властивостями для протилежного
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спiну σ′ на пiдґратцi B i
ζAσ = ζBσ′ . (3.41)

Спрощення дозволяє зробити розрахунки тiльки для однiєї з двох пiдґра-
ток. Єдина вiдмiннiсть, яку слiд брати до уваги, стосується умови самоузго-
дженостi, оскiльки тепер кожен вузол оточений вузлами з рiзних пiдґраток.
Новий вираз для домiшкової функцiї Ґрiна має вигляд

GX
σ = ζX

′

σ

∫ +∞

−∞
dε

D(ε)

ζAσ ζσB−ε2,
(3.42)

де X ′ — пiдґратка, протилежна X, а D(ε) – невзаємодiйна густина станiв,
визначена в рiвняннi (3.30).

3.6 Багатоорбiтальна динамiчна теорiя середнього поля
Багатоорбiтальна динамiчна теорiя середнього поля є узагальненням вi-

домостей, наведених для одноорбiтального випадку. Варто вiдзначити зна-
чне пiдвищення рiвня складностi розв’язання системи, що пов’язане зi зро-
станням вимiрностi гiльбертового простору, а також з наявнiстю бiльшої
кiлькостi характерних для системи типiв взаємодiй. Усi функцiї Ґрiна, так
само як i самоенергiї у випадку декiлькох орбiталей можуть бiти поданi
у виглядi матриць [116], оскiльки основнi енергетичнi стани пов’язанi зi
збудженими.

Аналогiчно до одноорбiтальної моделi Габбарда, гамiльтонiан багатоор-
бiтальної моделi зiставляється з домiшковою моделлю Андерсона, у якiй
домiшка мiстить декiлька енергетичних станiв. Бiльш того, кожний енер-
гетичний рiвень характеризується своїм вузлом, а електрони локально гi-
бридизованi мiж орбiталями.

Зовнiшнiй резервуар, що обмежений певною кiлькiстю орбiтальних ста-
нiв, оточує домiшку. Зазначимо, що параметри гiбридизацiї залежать вiд
енергетичного стану. Можна видiлити двi концепцiї поєднання домiшки з
резервуаром (див. Рис. 3.6). Перша з них передбачає чiтку вiдповiднiсть ко-
жного з вузлiв резервуару до конкретної орбiталi домiшки. Друга є бiльш
узагальненим випадком, коли усi вузли резервуару поєднаннi з кожною
орбiталлю домiшки.

Гамiльтонiан багатоорбiтальної моделi Габбарда можна записати у ви-
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Рис. 3.6: Схематичне зображення концепцiй поєднання домiшки з резер-
вуаром у випадку багатоорбiтальної динамiчної теорiї середнього поля. а)
Кожен вузол резервуару вiдповiдає лише однiй з орбiталей домiшки. b) Усi
вузли резервуару поєднаннi з кожною орбiталлю домiшки.

глядi суми двох доданкiв, один з яких вiдповiдає за локальнi взаємодiї, а
другий описує тунелювання в системi. Тобто,

H = H0 + Hint, (3.43)

де

H0 = −
∑
i,j

∑
α,β,σ,σ′

tασ,βσ
′

ij ĉ†i,ασĉj,βσ′, (3.44)

Hint =
1

2

∑
i

∑
σ,σ′

∑
α,β,γ,δ

Uαβγδĉ†αi,σĉ
†
βi,σ′ ĉγi,σ′ ĉδi,σ. (3.45)

Як i ранiше, α, β, γ, δ позначають рiзнi орбiталi. Вiдзначимо головнi змiни,
що вiдбуваються у функцiях Ґрiна та самоенергiї:

G0,σ(iωn) → Gαβ
0,σσ′(iωn), (3.46)

Gσ(iωn) → Gαβ
σσ′(iωn), (3.47)

Σσ(iωn) → Σαβ
σσ′(iωn). (3.48)

Таким чином, як i було зазначено вище, G0,σ(iωn), Gσ(iωn) i Σσ(iωn) пере-
ходять в матрицi спiн-орбiтального простору.
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Рис. 3.7: Згiдно з теорiєю динамiчного середнього поля у реальному просто-
рi значення самоенергiї залежить вiд вузла ґратки, що вимагає вирiшення
задачi домiшки для кожного вузла окремо.

3.7 Динамiчна теорiя середнього поля у реальному просторi
Досi ми обговорювали лише однорiднi системи та фази, тобто ґратки,

у яких усi вузли еквiвалентнi. У такому випадку домiшковий вузол ста-
виться у вiдповiднiсть будь-якому вузлу системи. Тепер розглянемо метод
динамiчного середнього поля у реальному просторi (RDMFT), у якому зна-
чення самоенергiї залежить вiд номера вузла. Така модифiкацiя DMFT до-
зволяє дослiджувати бiльш складнi неоднорiднi системи з певним (бiльш
складним) магнiтним (орбiтальним) упорядкуванням або з додатковим по-
тенцiалом захоплення. Вiдповiдно до цього методу, кожен вузол має бути
вiдображений в моделi домiшок Андерсона незалежно (див. Рис. 3.7). Оче-
видно, що реалiзацiя RDMFT вимагає бiльше часу для чисельних обчи-
слень, але вона дає бiльш точнi результати поблизу меж фаз.

Згiдно з зазначеним методом, у випадку моделi з двома спiновими та
двома орбiтальними компонентами (пiдкреслимо, що обмiну частинок мiж
орбiтальними станами не вiдбувається), усi значення самоенергiй Σ

(i)
σσ(iωn)

утворюють ермiтову матрицю координатного простору, яка складається з
обернених локальних функцiй Ґрiна i елементiв з тунелюванням мiж ву-
злами. Зазначимо, що ми нехтуємо Σ

(i)
σσ′(iωn) при σ ̸= σ′. Елемент матрицi
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координатного простору визначається наступним спiввiдношенням:

[
G−1

]
ij

= ζ(i)σσ(iωn)δij + t(ij)σ , (3.49)

де δij – символ Кронекера, а t(ij)σ набуває ненульових значень (наприклад,
tσ) лише у випадку, коли дозволене тунелювання мiж вузлами i та j.
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РОЗДIЛ 4

Результати

У цiй роботi ми зосереджуємо свою увагу на вивченнi двоорбiтальної мо-
делi Фермi-Габбарда (2.52), реалiзованої за допомогою охолоджених кван-
тових газiв з фермiонними iзотопами атомiв стронцiю та iтербiю. Iзотопи
вiдносяться до групи лужноземельних та їм подiбних атомiв (див. роздiл
1.5), що дає можливiсть дослiджувати системи з двома спiновими та двома
орбiтальними ступенями вiльностi проєкцiї спiну ядра. Орбiтальнi ступенi
вiльностi реалiзують за допомогою атомiв 87Sr та 171Yb, що знаходяться в
основному станi |g⟩ та метастабiльному збудженому станi |e⟩; спiновi ком-
поненти – двома можливими проєкцiями спiну ядра, | ↑⟩ i | ↓⟩. Подаль-
ший аналiз внутрiшньо- та мiжорбiтальних взаємодiй системи спирається
на експериментально отриманi значення [117–121] амплiтуд s-хвильового
розсiювання, що наведенi у Таблицi 1. Як можна помiтити, значення a+eg

agg aee a+eg a−eg Refs.
171Yb ≈ 0 104 240 389 [119–121]
87Sr 96.2 176.0 169 68 [117, 118]

Табл. 1: Довжини s-хвильового розсiювання для чотирьох можливих
внутрiшньо- та мiжорбiтальних взаємодiй атомiв 87Sr та 171Yb. Усi значення
в таблицi наведенi в одиницях радiуса Бора a0 з посиланнями на джерела.

та a−eg доволi сильно вiдрiзняються для рiзних iзотопiв. Ураховуючи цей
факт, кожна система атомiв характеризується своєю унiкальною iєрархiєю
взаємодiй, завдяки чому ми маємо можливiсть дослiджувати рiзнi фази у
задачах багатьох частинок.

Атоми, що знаходяться в рiзних станах (|g⟩ або |e⟩), по-рiзному взає-
модiють з близьким до резонансу оптичним полем (з довжиною хвилi λ),
створюючим оптичну ґратку. Завдяки цьому ґратка є залежною вiд ста-
ну (SDL). Якщо глибина ґратки для атомiв |g⟩ та |e⟩ є однаковою, тобто
за однакової поляризовностi, атоми знаходяться в оптичному полi з “ма-
гiчною” довжиною хвилi λm. У цiй роботi ми припускаємо, що ґратка з
помiрною амплiтудою створена вздовж двох просторових напрямiв, а у
третьому напрямi дiє сильний потенцiал магiчної ґратки, що практично
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унеможливлює рух атомiв у вiдповiдному напрямi. Таким чином, система,
що дослiджується, є квазi-двовимiрною.

Для газу атомiв 171Yb вважаємо, що станозалежна ґратка створюється
вздовж осей x та y з амплiтудами Vx = Vy = 3Er. Er = ℏ2k2/2m позначає
енергiю вiддачi атома з масою m, сталою Планка ℏ та k = 2π/λ. Вздовж
осi z амплiтуду обрано рiвною Vz = 18Er (з λm ≈ 759 нм [122]). Варто
вiдзначити, що для дослiдження ми обрали поляризовнiсть p = 2.1 (λSDL ≈
690 нм [123]). Для атомiв 87Sr ми обрали глибину ґратки в напрямках x та
y рiвною Vx = Vy = 5Er та Vz = 18Er в напрямку z (λSDL ≈ 739 нм [124],
λm ≈ 813 нм [43]).

Фокус наших дослiджень зосереджений на однорiдних нескiнченних си-
стемах, у яких ми нехтуємо всiма ефектами, що пов’язанi з потенцiалом
захоплення (потенцiйно такi ефекти можуть бути включенi до теоретично-
го формалiзму). Тим не менш, у роздiлi 4.4 ми розглянемо систему атомiв
171Yb в оптичнiй ґратцi за наявностi зовнiшнього потенцiалу V (x), направ-
леного вздовж однiєї з осей ґратки.

За допомогою рiвнянь (2.48), (2.49), (2.51) та (2.50) нами було отримано
параметри Габбарда для iзотопiв атомiв 87Sr та 171Yb. Результати розра-
хункiв для 171Yb зiбранi в Таблицi 2. Як можна побачити з Таблицi 2, для

te Ugg Uee V Vex
171Yb 0.4171 0 2.423 5.513 -1.306

Табл. 2: Амплiтуди параметрiв Габбарда для атомiв 171Yb в одиницях ам-
плiтуди тунелювання tg у випадку Vx = Vy = 3Er; Vz = 18Er.

iтербiю-171 енергiї взаємодiй мають наступну iєрархiю Vex < Ugg < Uee <

V . У Таблицi 3 наведенi параметри Габбарда для систем, що складаються
з атомiв 87Sr при Vx = Vy = 5Er та Vz = 18Er. Проведення дослiджень
з iншим набором параметрiв ми мотивуємо тим, що амплiтуди взаємодiй
у випадку Vx = Vy = 5Er мають бiльшi значення i дають змогу спосте-
рiгати бiльш сильнi сигнали упорядкування. Варто вiдзначити, що iєрар-
хiя амплiтуд взаємодiй у випадку стронцiю-87 має iнший характер, а саме
Vex < Ugg < V < Uee. Бiльш того, атоми 171Yb, на вiдмiну вiд атомiв 87Sr,
характеризуються антиферомагнiтним зв’язком Гунда (Vex < 0), а також
нульовою внутрiшньоорбiтальною амплiтудою взаємодiї атомiв g (Ugg ≈ 0).
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Рис. 4.1: Схематичне зображення а) антиферо-орбiтального (AFO) та b)
антиферомагнiтного (AFM) впорядкувань при ng = ne = 1.

Наявнiсть таких розбiжностей дає нам натяк на те, що в основному станi
атоми 171Yb та 87Sr перебувають у рiзних упорядкованих фазах.

te Ugg Uee V Vex
87Sr 0.2591 3.051 9.118 4.698 1.998

Табл. 3: Амплiтуди параметрiв Габбарда для атомiв 87Sr в одиницях амплi-
туди тунелювання tg у випадку Vx = Vy = 5Er; Vz = 18Er.

Вiдзначимо, що всi результати, наведенi нижче, отриманi за допомо-
гою методу динамiчного середнього поля (DMFT) та методу динамiчного
середнього поля у реальному просторi (RDMFT). При вирiшеннi задачi до-
мiшок був використан метод точної дiагоналiзацiї з урахуванням до ns = 3

орбiталей резервуару у моделi Андерсона (див. роздiл 3.4).

4.1 Залежнiсть критичної температури вiд густини атомiв у
ґратцi

За високих температур системи атомiв, що знаходяться в оптичнiй ґра-
тцi, перебувають у парамагнiтному (невпорядкованому) станi. Це обумов-
люється тим, що тепловий хаотичний рух руйнує будь-якi орбiтальнi або
магнiтнi кореляцiї. За подальшого зниження температури ми маємо мо-
жливiсть спостерiгати певнi впорядкування в системi. Тип упорядкувань
безпосередньо залежить вiд дослiджуваного iзотопу та пропорцiй g i e ато-
мiв у ґратцi.

У цiй роботi ми демонструємо можливiсть досягнення та моделюван-
ня антиферомагнiтного (AFM) та антиферо-орбiтального (AFO) впоряд-
кувань (Рис. 4.1) за допомогою лужноземельних та їм подiбних атомiв у
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оптичних ґратках. AFM фаза (стан Нееля) супроводжується заповненням
ґратки, при якому на сусiднiх вузлах розмiщенi атоми мають рiзнi проє-
кцiї спiну ядра. У той самий час, фаза AFO характеризується почерговим
заповненням сусiднiх вузлiв ґратки атомами з рiзних орбiталей. За анало-
гiєю зi станом Нееля, ґратка може розглядатися як набiр двох пiдґраток:
одна переважно зайнята парами g-атомiв, тодi як iнша переважно зайнята
атомами у станi e.

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7
0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

Рис. 4.2: Для iзотопу 171Yb залежнiсть критичної температури Tc вiд кiль-
костi g та e атомiв у ґратцi за умови ng +ne = 2. Значення температури Tc
наведенi в одиницях амплiтуди тунелювання tg.

При досить низьких температурах система атомiв 171Yb набуває AFO
упорядкування, що обумовлено певною iєрархiєю амплiтуд взаємодiї. На
Рис. 4.2 зображена залежнiсть критичної температури Tc вiд густини ато-
мiв, що перебувають в двох рiзних станах g та e. Зауважимо, що повна
густина n = ng + ne є фiксованою i дорiвнює n = 2. Тож, збiльшення кiль-
костi атомiв g супроводжується зменшенням кiлькостi атомiв e. Як можна
побачити, зi збiльшенням ng у системi вiдбувається зниження критичної
температури, а її максимальне значення вiдповiдає заселеностi ґратки з
ng = ne = 1 (Tc ≈ 0, 37tg). Таке спiввiдношення густин супроводжується
найбiльшою ентропiєю в системi. Як видно на Рис. 4.2, зона, що знаходи-
ться пiд кривою, характеризується антиферо-орбiтальними кореляцiями, в
той час як зона над кривою – невпорядкований стан.
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Рис. 4.3: Для iзотопу 87Sr залежнiсть критичної температури Tc вiд кiль-
костi g та e атомiв у ґратцi за умови ng +ne = 2. Значення температури Tc
наведенi в одиницях амплiтуди тунелювання tg.

Водночас, основний стан для атомiв 87Sr при ng + ne = 2 характеризу-
ється антиферомагнiтним упорядкуванням. Залежнiсть критичної темпе-
ратури вiд густини атомiв в системi зображена на Рис. 4.3. Зi збiльшен-
ням кiлькостi g атомiв у ґратцi помiтне доволi швидке зниження Tc (при
ng = 1, 4 значення Tc < 0, 05tg). Крива, що позначає T = Tc, подiляє
Рис. 4.3 на двi рiзнi зони: при T < Tc системi атомiв 87Sr притаманне анти-
феромагнiтне упорядкування, в той час як при T > Tc система знаходиться
в невпорядкованому (парамагнiтному) станi.

4.2 Орбiтальнi та спiновi корелятори мiж вузлами ґратки
Як було сказано ранiше, в основному станi система атомiв 171Yb про-

являє AFO упорядкування при ng + ne = 2 з найсильнiшим сигналом
при ng = ne = 1. Для аналiзу цього явища можна обчислити корелятор
⟨T̂ z

i ⟩⟨T̂ z
i+1⟩ орбiтальних станiв мiж сусiднiми вузлами ґратки. Надамо ви-

значення орбiтального оператора:

T̂ z
i =

1

2

∑
τ=↑,↓

ĉ†iγτ σ̂
z
γγ′ ĉiγ′τ , (4.1)

де σ̂zγγ′ є матрицею Паулi.



56

Залежнiсть корелятора ⟨T̂ z
i ⟩⟨T̂ z

i+1⟩ вiд заповнення ґратки атомами g та e
зображено на Рис. 4.4. Зауважимо, що загальна кiлькiсть частинок в систе-
мi, як i у випадку визначення критичної температури, дорiвнює ng+ne = 2.
Як можна побачити з Рис. 4.4, зi зниженням температури спостерiгається
посилення сигналу антиферо-орбiтальних кореляцiй. Можна припустити,
що за нульових температур значення корелятора досягає свого мiнiмуму
⟨T̂ z

i ⟩⟨T̂ z
i+1⟩ = −1, що вiдповiдає iдеалiзованому випадку, коли сусiднi вузли

ґратки почергово займають пари g або e атомiв. При збiльшеннi кiлько-
стi g атомiв у системi вiдбувається послаблення орбiтальних кореляцiй. За
певного значення густини ng кореляцiї зовсiм згасають – система перехо-
дить вiд упорядкованого режиму до парамагнiтного. Iндикатором такого
переходу є наявнiсть зламу кривих, зображених на Рис. 4.4.

n
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Рис. 4.4: Для газу 171Yb залежнiсть орбiтальних кореляцiй вiд густини ато-
мiв g та e при рiзних температурах за умови ng + ne = 2. Сiра пунктирна
лiнiя зображує залежнiсть, описану виразом (4.2). Значення температури
T наведенi в одиницях амплiтуди тунелювання tg.

Якщо на кожному вузлi ґратки перебуває однакова кiлькiсть атомiв g
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(ñg) та атомiв e (ñe), то має мiсце наступний вираз:

⟨T̂ z
i ⟩⟨T̂ z

i+1⟩ =
1

4
(ni,g − ni,e)(ni+1,g − ni+1,e) =

1

4
(ñg − ñe)

2. (4.2)

За додаткової умови ng + ne = 2 рiвнянню (4.2) вiдповiдає сiра пунктирна
крива на Рис. 4.4. За скiнчених температур, коли система атомiв 171Yb пе-
реходить вiд антиферо-орбiтального упорядкування до невпорядкованого
стану, кривi накладаються на сiру лiнiю.

У випадку, коли система складається з атомiв 87Sr, основний стан при
ng + ne = 2 характеризується антиферомагнiтним упорядкуванням. Для
аналiзу поведiнки корелятору ⟨Ŝz

i ⟩⟨Ŝz
i+1⟩ вiд густин g та e атомiв запишемо

вираз для спiнового оператору:

Ŝz
iγ =

1

2
c†iγτσ

z
ττ ′ciγτ ′. (4.3)
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Рис. 4.5: Для 87Sr залежнiсть спiнових кореляцiй вiд густини атомiв g та
e при рiзних температурах за умови ng + ne = 2. Сiра пунктирна лiнiя
вiдповiдає випадку n↑ = n↓. Значення температури T наведенi в одиницях
амплiтуди тунелювання tg.
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Оскiльки спiновi ступенi вiльностi не залежать вiд орбiтальних, збiль-
шення кiлькостi атомiв g не впливає на пропорцiї мiж n↑ i n↓. Перехiд
вiд упорядкованого антиферомагнiтного стану до парамагнiтного стану ха-
рактеризується нульовим значенням корелятора ⟨Ŝz

i ⟩⟨Ŝz
i+1⟩, що вiдповiдає

n↑ = n↓. На Рис. 4.5 зображенi залежностi ⟨Ŝz
i ⟩⟨Ŝz

i+1⟩ вiд заповнення ґратки
атомами g та e. Як i у випадку 171Yb з антиферо-орбiтальним режимом,
найсильнiший сигнал присутнiй за конфiгурацiї ng = ne = 1, а температура
Нееля характеризується зламом кривих.

4.3 Залежнiсть густини g та e атомiв вiд хiмiчного потенцiалу
До цього моменту ми розглядали лише однорiднi системи, нехтуючи усi-

ма ефектами, пов’язаними з потенцiалом захоплення. Однак такi системи є
досить iдеалiзованими. Насправдi в експериментальних умовах утримувати
конкретну кiлькiсть атомiв одночасно на всiх вузлах системи неможливо.
Саме тому для спостереження тих чи iнших впорядкованих фаз важливо
розумiти, в яких саме межах можна варiювати густини частинок g та e.

Для вивчення цiєї проблеми бiльш детально, нами було проведено ана-
лiз залежностi густини g та e атомiв вiд ∆µ, де ∆µ є вiдхиленням хiмiчного
потенцiалу µ вiд значення, що гарантує певне значення середньої густини,
зокрема, ng = ne = 1. На Рис. 4.6 наведено результати для iзотопу 171Yb. У
роздiлi 4.1 ми визначили критичну температуру (Tc ≈ 0, 37tg), нижче якої
при ng + ne = 2 присутнi антиферо-орбiтальнi кореляцiї.

Як бачимо з Рис. 4.6(а), за температури T = 0, 3tg при збiльшеннi ∆µ

до ∆µ ≈ 2 кiлькiсть атомiв є сталою величиною, що обумовлює стабiль-
нiсть AFO сигналу. При подальшому зниженi хiмiчних потенцiалiв спосте-
рiгається рiзке зменшення густини атомiв e, що призводить до згасання
антиферо-орбiтальних кореляцiй i переходу системи до невпорядкованого
стану при ∆µ ≈ 3. Зi зниженням температури (див. Рис. 4.6(б,в)) плато,
при якому ng = ne = 1, подовжується, а зменшення ne в системi стає ще
бiльш швидким. Тим не менш, загальна густина n не зазнає таких рiзких
змiн, що пов’язано зi зростанням кiлькостi атомiв у станi g. Бiльш того,
варто вiдзначити появу феро-орбiтальної фази, що стає бiльш стабiльною
вiдносно флуктуацiй кiлькостi атомiв з подальшим зниженням температу-
ри.

Згiдно з Рис. 4.3, за температури T < Tc (Tc ≈ 0.3tg), система з ато-
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Рис. 4.6: Залежнiсть густини атомiв g та e, а також загальної густини n
вiд ∆µ для iзотопу 171Yb за рiзних температур. Значення температури T
наведенi в одиницях амплiтуди тунелювання tg.
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Рис. 4.7: Залежнiсть густини атомiв у станах g та e, а також загальної
густини n вiд ∆µ для iзотопу 87Sr за рiзних температур. Значення темпе-
ратури T наведенi в одиницях амплiтуди тунелювання tg.
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мiв 87Sr при ng = ne = 1 зазнає антиферомагнiтного впорядкування. За-
лежнiсть ng та ne вiд вiдхилення ∆µ у випадку стронцiю-87 продемон-
стрована на Рис. 4.7. Як можна побачити, при ∆µ < 2 кiлькiсть атомiв
залишається незмiнною, зберiгаючи, таким чином, сильний AFM сигнал.
Антиферомагнiтнi кореляцiї слабшають при подальшому збiльшеннi ∆µ,
що пояснюється значною змiною густини атомiв у станi e по вiдношен-
ню до атомiв у станi g. Зазначимо, у випадках (а,б) спостерiгається наяв-
нiсть лише двох фаз – антиферомагнiтної та парамагнiтної. Однак, у [125]
для квазi-одновимiрної ґратки з глибиною Vx = 5Er; Vy = Vz = 18Er за
нульових температур спостерiгається антиферо-орбiтальне впорядкування
для систем з атомами 87Sr при ng + ne = 1, 5. У нашому випадку за по-
мiрних температур T > 0, 1tg спостереження AFO фази не вiдбувалося.
Тим не менш, за подальшого зниження до T = 0, 07tg (див. Рис. 4.7 (в))
стає помiтним слабкий антиферо-орбiтальний сигнал при ∆µ ≈ 2. Тож,
за достатньо низьких температур для фермiонного iзотопу стронцiю-87 є
можливiсть спостерiгати в однiй пастцi три рiзнi фази: антиферомагнiтну
при ng + ne ≈ 2, антиферо-орбiтальну при ng + ne ≈ 1, 5 та парамагнi-
тну. Бiльш того, нашi результати корелюють з результатами, отриманими
за допомогою DMFT пiдходу для систем з атомами 173Yb, що має таку ж
iєрархiю амплiтуд взаємодiй, як i фермiонний iзотоп 87Sr [123].

4.4 Метод динамiчного середнього поля у реальному просторi
Розглянемо поведiнку атомiв в оптичнiй ґратцi за наявностi зовнiшньо-

го потенцiалу, заданого рiвнянням

V (x) = ∆µ̃x, (4.4)

де ∆µ̃ є сталою величиною. У такому випадку систему неможливо розв’язати
за допомогою класичного методу динамiчного середнього поля, адже тепер
вузли ґратки, що мають рiзну координату x, не є еквiвалентними. Iдея,
яка може застосовуватися для систем за наявностi зовнiшнього потенцiалу
полягає у вирiшеннi задачi домiшок для кожного вузла окремо, тобто у
використаннi методу динамiчного середнього поля у реальному просторi.

Для аналiзу поведiнки атомiв 171Yb з потенцiалом (4.4) ми обмежимося
наступними розмiрами оптичної ґратки: Lx = 12 та Ly = 6. У попереднiх
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роздiлах ми виявили наявнiсть антиферо-орбiтального впорядкування при
ng + ne = 2 та T < 0, 37tg.

Рис. 4.8(а) зображує розподiл густини g та e атомiв на вузлах ґратки
за температури T = 0, 3tg. Як можна побачити, на вузлах злiва, де вплив
потенцiалу менший, спостерiгаються AFO кореляцiї, тобто почергове засе-
лення ґратки парами атомiв в станах g та e. Зi збiльшенням порядкового
номеру вузла вплив потенцiалу зростає, а тому антиферо-орбiтальна фа-
за поступово зникає – система переходить до парамагнiтного стану. На
Рис. 4.8 (а) це супроводжується розмиванням шахового впорядкування.

Для пiдрахунку загальної густини n ми провели пiдсумовування кiлько-
стi атомiв g та e вздовж напряму y (потенцiал покладено незмiнним вздовж
y та використано вiдповiднi перiодичнi граничнi умови). Вiдзначимо, що
залежнiсть n у випадку DMFT (див. Рис. 4.6(а)) добре узгоджується на
кiлькiсному рiвнi з результатами, отриманими за допомогою RDMFT (див.
Рис. 4.8(б)).
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Рис. 4.8: a) Розподiл густини g та e атомiв на вузлах ґратки пiд впливом
зовнiшнього потенцiалу (4.4); b) порiвняння залежностей загальної густини
n, отриманої методами DMFT та RDMFT. Значення температури T наве-
денi в одиницях амплiтуди тунелювання tg.
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ВИСНОВКИ

Ця робота була присвячена дослiдженню сильнокорельованих фаз у га-
зах лужноземельних та їм подiбних атомiв, розмiщених в оптичних ґра-
тках. У першому роздiлi ми придiлили увагу теоретичним вiдомостям про
захопленi пастками атоми, а саме проаналiзували, якi зовнiшнi сили дiють
на частинки та як останнi взаємодiють мiж собою. В роботi була наведена
iнформацiя щодо охолодження та утримання систем за допомогою магнiто-
оптичних пасток, а також можливостi налаштування короткодiйних взає-
модiй з використанням резонансiв Фешбаха. Крiм того, ми розглянули вла-
стивостi лужноземельних та їм подiбних атомiв та обґрунтували причини
їхнього використання в експериментах з ультрахолодними газами.

Опис дослiджуваної системи вiдбувався з використанням моделi Фермi-
Габбарда. Щоб отримати повну теоретичну картину, ми почали з побудо-
ви гамiльтонiану, який спершу було запроновано для опису корелюючих у
вузьких енергетичних зонах електронiв. Шляхом певних спрощень отрима-
но вираз для випадку двоорбiтальної системи, що вивчалась у цiй роботi.
Нами було розглянуто граничнi випадки та симетрiї, характернi для моделi
Фермi–Габбарда. Крiм того, ґрунтуючись на вiдомостях з теорiї розсiюва-
ння, ми перезаписали амплiтуди взаємодiй, що входять до гамiльтонiана в
термiнах довжин розсiювання.

Провiдним методом, який використовувався у цiй дипломнiй роботi,
була динамiчна теорiя середнього поля. На початку третього роздiлу ми
ввели поняття функцiї Ґрiна як необхiдної математичної конструкцiї для
опису систем багатьох частинок. Надалi ми зосередилися на математично-
му формулюваннi динамiчної теорiї середнього поля, ввели поняття моделi
домiшок Андерсона задля зведення нелокальної задачi багатьох тiл на ґра-
тцi до локальної задачi з урахуванням локальних флуктуацiй. Крiм того,
нами була описана iтерацiйна процедура чисельного теоретичного пiдходу,
в якiй для знаходження домiшкової функцiї Ґрiна використовувався метод
точної дiагоналiзацiї. Для аналiзу упорядкованих систем ми розширили ме-
тод динамiчної теорiї середнього поля до випадку двочастинної ґратки, а
для систем з додатковим потенцiалом захоплення описали концепцiю дина-
мiчної теорiї середнього поля у реальному просторi. Додатково нами було
узагальнено теоретичний пiдхiд для багатоорбiтальних систем, описаних
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за допомогою мультиорбiтальної моделi Фермi–Габбарда.
Ми продемонстрували, що лужноземельнi та їм подiбнi атоми – це пер-

спективнi кандидати для експериментального спостереження явищ орбi-
тальних та спiнових впорядкувань. Вони також є гарними iнструментами
для покращення розумiння вiдповiдних механiзмiв у твердотiльних мате-
рiалах. Зокрема ми визначили, що iєрархiя амплiтуд взаємодiй впливає
на впорядкування основного стану системи з ультрахолодними атомами.
Так для iзотопу 171Yb з антиферомагнiтним зв’язком Гунда (Vex < 0) при
ng + ne = 2 притаманне антифероорбiтальне впорядкування. У той самий
час, для атомiв 87Sr основний стан характеризується антиферомагнiтними
кореляцiями за тiєї ж загальної густини частинок у ґратцi.

Один з пiдроздiлiв було присвячено залежностi критичної температури
вiд густини частинок у станi g за сталої загальної кiлькостi атомiв у систе-
мi, тобто ng + ne = 2. Таким чином, ми виявили, за якої саме температури
системи з лужноземельними та їм подiбними атомами починають проявля-
ти те чи iнше впорядкування. Крiм того, для рiзних скiнченних температур
нами були розрахованi двовузловi середнi типу ⟨T̂ z

i ⟩⟨T̂ z
i+1⟩ (для антиферо-

орбiтальних кореляцiй) та ⟨Ŝz
i ⟩⟨Ŝz

i+1⟩ (для антиферомагнiтних кореляцiй),
що можуть бути вимiрянi експериментально. Отриманi залежностi демон-
струють послаблення кореляцiй з пiдвищенням температури.

Окрему частину цiєї роботи займав аналiз залежностi густини атомiв у
станах g i e вiд хiмiчного потенцiалу. Дослiдження було мотивоване скла-
днiстю утримання фiксованої кiлькостi атомiв за умови проведення реаль-
ного експерименту. Отримана залежнiсть продемонструвала, що за певних
температур та певної густини частинок g i e для атомiв 171Yb характерне
антифероорбiтальне та фероорбiтальне впорядкування. У той самий час,
системи з iзотопом 87Sr можуть проявляти як антиферомагнiтнi, так i ан-
тифероорбiтальнi (за досить низьких температур, T ≤ 0, 07 tg) сигнали.

Ми також розглянули залежностi густини атомiв у станах g i e за на-
явностi додаткового потенцiалу захоплення, що змiнюється лiнiйно вздовж
однiєї з осей ґратки зi збiльшенням номеру вузла. Для цього була викори-
стана динамiчна теорiя середнього поля у реальному просторi, результа-
ти якої цiлком вiдповiдають залежностi густини вiд хiмiчного потенцiалу,
отриманої з використанням наближення локальної густини для нескiнчен-
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ної системи.
Отриманi результати є актуальними та важливими для експериментiв

з ультрахолодними газами нейтральних атомiв у оптичних ґратках, а саме
з газами лужноземельних та їм подiбних атомiв. Насамперед, результати
вказують на можливiсть спостереження декiлькох впорядкованих фаз та
узгоджуються з результатами, зафiксованими в працi [125] для iншої роз-
мiрностi ґратки та в працi [123] при дослiдженнi системи з iзотопом 173Yb.
Аналiз, проведений в цiй роботi, може бути розширено шляхом змiни гли-
бини ґратки та спiввiдношення поляризовностi мiж рiзними орбiтальними
станами, а також змiни зовнiшнього неоднорiдного потенцiалу, що дiє на
систему.
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22. S. Fölling, A. Widera, T. Müller, F. Gerbier, and I. Bloch, “Formation of
spatial shell structure in the superfluid to mott insulator transition,” Phys.
Rev. Lett., vol. 97, p. 060403, Aug 2006.

23. P. T. Ernst, S. Götze, J. S. Krauser, K. Pyka, D.-S. Lühmann,
D. Pfannkuche, and K. Sengstock, “Probing superfluids in optical lattices by



69

momentum-resolved Bragg spectroscopy,” Nature Physics, vol. 6, pp. 56–61,
Jan 2010.

24. J. F. Sherson, C. Weitenberg, M. Endres, M. Cheneau, I. Bloch, and
S. Kuhr, “Single-atom-resolved fluorescence imaging of an atomic Mott
insulator,” Nature, vol. 467, pp. 68–72, Sep 2010.

25. W. Bakr, A. Peng, M. Tai, R. Ma, J. Simon, J. Gillen, S. Fölling, L. Pollet,
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65. F. Scazza, C. Hofrichter, M. Höfer, P. C. De Groot, I. Bloch, and
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