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АНОТАЦIЯ

Розроблено новi тензорно-мережевi алгоритми для дослiдження триви-
мiрних сильновзаємодiйних квантових систем на решiтцi. Методи базую-
ться на одношаровому вiдображеннi тензорної мережi, що дає змогу значно
знизити обчислювальнi витрати на згортання тривимiрної тензорної мере-
жi. Ми протестували запропонований пiдхiд на моделi кубiчної решiтки
Гейзенберга i отримали показове узгодження наших результатiв з попере-
днiми результатами квантового методу Монте-Карло. Запропонована обчи-
слювальна схема є основою для доступних i точних обчислень тривимiрних
квантових систем за допомогою тензорних мереж, якi не мають проблеми
знаку i можуть бути застосованi до систем з помiрними i сильними взає-
модiями мiж частинками.
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ABSTRACT

We develop new tensor network algorithms to study three-dimensional strong-
ly interacting quantum systems on the lattice. The methods are based on the
single-layer tensor network mapping, which allows us to significantly reduce
the computational costs of the three-dimensional tensor network contractions.
We have tested the proposed approach on the cubic-lattice Heisenberg model
and observed a remarkable agreement of our results with the previous quantum
Monte Carlo calculations. The proposed computational scheme opens the way
for computationally affordable and precise tensor network computations of
three-dimensional quantum systems, which are also sign-free and applicable
to moderate and strongly interacting systems.



4

ЗМIСТ
ВСТУП . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
Огляд лiтератури . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
РОЗДIЛ 1 Моделi Габбарда й ефективнi моделi Гейзенберга . . . . . 11

1.1 Формулювання моделi Габбарда . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2 Ефективнi спiновi моделi . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

РОЗДIЛ 2 Тензорнi мережi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.1 Квантова заплутанiсть . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2 Закон площини . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.3 Тензорнi мережi i заплутанiсть . . . . . . . . . . . . . . 24
2.4 Середнi операторiв iз тензорними мережами. Канонi-

чна форма . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.5 Оптимiзацiя MPS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.6 Двовимiрнi тензорнi мережi . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.7 Обчислення операторiв й енергiї . . . . . . . . . . . . . 38
2.8 CTMRG. Частина 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.9 CTMRG. Частина 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.10 CTMRG. Частина 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

РОЗДIЛ 3 Тривимiрнi тензорнi мережi . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.1 Оптимiзацiя тривимiрного iPEPS . . . . . . . . . . . . . 46
3.2 Знаходження середнiх: граничний PEPS . . . . . . . . . 47
3.3 Знаходження середнiх: CTMRG . . . . . . . . . . . . . . 52

РОЗДIЛ 4 Результати . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
ВИСНОВКИ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ . . . . . . . . . . . . . . . . . 66



5

ВСТУП

Квантова заплутанiсть [1] – форма кореляцiї, яка може iснувати лише
в квантових системах, i є характерною властивiстю квантової механiки.
Ще у раннi роки квантової механiки заплутанiсть привертала увагу таких
метрiв, як Шредiнгер та Ейнштейн. Зокрема, Ейнштейн у своїй статтi iз
Розеном i Подольским [2], виходячи з iдеї заплутаностi, запропонував, що
квантова механiка є неповною i має бути змiнена на класичну теорiю iз
прихованими ступенями вiльностi. Набагато пiзнiше, Белл запропонував
нерiвностi [3] (нинi – нерiвностi Белла), якi можуть порушуватись тiль-
ки у дiйсно квантовiй теорiї, де можливi справжнi заплутанi стани. Аспе i
Цайлiнґер довели експериментально [4–6], що цi нерiвностi дiйсно можуть
бути порушенi, за що були нагородженi Нобелiвською премiєю у 2022 роцi.
Таким чином було доказано, що квантова механiка не може бути змiне-
на на класичну теорiю, а сильно заплутанi стани iснують i можуть бути
використанi експериментально.

Друге дихання квантової заплутаностi вiдкрилося iз народженням iдеї
квантових обчислень [7, 8]. Квантовi алгоритми можуть вирiшувати деякi
задачi експоненцiйно швидше за класичнi аналоги [9, 10], i заплутанiсть,
як суто квантовий феномен, може бути одним iз ресурсiв для квантово-
го пришвидшення (хоча i не єдиним, наприклад, алгоритм Ґровера [11] не
пов’язаний iз заплутанiстю). Крiм того, деякi iз методiв реалiзацiї кван-
тових обчислень, а саме квантовi обчислення на основi вимiрювань [12] та
топологiчнi квантовi обчислення [13–15] ґрунтуються на створеннi сильно
заплутаних квантових станiв iз особливою структурою заплутаностi.

Зацiкавлення заплутанiстю перейшло i до iнших галузей фiзики, до тео-
рiї конденсованого стану [16], теорiї топологiчних порядкiв [17–19], AdS/CFT
вiдповiдностi [20, 21]. Були вiдкритi новi закони поведiнки заплутаностi у
корельованих квантових системах багатьох тiл, такi як закони площини для
заплутаностi [22, 23]. Спектри заплутаностi були пов’язанi iз граничною фi-
зикою квантових систем i iз топологiчними властивостями фаз [24].

Заплутанiсть знайшла собi шлях i до галузi чисельних методiв симуля-
цiї квантових систем. Серед таких методiв потрiбно насамперед вiдзначити
теорiю вкладання матрицi густини (DMET) [25], апроксимацiю Ґутцвiл-
лера та її узагальнення (GA) [26], а також методи тензорних мереж [27].
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Надалi ми зосередимось на методах, заснованих на тензорних мережах.
Основна iдея тензорних мереж – знайти анзац для квантових станiв i

матриць густини, який би вiдповiдав структурi заплутаностi цих кванто-
вих станiв i мав би досить малу кiлькiсть параметрiв. Далi динамiка або
пошук основного стану квантової системи скорочуються (проєктується) на
ефективний простiр цих параметрiв. Додатковими умовами на тензорнi ме-
режi є здатнiсть ефективно знаходити середнi операторiв для цих станiв
(без використання Монте-Карло методiв) i здатнiсть знаходити рiзнi хара-
ктеристики заплутаностi станiв, такi як ентропiя заплутаностi.

Для одновимiрних квантових систем, як на решiтках, так i в неперерв-
ному просторi, методи тензорних мереж (DMRG [28], TEBD [29], TDVP
[30]) досягли такого рiвня точностi, що цi методи стають найпопулярнiшим
методом дослiджень. Цi методи були також узагальненi на квазiдвовимiрнi
системи, i двовимiрнi системи на цилiндрах малого дiаметру, де вони теж
дозволяють отримати досить точнi результати. Такий успiх одновимiрних
тензорних мереж ґрунтується на одразу декiлькох властивостях. По-перше,
для одновимiрних тензорних мереж можна точно знайти середнi значен-
ня операторiв, зокрема, енергiї [31]. Це дає змогу використовувати дуже
ефективнi алгоритми оптимiзацiї для пошуку основного стану. По-друге,
для одновимiрних тензорних мереж складнiсть алгоритму дуже повiль-
но зростає в залежностi вiд основних параметрiв контролю алгоритму, що
дозволяє досягти недоступної для iнших випадкiв точностi. По-третє, для
одновимiрних тензорних мереж можна досить легко розрахувати їх основнi
характеристики заплутаностi, такi як ентропiя заплутаностi, спектр заплу-
таностi та бiльш складнi характеристики, такi як глобальна ентропiя [32]
або магiя Белла (Bell magic) [33].

Для двовимiрних систем ситуацiя набагато складнiша. Iснує декiлька
алгоритмiв, якi дозволяють працювати iз двовимiрними тензорними мере-
жами. Але цi алгоритми мають набагато бiльшу обчислювальну складнiсть
i потребують бiльшого програмiстського мистецтва [34]. Крiм того, середнi
вiд операторiв не можуть бути знайденi точно для двовимiрних тензорних
мереж, тому потрiбно використовувати досить складнi наближенi методи
ще й для обчислення середнiх. На цей момент алгоритми двовимiрних тен-
зорних мереж є далекими вiд своєї остаточної розробки, й можна очiкувати
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їх подальшого вдосконалення у найближчi роки.
Для тривимiрних квантових систем iснує лише декiлька наукових праць,

де були спроби використовувати тензорнi мережi [35, 36]. Це пов’язано з ду-
же значною складнiстю i великим часом обчислень, необхiдним для навiть
приблизного обчислення середнiх вiд операторiв для тривимiрних систем за
допомогою цих пiдходiв. У цiй роботi запропоновано, iмплементовано i про-
тестовано цiлу низку нових алгоритмiв, що здатнi ефективно працювати
з тривимiрними тензорними мережами. Цi алгоритми дозволяють значно
скоротити необхiдний час обчислень для тривимiрних тензорних мереж i
отримати результати, що є близькими за точнiстю до результатiв для дво-
вимiрних тензорних мереж. Подальше розвинення цих методiв дозволить
використовувати тензорнi мережi для будь-яких фiзичних квантових си-
стем, незалежно вiд вимiрностi простору.



8

Огляд лiтератури

У рамках поточного дослiдження нас будуть цiкавити алгоритми на
основi тензорних мереж для вивчення квантових спiнових систем на три-
вимiрних та двовимiрних решiтках. Тензорнi мережi з’явилися незалежно у
досить рiзних галузях фiзики й математики. Першi працi можна пов’язати
iз роботами Крамерса i Ваньє [37] у контекстi апроксимацiї до класичних
статистичних моделей на решiтках. Пiзнiше ця технiка була використана
Бакстером у розглядi класичних iнтегрованих моделей [38, 39] (цiкаво, що
увесь метод Алгебраїчного пiдходу Бете до iнтегрованих систем може бути
переформульований на мовi тензорних мереж [40]). Тензорнi мережi неза-
лежно були використанi для вивчення квантових систем у контекстi чи-
сельних ренормалiзацiйних груп [28] (density matrix renormalization group,
DMRG). DMRG був спочатку сформульований як узагальнення методу чи-
сельної ренормалiзацiйної групи Вiльсона (numerical renormalization group,
NRG) [41] i тiльки пiзнiше переформульований на мовi тензорних мереж
[42] (зазначимо, що NRG Вiльсона був теж пiзнiше переформульований як
алгоритм iз тензорними мережами [43]). Зв’язок мiж DMRG i тензорни-
ми мережами дозволив зрозумiти, що причина ефективностi DMRG була
у природному геометричному представленнi заплутаностi квантових станiв
[22]. Подальший розвиток зв’язку мiж тензорними мережами, заплутанiстю
та конденсованими станами дозволив узагальнити алгоритми на основi тен-
зорних мереж до динамiки у реальному часi [44], до двовимiрнiх систем [45]
та до багатьох iнших застосувань. Тензорнi мережi з’явилися й у математи-
цi, у сферi топологiчної квантової теорiї поля (TQFT), де рiзнi iнварiанти
вузлiв та просторiв можуть бути обчисленi як згортки тензорних мереж, що
вiдповiдають триангуляцiї простору [46, 47]. З цього часу кiлькiсть праць
й застосувань тензорних мереж постiйно зростає. Для загального ознайом-
лення iз сучасним станом галузi можна звернутися до [27, 48–51]. Далi ми
обмежимося описом праць, якi безпосередньо стосуються даної роботи.

У цiй роботi ми будемо використовувати тензорнi мережi для опису
основного стану квантової системи багатьох тiл на регулярнiй решiтцi.
Ефективнiсть представлення основних станiв у виглядi тензорних мереж
ґрунтується на законах площини для заплутаностi [22, 23, 52, 53]. В зале-
жностi вiд геометрiї тензорної мережi, яку використовують для представ-
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лення основного стану, розглядають декiлька рiзних класiв тензорних ме-
реж i вiдповiдних алгоритмiв: одновимiрнi тензорнi мережi (matrix product
state, MPS, tensor train) [31, 54, 55], тензорнi мережi на графi типу дерево
(tree tensor networks, TTN) [56], тензорнi мережi на гiперболiчному графi
iз розмiрнiстю простору на один бiльше нiж Гамiльтонiан моделi (multi-
scale entanglement renormalization ansatz, MERA) [57] i тензорнi мережi на
будь-яких двовимiрних та тривимiрних решiтках (projected entangled pair
states, PEPS) [27, 34] (iснує ще й трохи iнший тип двовимiрних тензорних
мереж – projected entangled simplex states, PESS [58]). У подальшому ми
зосередимося на алгоритмах PEPS.

Теоретичнi пiдходи з PEPS були успiшно використанi для симуляцiї
магнiтних квантових систем на стiльниковiй решiтцi [59], трикутнiй решi-
тцi [60], решiтцi Шастрi–Сазерленда [61], решiтцi кагоме [62]; для симуля-
цiї фермiонних систем [63–66], для дослiдження властивойстей кiральних
спiнових рiдин [67–69], еволюцiї в часi [70, 71], симетричних станiв [72],
збуджених станiв [73, 74], ненульових температур [75] тощо. Алгоритми на
основi PEPS можливо приблизно класифiкувати за двома критерiями: за
методом оптимiзацiї PEPS, та за методом обчислення середнiх вiд операто-
рiв. Iснують наступнi методи оптимiзацiї PEPS: просте оновлення (Simple
Update) [34, 76, 77] – найпростiший, але доволi наближений метод оптимiза-
цiї на основi еволюцiї хвильової функцiї в уявному часi; набагато точнiший,
але одночасно й обчислювально складнiший метод повного оновлення (Full
Update) [34, 78, 79]; градiєнтнi методи [80, 81], найточнiшi на даний момент;
й методи заснованi на iзометричному PEPS, який дає змогу створити дво-
вимiрний аналог DMRG [82, 83].

Перейдемо тепер до класифiкацiї за методом обчислення середнiх. Для
бiльшостi тензорних мереж у формi PEPS неможливо точно знайти се-
реднi значення вiд операторiв. Виключенням є тiльки iзометричнi PEPS.
Для усiх iнших PEPS обчислення середнiх значень виконується за допо-
могою наближених, але контрольованих алгоритмiв. Цi алгоритми можна
подiлити на наступнi типи: заснованi на методi трансфер-матрицi i пред-
ставлення головуючого власного вектора цiєї трансфер-матрицi у формi
MPS [78]; заснованi на використаннi рiзних варiантiв тензорних груп ренор-
малiзацiї [76, 84]; заснованi на методах Монте-Карло [85] та на основi групи



10

ренормалiзацiї кутової матрицi переносу (corner transfer matrix renormali-
zation group, CTMRG) [86]. Ми будемо у подальшому досить часто вико-
ристовувати CTMRG. CTMRG був запропонований Нiшiно и Окунiшi на
квадратнiй решiтцi [87, 88] як поєднання DMRG iз попереднiми працями
Бакстера о кутових трансфер-матрицях [38, 39, 89, 90]. Першi застосуван-
ня методу були до класичних моделей статистичної механiки на решiтках,
таких як модель Iзiнга. Метод був також узагальнений до iнших двовимiр-
них решiток [91–93]. Для обчислення середнiх значень хвильових функцiй
PEPS iз CTMRG використовують також певнi модифiкацiї, якi дозволяють
зменшити час обчислень [94, 95].

Усi цi роботи дослiджували застосування PEPS для вивчення двови-
мiрних квантових систем. Для тривимiрних систем усе набагато складнi-
ше. Iснує лише декiлька статей, якi використовують PEPS до тривимiрних
систем. У працi [36] використовують просте оновлення для оптимiзацiї хви-
льової функцiї i варiант тензорної ренормалiзацiйної групи для обчислення
середнiх. Статтi [96–98] використовують сильно наближений метод (теж на
основi простого оновлення) i для обчислення середнiх значень. Через це їх
метод може досить добре працювати лише для систем iз щiлиною у спе-
ктрi. У працi [99] була спроба узагальнити iзометричнi PEPS на тривимiрнi
системи. На жаль, цей метод дозволив авторам досягти тiльки розмiрностi
зв’язку D = 2 (це основний параметр контролю алгоритмiв iз тензорними
мережами, D = 2 – дуже мале значення, це фактично перший крок по-
за звичайною теорiєю середнього поля). Нарештi, у статтях [35, 100] була
запропонована нова схема обчислень середнiх iз тривимiрними тензорни-
ми мережами, яка дозволила авторам досягти D = 4. Саме ця схема була
вiдправною точкою наших власних дослiджень.

Пiсля цього детального розгляду тензорних мереж перейдемо до фi-
зичних моделей, якi використано в нашiй роботi. Ми починаємо iз рiзних
моделей Габбарда. Цi моделi природно з’являються як у фiзицi iзоляторiв
Мотта i високотемпературних надпровiдникiв [101], так й у фiзицi ультра-
холодних газiв i оптичних решiток [102, 103]. У режимi iзолятора Мотта цi
моделi можуть бути ефективно описанi за допомогою гамiльтонiанiв спiно-
вих систем [103, 104], таких як модель Гейзенберга.
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РОЗДIЛ 1

Моделi Габбарда й ефективнi моделi Гейзенберга

У цьому роздiлi ми розглянемо клас моделей, якi природно виникають
у квантових системах на решiтках. Такi системи з’являються в описi кри-
сталiчних решiток i фiзики електронiв у кристалах, або у теорiї оптичних
решiток iз нейтральними атомами. У останньому випадку система може
складатися i iз бозонiв. У першу чергу розглянемо модель Габбарда, що є
моделлю-парадигмою для розгляду сильно-корельованих квантових систем
на решiтках.

Модель Габбарда була запропонована у 1963 роцi в роботах Габбарда,
Ґутцвiллера i Канаморi [105–107] для пояснення фiзики сильних кореляцiй
у вузьких зонах. Варiанти моделi дають змогу вивчати широку низку фаз
i ефектiв [108]: такi як феромагнетизм[109], антиферомагнетизм [110], хви-
лi зарядової густини [111], надпровiднiсть [112], топологiчно впорядкованi
фази та iншi.

У найпростiшому виглядi модель мiстить два параметри: t, що характе-
ризує ширину зони та U , що визначає амплiтуду мiжелектронної взаємодiї.
Баланс мiж цими двома факторами (а також мiж густиною електронiв на
елементарну комiрку, що характеризує густину домiшок у матерiалi) визна-
чає фазову дiаграму моделi. Iснує також безлiч модифiкацiй цiєї моделi, якi
додають додатковi зони, стрибки мiж далекими вузлами решiтки, або даль-
нi взаємодiї чи корельованi стрибки. Всi цi модифiкацiї здатнi приводити
до екзотичної фiзики.

Але навiть найпростiша версiя моделi мiстить у собi цiлу низку сильно-
корельованих ефектiв, таких як фазовий перехiд мiж провiдником i дi-
електричним станом Мотта при одиничному заповненнi на елементарну
комiрку та високотемпературну (d-wave) надпровiднiсть (а також рiзнi фа-
зи спiнових хвиль та хвиль густини) при легуваннi системи домiшковими
електронами чи дiрками.

Незважаючи на простоту, точний розв’язок моделi Габбарда можна отри-
мати лише для одновимiрної однозонної моделi (за допомогою пiдходу Бе-
те). Тому з самого початку свого iснування модель Габбарда стала тестом
для розробки рiзних аналiтичних i чисельних методiв. Серед цих методiв
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потрiбно вiдилити апроксiмацiю Ґутцвiллера, дiаграмнi методи (насампе-
ред три апроксимацiї Габбарда), метод Монте-Карло [113], теорiю динамi-
чного середнього поля [114], алгоритм Ланцоша [115], функцiональну ре-
нормалiзацiйну групу та iншi.

1.1 Формулювання моделi Габбарда
Розглянемо спочатку як модель Габбарда виникає у кристалiчних ре-

шiтках при описi фiзики електронiв. У цьому випадку ми можемо вважати
iони статичними (у рамках наближення наближення Борна–Опенгеймера),
а електрони будуть рухатися у ефективному перiодичному потенцiалi цих
iонiв. У випадку оптичної решiтки перiодичний потенцiал створюється не
iонами, а зовнiшньою структурою лазерiв. Така система у загальному ви-
падку може бути описана наступним гамiльтонiаном:

H =
∑
i

(
p2
i

2m
+ Vp(ri)

)
+
∑
i<j

Vi(ri − rj), (1.1)

де Vp(r) – зовнiшний перiодичний потенцiал (iонiв чи оптичної решiтки)
i Vi(r) – мiжчастинковий потенцiал взаємодiї (це може бути кулонiвський
потенцiал, його ефективна екранована версiя або ефективний потенцiал
взаємодiї нейтральних атомiв у оптичнiй решiтцi). Будемо також вважати,
що вся система визначена на торi iз перiодичними граничними умовами,
i що iснує тiльки N елементарних комiрок. Знехтуємо спочатку другим
членом взаємодiї (альтернативно можна взяти його до уваги за допомо-
гою апроксимацiї Хартрi–Фока, але це не суттєво впливає на результати).
Тодi частинки будуть рухатися без взаємодiї у перiодичному зовнiшньо-
му потенцiалi, до якого ми можемо застосувати теорему Блоха. Для цього
власнi стани одночастинкового гамiльтонiана

H1 =
p2

2m
+ Vp(r) (1.2)

необхiдно представити як

ψαk(r) = eik·ruαk(r). (1.3)
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У цiй формулi плоска хвиля eik·r модулюється перiодичною функцiєю uαk(r).
Перiод uαk(r) збiгається з просторовим перiодом ґратки. Iндекс α позначає
зону, а k – вектор квазiiмпульсу кристала, що належить до першої зони
Брiллюена.

Надалi можна ввести функцiї Ваньє

wα(r−Ri) =
1√
N

∑
k

ψαk(r−Ri), (1.4)

де Ri позначає вектор ґратки на вузлi i, а пiдсумовування проводять у
всiй зонi Брiллюена. Зазначимо, що функцiї Блоха мають бути нормалi-
зованi. Перевага такої трансформацiї полягає у тому, що функцiї Ваньє
– просторово локалiзованi, i з ними можна визначити модель на решiтцi
(на вiдмiну вiд функцiй Блоха, якi повнiстю нелокальнi). Iснує i зворотнє
перетворення, що переводить функцiї Ваньє до функцiй Блоха:

ψαk(r) =
1√
N

∑
i

eik·Riwα(r−Ri). (1.5)

Потрiбно зазначити, що функцiї Ваньє для рiзних вузлiв i рiзних зон є
ортогональними.

Перейдемо тепер до формалiзму вторинного квантування. Для цього ми
введемо оператори народження та знищення для рiзних функцiй Ваньє (або
функцiй Блоха). За визначенням оператор c†αi,σ утворює частинку зi спiном
σ = {↑, ↓} на вузлi i у зонi α, тодi як оператор cαi,σ зменшує кiлькiсть
частинок на одиницю (тобто анiгiлює частинку). Таким чином, c†αi,σ та cαi,σ
називають операторами народження та знищення, вiдповiдно.

Нагадаємо основнi властивостi ĉ†αi,σ i ĉαi,σ. По-перше, дiя добутку ĉ†αi,σĉαi,σ
на хвильову функцiю не змiнює кiлькiсть частинок у системi, тобто, можна
також записати ĉ†αi,σĉαi,σ = n̂i,σ, де n̂i,σ – локальний оператор густини, який
дiє на вузлi i. У той же час зворотна комбiнацiя для фермiонiв вiдповiд-
ає ĉαi,σĉ†αi,σ = 1 − n̂i,σ. Це призводить до наступного антикомутацiйного
спiввiдношення:

{ĉ†αi,σ, ĉαi,σ} = 1. (1.6)
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Або у загальному випадку:

{ĉ†αi,σ, ĉαj,σ′} = δijδσσ′, (1.7)

δij та δσσ′ – символи Кронекера. У свою чергу:

{ĉ†αi,σ, ĉ
†
αj,σ′} = {ĉαi,σ, ĉαj,σ′} = 0. (1.8)

Усi цi формули можуть бути узагальненi на випадок бозонiв, якi можуть
з’явитись у описi холодних газiв нейтральних атомiв у оптичних решiтках.
Зауважимо також, що спiновий iндекс може приймати бiльший спектр зна-
чень, наприклад, якщо ми розглядаємо фермiоннi нейтральнi атоми iз ви-
щим спiном ядра.

Продовжуючи процедуру вторинного квантування введемо оператор
поля [116]:

Ψ̂†
σ(r) =

∑
αi

w∗
α(r−Ri)ĉ

†
αi,σ; (1.9)

Ψ̂σ(r) =
∑
αi

wα(r−Ri)ĉαi,σ. (1.10)

Оператор Ψ̂†
σ(r) створює частинку зi спiном σ у точцi r, а Ψ̂σ(r) знищує ту

саму частинку.
За допомогою (1.9) та (1.10) гамiльтонiан можна представити у форма-

лiзмi вторинного квантування:

Ĥ =
∑
σ

∫
Ψ̂†
σ(r)Ĥ1Ψ̂σ(r)dr (1.11)

+
1

2

∑
σ,σ′

∫ ∫
Ψ̂†
σ(r)Ψ̂†

σ′(r′)Vi(r, r
′)Ψ̂σ′(r′)Ψ̂σ(r)drdr′

=
∑
σ,α,i,j

∫
w∗
α(r−Ri)ĉ

†
αi,σĤ1wβ(r−Rj)ĉβj,σdr

+
1

2

∑
α,β,γ,δ,
i,j,m,n,
σ,σ′

∫ ∫
wα(r−Ri)ĉ

†
αi,σw

β(r′ −Rj)ĉ
†
βj,σ′Vi(r, r

′)

× wγ(r
′ −Rm)ĉγm,σ′wδ(r−Rn)ĉδn,σdrdr

′.
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Або у ще бiльш компактнiй формi

Ĥ =
∑
σ,α,i,j

tαβij ĉ
†
αi,σĉαj,σ +

1

2

∑
σ,σ′

∑
α,β,γ,δ,
i,j,m,n

Uαβγδ
ijmn ĉ

†
αi,σĉ

†
βj,σ′ ĉγm,σ′ ĉδn,σ, (1.12)

де матричнi елементи tαβij та Uαβγδ
ijmn дорiвнюють

tαβij =

∫
w∗
α(r−Ri)Ĥ1wβ(r−Rj)dr; (1.13)

Uαβγδ
ijmn =

∫ ∫
w∗
α(r−Ri)w

∗
β(r′ −Rj)Vi(r, r

′)wγ(r
′ −Rm)wδ(r−Rn)drdr′.

(1.14)
Застосуємо деякi наближення до гамiльтонiана (1.12). Нас у подальшо-

му не будуть цiкавити усi зони системи. У випадку бозонiв ми можемо роз-
глядати тiльки найнижчу зону за енергiєю. У випадку фермiонiв ми маємо
розглянути зону, яка розташована на поверхнi Фермi. Крiм того, ми дода-
ємо додаткову умову, що ця зона вiддiлена щiлинами вiд сусiднiх зон, i що
взаємодiї меншi за цi щiлини. За цих умов ми можемо залишити у гамiль-
тонiанi тiльки оператори для однiєї зони. По-друге, ми будемо вважати, що
функцiї Ваньє для цiєї зони досить добре локалiзованi у просторi (насправ-
дi, iснує деяка неоднозначнiсть у виборi функцiй Ваньє; цю неоднозначнiсть
можна використати для знаходження максимально локалiзованих функцiй
Ваньє, якi у випадку не топологiчної зони будуть експоненцiйно локалiзо-
ваними). Для таких експоненцiйно локалiзованих функцiй Ваньє iнтеграли
стрибкiв tij i взаємодiй Uijmn швидко зменшуються iз вiдстанню мiж i, j або
i, j,m, n. У випадку, якщо взаємодiї спадають досить швидко, ми можемо
залишити тiльки доданок iз i = j = m = n:

Ĥ =
∑
σ,i,j

tij ĉ
†
i,σĉj,σ +

U

2

∑
σ,σ′

∑
i

ĉ†i,σĉ
†
i,σ′ ĉi,σ′ ĉi,σ. (1.15)

У випадку спiну 1/2 виконують ще й додаткове спрощення

Ĥ =
∑
σ,i,j

tij ĉ
†
i,σĉj,σ + h.c.+ U

∑
i

n̂i,↑n̂i,↓. (1.16)

Так само як ми спростили форму взаємодiй Uijmn ми можемо спростити
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й форму стрибкiв. А саме, ми можемо зробити припущення, що важливими
залишаються тiльки стрибки мiж найближчими сусiдами ⟨ij⟩,

Ĥ = −t
∑
σ,⟨ij⟩

ĉ†i,σĉj,σ + U
∑
i

n̂i,↑n̂i,↓. (1.17)

Цей гамiльтонiан представляє найпростiшу фiзику фермiонiв чи бозонiв
iз однiєю динамiчною зоною i вiдштовхуванням U . У випадку бозонiв до-
статньо нульового спiну, бо на вузлi можуть знаходитися декiлька бозонiв,
що можуть взаємодiяти мiж собою. До цього гамiльтонiану можливо до-
дати iншi бiльш далекi взаємодiї (наприклад, у експериментах в оптичних
решiтках досить часто виникають диполярнi взаємодiї), чи бiльш далекi
стрибки (якi, наприклад, потрiбнi для бiльш точного опису купратiв).

Гамiльтонiан моделi Габбарда комутує з оператором повної кiлькостi
частинок. Тому, має сенс вивчати основний стан цього гамiльтонiану за рi-
зних густин частинок. Виявляється, що фiзика системи може бути досить
рiзною в залежностi вiд цiєї густини n. Найбiльш цiкавими є випадки, ко-
ли n є близькою до одиницi, тобто в режимi напiвзаповненої зони. Така
густина вiдповiдає рiзним дiелектричним станам Мотта, а також фiзицi
купратiв без домiшкових атомiв. За наявностi домiшок (електронних чи
дiркових), тобто за густини n = 1 + δ, де для експериментально-важливих
випадкiв надпровiдностi |δ| < 0.3. За цих умов (для двовимiрної моделi
Габбарда), система може мати цiлу низку сильно-корельованих фаз, таких
як надпровiднiсть або полосатi фази.

Нас далi буде цiкавити фiзика моделi для n = 1 (а також фiзика бозон-
них аналогiв при n = 1, 2, ...). Необхiдно розглянути два випадки: малих i
великих U/t. У першому випадку взаємодiю можливо вважати малою, та
описувати її у рамках теорiї збурень. Випадок U = 0 вiдповiдає металевiй
фазi iз поверхнею Фермi. Невеликi U/t залишають систему в станi Фермi-
рiдини та можуть бути описанi за допомогою модифiкацiї самоенергiї.

Зi зростанням U/t вiдбувається фазовий перехiд до дiелектричного ста-
ну Мотта, який характеризується щiлиною у спектрi заряджених збудже-
них станiв, i не проводить струм. Фiзика у спiновому секторi може бути
набагато складнiше: так, система може знаходитись у магнiтному станi,
фазi валентних зв’язкiв (VBS) або у станi топологiчної спiнової рiдини.
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Бiльш того, можливi фазовi переходи мiж рiзними спiновими фазами iз
варiацiєю U/t.

Незалежно вiд конкретної спiнової фази фiзика самого дiелектричного
стану Мотта залишається незмiнною: стан пригнiчує будь-якi збурення i
флуктуацiї у локальнiй електроннiй густинi. Тому, на кожному вузлi решi-
тки у режимi Мотта знаходиться рiвно один електрон, а от його спiн чи
iншi квантовi числа можуть варiюватися. Це дає змогу знайти ефективну
спiнову (або iз iншими ступенями вiльностi, такими як орбiтальнi числа)
модель, у якiй локальний гiльбертовий простiр на кожному вузлi зменше-
ний. Наприклад, для моделi Фермi–Габбарда, ми можемо сформулювати
ефективну спiнову модель iз спiном на кожному вузлi (тобто гiльбертовим
простором розмiрностi 2).

1.2 Ефективнi спiновi моделi
Як ми можемо знайти ефективну спiнову модель у режимi U/t ≥ 1? Ми

бачимо, що оператори у гамiльтонiанi пропорцiйнi до t змiнюють локальну
густину. Тому, такi оператори не можуть бути залишенi в ефективному
гамiльтонiанi. Оператор, пропорцiйний до U не порушує локальну густину,
але вiн має експоненцiйно вироджений спектр, тому не може слугувати
основою для теорiї збурень, i для визначення структури основного стану.

Основна iдея полягає у введеннi унiтарного перетворення Шрiффера–
Вульфа [117], яке б залишило в гамiльтонiанi тiльки оператори, якi б ко-
мутували iз локальною густиною. Тому треба знайти унiтарний оператор
вигляду eiS, де S = (t/U)S0 + O( t

2

U2 ). Ермiтовий оператор S0 обирають
таким чином, щоб утворений гамiльтонiан eiSHe−iS не змiнював локальної
густини. У випадку моделi Фермi–Габбарда трансформований гамiльтонiан
має форму гамiльтонiану моделi Гейзенберга:

H =
4t2

U 2

∑
⟨ij⟩

[Sxi S
x
j + Syi S

y
j + Szi S

z
j ] +O(t3/U 2), (1.18)

де Sσi – оператори σ-компоненти спiну на вузлi i. Для спiну 1/2 цi оператори
пропорцiйнi до матриць Паулi. Локальнi гiльбертовi простори тепер мають
розмiрнiсть 2 (або розмiрностi спiнового/орбiтального простору для одного
електрона на вузол у бiльш загальному випадку). Оператори наступного



18

порядку, якi мають константу пропорцiйностi t3/U 2, у загальному випадку
включать до себе бiльш далекi спiновi взаємодiї i навiть взаємодiї декiль-
кох спiнiв одночасно (наприклад, чотирьох спiнiв у кутах квадрату для
квадратної решiтки). Цi додатковi взаємодiї можуть призводити до вини-
кнення екзотичних фаз у режимi промiжних значень U/t, але ми не будемо
їх розглядати у цiй роботi.

Перед тим, як переходити до фiзики моделi Гейзенберга, зробимо де-
кiлька додаткових зауважень щодо ефективних спiнових моделей. Ефе-
ктивна модель може бути знайдена не тiльки для моделi Фермi–Габбарда
зi спiном 1/2, але й для моделей Фермi–Габбарда iз вищим спiном, якi мо-
жуть з’явитися в описi експериментiв на оптичних решiтках. У цьому ви-
падку, можливо отримати рiзнi варiанти SU(n) моделей Гейзенберга. Крiм
того, аналогiчнi обчислення можна провести для бозонних моделей Габ-
барда, якi теж можуть мати дiелектричну фазу Мотта для цiлочисельних
заповнень вузлiв ґратки частинками. У випадку, коли iснує декiлька рi-
зних бозонiв (наприклад, декiлька спiнiв), то можна аналогiчним чином
побудувати ефективну спiнову модель, яка теж буде узагальненням моделi
Гейзенберга.

Перейдемо тепер до фiзики моделi Гейзенберга за нульової температу-
ри. Нас буде цiкавити основний стан системи i структура елементарних
збуджень. По-перше, цей гамiльтонiан пропорцiйний S⃗i · S⃗j для кожної па-
ри сусiднiх спiнiв. Якщо б цi оператори були класичними векторами, то
мiнiмум цiєї функцiї досягався би для такої конфiгурацiї спiнiв, для якої
напрямок спiну на кожному вузлi антипаралельний до напрямкiв спiнiв на
усiх сусiднiх вузлах. Для решiток, якi можуть бути роздiленi на двi одна-
ковi пiдрешiтки (квадратна, кубiчна, стiльникова), ця умова вiдповiдає ан-
тиферомагнiтизму. Для iнших решiток, таких як трикутна, може виникати
бiльш складний магнiтний порядок, наприклад, зi спiнiв з кутами у 2π/3

мiж собою. Модель Гейзенберга на решiтцi кагоме має своїм основним ста-
ном безщiлинну спiнову рiдину [95] (точний тип якої все ще є предметом
дискусiй), а тривимiрна пiрохлорова решiтка мiстить топологiчну спiнову
рiдину iз тривимiрним Z2 топологiчним порядком [77]. У цiй роботi нас
будуть цiкавити тiльки магнiтнi фази iз простим антиферомагнiтним по-
рядком.
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Антиферомагнiтний порядок можна характеризувати двома порушени-
ми симетрiями: порушеною трансляцiйною симетрiєю, тобто елементар-
на комiрка має мiстити не один, а два вузли, i порушеною неперервною
SU(2) симетрiєю, яка характеризується ненульовою намагнiченiстю m =√

⟨Sx⟩2 + ⟨Sy⟩2 + ⟨Sz⟩2. Порушена неперервна симетрiя призводить до де-
кiлькох наслiдкiв. Iз теореми Ґолдстоуна випливає, що в спектрi збуджень
системи будуть безщiлиннi ґолдстоунiвськi бозони – спiновi хвилi. Наяв-
нiсть цих спiнових хвиль у свою чергу створює кореляцiї далекого дiа-
пазону в основному станi системи. А саме, кореляцiйнi функцiї вигляду
C(i, j) = ⟨(Si − ⟨Si⟩)(Sj − ⟨Sj⟩)⟩ згасають алгебраїчно з вiдстанню |i − j|.
У наших подальших чисельних обчисленнях ми будемо мати експоненцiй-
ну залежнiсть кореляцiних функцiй C(i, j) ∝ exp [−|i− j|/ξ(D)], де ξ(D)

– кореляцiйна довжина, а D – параметр контролю точностi алгоритму. Зi
збiльшенням D точнiсть алгоритму зростає, а ξ(D) → ∞. Тому кореляцiй-
ну довжину можна використовувати як один з параметрiв для екстрапо-
ляцiї результатiв. Бiльш детально ми описуємо процедури екстраполяцiї у
роздiлi з результатами.

У описi алгоритмiв тензорних мереж ми також будемо використовувати
модель Галдейна [118, 119]. Це одновимiрна модель на ланцюзi з гамiльто-
нiаном Гейзенберга та спiном 1, тобто локальним гiльбертовим простором
розмiрностi 3. Основний стан моделi має декiлька цiкавих властивостей.
По-перше, ця система не має порушених симетрiй, а намагнiченiсть дорiв-
нює нулю. По-друге, вона має щiлину в спектрi елементарних збуджень
[120, 121], якi пропагують у ланцюзi, але на границях системи iснують ви-
родженi локалiзованi стани (edge modes). Такий стан системи називають
симетрiйно захищеним топологiчним станом (SPT) [122, 123], i вiн не мо-
же бути переведений без фазового переходу i без порушення усiх захисних
симетрiй до тривiального стану. Такi стани також мають досить цiкаву
структуру заплутаностi – їх спектр заплутаностi завжди вироджений, що
ми перевiримо у наступному роздiлi [124].
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РОЗДIЛ 2

Тензорнi мережi

Сильнi взаємодiї можуть приводити до виникнення сильно корельова-
них фаз матерiї, таких як топологiчнi порядки [18], взаємодiйнi тополо-
гiчнi дiелектрики [125], критичнi системи з деконфайнментом [126], дивнi
метали [127] та iншi екзотичнi стани матерiї. Особливiстю таких фаз є не-
тривiальна заплутанiсть [1, 7] – особлива форма квантової кореляцiї. То-
му для теоретичного або чисельного дослiдження таких систем необхiднi
методи, якi б дозволили ефективно працювати iз сильно заплутаними ста-
нами. Тензорнi мережi [27, 49] – саме такий клас методiв, якi дозволяють
ефективно представляти хвильовi функцiї i оператори густини фiзичних
сильно-корельованих систем. У цьому роздiлi ми спочатку даємо вступ до
квантової заплутаностi й квантової теорiї iнформацiї [7], приводимо закон
площини, з якого вже виводимо iдею тензорних мереж. Можливостi тензор-
них мереж продемонстрованi на прикладi одновимiрного ланцюгу Галдейна
за допомогою алгоритму iTEBD [29]. Далi ми показуємо як iTEBD може бу-
ти узагальнено на двовимiрнi системи, i пояснюємо алгоритми CTMRG [87].

2.1 Квантова заплутанiсть
Розглянемо спочатку систему з одного спiну 1/2. Гiльбертовий простiр

такої системи має розмiрнiсть 2 iз ортонормованими базисними вектора-
ми |+⟩, |−⟩. Будь-який стан у цьому просторi може бути представлений як
|ψ⟩ = α|+⟩+β|−⟩, де α, β – довiльнi комплекснi константи, i |α|2+ |β|2 = 1.
Розглянемо тепер систему iз двох спiнiв. Гiльбертовий простiр такої систе-
ми є тензорним добутком гiльбертових просторiв станiв окремих спiнiв, i
тому має вимiрнiсть 2× 2 = 4 iз базисом |+ +⟩, |+−⟩|−+⟩, |−−⟩. Уявимо
спочатку, що спiни не взаємодiяли ранiше мiж собою (або з якимось тре-
тiм спiном). Тодi стани цих двох спiнiв мають бути незалежними один вiд
одного, i ми можемо записати загальний такий стан у наступному виглядi:
|product⟩ = (α|+⟩+β|−⟩)⊗((c|+⟩+d|−⟩), де ⊗ – бiлiнiйний тензорний добу-
ток, який дiє на базиснi вектори наступним чином: |+⟩ ⊗ |+⟩ = | + +⟩. Ми
будемо називати такi стани факторизованими станами (factorized states,
product states), тому що вони можуть бути факторизованi у тензорний
добуток станiв окремих спiнiв. Факторизованi стани є основою багатьох
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середньо-польових пiдходiв до систем на решiтках i можуть успiшно опи-
сувати бiльшiсть звичайних фаз зi порушеною симетрiєю.

Однак, зовсiм не всi стани двох спiнiв можуть бути факторизованi. Роз-
глянемо, наприклад, один iз станiв Белла: |Bell⟩ = 1√

2
| + +⟩ + 1√

2
| − −⟩.

Цей стан не може бути факторизований, i тому є заплутаним. Спробуємо
кiлькiсно оцiнити ступiнь заплутаностi цього стану. Для цього знайдемо
зведену матрицю густини цього стану для одного зi спiнiв. Зведена матри-
ця густини може бути знайдена у такий спосiб: спочатку ми знаходимо
повну матрицю густини стану ρ = |ψ⟩⟨ψ|, а потiм обчислюємо неповний
слiд цiєї матрицi за усiма станами, що не характеризують вибраний спiн
ρred = TrB(|ψ⟩⟨ψ|), де у даному випадку B – другий спiн. У бiльш загаль-
ному випадку ми маємо роздiлити систему на двi частини – A,B i знайти
зведену матрицю густини для пiдсистеми A як неповний слiд за гiльберто-
вим простором пiдсистеми B. Для стану Белла зведена матриця густини
для першого спiну: ρred = 1

2 |+⟩⟨+| + 1
2|−⟩⟨−|. Ми бачимо, що ця матриця

густини не є матрицею густини чистого стану. Ми можемо обрахувати для
неї ентропiю фон Неймана: S = −Tr(ρred log ρred) = log 2. Ентропiю зведе-
ної матрицi густини називають ентропiєю заплутаностi мiж двома спiнами.
Для стану Белла ця ентропiя максимальна, тому ми можемо вважати, що
стан Белла – максимально заплутаний. У протилежному випадку – для
факторизованих станiв ентропiя заплутаностi дорiвнює нулю.

2.2 Закон площини
У фiзичних системах заплутанiсть зазвичай не абияка, а виконує цiлу

низку законiв та правил. Нас цiкавлять два таких закони – закон площи-
ни [22, 23] i моногамiя заплутаностi [128], тому що цi закони можуть бути
використанi як основа для розробки чисельних методiв розв’язку сильно
взаємодiйних квантових систем. Ми не будемо тут приводити математичне
твердження моногамiї заплутаностi, але приведемо її iнтуїтивний змiст:
квантова заплутанiсть це ресурс, який має бути розподiлений мiж рiзни-
ми потенцiйними партнерами по заплутаностi. Наприклад, якщо ми маємо
три спiни, то ми можемо або максимально заплутати два спiни, i тодi тре-
тiй має бути факторизований вiд перший двох; або ми можемо заплутати
мiж собою усi три спiни, але тодi цi спiни вже не можуть бути попарно
максимально заплутаними – ми маємо якось розподiлити заплутанiсть мiж
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трьома спiнами. Якi висновки ми можемо зробити iз моногамiї заплутано-
стi? Роздивимось двi системи – одновимiрний ланцюг зi спiнiв i тривимiрну
гранецентровану решiтку таких саме спiнiв. Припустимо також, що спiни
взаємодiють тiльки з найближчими сусiдами. Тодi кожний спiн у таких си-
стемах буде заплутаний здебiльшого iз своїми найближчими сусiдами, але
у ланцюзi таких сусiдiв тiльки два, а у гранецентрованiй ґратцi – z = 8.
Оскiльки у першому випадку заплутанiсть має бути розподiлена мiж дво-
ма спiнами, а у другому – мiж вiсьмома, то у ланцюзi сусiднi спiни будуть
зазвичай набагато бiльш заплутаними, нiж у тривимiрнiй системi. З цiєї
причини середньо-польовi пiдходи, якi основанi на факторизованих станах,
стають все бiльш точними у системах з великою просторовою розмiрнiстю.
З iншої сторони, одновимiрнi та двовимiрнi системи легко проявляють силь-
но корельовану i заплутану фiзику, таку як дробовий квантовий ефект Хол-
ла [129] або високотемпературну надпровiднiсть [101]. Тривимiрнi системи,
якi будуть цiкавити нас у цiй працi, знаходяться посерединi у цiй iєрархiї
заплутаностi. З одного боку, середньо-польовi пiдходи, такi як наближення
Хартрi–Фока, варiнти теорiї функцiоналу густини [130], або бiльш скла-
дна динамiчна теорiя середнього поля [131] здатнi досить точно описувати
бiльшiсть фаз у тривимiрних системах. Але iснують також i моделi, такi
як модель Гейзенберга на пiрохлоровiй решiтцi [132], про якi вiдомо, що во-
ни можуть проявляти екзотичнi фази, такi як тривимiрна спiнова рiдина
[133]. Тому тривимiрнi решiтки слугують межою мiж середньо-польовими
пiдходами для систем iз великою розмiрнiстю та пiдходами, заснованими
на заплутаностi, якi були розвинутi для низьковимiрних систем.

Iнший важливий закон поведiнки заплутаностi – це закон площини
[22, 23], який вiдображає локальнiсть заплутаностi у основному станi кван-
тової системи з локальним гамiльтонiаном. Для цього закону необхiдно,
щоб взаємодiї були локальнi: гамiльтонiан має бути представлений як сума
операторiв, якi дiють тiльки на декiлька близьких сусiдiв, i цих сусiдiв має
бути досить мало. Моделi Гайзенберга та Габбарда з попереднього роздiлу є
прикладами таких гамiльтонiанiв. Потрiбно зазначити, що закон площини
досить часто виконується i для бiльш складних гамiльтонiанiв, якi мiстять,
наприклад, диполярнi взаємодiї або системи атомiв у оптичних резонаторах
[134]. Прикладом фiзично цiкавої системи для якої закон площини не бу-
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де виконуватися у загальному випадку – моделi SYK (Sachdev–Ye–Kitaev)
[135], якi описують фiзику дивних металiв. Для локальних гамiльтонiа-
нiв закон площини можливо сформулювати наступним чином. Побудуємо
спочатку граф взаємодiй системи, де окремi ступенi вiльностi (наприклад,
спiни у моделi Гайзенберга) є вузлами графу, а ребра графу поєднують
сусiдiв (де сусiдство визначається за наявнiстю сильних взаємодiй у га-
мiльтонiанi). Граф буде мати малу зв’язнiсть на кожному вузлi, так як за
визначенням локальностi сусiдiв має бути мало. Роздiлимо тепер граф на
двi зв’язнi частини A i B. Для основного стану квантової системи ми мо-
жемо знайти ентропiю заплутаностi S(A,B) для подiлу системи на цi двi
частини. Закон площини стверджує, що для систем iз щiлиною в спектрi
ентропiя заплутаностi буде пропорцiйна до площини границi мiж частина-
ми A i B: S(A,B) ∝ ∂A, де площина границi може бути обрахована як
кiлькiсть ребер графа, що проходять крiзь площину, яка роздiляє A i B.
Для систем без щiлини у спектрi збуджених станiв закон площини може
мати логарифмiчнi поправки.

Покажемо тепер, що закон площини є дуже нетривiальним обмежен-
ням на заплутанiсть квантової системи. Найбiльшу ентропiю заплутаностi
має одинична матриця густини, ентропiя якої дорiвнює S = logD(H), де
D(H) – розмiрнiсть гiльбертового простору. Нехай тепер пiдсистема A мi-
стить N спiнiв, iз гiльбертовим простором кожного спiну розмiрностi 2.
Тодi D(H) = 2N i S(A,B) ∝ N . Але N – це фактично об’єм пiдсистеми A,
тобто кiлькiсть вузлiв у пiдсистемi. Для досить регулярних графiв об’єм
N може бути набагато бiльше нiж площина границi. Тобто, закон площини
стверджує, що для основного стану квантової системи заплутанiсть наба-
гато менше за максимально можливу. Бiльш того, для випадкових станiв у
гiльбертовому просторi ентропiя буде пропорцiйна саме до об’єму пiдсисте-
ми, а не до площини границi. Тому закон площини може виконуватися тiль-
ки для дуже малого шару iз простору усiх станiв гiльбертового простору i
саме цi стани можуть бути основними станами локального гамiльтонiану.

Приведемо тепер простi приклади аплiкацiї закону площини. Розгляне-
мо моделi Гейзенберга зi спiнами s = 1/2 i s = 1 на одновимiрному ланцюзi
i двовимiрнiй квадратнiй решiтцi. Граф взаємодiй системи у такому разi
збiгається з решiткою. Нехай ланцюг складається з L вузлiв. Роздiлимо
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ланцюг десь посерединi на двi частини, з довжинами N i (L − N) вузлiв,
де N < (L − N). Якщо спiн дорiвнює s = 1, то модель Гейзенберга на
ланцюзi знаходиться у фазi Галдейна, яка має щiлину у спектрi елемен-
тарних збуджень. Тодi ентропiя заплутаностi мiж двома пiдсистемами має
бути приблизно постiйною i малою, незалежно вiд N , тому що границя мiж
двома пiдсистемами проходить тiльки крiзь одно ребро ланцюгу. Якщо ж
спiн дорiвнює s = 1/2, то система не має щiлини у спектрi i описується на
малих енергiях конформною теорiєю поля Весса–Зумiно–Вiттена (WZW
model) [136]. У цьому випадку виникають логарiфмiчнi поправки до за-
кону площини i ентропiя заплутаностi зростає за законом S ∝ logN , де
константа пропорцiйностi пов’язана iз центральним зарядом конформної
теорiя поля (що є одним iз найефективнiших способiв як знайти централь-
ний заряд з чисельних розрахункiв) [137]. У будь-якому разi, обидвi ен-
тропiї заплутаностi мають набагато кращий скейлiнг з N нiж випадковий
стан у гiльбертовому просторi ланцюга, який би мав ентропiю заплутаностi
пропорцiйну до N . Розглянемо тепер двовимiрну решiтку. Як i в однови-
мiрному випадку, s = 1/2 система не має щiлини у спектрi i знаходиться
у антиферомагнiтному станi iз спонтанно порушеною симетрiєю, а s = 1

система може знаходитися у фазi SPT iз щiлиною в спектрi (за умови дода-
ткової анiзотропiї [138]). Розглянемо нескiнченну ґратку i виберемо в якостi
пiдсистеми A квадрат розмiру N ×N . Тодi для s = 1 маємо S(A,B) ∝ N ,
для спiну s = 1/2 ентропiя S(A,B) ∝ N logN , а для випадкового стану –
S(A,B) ∝ N 2.

2.3 Тензорнi мережi i заплутанiсть
Тензорнi мережi [27, 139] – це загальний вид алгоритмiв та аналiти-

чних методiв, якi дозволяють вирiшувати цiлу низку задач фiзики сильно-
корельованих квантових систем, моделей класичної статистичної механiки
(наприклад, моделей Iзiнга чи Поттса), задач лiчби i комбiнаторики [140–
142] та симуляцiї диференцiйних рiвнянь у часткових похiдних [143]. Крiм
того, тензорнi мережi використовують у машинному навчаннi [144] та у ана-
лiзi зображень [145]. Перед тим як переходити до застосувань тензорних
мереж до квантової теорiї iнформацiї дамо стислий вступ до позначень.

У загальному випадку тензор – це масив даних iз декiлькома iндексами.
Наприклад, вектор чи матриця (оператор) є тензорами з одним чи двома
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iндексами вiдповiдно. Tijk, де iндекси i, j, k пробiгають значення вiд 1 до
M , позначає тензор з трьома iндексами. Кiлькiсть iндексiв тензору – це
його ранг. Хвильовi функцiї системи iз N спiнiв є прикладами тензорiв
рангу N , тому що для визначення цiєї хвильової функцiї потрiбно задати
коефiцiєнти ci1i2...iN , де iндекси ik приймають значення у базисних станах
k-ого спiну. Визначимо тепер операцiї мiж тензорами. Звичайно, тензори
однакового рангу i розмiрностi усiх iндексiв можливо додавати i вiднiма-
ти один вiд одного. Крiм того, тензори можна помножувати на константу.
Але найважливiшою операцiєю для нас буде згортка двох iндексiв, якi на-
лежать двом рiзним тензорам. Наприклад, нехай заданi два тензори Tijk i
Pmnr. Якщо третiй iндекс першого тензора i перший iндекс другого тензора
мають однакову розмiрнiсть, то ми можемо згорнути цей iндекс i визначи-
ти наступний тензор: Rijnr =

∑
k TijkPknr = TijkPknr, де ми використа-

ли правило сум Ейнштейна, за яким за iндексом, який повторюється мiж
двома тензорами, має проводитись пiдсумовування. В результатi згортки
ми отримали тензор R рангу 4. У подальших обчисленнях нам досить ча-
сто будуть зустрiчатися вирази зi згортками багатьох iндексiв мiж досить
великою кiлькiстю тензорiв (у деяких випадках – нескiнченою кiлькiстю
тензорiв). Такi суми досить складно записати на паперi зi звичайними по-
значеннями (бо вже не вистачає лiтер для позначення окремих iндексiв),
i навiть коли такi суми все ж таки записанi – це не додає їм iнтуїтивно-
го змiсту. Тому ми будемо використовувати графiчне зображення згорток
тензорiв, запропоноване Пенроузом [146]. У цих позначеннях, кожному тен-
зору вiдповiдає вузол графу (зазвичай iз якоюсь позначкою, яка визначає
який саме це тензор), а кожному iндексу цього тензора – ребро графу, що
починається (чи закiнчується, але ми тут будемо вважати, що граф не має
орiєнтацiї ребер) на вiдповiдному вузлi. Якщо якийсь iндекс мiж двома
тензорами згортається, то вiдповiднi ребра графу поєднуються мiж собою.
Таким чином, тензори – це вузли графу, згорнутi iндекси – закритi ребра,
а незгорнутi iндекси – вiдкритi ребра графу (тобто ребра, якi мають тiльки
один граничний вузол), див. також Рис. 2.1(a).

Тепер ми можемо ввести поняття тензорної мережi. У загальному ви-
падку, тензорна мережа – це досить великий граф iз багатьма вузлами, i
набiр тензорiв, якi вiдповiдають вузлам графу. Нехай у мережi є k вiдкри-
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тих ребер. Тодi мережа є вiдображенням тензору рангу k i задача згортки
мережi буде задачею знаходження цього тензору. Зазначимо, що ця задача
може бути дуже складною, тому що у мережi може бути багато закритих
ребер, а складнiсть згортки є експоненцiйною (у загальному випадку) за
кiлькiстю закритих ребер.

Як ми можемо використати тензорнi мережi у фiзицi? Одне з популяр-
них застосувань пов’язано з моделями статистичної механiки. Бiльшiсть
моделей класичної статистичної механiки на ґратках, такi як моделi Iзiнга,
Поттса чи димерiв, можуть бути сформульованi мовою тензорних мереж,
а саме статистична сума може бути представлена як тензорна мережа без
вiдкритих ребер, де граф мережi збiгається з ґраткою, на якiй визначе-
на модель статистичної механiки, а тензори у вузлах графу пов’язанi iз
ваговими коефiцiєнтами моделi [49].

Але бiльш популярними тензорнi мережi стали у квантовiй фiзицi. По-
вернемося до хвильової функцiї системи iз багатьма спiнами. Ця хвильова
функцiя є тензором iз кiлькiстю iндексiв рiвною до кiлькостi спiнiв. В за-
гальному випадку, для досить великої кiлькостi спiнiв, ми навiть не здатнi
вмiстити хвильову функцiю у пам’ять нашого комп’ютера, тому що кiль-
кiсть коефiцiєнтiв у хвильовiй функцiї зростає експоненцiйно за кiлькiстю
спiнiв. З цiєї причини алгоритми заснованi на точнiй дiагоналiзацiї, чи то-
чнiй симуляцiї динамiки квантової системи неможливi для систем iз кiль-
кiстю спiнiв бiльшою за N = 40 − 44. Iдея алгоритмiв тензорних мереж
полягає у спробi представити хвильову функцiю як згортку N -тензорiв
малого рангу. Якщо це можливо, то пам’ять необхiдна для представлення
хвильової функцiї буде пропорцiйною до кiлькостi спiнiв N , а не до експо-
ненти 2N . Як було зазначено вище, тензорна мережа – це не тiльки набiр
тензорiв, але ще й граф, який показує, як згортати цi тензори мiж собою.
Важливим питанням є визначення графу тензорної мережi, необхiдної для
апроксимацiї заданої хвильової функцiї. Припустимо тепер, що ми хочемо
представити у виглядi тензорної мережi основний стан квантової системи
на якiйсь решiтцi з локальними взаємодiями. Тодi для основного стану має
виконуватися закон площини заплутаностi. Виявляється, що такий саме
закон площини буде виконуватись i для будь-якої тензорної мережi, гра-
фом якої є ця сама решiтка. З цього походить пропозицiя, що основний
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стан квантової системи на решiтцi з локальним гамiльтонiаном може бути
представлений як тензорна мережа на цiй решiтцi.

Для iлюстрацiї принципу побудови тензорної мережi розглянемо одно-
вимiрну систему спiнiв на ланцюгу з N спiнiв. Ми можемо представити
основний стан такої системи як згортку N тензорiв Aik

k,αk−1αk
рангу 3, де

iндекс ik – це фiзичний iндекс, який приймає значення у базисi гiльбер-
тового простору k-ого спiну, а αk−1, αk – додатковi iндекси розмiрностi D.
Оскiльки фiзична модель була визначена на ланцюзi, то й тензорна мережа
має граф у виглядi ланцюга. У цьому випадку ми здатнi не тiльки нама-
лювати цю мережу (див. Рис. 2.1(b)), але й записати цю згортку явно за
допомогою пiдсумовувань:

ci1i2...iN = Ai1
1α1
Ai2

2,α1α2
Ai3
α2α3

...AiN−1
αN−2αN−1

AiN
αN−1

. (2.1)

Таку архiтектуру тензорної мережi називають станом матричного до-
бутку (matrix product state, MPS). Звернiть увагу, що перший i останнiй
тензори мають тiльки по одному додатковому iндексу. Це пов’язано з тим,
що геометрiя ґратки – ланцюг iз двома граничними спiнами. Якщо б геоме-
трiя моделi була перiодичним кiльцем, то перший i останнiй тензори мали
б по два додаткових iндекси, якi б згорталися мiж першим та останнiм тен-
зорами. MPS можливо узагальнити на будь-якi двовимiрнi чи тривимiрнi
решiтки, хоча тензори тодi будуть мати бiльший ранг. Наприклад, на ква-
дратнiй решiтцi (див. Рис. 2.1(c)) тензори будуть п’ятого рангу, iз одним
фiзичним i чотирма додатковими iндексами розмiрностi D. Такi двовимiр-
нi або тривимiрнi стани називаються проєктованi стани заплутаних пар
(projected entangled pair states, PEPS) i будуть надалi використовуватись
у наших алгоритмах.

Перед тим як почати практично працювати iз тензорними мережами,
покажемо на прикладi MPS, що для них виконується закон площини для
заплутаностi. Роздiлимо ланцюг на двi частини, де до першої будуть входи-
ти усi спiнi з першого до k-ого. Тодi хвильову функцiю можна представити
як суму |g⟩ =

∑D
αk=1 L

i1i2..ik
αk

R
ik+1ik+2...iN
αk , де тензори L i R є згортками усiх

тензорiв A з MPS, якi знаходяться до та пiсля k-ого спiну, вiдповiдно. Така
факторизацiя стану показує, що ранг редукованих матриць густини цьо-
го стану не може бути бiльшим за D, i тому ентропiя заплутаностi такого
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Рис. 2.1: a) Графiчна дiаграма для згортки двох тензорiв Rijmn = TijkPknr.
b) Графiчне зображення тензорної мережi MPS. c) Графiчне зображення
тензорної мережi PEPS на квадратнiй решiтцi.

стану обмежена згори S < logD. Таке обмеження виконується для всiх k.
Тому ентропiя заплутаностi для будь-якого роздiлу системи на двi частини
обмежена константою, що i є визначенням закону площини для одновимiр-
ного ланцюга. Тому MPS автоматично виконують закон площини i можуть
слугувати апроксимацiєю основних станiв одновимiрних квантових систем.

З наведеної нерiвностi для ентропiї заплутаностi також випливає фi-
зичний змiст розмiрностi додаткових iндексiв D – це фiзичне обмежен-
ня на можливу заплутанiсть стану, представленого тензорною мережею. У
подальших обчисленнях ми будемо досить часто починати працювати iз
малими D, а потiм поступово збiльшувати цей параметр, дозволяючи тен-
зорнiй мережi представляти все бiльшу заплутанiсть. У лiмiтi D → ∞ усi
результати будуть точними. Доцiльно також коротко узагальнити це мiр-
кування на бiльш складний випадок двовимiрних i тривимiрних систем.
Нехай система роздiлена на двi частини, i роздiл перетинає M додатко-
вих iндексiв. Тодi хвильову функцiю можливо записати теж як суму з DM

доданкiв, де кожен доданок є добутком хвильових функцiй у двох рiзних
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частинах роздiлу. Тодi ентропiя заплутаностi такого роздiлу обмежена не-
рiвнiстю S(A,B) < M logD. Але M – це кiлькiсть додаткових iндексiв,
якi перетинає поверхня роздiлу, i ця кiлькiсть пропорцiйна до площини
поверхнi. Тобто ентропiя заплутаностi обмежена згори площиною поверхнi
роздiлу, i тензорна мережа виконує закон площини i у двовимiрному чи
тривимiрному випадках.

Наостанок додамо, що системи з логарифмiчною поправкою до закону
площини теж можуть бути представленi як тензорнi мережi, але з бiльш
складним графом. Цей граф має додатковий “голографiчний” вимiр, ана-
логiчний до AdS/CFT (антi-де-Сiттер/ конформна теорiя поля) дуальностi
[147], i здатний своєю геометрiєю включати логарифмiчний фактор. Такi
тензорнi мережi називаються MERA [148], i мають досить цiкавi власти-
востi (такi як емерджентнi гравiтацiйнi взаємодiї AdS простору [149, 150]),
але виходять за межi основних завдань цiєї роботи.

2.4 Середнi операторiв iз тензорними мережами. Канонiчна
форма

Спробуємо на прикладi MPS знайти середнє значення оператора O, де
оператор O має пiдтримку тiльки на одному чи двох сусiднiх вузлах лан-
цюгу. Середнє значення оператору тодi має форму ⟨O⟩ = ⟨ψ|O|ψ⟩

⟨ψ|ψ⟩ . На гра-
фiчному представленнi тензорних мереж обчислення цього середнього зна-
чення представлено на Рис. 2.2(a). Надалi ми будемо вважати, що система
нескiнченна, i має якусь перiодичну структуру, наприклад, тензори MPS
повторюються через кожнi два тензори (такий перiодичний анзац довiль-
ний для розгляду бiльшостi антиферомагнiтних чи феромагнiтних систем).
Тодi обчислення середнього значення оператора приймає форму згортки
нескiнченної перiодичної тензорної мережi. На щастя, така згортка може
бути проведена точно. Для цього ми можемо спочатку видiлити матрицю
трансферу T , зображену на Рис. 2.2(b). Для цiєї матрицi ми можемо знайти
правi та лiвi власнi вектори |λr,i) i (λl,i|, вiдповiдно, з власним значеннями
λi. Оскiльки у термодинамiчному лiмiтi матриця T злiва i справа помно-
жується сама не себе нескiнченну кiлькiсть разiв, тiльки найбiльше власне
значення λ0 i вiдповiднi власнi вектори |r) i (l| мають якесь значення. За
допомогою цих власних векторiв, ми можемо переписати середнє значен-
ня оператора як компактну скiнченну тензорну мережу, яка зображена на
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Рис. 2.2(c).
Наведена мережа може бути вже легко обчислена. На жаль, ця процеду-

ра все ж таки потребує знаходження власних векторiв трансфер-матрицi.
Крiм того, оптимiзацiя тензорної мережi, яка буде розглянута у наступному
пiдроздiлi, теж потребує знаходження власних векторiв i доволi складного
алгоритму оптимальної трункацiї. Тому досить економним є можливе вве-
дення так званої канонiчної форми MPS, мета якої зробити власнi вектори
|r) i (l| тривiальними символами Кронекера [31]. Для цього повернемося
до визначення MPS i розглянемо додатковi iндекси αk. У хвильовiй фун-
кцiї цi iндекси завжди попарно згорнутi. Тому в нас є можливiсть завжди
замiнити просту згортку на добуток X × X−1, де X – будь-яка матриця
розмiрностi D×D, пiсля чого матрицi X i X−1 можливо включити до сусi-
днiх тензорiв Ak, Ak+1. MPS не змiниться вiд такої процедури. Тому в нас є
певна калiбрувальна вiльнiсть щодо вибору тензорiв A, яка не змiнює MPS
у цiлому. Можна спробувати знайти такi матрицi X, щоб власнi вектори
трансфер-матрицi T стали тривiальними символами Кронекера.

Щодо задачi знаходження канонiчної форми MPS, така можливiсть дiй-
сно iснує, але потребує ще додаткового введення дiагональних позитивних
матриць λb,k на кожному додатковому iндексi αk. MPS у канонiчнiй формi
зображений на Рис. 2.2(d) i складається з матриць λb i тензорiв третього
рангу Γ. На цi матрицi i тензори мають бути накладенi умови, що графiчно
зображенi на Рис. 2.2(e). У працi [79] показано алгоритм, за допомогою яко-
го можна трансформувати будь-який MPS до еквiвалентного у канонiчнiй
формi (процедура трансформацiї включає тiльки iтеративнi калiбрувальнi
перетворення). Пiсля трансформацiї до канонiчної форми середнi значення
операторiв можуть бути знайденi значно легше i не потребують дiагоналi-
зацiї трансфер-матрицi.

Зазначимо, що коефiцiєнти матрицi λb мають фiзичний змiст i хара-
ктеризують заплутанiсть квантового стану. А саме, ентропiя заплутаностi
може бути знайдена як S = −

∑
i λ

2
b,i log λ2b,i (де виконана умова нормуван-

ня
∑

i λ
2
b,i = 1). Крiм того, самi коефiцiєнти λ2b,i = exp [−Ei], де Ei – спектр

заплутаностi -ще одна важлива характеристика заплутаностi квантового
стану. Наприклад, виродженiсть цього спектру може слугувати одним iз
критерiїв симетрично захищеного топологiчного порядку (SPT фази) [124].
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Рис. 2.2: a) Графiчне зображення процедури знаходження середнього зна-
чення оператора O для нескiнченного MPS. b) Матриця трансферу для
MPS та її головуючi власнi вектори. c) Середнє значення оператора через
власнi вектори матрицi трансферу. d) Канонiчна форма MPS. e) Додатковi
умови на тензори у канонiчнiй формi.
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2.5 Оптимiзацiя MPS
Ми вже з’ясували, як знаходити середнi значення операторiв для MPS.

Тепер ми маємо визначити, як саме можливо знайти MPS (або якусь iншу
тензорну мережу), яке б представляло або апроксимувало основний стан
заданого гамiльтонiану. Звичайно, для досить малих систем ми можемо
знайти основний стан точно i потiм представити його у формi MPS за до-
помогою iтеративних SVD. Але нас бiльше цiкавить випадок дуже великих
систем (насправдi – нескiнченних), для яких ми не можемо знайти хвильо-
ву функцiю основного стану точно (за винятком окремих випадкiв iнтегро-
ваних систем [40]). У цьому випадку ми знаємо, що основний стан може
бути представлений або апроксимований MPS. Ми можемо спробувати ви-
користати варiацiйний принцип для знаходження цього MPS. А саме, ми
знаємо, що основний стан мiнiмiзує середнє значення гамiльтонiану систе-
ми. Тому ми можемо спробувати знайти MPS, який би мiнiмiзував енергiю,
i цей MPS був би найкращою апроксимацiєю основного стану для задано-
го D (пiсля цього ми можемо поступово збiльшувати D, поки енергiя не
перестане змiнюватись). Такий алгорiтм є основою DMRG (density matrix
renormalization group) алгоритму [28, 31], який є напевно найпоширенiшим
методом вивчення одновимiрних квантових систем. На жаль, цей алгоритм
досить важко узагальнити на двовимiрнi та тривимiрнi квантовi системи
(хоча i iснують деякi методи оптимiзацiї PEPS на основi градiєнтного по-
шуку [80]). Тому далi ми будемо використовувати iншу стратегiю пошуку
оптимальної тензорної мережi – еволюцiю в уявному часi [29].

Нехай ми маємо якийсь випадковий стан |ϕ⟩. Ми можемо розглянути
стан: |ϕ(β)⟩ = exp [−βH]|ϕ⟩/|| exp [−βH]|ϕ⟩||. Цей стан є результатом ево-
люцiї початкового стану на уявний час β (iз додатковою нормалiзацiєю
кiнцевого стану). У лiмiтi β → ∞, |ϕ(β)⟩ → |g⟩ результатом цiєї еволюцiї
є основний стан системи. Низка алгоритмiв оптимiзацiї тензорних мереж
ґрунтується саме на симуляцiї еволюцiї в уявному часi. Для цього споча-
тку уявний час дискретизують на кроки dτ , а потiм дiють на випадкову
початкову тензорну мережу оператором exp [−dτH]. Пiсля дiї новий стан
нормалiзують i порiвнюють зi станом на минулому кроцi. Процедуру про-
довжують до збiжностi стану. У деяких випадках пiсля цього проводять
додаткову оптимiзацiю зi зменшеним dτ , щоб уникнути можливих похи-
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Рис. 2.3: a) Перший крок оптимiзацiї – знаходження тензору R. b) Дiємо на
R тротерiзованою експонентою вiд гамiльтонiана та використовуємо SVD
(singular value decomposition) з обрiзанням, щоб факторизувати тензор. c)
Повертаємось до тензорiв Γ.

бок, спричинених дискретизацiєю.
Найважливiша частина цього алгоритму – це застосування exp [−dτH]

до стану представленого тензорною мережею з додатковими iндексами роз-
мiрностi D. На жаль, не має нiяких гарантiй, що пiсля такої операцiї нова
хвильова функцiя буде теж мати форму тензорної мережi iз додатковими
iндексами розмiрностi D. Насправдi, нам потрiбно вирiшити двi задачi: 1)
знайти такий алгоритм застосування exp [−dτH], який би переводив тен-
зорну мережу у iншу тензорну мережу з, можливо, бiльшою розмiрнiстю
D2 > D; 2) розробити процедуру апроксимацiї мережi iз розмiрнiстю D2

iншою тензорною мережею розмiрностi D. Вiд того, як саме вирiшуються
цi двi задачi залежать точнiсть i час обчислень бiльшостi алгоритмiв тен-
зорних мереж, особливо для двовимiрних i тривимiрних систем.

У цьому пiдроздiлi ми пояснимо тiльки найпростiшу i найстарiшу схе-
му вирiшення обох задач i тiльки для одновимiрних систем – time-evolving
block decimation (TEBD) [44]. У подальших роздiлах ми обговоримо цiлу
низку узагальнень i доопрацювань. У своїй найпростiшiй версiї TEBD мо-
же бути використаний тiльки для систем iз взаємодiями мiж найближчими
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сусiдами: H =
∑

n hn,n+1, де оператори hn,n+1 дiють на вузли n, n + 1. До
таких систем належать, наприклад, моделi Гейзенберга чи Габбарда. Для
представлення оператора еволюцiї exp [−dτH] використаємо розкладання
Троттера–Сузукi. Для цього роздiлимо гамiльтонiан на наступнi два до-
данки: H = HA + HB, HA =

∑
n h2n,2n+1, HB =

∑
n h2n+1,2n+2. Звернемо

увагу, що всi оператори у сумах для HA i HB комутують мiж собою. Тепер
ми можемо використати приблизну формулу Троттера–Сузукi:

exp [−dτH] ≈ exp [−dτHB] exp [−dτHA]. (2.2)

Ця формула є придатною за малих dτ . Для множника exp [−dτHA] ви-
конується рiвнiсть exp [−dτHA] =

∏
n exp [−dτh2n,2n+1] (для exp [−dτHB]

формула аналогiчна). Тепер нам потрiбно подiяти цими операторами (ко-
жен з яких дiє тiльки на два сусiднi вузли) на тензорну мережу. Ця дiя
представлена на Рис. 2.3(a-b). Ми бачимо, що пiсля дiї цих операторiв,
два тензори Γ для сусiднiх спiнiв об’єднуються у один. Щоб повернутися
назад до MPS, нам потрiбно факторизувати цей новий тензор четвертого
ранга у два нових тензори Γ. Оптимальна факторизацiя може бути дося-
гнути у два кроки, якi зображенi на Рис. 2.3(b-c). На першому кроцi був
використаний SVD алгоритм iз обрiзанням розмiрностi спектра S до D

(залишаються тiльки D найбiльших елементiв спектра S). Зазначимо, що
оптимальнiсть такого вибору обрiзання залежить вiд того, чи знаходиться
тензорна мережа постiйно у канонiчнiй формi. Насправдi, канонiчна форма
може порушуватись, але для малих dτ , вона не тiльки не порушується, але
й автоматично виникає, навiть якщо спочатку тензорна мережа не була у
канонiчнiй формi. Тому, малий крок дискретизацiї dτ виконує одночасно
двi цiлi: знизити похибку розкладання Троттера–Сузукi i зберегти кано-
нiчну форму MPS. У деяких випадках також можливо використовувати
алгоритм канонiзацiї MPS, для того щоб гарантувати оптимальнi обрiзан-
ня. Загальна схема TEBD алгоритму полягає в наступному:

1) Створити випадковий початковий MPS з розмiрнiстю додаткових iн-
дексiв D iз певною перiодичнiстю тензорiв. Опцiонально можна також зве-
сти його до канонiчної форми.

2) Починаємо крок оптимiзацiї. Подiяти на тензори MPS експонентами
iз exp [−dτHA]. Використати SVD для оптимального обрiзання. Отримати
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Рис. 2.4: Змiна енергiї на вузол решiтки iз еволюцiєю в уявному часi по-
рiвняно з майже точною енергiєю Eexact iз параметрами dτ = 0.05, D = 30.
Результати узгодженi iз точнiстю в 0.1 вiдсотка.

новi тензори Γ.
3) Подiяти на MPS експонентами iз exp [−dτHB]. Повторити оптималь-

не обрiзання.
4) Нормалiзувати усi тензори i порiвняти їх з результатом минулого

кроку. Якщо збiжностi немає, повернутися до кроку 2.
5) Пiсля збiжностi можна зменшити крок троттеризацiї dτ або збiль-

шити D i повторити обчислення, використовуючи результат попередньої
оптимiзацiї в якостi початкового MPS.

Протестуємо цей метод на моделi Галдейна. На Рис. 2.4 ми бачимо як
зменшується енергiя на вузол для досить невеликих параметрiв контро-
лю D = 30. Енергiя добре узгоджується з майже точними результатами з
працi [30]. Ми бачимо, що обчисленi значення енергiї досить швидко змен-
шуються до енергiї основного стану.
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2.6 Двовимiрнi тензорнi мережi
Пiсля цього вступу до одновимiрних тензорних мереж i їх оптимiзацiї

ми можемо переходити до двовимiрного випадку. Розглянемо, наприклад,
квадратну решiтку. PEPS тензорна мережа тодi складається з однакових
(або перiодичних) тензорiв 5-ого рангу Γilrud, де iндекс i приймає значення
у фiзичному гiльбертовому просторi вузла квадратної решiтки, а l, r, u, d
– додатковi iндекси розмiрностi D. Графом тензорної мережi є вiдповiдно
квадратна решiтка, як показано на Рис. 2.5(a). Додатково, як i у випадку
канонiчної форми для MPS на усiх ребрах графу розташованi позитив-
нi дiагональнi матрицi λb. Як i у випадку одновимiрної системи, ми мо-
жемо ввести канонiчну, або суперортогональну форму тензорної мережi
[139, 151]. Ця канонiчна форма накладає додатковi умови на тензори Γ, λb,
якi показанi на Рис. 2.5(b). На Рис. 2.5(c) також зображений алгоритм су-
перортогоналiзацiї, який дозволяє перевести будь-який початковий PEPS
до канонiчної форми завдяки iтеративним калiбрувальним перетворенням
[151, 152]. Звернемо увагу, що цi перетворення не змiнюють хвильову фун-
кцiю в цiлому, а тiльки змiнює тензори Γ i λb.

Зробимо декiлька зауважень щодо зазначеної суперортогональної кано-
нiчної форми. Якщо у випадку MPS, канонiчна форма дозволяла точно
знайти середнi значення операторiв, то для двовимiрної (або тривимiр-
ної) тензорної мережi канонiчна форма дозволяє знайти середнi значен-
ня операторiв тiльки наближено (хоча наближення i працює досить добре
для систем iз щiлиною у спектрi елементарних збуджень [77]). Обчислен-
ня середнiх значень операторiв у загальному випадку буде представлено
у наступному пiдроздiлi. Проте, канонiчна форма все ж таки може бути
використана у алгоритмах для двовимiрних i тривимiрних тензорних ме-
реж як метод трункацiї хвильової функцiї пiд час еволюцiї в уявному часi.
Алгоритм трункацiї на основi канонiчної форми (який також називають
Simple Update, SU [34, 76]) є досить дешевим, i має масштабування скла-
дностi тiльки як D5 (на квадратнiй решiтцi, а для кубiчної решiтки – D7).
З iншого боку, цей алгоритм не є оптимальним (вiн є оптимальним тiльки
для одновимiрних тензорних мереж, або тензорних мереж на графi типу
дерево). Тому цей алгоритм не приводить до найточнiших результатiв для
заданого D, хоча i може бути дуже близько до них у випадку систем iз
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Рис. 2.5: a) PEPS у канонiчнiй формi. b) Додатковi умови на тензори PEPS
у канонiчнiй формi. c) Iтерацiя алгоритму приведення PEPS до канонiчної
форми. Такi iтерацiї повторюються для всiх ребер решiтки до збiжностi.
d) Аплiкацiя PEPO до PEPS.

щiлиною у спектрi. Для бiльш точної оптимiзацiї, яка б проводила опти-
мальну трункацiю, слiд використовувати iнший алгоритм – Full Update
[78], або ж варiацiйну оптимiзацiю з градiєнтним пошуком [80]. Недолiком
Full Update є його складнiсть вiдповiдає D10 −D12 на квадратнiй решiтцi
(Full Update все ще не розроблений на тривимiрних ґратках). Зауважимо,
що iснують ще й iншi алгоритми, такi як кластерний пiдхiд [153], якi за
складнiстю можна поставити мiж SU та Full Update.

Пояснимо тепер, як суперортогональну канонiчну форму можливо ви-
користовувати для усiкання. Нехай є хвильова функцiя iз додатковими
iндексами розмiрностi D2. Ми маємо на метi апроксiмувати цю тензорну
мережу iншою, з додатковими iндексами розмiрностi D, D < D2. За до-
помогою канонiчної форми це можна зробити наступним чином: перевести
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початковий PEPS у канонiчну форму, вiдсортувати матрицi λb у поряд-
ку зменшення i викинути (D2 − D) найменших дiагональних значень ма-
трицi λb. Така тензорна мережа в результатi буде мати додатковi iндекси
розмiрностi D.

Приведемо бiльш детальний опис процедури SU. По-перше, нам потрi-
бно знайти спосiб як подiяти експонентою вiд гамiльтонiану на стан, пред-
ставлений двовимiрною тензорною мережею. Є декiлька методiв, як це мо-
жна зробити. Найпоширенiший спосiб є аналогом TEBD алгоритму для
одновимiрних тензорних мереж: використовує троттерiзацiю гамiльтонiа-
ну й дiє на тензорну мережами операторами iз пiдтримкою тiльки на двох
сусiднiх вузлах. Обрiзання в такому методi виконується знову за допомо-
гою SVD. Одним iз недолiкiв цiєї схеми є збiльшена елементарна комiрка
ґратки: так, два сусiднi вузли мають бути завжди представленi рiзними
тензорами, тому цей алгоритм не може працювати iз тензорними мережа-
ми iз однаковими тензорами на усiх вузлах (що є мiнiмальною комiркою).
Альтернативний варiант ґрунтується на апроксимацiї експоненти вiд га-
мiльтонiану оператором спроектованих заплутаних пар (PEPO), iз дода-
тковими iндексами розмiрностi χ, як показано на Рис. 2.5(e). Оператор у
формi PEPO може дiяти безпосередньо на PEPS i переводить його у iнший
PEPS iз додатковими iндексами розмiрностi χD. На наступному кроцi нам
потрiбно повернути розмiрностi додаткових iндексiв до D: це можна зро-
бити за допомогою обрiзання з суперортогональною канонiчною формою,
яка була описана вище. Процедура повторюється до збiжностi усiх тензорiв
PEPS.

2.7 Обчислення операторiв й енергiї
Обчислення середнiх значень операторiв для двовимiрних систем наба-

гато складнiше нiж для MPS. Спочатку ми можемо записати середнє значе-
ння операторiв як дворiвневу нескiнченну тензорну мережу, зображену на
Рис. 2.6(a-b). У цiй тензорнiй мережi додатково поглинули матрицi λb у су-
сiднi тензори Γ, як зображено на Рис. 2.6(a). Нам тепер необхiдно згорнути
цю нескiнченну тензорну мережу. Для MPS (для яких ми теж отримували
дворiвневу нескiнченну тензорну мережу на Рис. 2.2(a)) ми знайшли то-
чний алгоритм обчислення середнiх значень за допомогою канонiчної фор-
ми або дiагоналiзацiї трансфер-матрицi. На жаль, для двовимiрних систем,
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Рис. 2.6: a) Включення λb до тензорiв Γ b) Знаходження середнього значе-
ння оператора O, як вiдношення двох згорток нескiнченних тензорних ме-
реж. Кожен тензор нескiнченної мережi складається iз згортки двох рiвнiв
тензорiв T (iз можливою вставкою додаткового оператора O на фiзичному
iндексi).
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канонiчна форма вже не дозволяє знаходити точне значення середнiх вiд
операторiв, а трансфер-матриця вже не є скiнченновимiрною (тому її то-
чна дiагоналiзацiя бiльш неможлива, хоча й iснують iнтегрованi системи,
для яких дiагоналiзацiя все ж таки можлива завдяки алгебраїчним стру-
ктурам симетрiй). Тому в загальному випадку точна згортка цiєї мережi
неможлива i ми маємо використовувати контрольованi апроксимацiйнi схе-
ми, результати яких ми б могли екстраполювати до точних значень.

На практицi використовують декiлька рiзних методiв наближеної згор-
тки. Перший метод заснований на пошуку власних векторiв трансфер-
матрицi у виглядi MPS [78]. Звичайно, це буде тiльки апроксимацiя справ-
жнього головуючого власного вектора трансфер-матрицi, але збiльшуючи
розмiрнiсть додаткових iндексiв цього MPS результати можна екстраполю-
вати до точних. Другий метод ґрунтується на тензорнiй ренормалiзацiйнiй
групi [84]. Iдея цього методу – згорнути декiлька сусiднiх тензорiв у один
бiльш великий, але так, що структура решiтки переходить сама у себе, але
у меншому масштабi. Третiй варiант використовує Монте-Карло алгори-
тми для генерацiї вiрогiдних зразкiв для даної тензорної мережi. Нас буде
бiльш цiкавити четвертий варiант, який ґрунтується на кутовiй матрицi пе-
реносу (corner transfer matrix, CTM) [38, 89], запропонованiй Бакстером. У
наступному пiдроздiлi ми дамо приклад найпростiшого алгоритму засно-
ваного на кутовiй матрицi переносу, а потiм перейдемо до бiльш складних
варiацiй.

2.8 CTMRG. Частина 1.
Розглянемо тензорну мережу, що зображена на Рис. 2.6(a). Зробимо

також кiлька додаткових припущень про тензори A – вони мають бути
симетричними вiдносно обертань i вiддзеркалень. Такi тензори виникають,
наприклад, у класичнiй моделi Iзiнга. У цьому роздiлi ми будемо використо-
вувати як приклад саме класичну модель Iзiнга. Нагадаємо, що ця модель
може бути сформульована наступним чином: на кожному вузлi ґратки зна-
ходиться класичний спiн si, який може приймати значення ±1. Енергiя цiєї
системи є сумою за усiма парами сусiдiв: E = −J

∑
⟨ij⟩ sisj. Вирiшити мо-

дель Iзiнга – обчислити її статистичну суму Z(β) =
∑

s exp [−βE(s)], а та-
кож середнi значення спостережуваних, таких як ⟨si⟩ =

∑
s sie

−βE(s)/Z(β).
У статтi [93] описано як задачу вирiшення моделi Iзiнга можна звести до
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Рис. 2.7: a) Згортку частини нескiнченної тензорної мережi iз тензорiв A
можна представити iз граничних тензорiв третього рангу B i кутових ма-
триць C. b) Цi тензори й матрицi мають бути фiксованими точками iте-
рацiй iз проєкторами P . Проєктори можна знайти iз розкладу збiльшеної
матрицi C на її власнi вектори, та проєктуючи на χ векторiв iз найбiльши-
ми власними значеннями. c) Середнє значення оператора O iз Рис. 2.6(a)
за допомогою CTM.

задачi згортки нескiнченної тензорної мережi. Тензори цiєї мережi вiдпо-
вiдають додатковим умовам симетрiї вище.

Почнемо вводити кутову матрицю трансферу. Для цього представимо,
що ми вже згорнули частину тензорної мережi, як показано на Рис. 2.7. При
згортцi ми отримуємо новi граничнi тензори B (ми досить часто будемо
також позначати цi тензори як T ), а також кутовi матрицi C. З огляду на
симетрiю задачi усi кути й рядки однаковi (й вiдповiдно однаковi тензори
B i C). Разом цi тензори утворюють CTM.

Для практичного пошуку CTM тензорiв використовують iтеративний
алгоритм – групу перенормування кутової трансфер-матрицi (corner transfer
matrix renormalization group, CTMRG) [87, 88]. Iдея CTMRG полягає у то-
му, що якщо граничнi тензори B й кутова матриця C поглине ще один
рядок та стовпець тензорiв A, то тензори CTM не мають змiнитися. Тобто
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Рис. 2.8: Поведiнка намагнiченостi m у моделi Iзiнга на квадратнiй решi-
тцi в залежностi вiд зворотної температури β. Критичне значення βc =
log (1 +

√
2)/2 ≈ 0.44068. Результати отриманi CTMRG алгоритмом з роз-

мiрнiстю додаткових iндексiв χ = 100.

тензори CTM мають бути фiксованою точкою певних iтерацiй поглинання
тензорiв A. Але на кожному кроцi iтерацiї розмiрнiсть кутової матрицi буде
зростати. Тому, пiсля кроку зростання ми маємо знайти усiкання кутової
матрицi назад до фiксованої розмiрностi χ. Це усiкання виконується завдя-
ки дiагоналiзацiї кутової матрицi i викиданню усiх власних векторiв, крiм χ
найбiльших за власним значенням. Одночасно з цим ми маємо збiльшити i
рядок B, який вiдповiдає тензору рядка рангу 3, як показано на Рис. 2.7(b).
У результатi таких послiдовних зростань i усiкань ми отримаємо новi куто-
ву матрицю переносу i граничний тензор B. Ми можемо повторювати цю
iтерацiю до збiжностi кутової матрицi i граничного тензору. Як показано
на Рис. 2.7(c), пiсля збiжностi отриманi матрицi i тензори можуть бути ви-
користанi для знаходження намагнiченостi або енергiї в моделi Iзiнга (див.
Рис. 2.8).

Зробимо декiлька зауважень щодо CTMRG алгоритму. Звичайно, цей
метод є тiльки наближеним способом згортки тензорної мережi. Основним
параметром, який контролює точнiсть апроксимацiї є розмiрнiсть χ. То-
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му для перевiрки збiжностi результатiв можна поступово змiнювати χ i
перевiряти залежнiсть фiзичних величин вiд цiєї розмiрностi. У бiльшостi
випадкiв χ ≲ 100 − 200 є достатнiм, щоб отримати дуже точнi результати.

2.9 CTMRG. Частина 2.
Розглянемо тепер бiльш складний випадок, коли елементарна комiрка

тензорної мережi складається iз бiльше нiж одного тензора, i цi тензори
не обмеженi симетрiями. Такий випадок iз елементарною комiркою iз двох
тензорiв у шаховому порядку зображений на Рис. 2.9(a). Для цього ви-
падку вже неможливо використати однаковi й симетричнi кутовi матрицi
й тензори рядкiв. Ми маємо ввести для кожного iз тензорiв елементарної
комiрки 4 кутових матрицi й 4 рiзних тензора рядку. Нова конструкцiя
CTM має набагато бiльше необхiдних тензорiв, i їх правила оновлення теж
стають складнiшими.

Правила оновлення графiчно зображенi на Рис. 2.9(b). Зробимо тут де-
кiлька пояснювальних зауважень. Нашим найпершим завданням буде зна-
йти проєктори, якi дозволять обрiзати зростаючу розмiрнiсть кутових ма-
триць й тензорiв рядкiв. Для цього ми спочатку знаходимо матрицi CL, CR,
як зображено на Рис. 2.9(c). З цих матриць ми можемо знайти проектори за
допомогою процедури бiортогоналiзацiї, яка теж зображена на Рис. 2.9(c)
[63]. Пiсля знаходження проекторiв ми можемо використати їх для обрi-
зання збiльшених кутових матриць й тензорiв рядкiв, як зображено на
Рис. 2.9(b). Ця процедура повторюється поки усi тензори рядкiв iз одного
iз напрямiв послiдовно не оновляться [34]. Пiсля цього те ж саме повторю-
ють для iншого напряму, наприклад, зверху. Вся процедура повторюється
до збiжностi якихось параметрiв, наприклад, зведених матриць густини
для сусiднiх вузлiв тензорної мережi.

Розглянемо тепер пропорцiйнiсть часу обчислень до параметрiв тензор-
ної мережi та кутових матриць. Тензорна мережа характеризується роз-
мiрнiстю d = D2 її iндексiв, а кутовi матрицi – розмiрнiстю χ додаткових
iндексiв. Найскладнiша частина алгоритму – обчислення матриць CL, CR,
час якої має асимптотичну формулу d3χ3. Такий саме час має i проце-
дура SVD пiд час бiортогоналiзацiї цих матриць. Насправдi, цей час мо-
жливо трохи зменшити, якщо використовувати рандомiзований SVD, без
явної конструкцiї матриць CL i CR. Це дозволяє зменшити час обчислень



44

a) b)

QR

QR

c)

Рис. 2.9: a) CTM тензори для тензорної мережi iз двох рiзних тензорiв
A,B у шаховому порядку. Оскiльки тензори анiзотропнi, потрiбнi 8 рiзних
тензорiв рядкiв та стовпцiв T та 8 рiзних кутових матриць. b) Правила
оновлення для тензорiв T,C схожi на найпростiший випадок iз попере-
днього роздiлу, але включає рiзнi проєктори для рiзних iндексiв, i може
переводити, наприклад, тензори рядкiв TA до тензорiв TB. c) Знаходження
проєкторiв є досить складним i використовує процедуру бiортогоналiзацiї
тензорiв CL, CR. Бiортогоналiзацiя графiчно зображена на рисунку.
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Рис. 2.10: Вiдображення тензорної мережi з дворiвневих тензорiв у одно-
рiвневу тензорну мережу iз бiльшою елементарною комiркою (2 × 2) та
додатковими тензорами (тензори у формi хреста – просто добутки тензо-
рiв Кронекера).

до χ3d2 = χ3D4 ∝ D10, де було використано емпiричне правило, що для
збiжностi алгоритму за χ необхiдно χ ∝ D2. Така складнiсть схеми об-
числень дозволяє практично досягти для двовимiрних тензорних мереж
D ≈ 15− 16. У наступному пiдроздiлi описана ще одна схема CTMRG, яка
дозволяє знизити час алгоритму до D8 завдяки ефективному використан-
ню багаторiвневого представлення тензорiв мережi.

2.10 CTMRG. Частина 3
Елементарний тензор у попередньому пiдроздiлi складався iз двох тен-

зорiв хвильової функцiї PEPS – тензору T pludr та його комплексного спряже-
ння T †, як зображено на Рис. 2.6(b). Такий елементарний тензор має роз-
мiрнiсть об’єднаних iндексiв D2, хоча елементарнi тензори хвильової фун-
кцiї мали розмiрнiсть додаткових iндексiв лише D. Iдея багаторiвневого
проектування [94, 95] – перетворити дворiвневу тензорну мережу iз розмiр-
нiстю iндексiв D2 на однорiвневу тензорну мережу iз розмiрнiстю iндексiв
D, та збiльшеною елементарною комiркою, як зображено на Рис. 2.10. Тут
введено додатковi тензори, якi складаються з добутку символiв Кронекера.
Цi додатковi тензори забезпечують правильну згортку рiзних iндексiв мiж
собою. Нова тензорна мережа має у 4 рази бiльше тензорiв у елементарнiй
комiрцi, але усi розмiрностi iндексiв пропорцiйнi до першого ступеню D.
Завдяки цьому складнiсть алгоритму зменшується до χ3d2 = χ3D2 ≈ D8

(де знов χ ∝ D2). Така складнiсть дає змогу досягти для двовимiрних
тензорних мереж D = 25 у оптимiзацiї iз простим оновленням.
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РОЗДIЛ 3

Тривимiрнi тензорнi мережi

У цьому роздiлi нас цiкавлять хвильовi функцiї основного стану триви-
мiрних систем на простiй кубiчнiй ґратцi. Ми моделюємо хвильову функцiю
як тензорну мережу типу iPEPS: розмiщаємо тензори 7-го рангу T plrupio на
всiх вузлах ґратки та додатнi матрицi λlr на всiх зв’язках ґратки. Iндекс p
вiдповiдає фiзичному гiльбертовому простору, а l, r, u, d, i, o – вiртуальним
iндексам (лiворуч, праворуч, вгору, вниз та вперед, назад). Для отрима-
ння хвильової функцiї iPEPS всi вiртуальнi iндекси мають бути згорнутi
вiдповiдно до геометрiї решiтки.

Зробимо деякi додатковi припущення щодо тензорiв T : по-перше, вва-
жатимемо, що тензори однаковi для всiх дiлянок ґратки. Отже, хвильова
функцiя буде трансляцiйно iнварiантною. Припущення про трансляцiйну
iнварiантнiсть може бути порушене в деяких моделях, для яких констру-
кцiя в цiй роботi має бути належним чином узагальнена. По-друге, буде-
мо вважати, що тензори мають деяку симетрiю дзеркальних вiдображень,
наприклад, при перестановцi лiвих i правих iндексiв: T plrudio = T prludio =

T plrduio = T plrudoi. Цi симетрiї дзеркального вiдбиття гарантують ермiтовiсть
матрицi переносу хвильової функцiї iPEPS.

Перейдемо тепер до опису алгоритму оптимiзацiї тривимiрних тензор-
них мереж. Алгоритм оптимiзацiї засновано на тих самих принципах, що
й оптимiзацiї двовимiрних тензорних мереж.

3.1 Оптимiзацiя тривимiрного iPEPS
Ми провели оптимiзацiю iPEPS за допомогою простого оновлення з

PEPO, що апроксимує оператор exp(−Hdt). Ми не використовували най-
поширенiший пiдхiд, заснований на застосуваннi гейтiв Троттера, оскiльки
вiн вимагає збiльшеної комiрки i порушує симетрiї обертання та вiдбиття
(принаймнi, пiд час оптимiзацiї). Замiсть цього можна використати еволю-
цiю на основi PEPO з елементарною комiркою 1 × 1 × 1, а пiсля кожного
застосування PEPO виконувати явнi тензорнi симетризацiї. Це дає змогу
отримати тензори iPEPS з симетрiями вiдбиття i мiнiмальною елементар-
ною комiркою, що значно спрощує обчислення середнiх значень вiд опера-
торiв.
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Оптимiзацiя на основi PEPO виконується в декiлька крокiв. По-перше,
ми повиннi iнiцiалiзувати хвильову функцiю iPEPS. Ми використали тен-
зори з D = 1 як початкову iPEPS, оскiльки помiтили, що така iнiцiалiзацiя
прискорює збiжнiсть. По-друге, ми повиннi знайти PEPO, яка апроксимує
оператор exp(−Hdt). Це можна зробити, наприклад, за допомогою W II-
методу або деяких кластерних методiв [154]. Потiм ми багаторазово засто-
совуємо PEPO до хвильової функцiї iPEPS, як показано на Рис. 3.1(b).
Розмiрнiсть зв’язку D зростає з кожним застосуванням PEPO. Отже, пi-
сля кiлькох перших застосувань ми повиннi почати усiкати розмiрнiсть
зв’язку iPEPS до деякої фiксованої цiльової розмiрностi зв’язку D. Усiка-
ння можна виконати за допомогою суперортогональної канонiчної форми
[139, 151, 152], яка визначається умовою на Рис. 3.2(b). Для усiкання роз-
мiрностi зв’язкiв iPEPS спочатку слiд iтеративно перетворити її до кано-
нiчної форми, як показано на Рис. 3.2(c), а потiм вiдсiкти зв’язки вiдповiд-
но до величин λ дiагональних елементiв (вiдсiкаємо найменшi дiагональнi
елементи). Зауважимо, що в суперортогональнiй канонiчнiй формi λ є дiа-
гональними i додатними.

Повторюючи цi застосування PEPO, iтерацiї канонiчної форми та усi-
кання, ми наближаємо хвильову функцiю iPEPS до iстинного основного
стану. Збiжнiсть можна вiдстежувати за допомогою матриць λ або спо-
стережень, обчислених за схемою простого оновлення. Ми помiтили, що
отриманi тензори є симетричними при вiдбиттях з дуже високою точнiстю
(норма несиметричної частини має порядок 10−12).

3.2 Знаходження середнiх: граничний PEPS
Алгоритм оптимiзацiї тривимiрного iPEPS з попереднього пiдроздiлу

є досить простим i швидким. Так його обчислювальна складнiсть зростає
лише як D7. У бiльшостi наших обчислень оптимiзацiя займала досить
малу частину повного часу обчислень.

Набагато складнiшою задачею є обчислення середнiх вiд операторiв для
тривимiрних тензорних мереж. Iснує декiлька можливих стратегiй: перша,
запропонована в працi [77], використовує наближене обчислення середнiх
за допомогою простого оновлення. На жаль, такий алгоритм є досить то-
чним лише для систем iз слабкою кореляцiєю i щiлиною у спектрi. Для
справжнiх сильно-корельованих систем апроксимацiя простого оновлення
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a)

b)

Рис. 3.1: a) Графiчна iлюстрацiя 3d PEPO, що складається з окремих тен-
зорiв WP . Тензори вибрано так, щоб наближено дорiвнювати exp(−Hdt).
b) Дiя PEPO на окремi тензори T 3d iPEPS. Це призводить до збiльшеної
розмiрностi зв’язку, яка є добутком розмiрностей зв’язку iPEPS i PEPO.

буде давати значну похибку для усiх середнiх значень. Друга стратегiя [36]
використовує для обчислення середнiх варiант тензорної групи ренорма-
лiзацiї. Останнiм часом з’явились новi методи тензорної ренормалiзацiйної
групи, якi можуть бути застосованi до проблем тривимiрних тензорних ме-
реж, але ми не розглядаємо цi методи у цiй працi (потрiбно зауважити, що
на їх сучасному рiвнi розвитку, тензорнi групи ренормалiзацiї у 3d мають
проблеми iз флуктуацiями помилок i потребують додаткового удоскона-
лення для надiйного використання). Третя стратегiя була запропонована у
працi [35] i була вдосконалена у цiй роботi. Ця стратегiя використовує метод
матрицi трансферу для знаходження граничного PEPS, що зводить зада-
чу знаходження середнiх до двовимiрної проблеми. Ця двовимiрна тензор-
на мережа потiм скорочується за допомогою двовимiрного CTMRG. Така
стратегiя у своєму початковому виглядi мала досить значну обчислюваль-
ну складнiсть, i оригiнальна робота мiстить розрахунки тiльки до D = 4 iз
додатковим використанням симетрiї.

Пiсля того, як ми оптимiзували iPEPS або за допомогою пiдходу PEPO,
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Рис. 3.2: a) Хвильова функцiя 3d iPEPS, що складається з тензорiв T та
додатних матриць зв’язку λ. b) Умова суперортогональної канонiчної фор-
ми, де права частина графiчного рiвняння є iдентичною матрицею. c) Iте-
рацiйна схема суперортогоналiзацiї iPEPS [139, 151]. Фiксованою точкою
iтерацiї є тензори iPEPS у канонiчнiй формi, якi можуть бути використанi
для вiдсiкання зв’язкiв вiдповiдно до вагb у λ.
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або за допомогою троттеризованих ворiт, ми повиннi обчислити спостере-
жуванi величини з цiєю хвильовою функцiєю iPEPS. Для цього треба зна-
йти спосiб обчислення норми хвильової функцiї ⟨Ψ|Ψ⟩ та локальних опера-
торних вставок ⟨Ψ|Ô|Ψ⟩, де Ô – локальний оператор. Норму хвильової фун-
кцiї можна подати у виглядi скорочення нескiнченної тривимiрної тензор-
ної мережi, яка складається з двошарових тензорiв A = T plrudioT̄

p
l2r2u2d2i2o2

,
де пари iндексiв типу l i l2 об’єднано в двошаровий iндекс. Цей двошаро-
вий iндекс має розмiрнiсть D2 (звернiть увагу, що ми поглинули матрицi
зв’язкiв у тензори T ). Для скорочення такої мережi можна використати
метод матриць переносу: спочатку запишемо скорочення тензорної мере-
жi у виглядi ⟨Ψ|Ψ⟩ = Tr(MN), де M – площинна трансфер-матриця, яка
складається з двошарових тензорiв A на нескiнченнiй площинi з скороче-
нням усiх iндексiв у площинi, а всi iндекси, перпендикулярнi до площини,
вважаються iндексами матрицi. Тепер обчислимо лiвий та правий головнi
власнi вектори матрицi переносу M : ⟨l|M = λ⟨l| i M |r⟩ = λ|r⟩. У випадку
нескiнченної ґратки цього достатньо, щоб обчислити норму хвильової фун-
кцiї та всi операторнi середнi. Для моделей, що розглядаються в цiй роботi,
матриця переносу M , як правило, симетрична, а лiвий i правий провiднi
власнi вектори однаковi. Проте всi наведенi нижче обчислення працювати-
муть i для несиметричної матрицi переносу M за умови, що всi обчислення
слiд повторити для обох векторiв ⟨l| i |r⟩.

Для знаходження головних власних векторiв M скористаємось пропо-
зицiєю з роботи [35] i апроксимуємо цi головнi власнi вектори як двовимiрнi
iPEPS з розмiрнiстю зв’язку χb, в яких роль фiзичного iндексу замiнено
на комбiнований iндекс двошарового тензора A в напрямку, перпендику-
лярному до площини матрицi перенесення (наприклад, якщо шари матрицi
перенесення лежать у площинi xy, то iндекси i, o є поперечними, а фiзичнi
iндекси тензорiв ⟨l| iPEPS – l, l2, тодi як фiзичнi iндекси правого власно-
го вектора |r⟩ iPEPS – o, o2). Загалом, граничний ⟨l| iPEPS складається з
тензорiв 6-го рангу Bii2

lrud, де i, i2 мають розмiрнiсть D (з тензорiв T триви-
мiрного iPEPS), а l, r, u, d – допомiжнi iндекси розмiрностi χb. Зауважимо,
що у випадку укрупненої комiрки об’ємного 3d iPEPS граничнi тензори B
також слiд брати з деякою укрупненою комiркою, яка є проекцiєю 3d ко-
мiрки на граничну площину.
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Рис. 3.3: a) Графiчна iлюстрацiя тривимiрного об’ємного тензора iPEPS T ;
b) Для знаходження норми хвильової функцiї ми повиннi стиснути нескiн-
ченну тривимiрну тензорну мережу, складену з двошарових тензорiв A; c)
Визначення матрицi переносу M (складеної з тензорiв A на площинi) та її
провiдного власного значення bPEPS ⟨l|. bPEPS складається з однакових
тензорiв B з розмiрнiстю вiртуального зв’язку χb i додатних матриць λ,
розмiщених на його вiртуальних зв’язках.
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Наступним завданням є пошук тензорiв B граничного ⟨l| iPEPS. У цьо-
му роздiлi ми скористаємося ще однiєю пропозицiєю з роботи [35] i ада-
птуємо схему простого оновлення для знаходження B. Тим не менш, наша
реалiзацiя простого оновлення вiдрiзняється вiд [35]. Ми пропонуємо яв-
но використовувати двошарову структуру тензорiв поперечної матрицi A,
щоб зменшити витрати обчислень простого оновлення до χ5

bD
7.

Ми пропонуємо застосувати матрицю переносу M до bPEPS шар за
шаром: спочатку наносимо шар, що складається лише з T тензорiв, як
показано на Рис. 3.4(a). Потiм тензори T поглинаються bPEPS. Цей має
обчислювальний час пропорцiйний до χ4

bD
7 i пам’ять пропорцiйну до χ4

bD
6.

В результатi отримуємо новi розширенi тензори B′, з вiртуальними iндекса-
ми розмiрностi χb ×D. Тепер цей новий збiльшений тензор слiд усiкти до
початкової розмiрностi χb. Це можна зробити або за допомогою канонiчної
форми простого оновлення, або за допомогою деякого варiанту повного
оновлення (можливi також промiжнi варiанти, наприклад, NNU). Пiсля усi-
кання отримуємо новий допомiжний тензор Ba (вiн є допомiжним, оскiльки
не з’являється в усереднених обчисленнях i використовується лише як про-
мiжний крок в оптимiзацiї bPEPS). Цьому тензоровi Ba вiдповiдає також
допомiжна матриця додатних зв’язкiв λa. Тепер ми можемо накласти шар
тензорiв T † на допомiжний bPEPS Ba. Це показано на Рис. 3.4(c). Як бу-
ло обговорено ранiше, ми спочатку поглинаємо тензори T † у Ba, а потiм
усiкаємо їх до початкової розмiрностi зв’язкiв χb. В результатi маємо отри-
мати початковий bPEPS тензор B. Ця iтерацiя оновлення повторюється до
збiжностi B. Зауважте, що якщо початковi об’ємнi тензори T мали бiльшу
елементарну комiрку, то цикл може включати бiльшу кiлькiсть аплiкацiй
шарiв.

Щоб завершити опис оновлення bPEPS, ми також повиннi обговорити
процедуру усiкання. У випадку простого оновлення це робиться так само,
як було описано ранiше для 3d-оптимiзацiї.

3.3 Знаходження середнiх: CTMRG
Пiсля того, як ми знайшли граничний iPEPS, ми можемо використо-

вувати його для знаходження спостережуваних величин. Для обчислення
спостережуваних величин потрiбен метод скорочення нескiнченної 2d тен-
зорної мережi, яка складається з 3 рiзних шарiв тензорiв – центрального
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a) b)

c)

d)

Рис. 3.4: a) Матриця переносу M може бути застосована до bPEPS по-
шарово. На першому етапi ми наносимо лише шар, що складається з тен-
зорiв T . b) Тензори T поглинаються тензором bPEPS B для отримання
нового збiльшеного тензора B′. На наступному кроцi розмiрнiсть зв’язкiв
тензора B′ усiкається до початкової розмiрностi χb за допомогою деякого
варiанту процедури усiкання. В результатi отримуємо новий допомiжний
(промiжний) тензор Ba. c) Тепер ми можемо повторити обчислення з дру-
гим шаром, що складається з тензорiв T †. d) Спочатку ми поглинаємо T †

у Ba, а потiм усiкаємо збiльшенi тензори B′
a назад до початкової розмiр-

ностi χb. В результатi отримуємо вихiднi bPEPS тензори B. Такi iтерацiї
повторюються до збiжностi тензора B та його λ матрицi.
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шару A-тензорiв i двох граничних шарiв iз граничних iPEPS. Ця 2d тен-
зорна мережа показана на Рис. 3.5(a). Операторнi середнi можуть бути
отриманi з цього скорочення за допомогою додаткових локальних опера-
торних вставок всерединi об’ємних тензорiв A. Таку тензорну мережу мо-
жна наближено згорнути за допомогою методу CTMRG або граничного
MPS. Для застосування CTMRG ми повиннi на першому етапi поглинути
матрицi зв’язкiв λ bPEPS у граничнi тензори B (отримавши новi тензори
b), а потiм стиснути тензори b, A в одношаровий тензор t (див. Рис. 3.5(a)).
Розмiрнiсть зв’язку цього нового тензора t дорiвнює D2χ2

b , що призводить
до дуже дорогого стискання CTMRG [35]. Тому природно шукати деяку
спрощену схему згортки двовимiрної тензорної мережi, яка б ефективно
використовувала багатошарову структуру мережi.

По-перше, можна помiтити, що тензорну мережу можна подати у ви-
глядi, показаному на Рис. 3.5(b), де ми поглинули пiдшари тензорiв A у
граничнi iPEPS. Зауважте, що цей крок виконано в точностi. Отримана
мережа має лише два шари, i, як буде описано нижче, вже може бути ефе-
ктивно використана для зменшення обчислювальних витрат. Тут ми скори-
стаємося додатковим наближеним кроком i скоротимо розмiрнiсть тензорiв
B′ (або простим, або повним оновленням, як обговорювалося вище), щоб
отримати двошарову тензорну мережу, що складається з тензорiв Ba (якi
мають розмiрнiсть зв’язку χb).

На цьому етапi ми фактично звели проблему згортання тензорної ме-
режi до звичайного згортання, що з’являється в розрахунках 2d iPEPS,
яке, як правило, пiддається вирiшенню. Тим не менш, мережа все ще має
багатошарову структуру. Ми можемо використати цю багатошарову стру-
ктуру, як це було запропоновано в працях [94, 95, 155, 156] для подальшого
зменшення обчислювальних витрат.

Подальшого зменшення обчислювальних витрат можна досягти за до-
помогою вiдображення двошарової тензорної мережi (зi скороченими тен-
зорами Ba) в одношарову тензорну мережу зi збiльшеною елементарною
комiркою, як показано на Рис. 3.6. Таке вiдображення являє собою двох-
етапну процедуру, де спочатку матрицi зв’язкiв λa поглинаються об’ємними
тензорами, а потiм об’ємнi тензори вiдображаються в ефективну комiрку
2 × 2. Це вiдображення робить найбiльшу ефективну розмiрнiсть зв’язку
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a)
b)

Рис. 3.5: a) Нескiнченна 2d тензорна мережа, необхiдна для обчислення
локальних спостережень. Матрицi зв’язкiв λ можуть бути поглинутi тен-
зорами bPEPS B, отримуючи новi граничнi тензори b. Граничнi тензори
b можуть охоплювати об’ємний тензор A у новий одношаровий тензор t з
розмiрнiстю зв’язкiв D2χ2

b . b) Альтернативно, ми можемо поглинути тен-
зори T (з A) у шари bPEPS, отримавши двошарову структуру тензорiв B′.
Цю структуру можна далi апроксимувати (з усiканням розмiрностi дода-
ткових iндексiв до χb) до двошарової тензорної мережi, що складається з
тензорiв Ba.
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мережi пропорцiйною до χbD, що асимптотично менше, нiж χ2
b масштабу-

вання двошарової мережi. Проте в цьому випадку переваги одношарового
вiдображення не дуже вражають.

Тепер ми можемо повернутися до нередукованої двошарової тензорної
мережi, показаної на Рис. 3.5(b) (що складається з тензорiв B′). Для цiєї
мережi ми також маємо двошарову структуру. Отже, ми можемо застосу-
вати те саме одношарове вiдображення, яке ранiше використовували для
скорочених тензорiв. Це вiдображення показано на Рис. 3.7. Отримана тен-
зорна мережа має збiльшенi елементарнi комiрки, але меншi розмiрностi
зв’язкiв, причому найбiльша розмiрнiсть зв’язкiв масштабується як χbD

2

замiсть χ2
bD

2. Якщо розмiрнiсть зв’язку CTMRG χc не змiнюється вiдносно
вiдображення, то ми вже отримаємо значне зменшення витрат. Зауважи-
мо, що в цiй процедурi ми не використовували жодних усiкань розмiрностi
зв’язкiв тензорiв B′, тому отримане одношарове скорочення еквiвалентне
згортцi мережi на Рис. 3.5(a).

Проте, це вiдображення не використовує повну багатошарову структуру
мережi на Рис. 3.5(a), оскiльки ця мережа також має 3-шарову та 4-шарову
структуру. Цiлком природно запитати, чи можна використати цi 3- або 4-
шаровi форми тензорної мережi для побудови одношарового вiдображення
зi збiльшеною елементарною комiркою, яке матиме значно меншi розмiри
зв’язкiв. Такi вiдображення показано на Рис. 3.8. Тут показано два рiзних
вiдображення: перше вiдображається в одношарову тензорну мережу з ко-
мiркою розмiром 3 × 3 i максимальним розмiром зв’язку max(χbD,D

3),
тодi як друге призводить до комiрки розмiром 4 × 4 i масштабування ма-
ксимального розмiру зв’язку як χbD. Це призводить до зменшення варто-
стi розрахунку CTMRG, який масштабується як χ3

cD
3χ3

b + χ2
c(D

6 +D2χ4
b).

Якщо χc має масштабування χc ∝ χ2
b , а χb ∝ D, то вартiсть масштабується

як D12, що є досяжним до достатньо великого D.
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Рис. 3.6: Iлюстративний приклад вiдображення двошарової тензорної ме-
режi з комiркою 1 × 1 в одношарову тензорну мережу з комiркою 2 × 2.
Вiдображення вводить допомiжнi тензори, якi складаються лише з добу-
ткiв дельт Кронекера.
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Рис. 3.7: Вiдображення нескороченої двошарової тензорної мережi з одини-
чною комiркою 1×1 в одношарову тензорну мережу з одиничною комiркою
2 × 2. Вiдображення також вводить допомiжнi тензори, якi складаються
лише з добуткiв дельт Кронекера.

Рис. 3.8: Iлюстрацiя вiдображення 4-шарової тензорної мережi в одноша-
ровi мережi з 3 × 3 або 4 × 4 елементарними комiрками.
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РОЗДIЛ 4

Результати

Нашим основним тестом алгоритму є модель Гейзенберга на кубiчнiй
решiтцi, яка була введена у першому роздiлi. Модель перебуває в безщiлин-
нiй антиферомагнiтнiй фазi з шаховою елементарною комiркою. Проте її
можна вiдобразити до системи з одновузловою комiркою за допомогою унi-
тарного перетворення R на всiх вузлах однiєї шахової пiдґратки. Виберемо
нашу хвильову функцiю дiйсною (так, щоб намагнiченiсть лежала в пло-
щинi XZ), а потiм виберемо унiтарне перетворення R = exp [iπSy] = iσy,
яке повертає намагнiченiсть на однiй пiдґратцi на кут π. Пiсля унiтарного
перетворення iPEPS всерединi системи стає повнiстю однорiдним з однако-
вими тензорами на всiх дiлянках. Зауважимо також, що хвильова функцiя
зберiгає симетрiї обертання та вiдбиття ґратки.

Ми оптимiзували хвильову функцiю iPEPS за допомогою багатокра-
тної аплiкацiї PEPO, який апроксимував оператор exp(−Hdt) з dt = 0.02.
Для апроксимацiї використано тривимiрне узагальнення методу W I з ро-
боти [154] . Збiжнiсть, як правило, досягалася за кiлька десяткiв аплiкацiй
PEPO, а час оптимiзацiї був значно меншим, нiж час подальшого обчисле-
ння середнiх.

Пiсля того, як ми отримали оптимiзованi хвильовi функцiї iPEPS, ми
можемо порiвняти рiзнi методи для знаходження спостережуваних. Для
цього ми зосередимося на хвильовiй функцiї iPEPS D = 3, для якої мо-
жна використовувати рiзнi обчислювальнi схеми. Спочатку ми обговоримо
збiжнiсть цих результатiв з χb i χ, а також порiвняємо їх мiж собою.

Спочатку на Рис. 4.1 ми показуємо результати для рiзних χb i D = 3

для рiзних методiв обчислення. Результати показано пiсля збiжностi в χ.
Видно, що результати методiв без усiкання повнiстю збiгаються, що дово-
дить правильнiсть збiжностi цих методiв. Слiд зазначити, що двошарова
схема була значно затратнiшою з точки зору обчислювального часу, нiж
одношарова. Тому в наведених нижче обчисленнях ми завжди використо-
вуємо одношаровий метод. Двошаровий метод з проекцiєю в принципi має
таку ж вартiсть, як i одношаровий, але необхiднiсть усiкання зменшує його
точнiсть. Нам потрiбно набагато бiльше χb для подвiйного шару з методом
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Рис. 4.1: Збiжнiсть локальної намагнiченостi з розмiрнiстю зв’язку грани-
чного PEPS χb для хвильової функцiї iPEPS з розмiрнiстю зв’язку D = 3 i
з рiзними методами обчислення CTMRG: одношаровий (з комiркою 4× 4),
двошаровий (з комiркою 2×2) та двошаровий з усiканням (з комiркою 2×2,
але з розмiрами зв’язкiв тензорiв, усiченими до χb з простим оновленням
канонiчної форми, як обговорювалося в попередньому роздiлi).

усiкання, щоб досягти приблизно такої ж точностi. У наших розрахунках
розмiрнiсть χb була найбiльшим обмеженням (ми могли б легко досягти
бiльших D або χ, якби не вимоги до пам’ятi для бiльших χb)). Отже, по-
двiйний шар з усiканням виявився менш ефективним, нiж одношаровий
пiдхiд.

Тепер зосередимося на одношарових обчисленнях. Потрiбно з’ясувати,
якi χb i χ необхiднi для отримання точних результатiв. На Рис. 4.2 показа-
но збiжнiсть намагнiченостi з χ для D = 7, χb = 16 (це були максимальнi
D i χb, яких ми змогли досягти). Збiжнiсть була досягнута для χ ≈ 200.
Загалом ми спостерiгали наближений закон χ ≈ χ2

b . На Рис. 4.3 i 4.4 по-
казано збiжнiсть намагнiченостi m та енергiї зв’язку E з χb для D = 4, 6.
Для D = 4 збiжнiсть досягнуто вже при χb = 8. Для D = 6 збiжнiсть
досягнуто при χb ≈ 14 − 15 (для D = 5 – при χb = 12). Здається, що необ-
хiдне значення χb становить принаймнi 2D. На жаль, ми не можемо точно
вказати залежнiсть, i очiкуємо, що визначення залежностi потребуватиме
детального дослiдження збiжностi також для iнших моделей.
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Рис. 4.2: Збiжнiсть локальної намагнiченостi з розмiрнiстю зв’язку CTMRG
χ для хвильової функцiї iPEPS з розмiрнiстю зв’язку D = 7 i з граничним
iPEPS з розмiрнiстю зв’язку χb = 16.

Рис. 4.3: Збiжнiсть локальної намагнiченостi з розмiрнiстю зв’язку гра-
ничного iPEPS χb для хвильової функцiї iPEPS з розмiрнiстю зв’язку
D = 4, 6.
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Рис. 4.4: Збiжнiсть енергiї E з розмiрнiстю зв’язку граничного iPEPS χb
для хвильової функцiї iPEPS з розмiрнiстю зв’язку D = 4, 6.

Наша наступна мета – продемонструвати всi нашi результати для рi-
зних розмiрностей D та екстраполювати їх до межi нескiнченної D. Ми
використовуємо кореляцiйну довжину ξ для екстраполяцiї наших спосте-
режуваних. Зауважимо, що в одношаровому пiдходi кореляцiйна довжина
може бути знайдена за тiєю ж цiною, що i для двовимiрних задач. Для
екстраполяцiї ми використали такi спiввiдношення масштабування [157]:

m2(ξ) = m2(∞) + b/ξ2, (4.1)

E(ξ) = E(∞) + a/ξ4. (4.2)

Результати аналiзу показано на Рис. 4.5 та 4.6. Ми отримали E =

−0.90237(2) для енергiї та m2 = 0.1781(3) для намагнiченостi. Для мо-
делювання ми використали данi, отриманi з симуляцiй з D = 4, 5, 6, 7 (ре-
зультати для D = 3 не дуже добре узгоджувалися з анзацом пiдгонки).
Зауважимо додатково, що довжина кореляцiї обчислювалася для найбiль-
шого з доступних значень χb, χ для даного D i не екстраполювалася на
нескiнченну межу χ, χb, тому можливi похибки в довжинi кореляцiї). Цi
результати добре узгоджуються з результатами квантового Монте-Карло
моделювання EMC = −0.902325(11), m2

MC = 0.1786(4) [35].
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Рис. 4.5: Екстраполяцiя енергiї на основi кореляцiйної довжини ξ. Розрахо-
вана енергiя приблизно дорiвнює E = −0.90237(2). Результати отримано
для D = 4, 5, 6, 7.

Рис. 4.6: Екстраполяцiя намагнiченостi на основi кореляцiйної довжини ξ.
Отримана намагнiченiсть приблизно дорiвнює m2 = 0.1781(3). Результат
отримано для D = 4, 5, 6, 7.



64

ВИСНОВКИ

У цiй роботi проведено огляд наявних методiв i побудовано бiльш ефе-
ктивний пiдхiд тензорних мереж до тривимiрних систем на решiтках. Для
цього спочатку окреслено фiзичнi системи, якi описують моделями на ре-
шiтках i виведено їх гамiльтонаiни. Також ми наводимо перелiк можливих
фаз цих гамiльтонiанiв i iнших важливих характеристик таких систем.

Оскiльки нас цiкавлять тензорнi мережi, у другому роздiлi ми приво-
димо вступ до квантової теорiї iнформацiї й квантової заплутаностi, з яких
виводимо iдею тензорних мереж. Ми iлюструємо практичне застосування
тензорних мереж спочатку для одновимiрних систем, таких як спiновий
ланцюг Галдейна, а пiсля цього i для двовимiрних систем. Для двовимiр-
них решiток ми детально обговорюємо можливi алгоритми оптимiзацiї i об-
числення середнiх значень операторiв, наводячи рiзнi варiанти алгоритма
CTMRG. Для наочностi ми наводимо результати застосування CTMRG.

У третьому роздiлi ми починаємо працювати з основною темою нашого
дослiдження – тривимiрними тензорними мережами. Для цього ми прово-
димо огляд вже розроблених тривимiрних алгоритмiв i описуємо їх недо-
лiки, в першу чергу – дуже значний час обчислень. Далi при пропонуємо
низку модифiкацiй, якi дозволяють значно знизити обчислювальний час
алгоритму завдяки ефективному використанню багатошарової структури
тензорної мережi. Запропонований алгоритм дозволяє вивчати тривимiрнi
тензорнi мережi iз таким самим масштабуванням обчислювального часу,
який до недавнього часу був характерним i для двовимiрних систем.

У секцiї результатiв ми тестуємо запропонований алгоритм на тривимiр-
нiй моделi Гейзенберга на кубiчнiй решiтцi. Результати добре узгоджується
з попереднiми результатами Монте-Карло. Завдяки значному зниженню
часу обчислень ми змогли досягти розмiрностi зв’язку D = 7 (найточнi-
шi попереднi результати використовували лише D = 3). Така розмiрнiсть
зв’язку тензорної мережi дає змогу отримати досить високу точнiсть ре-
зультатiв для тривимiрних систем.

Iснує досить багато напрямiв подальших дослiджень. Основним обмеже-
нням для подальших дослiджень iз ще бiльшими D були затрати оператив-
ної пам’ятi. Для їх зниження можна використовувати розрiдженi тензори
iз симетрiями, що дозволить досягти ще бiльших D = 8 − 9 й збiльши-
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ти точнiсть результатiв. Iншою важливою метою може бути узагальнення
запропонованих алгоритмiв до бiльших елементарних комiрок i до iнших
решiток. Особливо цiкавою є пiрохлорова решiтка, для якої модель Гай-
зенберга знаходиться у тривимiрнiй топологiчнiй фазi [77]. Узагальнення
на iншi решiтки потребує бiльш складного граничного iPEPS й CTMRG,
але, можливо, може мати зменшений час обчислень. Щодо теорiй з бiльши-
ми елементарними комiрками, то тут цiкавими є SU(N)-симетричнi моделi
Гейзенберга з можливою анiзотропiєю, якi мають мiстити цiлу низку рi-
зних магнiтних i топологiчних фаз [158]. Ще одним цiкавим напрямком
дослiджень є фермiоннi моделi, якi можуть бути вивченi iз запропонова-
ним методом пiсля деяких модифiкацiй. З точки зору усiх цих моделей
буде потрiбно також з’ясувати збiжнiсть результатiв iз χ i χb у загальному
випадку.

З точки зору розробки алгоритмiв iснує декiлька можливих узагаль-
нень. По-перше, недавно запропонований алгоритм [156] дає змогу прово-
дити ефективно одношаровi розрахунки з CTMRG без збiльшення елемен-
тарної комiрки, можна спробувати узагальнити на тривимiрнi тензорнi ме-
режi. По-друге, представленi алгоритми можна використати для вивчення
систем при скiнченнiй температурi [96] та динамiки у часi [71, 159, 160], а
не тiльки основного стану. Крiм того, оптимiзацiю за допомогою простого
оновлення можна спробувати замiнити на тривимiрний алгоритм оптимi-
зацiї iз повним оновленням [78]. Час такої оптимiзацiї буде вище за просте
оновлення, але результати будуть мати вищу точнiсть.
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axis néel state,” Physical review letters, vol. 50, no. 15, p. 1153, 1983.

120. I. Affleck, T. Kennedy, E. H. Lieb, and H. Tasaki, “Valence bond
ground states in isotropic quantum antiferromagnets,” Communications in
Mathematical Physics, vol. 115, no. 3, pp. 477–528, 1988.

121. I. Affleck, “Quantum spin chains and the haldane gap,” Journal of Physics:
Condensed Matter, vol. 1, no. 19, p. 3047, 1989.

122. X. Chen, Z.-C. Gu, Z.-X. Liu, and X.-G. Wen, “Symmetry protected
topological orders and the group cohomology of their symmetry group,”
Physical Review B, vol. 87, no. 15, p. 155114, 2013.

123. Z.-C. Gu and X.-G. Wen, “Tensor-entanglement-filtering renormalization
approach and symmetry-protected topological order,” Physical Review B,
vol. 80, no. 15, p. 155131, 2009.

124. F. Pollmann, A. M. Turner, E. Berg, and M. Oshikawa, “Entanglement
spectrum of a topological phase in one dimension,” Phys. Rev. B, vol. 81,
p. 064439, Feb 2010.

125. S. Rachel, “Interacting topological insulators: a review,” Reports on
Progress in Physics, vol. 81, p. 116501, oct 2018.

126. T. Senthil, L. Balents, S. Sachdev, A. Vishwanath, and M. PA Fisher,
“Deconfined criticality critically defined,” Journal of the Physical Society of
Japan, vol. 74, no. Suppl, pp. 1–9, 2005.

127. S. Sachdev and D. Chowdhury, “The novel metallic states of the cuprates:
Topological fermi liquids and strange metals,” Progress of Theoretical and



76

Experimental Physics, vol. 2016, p. 12C102, Dec 2016.
128. M. Koashi and A. Winter, “Monogamy of quantum entanglement and other

correlations,” Physical Review A, vol. 69, no. 2, p. 022309, 2004.
129. H. L. Stormer, D. C. Tsui, and A. C. Gossard, “The fractional quantum

hall effect,” Rev. Mod. Phys., vol. 71, pp. S298–S305, Mar 1999.
130. R. O. Jones, “Density functional theory: Its origins, rise to prominence,

and future,” Reviews of modern physics, vol. 87, no. 3, p. 897, 2015.
131. G. Kotliar, S. Y. Savrasov, K. Haule, V. S. Oudovenko, O. Parcollet, and

C. A. Marianetti, “Electronic structure calculations with dynamical mean-
field theory,” Rev. Mod. Phys., vol. 78, pp. 865–951, Aug 2006.

132. R. Moessner and J. T. Chalker, “Properties of a classical spin liquid: The
heisenberg pyrochlore antiferromagnet,” Phys. Rev. Lett., vol. 80, pp. 2929–
2932, Mar 1998.

133. L. Savary and L. Balents, “Quantum spin liquids: a review,” Reports on
Progress in Physics, vol. 80, no. 1, p. 016502, 2016.

134. T. Chanda, R. Kraus, G. Morigi, and J. Zakrzewski, “Self-organized
topological insulator due to cavity-mediated correlated tunneling,”
Quantum, vol. 5, p. 501, 2021.

135. D. Chowdhury, A. Georges, O. Parcollet, and S. Sachdev, “Sachdev-ye-
kitaev models and beyond: Window into non-fermi liquids,” Reviews of
Modern Physics, vol. 94, no. 3, p. 035004, 2022.

136. P. Francesco, P. Mathieu, and D. Sénéchal, Conformal field theory. Spri-
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