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Анотацiя

Iльченко Д.О. Ефекти гравiтацiйного лiнзування на кiльцевiй галакти-

цi

Дипломна робота на здобуття ступеня вищої освiти «бакалавр» за спецiаль-

нiстю 104 «Фiзика та астрономiя». Харкiвський нацiональний унiверситет iменi

В.Н. Каразiна, Харкiв, 2024.

В рамках дипломної роботи дослiджувались ефекти сильного гравiтацiйно-

го лiнзування на кiльцевих системах. Було отримано рiвняння критичних лiнiй

та каустик для системи однорiдного диску з центральною масою. Для системи

однорiдного тора з центральною масою було отримано новi рiвняння лiнзи у

елементраних функцiях. Для цiєї системи виявлено новий ефект - утворення

двох кiлець Ейнштейна у областi на торi. Для обох систем побудовано графiки,

для вiдображення змiщення та пiдсилення зображення. Було створено програм-

не забезпечення для вiзуалiзацiї та створення анiмацiй ефектiв гравiтацiйного

лiнзування.

1



Abstract

Ilchenko D. A. Effects of gravitational lensing on a ring galaxy

Thesis for the degree of Higher Education «bachelor» in specialty 104 «Physics

and astronomy». V. N. Karazin Kharkiv National University, Kharkiv, 2024.

The effects of strong gravitational lensing on ring systems were investigated in

the thesis. The equations of critical lines and caustics for the system of a homogeneous

disk with a central mass were obtained. For the system of a homogeneous torus with

a central mass, new lensing equations in elementary functions were obtained. For this

system, a new effect is found - the formation of two Einstein rings in a region on the

torus. For both systems, graphs were constructed to show the shift and magnification

of the image. Software was created to visualize and create animations of gravitational

lensing effects.
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Вступ

На сьогоднiшнiй день вивчення ефектiв гравiтацiйного лiнзування є важли-

вою задачою. Завдяки космiчним телескопам, таких як Hubble Space Telescope

i новому James Webb Space Telescope був отриман великий масив спостере-

жних данних. Аналiз цих зображень є потужним методом визначення розподiлу

барiонної та темної матерiї у просторi.

Актуальнiсть цiєї роботи полягає в дослiдженнi ефектiв гравiтацiйного лiн-

зування на тороїдальних систмах, що є поширеними у всесвiтi. Прикладом таких

систем є кiльцевi галактики типу об’єкта Хога, або затiнюючи тори у активних

ядрах галактики (АЯГ), що представляють великий iнтерес для астрофiзики.

Грунтуючись на цiй темi були поставленi наступнi задачi:

1. Створення програмного забезпечення для вiзуалiзацiї гравiтацiйного лiнзу-

вання.

2. Освоїти теорiю гравiтацiйного лiнзування на точковiй лiнзi.

3. Знайти залежнiсть кiлькостi зображень вiд положення джерела для системи

однорiдного кiльцевого диску з центральною масою.

4. Розглянути нову систему - кiльцевий диск з розподiлом густини що вiдповiдає

однорiдному тору з центральною масою.

Новизна цiєй роботи полягає в дослiдженi нової, бiльш складної гравiтациiно-

лiнзової системи, що є кращим наближенням до реальних астрофизичних об’єктiв.

Практичне значення роботи полягає у освоєннi теорiї гравiтацiйного лiнзу-

вання та отримання фiзичних характеристик для обраних систем.

Наукове значення отриманих результатiв полягає в тому, що для системи

однорiдний тор з центральною масою були знайденi новi ефекти, що не спо-

стерiгаються у ранiше розглянутiй системi однорiдного диску з центральною
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масою. Розроблене програмне забезпечення в майбутньому може слугувати для

створення датасету для машиного навання для знаходження описаних ефектiв

на реальних знiмках.
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1 Iсторiя розвитку та спостереження

гравiтацiйних лiнз

1.1 Вiдхилення свiтла точковою лiнзою

Природа свiтла довгий час залишалась для людей загадкою i питання чи

взаємодiє воно гравiтацiйно ймовiрно ставилось давно. У 1796 роцi Генрi Кавендiш

вивiв формулу для кута вiдхилення свiтла вiд прямої лiнiї при проходженi повз

масивне тiло, але не опублiкував її. Тож вперше вона була освiтлена у роботi

Iоганна Георга фон Зольднера 1801 року [8], де кут вiдхидення променя свiтла

має вигляд:

α =
2GM

c2ξ
(1)

де G – гравiтацiйна стала, M – маса гравiтуючого тiла, c - швидкiсть свiтла, ξ

– прицiльний параметр. Проте вже на початку 19го сторiчя експерементально

були пiдтвердженi хвильовi властивостi свiтла i питання викривлення променя

свiтла масивним тiлом ще довго не розглядалось.

У 1907 роцi Альберт Ейнштейн сформулював принцип еквiвалентностi

згiдно з яким гравiтацiйна маса не вiдрiзняється вiд iнерцiйної. А одже рух у

гравiтацiйному полi не можливо вiдрiзнити вiд руху з прискоренням. Також

постулювавши, що швидкiсть свiтла в усiх iнерцiйних системах стала, що можливо

дослiдити в уявному експериментi Ейнштейна. Лiфт що падає у гравiтацiйному

полi має двi скрiзнi шпарини через якi проходить свiтло. У системi вiдлiку лiфта

вiн знаходиться у станi спокою а одже свiтло проходть по прямiй крiзь шпарини.

Тодi в силу принципу еквiвалентостi в системi вiдлiку Землi щоб свiтло пройшло

через обидвi шпарини воно мало б вiдхилитись вiд прямої лiнiї - одже гравiтацiя

впливає на рух свiтла.

У 1911 року Ейнштейн провiв розрахунок кута вiдхилення у рамках спе-

цiальної теорiї вiдносностi i вiн збiгся з результатами Кавендiша i Зольднера.
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Ейнштейн звернувся у листi до сера Джорджа Еллерi Хейла, який запропонував

вимiряти кут вiдхилення зiр вiд iстинного положення Сонцем пiд час затемнення.

Першi спроби були проведенi в 1914 роцi у Феодосiї, проте спостереженням

завадила Перша свiтова вiйна. У 1916 роцi Ейнштейн повторив розрахунок у

рамках загальної теорiї вiдносностi (ЗТВ) i отримав кут у двiчi бiльше.

α =
4GM

c2ξ
=

2rg
ξ

(2)

де rg = 2GM/c2 - гравiтацiйний радiус лiнзи. Пiдставивши у формули (1) i (2)

масу Сонця M = M⊙ = 1.99× 1030 кг i прирiвнявши прицiльний параметр до

його радiуса ξ = R⊙ = 6.96 × 108 м отримаємо кут вiдхилення 0".875 i 1".75

вiдповiдно. Тож спостереження вiдхилення свiтла могло стати пiдтвердженням

ЗТВ.

У 1918 року Вiльям Воллес Кемпбелл провiв спостереження у Вашингтонi

але через низьку точнiсть вiдхилення не було помiчено, що викликало сумнiви

у ЗТВ. Проте вже у 1919 роцi провели ще двi експедицiї на островi Принсiпi

та на пiвночi Бразилiї органiзованi Артуром Еддiнгтоном. Вони спостерiгали

затемнення на фонi Гiад, що завдяки великiй кiлькостi зiр у скупченi дозволило

усунути випадковi похибки. Вимiрюванння показали кут вiдхилення 1.60 ± 0.31

та 1.98 ± 0.12 секунди дуги, тож вiдхилення свiтла на цей кут є одним iз тестiв

ЗТВ, що пiдтверджують її правильнiсть.

1.2 Рiвняння гравiтацiйної лiнзи. Кiльце Ейнштейна

Тепер знайдемо залежнiсть координат зображень вiд координат джерела.

Розглянемо промiнь свiтла, що йде вiд джерела. На Рис. 1 зображений двовимiр-

ний випадок. Знайдемо залежнiсть ξ вiд координати джерела η.
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Рис. 1: Схема руху промiня вiд джерела до спостерiгача

З подiбностi двох трикутникiв отримаємо рiвнiсть:

ξ

Dd
=

ζ + η

Ds
.

з урахуванням дальностi джерела α → 0 ⇒ ζ = Ddsα = 2Dds
rg
ξ

ξ

Dd
=

η +Dds
2rg
ξ

Ds
⇒ η + 2rgDds

ξ
= ξ

Ds

Dd

Остаточно рiвняння гравiтацiйної лiнзи має вигляд:

η =
Ds

Dd
ξ − 2rgDds

ξ
. (3)

У випадку коли джерело, лiнза i спостерiгач лежать на однiй прямiй η = 0

розв’язок рiвняння має вид

ξ0 = ±
√
2rg

DdDds

Ds
. (4)

В такому випадку свiтло вiд джерела огинає лiнзу з усiх сторiн Рис. 2 i

спостерiгач буде бачити кiльцеподiбне зображення - кiльце Ейштейна, радiус
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якого визначається формулою (4).

Рис. 2: Схема формування кiльца Ейнштейна.

Цей рузультат був отриманий Ейнштейном у 1936 роцi [6].Однак оцiнка

ефекту при лiнзуваннi зорi на зорi була настiльки маленькою, що навiть сам Ейн-

штейн розглядав його скорiше як цiкавий з точки зору теорiї без можливостi його

спостерiгати. Ефект виявляється значним якщо розглядати лiнзування галакти-

ки на галактицi, оскiльки маса галактик сутєво бiльша, а вiдстань джерело-лiнза,

лiнза-спостерiгач можуть бути одного порядку, що i збiльшує значення радiуса

кiльця Ейнштейна, згiдно формули (4). Крiм того прогрес у розвитку спостере-

жних засобiв дозволив досягти високої роздiльної здатностi далеких об’єктiв, що

також дало iмпульс до розвитку напрямку дослiдження астрофiзичних об’єктiв

методами гравiтацiйного лiнзування. Ми переконаємось пiзнiше, що при лiнзу-

ваннi далеких джерел на галактиках утворення кiлець значно ймовiрнiше i вже

є цiлий список таких зображень, а з зорями пов’язанi ефекти мiкролiнзування.

Рiвняння лiнзи для випадку точкової лiнзи можна узагальнити на двовимiр-

ний випадок. Дiйсно, в бiльш загальному випадку джерело визночається двома

координатами на площинi джерела, тобто, η⃗ = (η1, η2). Вiдповiдно координати

прицiльного параметру ξ⃗ = (ξ1, ξ2) (Рис. 3)

Таким чином рiвняння гравiтацiйної лiнзи у векторному виглядi має вид:

η⃗ =
Ds

Dd
ξ⃗ − 2rgDds

ξ2
ξ⃗ . (5)
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Рис. 3: 3D схема викривлення променя свiтла i положення зображення

Нормуємо рiвняння (5) на радiус Ейнштейна x⃗ = ξ⃗
ξ0

η⃗

ξ0
=

Ds

Dd
x⃗− 2rgDds

ξ2
x⃗ ⇒ Dd

Ds

η⃗

ξ0
= x⃗− 2rgDdsDd

Dsξ2
x⃗

Введемо ще одне нормування y⃗ = Dd

Ds

η⃗
ξ0

ξ20 = 2rg
DdDds

Ds
⇒ 2rgDdsDd

Dsξ20

ξ20
ξ2

=
ξ20
ξ2

=
1

x2

Остаточно отримуємо:

y⃗ = x⃗− x⃗

x2
(6)

Рiвняння (6) є обезрозмiреною формулою лiнзи де y⃗ - нормованi координати

джерела, а x⃗ - нормованi координати зображення.

Основною метою є знаходження координат зображень, що легко можна

зробити для рiвняння точкової лiнзи. Рiшення рiвняння (6) має вигляд:

x⃗± = y⃗

(
1

2
±

√
1

4
+

1

|y|2

)
. (7)
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У скалярнiй формi рiвняння (6) i його рiшення наступнi:

y = x− 1

x
⇒ x2 − xy − 1 = 0 ⇒ x± =

y ±
√

y2 + 4

2

Попереднi рiвняння були отриманi для випадку точкової лiнзи. Для бiльш

загального випадку лiнзи, що складається з набору точкових лiнз рiвняння (6)

прийме вид:

y⃗ = x⃗− ⃗̂α , (8)

де ⃗̂α = DdsDd

Ds

α⃗
ξ0

нормований кут вiдхилення, тож маємо рiвняння лiнзи через кут

вiдхилення. Кут вiдхилення буде визначатись як векторна сума кутiв вiдхилення,

що створює кожна точкова лiнза з масою mi, нормовану на повну масу системи,

окремо:

⃗̂α =
DdsDd

Dsξ0

4G

c2ξ0

N∑
i=1

mi
x⃗− x⃗i
|x⃗− x⃗i|2

. (9)

Для випадку неперервного розподiлу маси перейдемо вiд сумування до iнтегру-

вання:

⃗̂α =
DdsDd

Dsξ0

4G

c2ξ0

∫
x⃗− x⃗′

|x⃗− x⃗′|2
dm . (10)

Рiвняння лiнзи (8) з врахуваннм (9) або (10) є основним рiвнянням теорiї

гравiтацiйного лiнзування, що дозволяє отримати зображення джерела для до-

вiльного розподiлу густини в лiнзi. Це рiвняння в загальному випадку неможливо

вирiшити, оскiльки координати зображень входять туди складним чином через

iнтеграл i вiльний доданок. Також не завжди вдається отримати саме рiвняння

лiнзи в елементарних функцiях i тiльки для особливих випадкiв розподiлу густи-

ни в лiнзi це можливо зробити(як, наприклад, для точкової лiнзи). У роздiлi 3.2

ми побачимо, що для запропонованого в роботi розподiлу лiнзи, який вiдповiдає

розподiлу речовини в торi, рiвняння можливо записати в елементарних функцiях.
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Однак навiть для знаходження розв’язку потрiбнi спецiальнi методи, оскiль-

ки рiвняння лiнзи не розв’язується щодо координат зображення. Тому викори-

стовується метод трасування променiв, який буде розглянуто в роздiлi 2.1.

1.3 Спостережнi даннi

Легше всього знаходити лiнзи якi створюють зображення квазарiв, або

кластерiв галактик. Вiдстань мiж двома зображеннями при лiнзуваннi на масив-

нiй галактицi порядку 1 арксекунди. Також для спостереження гравiтацiйного

лiнзування корисно розглядати компактнi радiо джерела. Так як лiнзування

наближено не змiнює поверхневої яскравостi i спектр. Критерiями для зображень

вiд точкового джерела є:

1. Знаходження кiлькох об’єктiв на малiй вiдстанi.

2. Однаковi спектри(хоча насправдi спектри можуть дещо вiдрiзнятися через

те як променi проходять крiзь лiнзу).

3. Однаковi червонi змiщеннями.

4. Вiдношення потокiв схожi для рiзних зображень(також може дещо змiню-

ватись через лiнзування, та через те що свiтло надходить з рiзних частин

джерела).

5. Поруч має бути кандидат на гравiтацiйну лiнзу з червоним змiщенням менше

нiж у зображення.

6. Часовi варiацiї на рiзних зображеннях, якi корелюють мiж собою.

При лiнзуваннi протяжного об’єкту цiлком достатньою умовою є наяв-

нiсть сильно витягнутих чи кiльцеподiбних зображень. Також дуже корисною є

наявнiсть наднової, що допомагає оцiнити криву блиcку та часовi варiацiї.
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Загалом зображення вiд протяжних об’єктiв легше реєструвати, проте їх

i складнiше обробляти. Першою знайденою гравiтацiною лiнзою була система

QSO 0957 + 561 представляє з себе два зображення квазарiв з подiбними спектра-

ми i червоними змiщеннями, Рис. 4. А першi гравiтацiйнi дуги спостерiгались у

системi Abell 370, Рис. 5.

Рис. 4: Зобреження системи QSO 0957 + 561 отримане HST [1]

На сьогоднiшнiй день зображення гравiтацiйного лiнзування отримувало

багато iнструментiв. Серед них Hubble Space Telescope (HST), James Webb Space

Telescope (JWST), Atacama Large Millimeter/submillimeter Array (ALMA), Sloan

Digital Sky Survey (SDSS) та iншi. Цi iнстументи вже знайшли багато прикладiв

утворення кiлець Ейнштейна приведених на Рис. 6 – 9.

У 2007 роцi HST знайшов два концентричних кiльця Ейнштейна у областi

SDSSJ0946+1006 зображених на Рис.10 [7]. Як ми побачимо у роздiлi 3 декiлька

кiлець Ейнштейна може утворюватись при лiнзуваннi на кiльцевих системах.
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Рис. 5: Зобреження системи Abell 370 отримане HST [1]

Рис. 6: Повне кiльце Ейнштейна отримане JWST [2]
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а б в

Рис. 7: Зображення гравiтацiйних лiнз отриманi SDSS [3]

Рис. 8: Приклади кiлець Ейнштейна знайдених HST [1]
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Рис. 9: Зображення гравiтацiйно лiнзованої галактики SDP.81, отримане ALMA
[4].

а б

Рис. 10: Зображення двох кiлець Ейнштейна
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2 Моделювання ефектiв гравiтацiйного

лiнзування

2.1 Численный метод трасування променiв

Метод тросування променiв дозволяє за заданими координатами джерела

використовуючи рiвняння лiнзи знайти координати зображень. У своїй роботi я

використовував два пiдходи в залежностi вiд того, якого виду рiвняння лiнзи.

Перший для випадку коли вдається отримати обернене рiвняння лiнзи,

тобто залежнiсть координатi зображення вiд координати джерела x⃗(y⃗). Тодi я

використовую настуний алгоритм:

1. Задаю координати, розмiри, колiр та розподiл яскравостi джерел свiтла.

2. Область джерела свiтла заповнюю точками.

3. Для кожної точки використовуючи оберненi рiвняння лiнзи отримую вiдпо-

вiднi координати у площиннi лiнзи, цi точки i утворюють зображення.

4. Новi точки отримуюють яскравiсть та колiр початкових вiдповiдних точок.

Другий алгоритм я використовую у випадку коли оберненi рiвняння лiнзи

отримати не вдається. Вiн реалiзується наступними кроками:

1. Задаю координати, розмiри,колiр та розподiл яскравостi джерел свiтла.

2. Заповнюю область у площинi лiнзи точками.

3. Для кожної точки використовуючи рiвняння лiнзи отримую вiдповiднi точки

у площинi джерела свiтла.

4. Перевiряємо чи потрапила отримана точка у область джерела свiтла.

5. У випадку коли потрапляє, то для неї розраховується колiр та яскравiсть, а

початкова точка утворює зображення та отримує ту саму яскрвiсть та колiр.
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2.2 Реализация алгоритма трасування променiв на С++

У свої моделi я створив клас Sourse_Array, який є двовимiрним масивом

об’єктiв його вкладеного класу Sourse.

class Sourse_Array {

public:

class Sourse{...};

Sourse** sourse;

Sourse** image;

int n;

int lens_type;

Sourse_Array(int lens_type, int n){...}

~Sourse_Array(){...}

void Show_Sourse(){...}

void Show_Images(){...}

void Show_Images_Sourse(){...}

...

};

Змiнна n - вiдповiдає за кiлькiсть джерел у масивi, а lens_type свiдчить про те

на якiй системi вiдбувається лiнзування (точкова лiнза, точкова лiнза з кiльцем,

тощо). Масиви sourse та image мiстять iнформацiю про джерела та зображення

вiдповiдно. методи Show використовуються для виводу на екран вiдповiдних

елементiв.

Сам алгоритм тросування реалiзований у класi Sourse

class Sourse{

public:
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double** point;

int n;

Sourse(){...}

Sourse(double x, double y){...}

~Sourse(){...}

void Central_Mass(const Sourse& other){...}

void Disk_With_Central_Mass(const Sourse& other){...}

};

Кожне джерело складається з окремих точок. Двовимiрний масив point мiстить

iнфориацiю про координати та яскравiсть кожної такої точки. Змiнна n вiдповiдає

за кiлькiсть таких точок. В методах цього класу знаходять координати зображень

для рiзних систем лiнз.

Повний код програми приведено у додатку B.

2.3 Вiзуалiзацiя з допомогою OpenGL

Вiдображення результатiв моделювання в залежностi вiд пакету може за-

ймати багато часу, що стає серйозною проблемою при роботi iз великою кiлькiстю

джерел i створеннi анiмацiй. Я проводив моделювання за допомогою пакету

Wolfram Mathematica, бiблiотеки matplotlib для Python i бiблiотеки OpenGL на

C++. Моделювання масиву джерел 5 на 5 кожне з яких складається з 10000

точок займає 1хв 58с, 15с та 2с вiдповiдно. Результати моделювання приведенi

на Рис. 11.
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(а) (б)

(в) (г)

(д) (е)

Рис. 11: (а) та (б) решiтка гаусових джерел свiтла та вiдповiднi зображення
вiзуалiзованi за допомогою Wolfram Matematica, (в) та (г) решiтка гаусових
джерел свiтла та вiдповiднi зображення вiзуалiзованi за допомогою бiблiотеки
matplotlib, (д) та (е) решiтка гаусових джерел свiтла та вiдповiднi зображення
вiзуалiзованi за допомогою, бiблiотеки OpenGl

Кожна з трьох бiблiотек добре вiзуалiзує ефекти гравiтацiйного лiнзування,
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проте я зупинився на використаннi OpenGl, через менший час розрахунку i

можливостi гнучкiше вносити необхiднi змiни в проограму. В майбутньому я

планую скоротити час i пiдвищити якiсть вiзуалiзацiї завдяки використанню

шейдерiв та розпаралелюванню розрахункiв для обчислення на графiчному

процесорi з використанням технологiї CUDA.

2.4 Тестування коду на класичних лiнзах

У цьому роздiлi ми розглянемо деякi зображення, що були отриманi за допомогою

моєї програми. Вiзуалiзацiя вiдбувається за допомогою бiблiотеки OpenGL. Для

прикладу розглянемо рядок гаусових джерел свiтла. Тут i в усiх наступних

зображеннях якщо не сказано iншого, радiус джерела дорiвнює 0.1. Нижче

приведоно отриманi зображеня при лiнзуванi на точковiй масi.

(а) (б)

Рис. 12: Лiнзування кольорових зображень на точковiй лiнзi

Центральне джерело створює кiльце Ейнштейна, в той час як iншi мають

по два зображення, що мають нiби вiдзеркалену форму, що буде детальнiше

розглянуто у наступному роздiлi. Рисунки виконанi в однаковому масштабi, тож
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можемо помiти, що лiнза розширює решiтку, i зображення покриваєть бiльшу

площу, що також розглянемо в наступному роздiлi. Далi розглянемо лiнзування

квадратної решiтки гаусових джерел свiтла на точковiй лiнзi.

(а) (б)

Рис. 13: (а) решiтка гаусових джерел свiтла 3 на 3, (б) зображення, що утворилось
при лiнзуваннi на точковiй лiнзi

(а) (б)

Рис. 14: (а) решiтка гаусових джерел свiтла 15 на 15, (б) зображення, що утвори-
лось при лiнзуваннi на точковiй лiнзi

Бачимо, що зображення джерел свiтла, що знаходяться далi вiд гравiтацiної
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лiнзи зазнають значно слабших змiн.

2.5 Коефiцiєнт пiдсилення

Рис. 15: Схеиа пiдсилення зображенння при гравiтацiйному лiнзуваннi

Гравiтацiйне лiнзування не змiнює поверхневрї яскравостi джерела, тому

коефiцiєнт пiдсилення нескiнченно малого джерела свiтла визначається як:

µ =
∆ω

(∆ω)0
=

∣∣∣∣det ∂β

∂θ

∣∣∣∣−1

=

∣∣∣∣det ∂y

∂x

∣∣∣∣−1

= | detA|−1 (11)

Якщо детермiнант має додатнiй(вiд’ємний знак), то зображення має дода-

тню (вiд’ємну) парнiсть. При вiд’ємнiй парностi зобреження перевертається, а

при додатнiй нi. Цi областi роздiляє критична крива де детермiнант матрицi

рiвний нулю, у площинi джерела вона зветься каустикою.

Зображення з позитивною i негативною парнiстю з’являються i зникають

разом [9]. Тому кiлькiсть зображень змiнююється на два якщо джерело перете-
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нає каустику. Для протяжних об’єктiв коли джерело свiтла претинає каустику

зображення з позитивною i негативною парнiстю зливаються. Для точкової лiнзи∣∣∣∣det ∂y

∂x

∣∣∣∣ = 1− 1

x4
(12)

Графiк залежностi detA вiд координати зображення для точкової маси приведено

на Рис. 16.

Рис. 16: Залежнiсть детермiнанта якобiана перетворення вiд координати зобра-
ження.

Бачимо, що для точковиої маси критичною кривою є коло з радiусом

1, тобто проходить по кiльцю Ейнштейна. В середенi цього кола з’являються

зображення з вiд’ємною парнiстю, а зовнi з додатньою. Тому на Рис. 12 ми

бачимо що для одного джерела утворюються два нiби вiдзеркалених зображення.

Пiдставляючи в рiвняння лiнзи x = 1 отримаємо, що каустикою є точка y = 0.

Якщо джерело проходить через точку 0 утворюється кiльце Ейнштейна, а коли

джерело проходить повз утворюється двi дуги з рiзними знаками парностi.

Далi розглянемо коефiцiєнт пiдсилення. Використовуюючи формули (11) та

(12) отримаємо, що коефiцiєнт пiдсилення точкової лiнзи визначається формулою

(13)

µ± =
1

4

 β̃√
β̃2 + 4

+

√
β̃2 + 4

β̃
± 2

 , (13)
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де µ+ коефiцiєнт пiдсилення зображення з позитивною парнiстю,а µ− для зобра-

ження з негативною парнiстю. Повне пiдсилення визначається як сума коефiцi-

єнтiв пiдсилень усiх зображень

µ = µ+ + µ− (14)

Графiк коефiцiєнта пiдсилення для точкової лiнзи приведено на Рис. 17.

Рис. 17: Залежнiсть коефiцiєнта пiдсилення вiд координати джерела для точкової
лiнзи

Також важливо зазначити наступне [9]:

Теорема пiдсилення 1. Серед зображень вiд точкового джерела, що створює

прозора лiнза завжди буде зображення таке саме або яскравiше за джерело без

лiнзи µ ≥ 1
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3 Осесиметричнi системи

3.1 Однорiдний диск

Розглянемо однорiдний диск з внутрiшнiм радiусом r1 та зовнiшнiм радiусом r2,

що нормованi на радiус кiльця Ейнштейна, що зображений на Рис. 18.

Рис. 18: Cхема однорiдного тора з центральною масою

Маса диска md та центральна маса m0 обезрозмiренi та нормованнi на повну

масу системи. Таким чином:

m0 +md = 1. (15)

Тодi рiвняння лiнзи має вигляд [5]

y⃗ = x⃗


(1− 1

x2
) x ≥ r2 (1)

(1− m0

x2
− κ

x2 − r21
x2

), r1 ≤ x ≤ r2 (2)

(1− m0

x2
) x ≤ r1 (3)

(16)

де κ = md/(r
2
2 − r21).
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Рiшення цiєї системи вiдносно x⃗ має вигляд:

x⃗ = y⃗



1

2

(
1±

√
y +

4

y

)
x ≥ r2 (1)

1±
√
1 + 4(κ−1)(m0−κr21)

y2

2(κ− 1)
, r1 ≤ x ≤ r2 (2)

1

2

(
1±

√
y +

4m0

y

)
x ≤ r1 (3)

(17)

З системи рiвняннь (17) бачимо, що одне джерело може мати до шести

зображень. Використовуючи рiвняння (17) за допомогою створеної програми

можемо отримувати зображення гравiтацiйного лiнзування на цiй системi (Рис

19). В додатку А приведено бiльше зображень та графiкiв лiнзування для цiєї

системи.

(а) (б)

Рис. 19: На рисунку (а) зображено квадратну решiтку джерел свiтла 15 на
15. На рисунку (б) вiдповiднi зображення. Червона точка позначає центральну
масу, а червонi кола внутрiшню та зовнiшню межу диску. Параметри лiнзи
m0 = 0.3, r1 = 0.7, r2 = 0.9

Також використовуючи систему рiвняннь (16) можемо побудувати графiк

кута вiдхилення в залежностi вiд кординати зображення – Рис. 20
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Рис. 20: Приклад залежнiстi кута вiдхилення вiд координати зображення для
системи з параметрами m0 = 0.3, r1 = 0.7, r2 = 0.9

Тут ширина областi обмеженої чорними лiнiями рiвна дiаметру джерела

свiтла, що в данному випадку рiвний 0.1. Кiлькiсть перетенiв графiкому цiєї

областi вiдовiдає кiлькостi кiлець Ейнштейна, що утворюються, а протяжнiсть

перетину по x за товщину кiлець.

Щоб знайти умови при яких зображення зливаються чи зникають розгля-

немо якобiан переходу.

detA =



(1− 1

x4
) x ≥ r2 (1)

(1− κ)2 − (
κr22 − 1

x2
)2, r1 ≤ x ≤ r2 (2)(

1− m2
0

x4

)
x ≤ r1 (3)

(18)

Розв’язками рiвняння detA = 0 є:

x =
√
m x ≤ r1 (A)

x = r1, (B)

x =

√
κr22 − 1

1− κ
, r1 ≤ x ≤ r2 (C)

x = r2, (D)

x = 1 x ≥ r2 (E)

(19)
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I використовуючи рiвняння (16) знайдемо вiдповiднi каустики:



y = 0 (A)

y = r1 −
m0

r1
(B)

y = 0 (C)

y = r2 −
1

r2
(D)

y = 0 (E)

(20)

Приклад залежностi detA(x) приведено на Рис. 21.

Рис. 21: Залежнiсть детермiнанта якобiана перетворення вiд координати зобра-
ження для m0 = 0.5, r1 = 0.7, r2 = 0.94.

У загальному випадку в рiвняннi (19) маємо три кривi (А), (С), i (E), якi

у площинi джерела свiтла переходять у точку 0, отже вони вiдповiдають за

утворення кiлець Ейнштейна. Кривi (B) i (D) у площинi джерела утворюють

каустики якi вiдповiдають за злиття зображень в областях 1 i 2 (каустика (B)) i

в областях 2 i 3 (каустика (D)). Це проiлюстровано на Рис. 22-27 для системи з

параметрами m0 = 0.5, r1 = 0.8, r2 = 0.94
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(а) (б)

Рис. 22: На рисунку (а) зображено джерело свiтла, що знаходиться у центрi
координатю. Меншi кола в середенi є каустиками B i D. На рисунку (б) бачимо,
що утворилось зображення 3 кiлець Ейнштейна. На рисунку (а) i (б) великi кола
позначають внутрiшню та зовнiшню межу диску, а точка в центрi, є центром
координат де знаходиться центральна маса.

(а) (б)

Рис. 23: На рисунку (а) джерело свiтла вже не торкається центру координат. На
рисунку (б) зображення трьох кiлець Ейнштейна розпались на 6 дуг. Числом
будемо позначати область де утворилось зображення. Зправа знаходяться зобра-
ження з позитивною парнiстю, а злiва з негативною.
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(а) (б)

Рис. 24: На рисунку (а) джерело свiтла починає перетинати першу каустику На
рисунку (б) зображення 3- та 2- починають зливатися.

(а) (б)

Рис. 25: На рисунку (а) джерело свiтла перетинає обидвi каустики. На рисунку
(б) зображення 3- та 2- стають меншими, а зображення 1+ та 2+ починають
зливатися.
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(а) (б)

Рис. 26: На рисунку (а) джерело свiтла вже перетнуло першу каустику, та все
ще перетинає другу каустику. На рисунку (б) Зображення 3- та 2- повнiстю
зникають, а зображення 1+ та 2+ стають меншими.

(а) (б)

Рис. 27: На рисунку (а) джерело свiтла вже перетнуло другу каустику. На рисунку
(б) Зображення 1+ та 2+ повнiстю зникають та залишаються тiльки 1- та 3+.

На Рис. 28 бачимо графiки залежностi координат зображень вiд коор-

динат джерела свiтла: числом показана область де утворюється зображення.

Плюс(мiнус) вiдповiдає за зображення з позитивною(негативною) парнiстю.

Насправдi зображення з позитивною i негативною парнiстю з’являються з про-

тилежних сторiн лiнзи, проте тут приведено лише модулi координат, для того,

щоб легше побачити пари яких зображень утворюють кiльця. Координати x при
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y = 0, де двi дуги зливається i є радiусами кiлець Ейнштейна. При вiддаленнi

джерела свiтла вiд центра координат кожне кiльце розпадається на двi дуги, що

потiм можуть злитися i зникнути при перетенi джерелом каустик.

Рис. 28: Залежнiсть модуля координат зображення вiд модуля координат джерела
для m0 = 0.3, r1 = 0.7, r2 = 0.9.

Використовуючи рiвняння (11), (16) i (18) можемо отримати коефiцiєнт пiдсиле-

ння в кожнiй областi:

µ±
1 =

1

4

(
y ±

√
y2 + 4m0

)2
y
√

y2 + 4m0

(21)

µ±
2 =

1

4(κ− 1)2

(
y ±

√
y2 + 4(κ− 1)(κr22 − 1)

)2
y
√
y2 + 4(κ− 1)(κr22 − 1)

(22)

µ±
3 =

1

4

(y ±
√

y2 + 4)2

y
√
y2 + 4

, (23)

а повний коефiцiєнт пiдсилення визначається як:

µ = µ+
1 + µ−

1 + µ+
2 + µ−

2 + µ+
3 + µ−

3 (24)

Гравiк залежностi коефiєнта пiдсилення вiд координати джерела приведено на

Рис. 29
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Рис. 29: Графiк залежностi коефiцiєнта пiдсилення вiд координати зображення
для системи з параметрами m0 = 0.3, r1 = 0.7, r2 = 0.9

Бачимо, що проходячи через каустики коефiцiєнт пiдсилення стрибком

змiнюється. Це пов’язано з тим, що два зображення зникають.

Графiки кута вiдхилення, детермiнанта та коефiцiєнта пiдсилення несуть

iнформацiю про кiлькiсть зображень та дають можливiсть побачити як рiзнi

ефекти гравiтацiйного лiнзування пов’язанi оде з одним.

3.2 Розрахунок рiвняння тора в термiнах Rtor i r0

Розглянемо розподiл поверхневої густини у диску виражений формулою

(25), що iмiтує однорiдний тор (дивись Рис. (30))

ρ(ξ) = ρd

√
1−

(
ξ

r0
− Rtor

r0

)2

. (25)
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Рис. 30: Розподiл густини, що iмiтує однорiдний тор

Розрахуємо масу тора:

Md = 2π

∫ Rtor+r0

Rtor−r0

ξρ(ξ)dξ = 2πρdI1 ,

де I1 =
∫ Rtor+r0
Rtor−r0

ξ

√
1−

(
ξ
r0
− Rtor

r0

)2
dξ.

Введемо замiну

sin ζ =
ξ

r0
− Rtor

r0
→ ξ = r0 sin ζ +Rtor → cos ζdζ =

1

r0
dξ

Межi iнтегрування змiняться наступним чином:

При ξ = Rtor − r0 маємо sin ζ = Rtor−r0−Rtor

r0 = −1 → ζ = −π
2

При ξ = Rtor + r0 маємо sin ζ = Rtor+r0−Rtor

r0 = 1 → ζ = π
2 Iнтеграл I1 перетворює-

ться у

∫ π
2

−π
2

cos2 ζ(r0 sin ζ +Rtor)r0dζ = r20

∫ π
2

−π
2

cos2 ζ sin ζdζ + r0Rtor

∫ π
2

−π
2

cos2 ζdζ

Розрахуємо кожен iнтеграл окремо. Використовуючи формулу пониження степе-
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ня cos2 ζ = 1+cos 2ζ
2

r0Rtor

∫ π
2

−π
2

1 + cos 2ζ

2
dζ =

r0Rtorζ

2
+

r0Rtor

4
sin 2ζ

∣∣∣∣π2
−π

2

=
r0Rtor

2
π

r0

∫ π
2

−π
2

cos2 ζ sin ζdζ = −r0

∫ π
2

−π
2

cos2 ζd cos ζ = −r20
3
cos3 ζ

∣∣∣∣π2
−π

2

= 0

Таким чином

I1 =
r0Rtor

2
π (26)

Md = 2πρd
r0Rtor

2
π = Rtorr0ρdπ

2 → ρd =
Md

Rtorr0π2
(27)

Тепер розрахуємо кут вiдхилення тора.

αd(x) =
2

x

∫
κ(x′)x′dx′

де κ(x′) = ρ(ξ0x
′)

ρcr
i ρcr = M0+Md

πξ0
Тодi

κ(x′) =
πξ20

M0 +Md

Md

r0Rtorπ2

√
1−

(
ξ0x

′

r0
− Rtor

r0

)2

Rtor та r0 нормуємо на радiус кiльця Ейнштейна ξ0 i нормуємо маси як у формулi

(15). Таким чином безрозмiрна поверхнева густина має вид:

κd =
md

πr0Rtor

I отримаємо

αd(x) =
2κd

x
I2(x)
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I2(x) =

∫ x

Rtor−r0

x′

√
1−

(
x′

r0
− Rtor

r0

)2

dx′

Iнтеграл I1 i I2 одного виду, тож можимо записати

I2(x) =
r0Rtorζ

2
+

r0Rtor

4
sin 2ζ − r20

3
cos3 ζ

∣∣∣∣
ζ
2

− ζ
2

=

=
r0Rtorζ

2
+

r0Rtor

4
sin 2ζ − r20

3
cos3 ζ +

πr0Rtor

4
(28)

I2(x) =
r0Rtor

4
(2ζ + sin 2ζ + π)− r20

3
cos3 ζ (29)

Де

ζ = arcsin

(
x

r0
− Rtor

r0

)
(30)

Пiдставимо зовнiшню межу тора

I2(Rtor+r0) =
r0Rtor

4
(2 arcsin 1+sin(2 arcsin 1)+π)−r20

3
cos3 arcsin 1 =

πr0Rtor

2
= I1

Тодi нарештi отримаємо рiвняння лiнзу для однорiдного тора.

y⃗ = x⃗


(1− 1

x2
) x ≥ Rtor + r0 (1)

(1− m0

x2
− 2κd

x2
I2(x), Rtor − r0 ≤ x ≤ Rtor + r0 (2)

(1− m0

x2
) x ≤ Rtor − r0 (3)

(31)

Отже рiвняння лiнзи у 1 та 3 областi такi ж як i у випадку однорiдного ди-

ску, змiни з’являться тiльки у рiвняннi для другої областi. Отримане рiвняння

виражене у елементарних функцiях, проте тут у рiвняння входить arcsin i обер-

ненi рiвняння отримати не вдається, тож для отримання зображень необхiдно

використовувати другий алгоритм описаний у роздiлi 2.1. Використовуючи цi
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рiвняння можна побудувати графiк кута вiдхилення в залежностi вiд координати

зображення приведений на Рис. 31.

Рис. 31: Залежнiсть кута вiдхилення вiд координати зображення для параметрiв
m0 = 0.3, Rtor = 0.8, r0 = 0.1

Гравiк кута вiдхилення дуже подiбний до того, що був отриманий для

однорiдного диску, проте на межах областi мають бiльш плавний перегин. Також

використовуючи рiвння лiнзи користуючи власною програмою було отримано

зображення приведенi на Рис. 32. В додатку А приведено бiльше зображень та

графiкiв лiнзування для цiєї системи.

(а) (б)

Рис. 32: На рисунку (а) зображено квадратну решiтку джерел свiтла 15 на 15.
На рисунку (б) вiдповiднi зображення. Бiлi кола внутрiшню та зовнiшню межу
диску. Параметри лiнзи m0 = 0.3, Rtor = 0.8, r0 = 0.1
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Отриманне зображенняя також подiбне до зображення утвореного при

лiнзуваннi на однорiдному диску.

Для 1 та 3 облатi залежнiсть detA така сама як i для однорiдного диску,

проте у другiй областi вона визначається рiвнянням (32)

detA = 1− m0

x
− 2κ2

d(r
2
0 − (Rtor − x)2)(2r20 +R2

tor +Rtorx− 2x2)

3r20

+
κd

√
1− (Rtor−x)2

r20
(2r20 +R2

tor + 6m0x+Rtorx− 8x2)

3x

+
κdr0Rtor(−1 + 2κdx

√
1− (Rtor−x)2

r20
) arccos Rtor−x

r0

x
(32)

Для такого громiзького рiвняння невдається знайти каустики. Графiк залежностi

detA вiд координат джерела приведено на Рис. 33

Рис. 33: Залежнiсть детермiнанта якобiана перетворення вiд координати зобра-
ження для m0 = 0.5, Rtor = 0.8, r0 = 0.1.

Цей графiк також подiбний до результатiв моделювання для однорiдного

тиску, але виглядає згладженим.

На Рис. 34 преведено графiк залежностi координат зображення вiд коорди-

нат джерела.

Також можемо помiтити, що графiк дуже подiбний до випадку однорiдного

диску. Загалом для випадку тонкого тора, ефекти лiнзування добре збiгаються i
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Рис. 34: Залежнiсть координати зображення вiд координати джерела для m0 =
0.5, Rtor = 0.8, r0 = 0.1.

ця складна ситема може бути апроксимована однорiдним диском. Проте у випадку

товстого тора з’являється новий ефект - утворення двох кiлець Ейнштейна в 2

областi, що пов’язано з тим, що тепер критичнi лiнiї проходять не по границям

тора. Це продимонстровано на Рис. 35

В майбутньому буде бiльш детально розiбрано данну систему. Головним

чином дослiдження критичних кривих та умови утворення кiлець Ейнштейна.

Схоже, що додатковi зображення з’являються через зеркальний розподiл матерiї.

Також буде проведено роботу над знаходженням коефiцiєнту пiдсилення, що

ускладнюється громiзкiстю рiвняння детермiнанту у 2 областi.
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(а) (б)

(в) (г)

(д)

Рис. 35: Утворення двох кiлець Ейнштейна в 2 областi при параметрах системи
m0 = 0.1, Rtor = 0.6, r0 = 0.4.
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Висновки

В результатi виконаної роботи було досягнуто наступних результатiв:

1. Розроблено власне програмне забезпечення для розрахунку та вiзуалiзацiї

ефектiв гравiтацiйного лiнзування.

2. Знайдено каустики та критичнi лiнiї для системи однорiдного диску з цен-

тральною масою.

3. Знайдено нове рiвняння лiнзи для системи, що iмiтує однорiдний тор з

центарльною масою.

4. Для випадку тонкого тора ефекти лiнзування добре збiгаються з тими, що

ми спостерiгаємо на системi однорiдного диску.

5. Для товстого тора можливе утворення одразу двох кiлець Ейнштейна в 2

областi, що пов’язано з симетрiєю у розподiлi речовини в торi.

В майбутньому робота над цiє задачою буде продовжена. Наразi поставлено такi

задачi.

1. Знайти коефiцiєнт пiдсилення, критичнi лiнiї та каустики для систем однорi-

дний тор з центральною масою.

2. Розглянути нову системи, що iмiтує Гаусовий розподiл речовини у торi з

центральною масою.

3. Для цiєї системи отримати коефiцiєнт пiдсилення, критичнi лiнiї та каустики,

а також залежнiсть detA(x)

4. Покращити власне програмне забезпечення для вiзуалiзацiї ефектiв гравiта-

цiйного лiнзування.

5. Знайди залежнiсть часових варiацiй вiд координат зображення для описаних

вище систем.
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Додаток А: Зображення та графiки

гравiтацiйного лiнзування для рiзних систем

В цьому роздiлi приведенi графiки гравiтацiйного лiнзування на системi

однорiдного тора з центральною масою, та однорiдного диску з центральною

масою.

На Рис. 36-42 приведено зображення та графiки для системи однорiдного

диску з центральною масою. Тут (а) - джерело свiтла, бiлими колами показанi

каустики та розмiри диску, бiла точка вiдповiдає центральнiй масi, (б) - вiдпо-

вiднi зображення, бiлими колами показанi розмiри диску, бiла точка вiдповiдає

центральнiй масi, (в) - залежнiсть координат зображення вiд координат джерела,

(г) - залежнiсть кута вiдхилення вiд координати джерела, (д) - залежнiсть де-

термiнанта якобiана перетворення вiд координати зображення, (е) - залежнiсть

коефiцiєнта пiдсилення вiд координати зображення.

На Рис. 43-49 приведено зображення та графiки для системи однорiдного

тору з центральною масою. Тут (а) утвореннi в результатi лiнзування зображення,

бiлими колами показанi розмiри диску, бiла точка вiдповiдає центральнiй масi,

(б) - залежнiсть координат зображення вiд координат джерела, (в) - залежнiсть

кута вiдхилення вiд координати джерела, (г) - залежнiсть детермiнанта якобiана

перетворення вiд координати зображення.

Для систем однорiдний диск з центральною масою, та однорiдний тор з

центральною масою приведено графiки для систем, чиї параметри збiгаються.

Тобто на Рис. 36 приведено графiки для системи з параметрами m0 = 0.5, r1 =

0.7, r2 = 0.9, а на Рис. 43 з параметрами m0 = 0.5, Rtor = 0.8, r0 = 0.1. Центральнi

маси рiвнi, маса дискiв рiвнi, та їх геометричнi розмiри рiвнi. Це справедливо для

кожної пари зображень. Таким чином можна детальнiше вiдстежити, наскiльке

добре систему однорiдного тора з центральною масою можна апроксимувати

системою одрiдний диск з центральною масою.
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(а) (б)

(в) (г)

(д) (е)

Рис. 36: Ефекти гравiтацiйного лiнзування для системи з параметрами m0 =
0.5, r1 = 0.7, r2 = 0.9
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(а) (б)

(в) (г)

(д) (е)

Рис. 37: Ефекти гравiтацiйного лiнзування для системи з параметрами m0 =
0.3, r1 = 0.6, r2 = 0.9
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(а) (б)

(в) (г)

(д) (е)

Рис. 38: Ефекти гравiтацiйного лiнзування для системи з параметрами m0 =
0.1, r1 = 0.5, r2 = 0.9

46



(а) (б)

(в) (г)

(д) (е)

Рис. 39: Ефекти гравiтацiйного лiнзування для системи з параметрами m0 =
0.3, r1 = 0.8, r2 = 0.9
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(а) (б)

(в) (г)

(д) (е)

Рис. 40: Ефекти гравiтацiйного лiнзування для системи з параметрами m0 =
0.5, r1 = 0.7, r2 = 1
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(а) (б)

(в) (г)

(д) (е)

Рис. 41: Ефекти гравiтацiйного лiнзування для системи з параметрами m0 =
0.3, r1 = 0.98, r2 = 1.2
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(а) (б)

(в) (г)

(д) (е)

Рис. 42: Ефекти гравiтацiйного лiнзування для системи з параметрами m0 =
0.3, r1 = 0.9, r2 = 0.98
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 43: Ефекти гравiтацiйного лiнзування для системи з параметрами m0 =
0.5, Rtor = 0.8, r0 = 0.1
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 44: Ефекти гравiтацiйного лiнзування для системи з параметрами m0 =
0.3, Rtor = 0.75, r0 = 0.15
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 45: Ефекти гравiтацiйного лiнзування для системи з параметрами m0 =
0.1, Rtor = 0.7, r0 = 0.2
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 46: Ефекти гравiтацiйного лiнзування для системи з параметрами m0 =
0.3, Rtor = 0.85, r0 = 0.05
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 47: Ефекти гравiтацiйного лiнзування для системи з параметрами m0 =
0.3, Rtor = 0.85, r0 = 0.15
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 48: Ефекти гравiтацiйного лiнзування для системи з параметрами m0 =
0.3, Rtor = 1.09, r0 = 0.11
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 49: Ефекти гравiтацiйного лiнзування для системи з параметрами m0 =
0.3, Rtor = 0.94, r0 = 0.04
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Додаток B: Код програми для побудови та

вiзуалiзацiї ефектiв гравiтацiйного лiнзування

1 #include <GL/glew.h>

2 #include <GLFW/glfw3.h>

3 #include <GL/glut.h>

4 #include <cstdio >

5 #include <fstream >

6 #include <iostream >

7 #include <sstream >

8 #include <string >

9 #include <string.h>

10 #include <vector >

11 #include <stdlib.h>

12 #include <stdio.h>

13 #include <random >

14 #include <math.h>

15 using namespace std;

16

17 double Pi = 3.1415927;

18

19 int radial = 200;

20 int tang = 200;

21 int NPoints = radial * tang;

22 double RSource = 0.1;

23 double Rsourse1 = 0.0;

24 double Distanse = 0.3;

25 double Distanse_im = 2;

26 double Scale = 0.8;

27 double marker = 1.3;

28 double step = 0;

29

30 double E0 = 2* RSource *10;

31 double w0 = 1* RSource *10;

32 double wz = 2.0* RSource *10;

33

34 double m0 = 0.1;

35 double md = 1 - m0;

36 double r1 = 0.1;

37 double r2 = 0.1;
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38 double k = md / (r2 * r2 - r1 * r1);

39

40 double Rtor = 0.7;

41 double r0 = 0.2;

42 double k0= (1 - m0) / (3.14159265* r0*r0 * Rtor);

43 double ray_radial = 500;

44 double ray_tang = 500;

45

46 double move_sourse =0;

47

48 double red;

49 double grean;

50 double blue;

51 double Color = 2;

52

53 void COLOR(double color)

54 {

55 int a = static_cast <int >(color);

56 switch (a)

57 {

58 case 0:

59 red = 1;

60 grean = 0.027;

61 blue = 0.027;

62 break;

63 case 1:

64 red = 1;

65 grean = 0.553;

66 blue = 0;

67 break;

68 case 2:

69 red = 1;

70 grean = 0.8;

71 blue = 0.008;

72 break;

73

74 case 3:

75 red = 0.012;

76 grean = 0.71;

77 blue = 0.11;

78 break;
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79

80 case 4:

81 red = 0.063;

82 grean = 0.392;

83 blue = 0.871;

84 break;

85

86 case 5:

87 red = 0.69;

88 grean = 0.012;

89 blue = 0.71;

90 break;

91 default:

92 break;

93 }

94 }

95

96

97 static void error_callback(int error , const char* description)

98 {

99 fputs(description , stderr);

100 }

101 static void key_callback(GLFWwindow* window , int key , int scancode , int

action , int mods)

102 {

103 if (key == GLFW_KEY_ESCAPE && action == GLFW_PRESS)

104 glfwSetWindowShouldClose(window , GL_TRUE);

105 }

106

107 class Sourse_Array {

108 public:

109 class Sourse

110 {

111

112 public:

113

114 double ** a;

115 int nu;

116

117 Sourse ()

118 {

60



119 this ->nu = NPoints;

120 a = new double* [nu];

121 for (int i = 0; i < nu; i++)

122 {

123 a[i] = new double [4];

124 }

125

126 for (int i = 0; i < nu; i++)

127 {

128 a[i][0] = 0;

129 a[i][1] = 0;

130 a[i][2] = 0;

131 a[i][3] = 0;

132 }

133

134 }

135

136 Sourse(double x, double y)

137 {

138 this ->nu = NPoints;

139 a = new double* [nu];

140 for (int i = 0; i < nu; i++)

141 {

142 a[i] = new double [4];

143 }

144

145 for (int i = 0; i < nu; i++)

146 {

147 double fi = static_cast <double > (rand()) / (static_cast

<double > (RAND_MAX / (3.14159 * 2)));

148 double r = static_cast <double > (rand()) / (static_cast

<double > (RAND_MAX / RSource));

149 a[i][0] = x + r * cos(fi);

150 a[i][1] = y + r * sin(fi);

151 a[i][2] = E0 * w0 / wz * pow (2.71828 , (-pow(r / RSource , 2.0)

/ pow(wz , 2.0)));

152 a[i][3] = Color;

153 }

154 }

155

156 void Central_Mass(const Sourse& other)
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157 {

158 this ->nu = 2 * NPoints;

159 a = new double* [nu];

160 for (int i = 0; i < nu; i++)

161 {

162 a[i] = new double [4];

163 }

164

165 for (int i = 0; i < NPoints; i++)

166 {

167 for (int j = 0; j < 3; j++)

168 {

169 double y = sqrt(other.a[i][0] * other.a[i][0] +

other.a[i][1] * other.a[i][1]);

170 double x1, x2;

171

172 this ->a[i * 2][0] = other.a[i][0] * 1.0 / 2.0 * (y +

sqrt (4.0 + y * y)) / y;

173 this ->a[i * 2][1] = other.a[i][1] * 1.0 / 2.0 * (y +

sqrt (4.0 + y * y)) / y;

174 this ->a[i * 2 + 1][0] = other.a[i][0] * 1.0 / 2.0 * (y -

sqrt (4.0 + y * y)) / y;

175 this ->a[i * 2 + 1][1] = other.a[i][1] * 1.0 / 2.0 * (y -

sqrt (4.0 + y * y)) / y;

176 x1 = sqrt(this ->a[i * 2][0] * this ->a[i * 2][0] +

this ->a[i * 2][1] * this ->a[i * 2][1]);

177 x2 = sqrt(this ->a[i * 2 + 1][0] * this ->a[i * 2 + 1][0] +

this ->a[i * 2 + 1][1] * this ->a[i * 2 + 1][1]);

178 this ->a[i * 2][2] = other.a[i][2];

179 this ->a[i * 2 + 1][2] = other.a[i][2];

180 this ->a[i * 2][3] = other.a[i][3];

181 this ->a[i * 2 + 1][3] = other.a[i][3];

182 }

183 }

184

185 }

186

187 void Disk_With_Central_Mass(const Sourse& other)

188 {

189 this ->nu = 6 * NPoints;

190 a = new double* [nu];
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191 for (int i = 0; i < nu; i++)

192 {

193 a[i] = new double [4];

194 }

195

196 for (int i = 0; i < NPoints; i++)

197 {

198

199 double y = sqrt(other.a[i][0] * other.a[i][0] +

other.a[i][1] * other.a[i][1]);

200 double x1, x2 , x3, x4, x5 , x6;

201

202 this ->a[i * 6][0] = other.a[i][0] * 1.0 / 2.0 * (y +

sqrt (4.0 + y * y)) / y;

203 this ->a[i * 6][1] = other.a[i][1] * 1.0 / 2.0 * (y +

sqrt (4.0 + y * y)) / y;

204 this ->a[i * 6 + 1][0] = other.a[i][0] * 1.0 / 2.0 * (y -

sqrt (4.0 + y * y)) / y;

205 this ->a[i * 6 + 1][1] = other.a[i][1] * 1.0 / 2.0 * (y -

sqrt (4.0 + y * y)) / y;

206 x1 = sqrt(this ->a[i * 6][0] * this ->a[i * 6][0] +

this ->a[i * 6][1] * this ->a[i * 6][1]);

207 x2 = sqrt(this ->a[i * 6 + 1][0] * this ->a[i * 6 + 1][0] +

this ->a[i * 6 + 1][1] * this ->a[i * 6 + 1][1]);

208

209 this ->a[i * 6 + 2][0] = other.a[i][0] * 1.0 / 2.0 * (y +

sqrt (4.0 * m0 + y * y)) / y;

210 this ->a[i * 6 + 2][1] = other.a[i][1] * 1.0 / 2.0 * (y +

sqrt (4.0 * m0 + y * y)) / y;

211 this ->a[i * 6 + 3][0] = other.a[i][0] * 1.0 / 2.0 * (y -

sqrt (4.0 * m0 + y * y)) / y;

212 this ->a[i * 6 + 3][1] = other.a[i][1] * 1.0 / 2.0 * (y -

sqrt (4.0 * m0 + y * y)) / y;

213 x3 = sqrt(this ->a[i * 6 + 2][0] * this ->a[i * 6 + 2][0] +

this ->a[i * 6 + 2][1] * this ->a[i * 6 + 2][1]);

214 x4 = sqrt(this ->a[i * 6 + 3][0] * this ->a[i * 6 + 3][0] +

this ->a[i * 6 + 3][1] * this ->a[i * 6 + 3][1]);

215

216

217 this ->a[i * 6 + 4][0] = other.a[i][0] * (-y + sqrt (-4.0 *

(-1 + k) * (m0 - k * r1 * r1) + y * y)) / (-2 + 2 * k) / y;
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218 this ->a[i * 6 + 4][1] = other.a[i][1] * (-y + sqrt (-4.0 *

(-1 + k) * (m0 - k * r1 * r1) + y * y)) / (-2 + 2 * k) / y;

219 this ->a[i * 6 + 5][0] = other.a[i][0] * (-y - sqrt (-4.0 *

(-1 + k) * (m0 - k * r1 * r1) + y * y)) / (-2 + 2 * k) / y;

220 this ->a[i * 6 + 5][1] = other.a[i][1] * (-y - sqrt (-4.0 *

(-1 + k) * (m0 - k * r1 * r1) + y * y)) / (-2 + 2 * k) / y;

221 x5 = sqrt(this ->a[i * 6 + 4][0] * this ->a[i * 6 + 4][0] +

this ->a[i * 6 + 4][1] * this ->a[i * 6 + 4][1]);

222 x6 = sqrt(this ->a[i * 6 + 5][0] * this ->a[i * 6 + 5][0] +

this ->a[i * 6 + 5][1] * this ->a[i * 6 + 5][1]);

223

224 this ->a[i * 6][3] = other.a[i][3];

225 this ->a[i * 6 + 1][3] = other.a[i][3];

226 this ->a[i * 6 + 2][3] = other.a[i][3];

227 this ->a[i * 6 + 3][3] = other.a[i][3];

228 this ->a[i * 6 + 4][3] = other.a[i][3];

229 this ->a[i * 6 + 5][3] = other.a[i][3];

230

231

232 if (x1 >= r2) {

233 this ->a[i * 6][2] = other.a[i][2];

234 }

235 else {

236 this ->a[i * 6][2] = 0;

237 }

238

239 if (x2 >= r2) {

240 this ->a[i * 6 + 1][2] = other.a[i][2];

241 }

242 else {

243 this ->a[i * 6 + 1][2] = 0;

244 }

245

246 if (x3 <= r1) {

247 this ->a[i * 6 + 2][2] = other.a[i][2];

248 }

249 else {

250 this ->a[i * 6 + 2][2] = 0;

251 }

252

253 if (x4 <= r1) {
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254 this ->a[i * 6 + 3][2] = other.a[i][2];

255 }

256 else {

257 this ->a[i * 6 + 3][2] = 0;

258 }

259

260 if (x5 <= r2 && x5 >= r1) {

261 this ->a[i * 6 + 4][2] = other.a[i][2];

262 }

263 else {

264 this ->a[i * 6 + 4][2] = 0;

265 }

266

267 if (x6 <= r2 && x6 >= r1) {

268 this ->a[i * 6 + 5][2] = other.a[i][2];

269 }

270 else {

271 this ->a[i * 6 + 5][2] = 0;

272 }

273 }

274 }

275

276 void Tor_With_Central_Mass(const Sourse& other)

277 {

278 int n_image = 4;

279 this ->nu = n_image * NPoints;

280 a = new double* [nu];

281 for (int i = 0; i < nu; i++)

282 {

283 a[i] = new double [4];

284 }

285

286 for (int i = 0; i < NPoints; i++)

287 {

288 double y = sqrt(other.a[i][0] * other.a[i][0] +

other.a[i][1] * other.a[i][1]);

289 double x1, x2 , x3, x4;

290

291 this ->a[i * n_image ][0] = other.a[i][0] * 1.0 / 2.0 * (y +

sqrt (4.0 * m0 + y * y)) / y;

292 this ->a[i * n_image ][1] = other.a[i][1] * 1.0 / 2.0 * (y +
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sqrt (4.0 * m0 + y * y)) / y;

293 this ->a[i * n_image + 1][0] = other.a[i][0] * 1.0 / 2.0 *

(y - sqrt (4.0 * m0 + y * y)) / y;

294 this ->a[i * n_image + 1][1] = other.a[i][1] * 1.0 / 2.0 *

(y - sqrt (4.0 * m0 + y * y)) / y;

295 x1 = sqrt(this ->a[i * n_image ][0] * this ->a[i *

n_image ][0] + this ->a[i * n_image ][1] * this ->a[i * n_image ][1]);

296 x2 = sqrt(this ->a[i * n_image + 1][0] * this ->a[i *

n_image + 1][0] + this ->a[i * n_image + 1][1] * this ->a[i * n_image +

1][1]);

297

298 this ->a[i * n_image + 2][0] = other.a[i][0] * 1.0 / 2.0 *

(y + sqrt (4.0 + y * y)) / y;

299 this ->a[i * n_image + 2][1] = other.a[i][1] * 1.0 / 2.0 *

(y + sqrt (4.0 + y * y)) / y;

300 this ->a[i * n_image + 3][0] = other.a[i][0] * 1.0 / 2.0 *

(y - sqrt (4.0 + y * y)) / y;

301 this ->a[i * n_image + 3][1] = other.a[i][1] * 1.0 / 2.0 *

(y - sqrt (4.0 + y * y)) / y;

302 x3 = sqrt(this ->a[i * n_image + 2][0] * this ->a[i *

n_image + 2][0] + this ->a[i * n_image + 2][1] * this ->a[i * n_image +

2][1]);

303 x4 = sqrt(this ->a[i * n_image + 3][0] * this ->a[i *

n_image + 3][0] + this ->a[i * n_image + 3][1] * this ->a[i * n_image +

3][1]);

304

305 this ->a[i * n_image ][3] = other.a[i][3];

306 this ->a[i * n_image + 1][3] = other.a[i][3];

307 this ->a[i * n_image + 2][3] = other.a[i][3];

308 this ->a[i * n_image + 3][3] = other.a[i][3];

309

310 if (x1 <= Rtor -r0) {

311 this ->a[i * n_image ][2] = other.a[i][2];

312 }

313 else {

314 this ->a[i * n_image ][2] = 0;

315 }

316

317 if (x2 <= Rtor - r0) {

318 this ->a[i * n_image + 1][2] = other.a[i][2];

319 }
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320 else {

321 this ->a[i * n_image + 1][2] = 0;

322 }

323

324 if (x3 >=Rtor+ r0) {

325 this ->a[i * n_image + 2][2] = other.a[i][2];

326 }

327 else {

328 this ->a[i * n_image + 2][2] = 0;

329 }

330

331 if (x4 >=Rtor+ r0) {

332 this ->a[i * n_image + 3][2] = other.a[i][2];

333 }

334 else {

335 this ->a[i * n_image + 3][2] = 0;

336 }

337 }

338 }

339

340 void by_Cord(double x, double y,int sourse_type)

341 {

342

343 for (int i = 0; i < tang; i++)

344 {

345 double fi = 0 + 2 * 3.3 / tang * i;

346 for (int j = 0; j < radial; j++) {

347 double r = RSource * (j + 1) / (radial + 1);

348 this ->a[i * radial + j][0] = x + move_sourse + r * cos(fi)

+ step;

349 this ->a[i * radial + j][1] = y + r * sin(fi);

350 if (sourse_type == 1) {

351 this ->a[i * radial + j][2] = E0 * w0 / wz *

pow (2.71828 , (-pow(r * 20, 2.0) / pow(wz, 2.0)));

352 }

353 if (sourse_type == 2) {

354 if (cos(fi) > 0) {

355 this ->a[i * radial + j][2] = E0 * w0 / wz *

pow (2.71828 , (-pow(r * 20, 2.0) / pow(wz, 2.0)));

356 }

357 else {

67



358 this ->a[i * radial + j][2] = 0;

359 }

360

361

362 }

363 if (sourse_type == 3) {

364 if (cos(fi) > 0&& sin(fi) > 0) {

365 this ->a[i * radial + j][2] = E0 * w0 / wz *

pow (2.71828 , (-pow(r * 20, 2.0) / pow(wz, 2.0)));

366 }

367 else {

368 this ->a[i * radial + j][2] = 0;

369 }

370 }

371 if (sourse_type == 4) {

372 if (r> Rsourse1) {

373 this ->a[i * radial + j][2] = E0 * w0 / wz *

pow (2.71828 , (-pow(r * 20, 2.0) / pow(wz, 2.0)));

374 }

375 else {

376 this ->a[i * radial + j][2] = 0;

377 }

378

379

380 }

381 this ->a[i * radial + j][3] = Color;

382 }

383

384 }

385

386 }

387

388 ~Sourse ()

389 {

390 if (this ->a != nullptr) {

391 for (int i = 0; i < this ->nu; i++)

392 {

393 delete [] this ->a[i];

394 this ->a[i] = nullptr;

395 }

396 delete [] this ->a;
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397 this ->a = nullptr;

398 }

399 }

400

401 void Print_Array(int n)

402 {

403 for (int i = 0; i < n; i++)

404 {

405 for (int j = 0; j < 1; j++)

406 {

407 cout << a[i][2] << "\t" << endl;

408 }

409 cout << endl;

410 }

411 }

412 };

413

414 Sourse ** sourse;

415 Sourse ** image;

416 int n;

417 int lens_type;

418 int sourse_type;

419 Sourse_Array(int lens_type , int n,int sourse_type)

420

421 {

422 this ->n = n;

423 this ->lens_type = lens_type;

424 this ->sourse_type = sourse_type;

425 sourse = new Sourse * [n];

426 for (int i = 0; i < n; i++)

427 {

428 sourse[i] = new Sourse[n];

429

430 }

431

432 image = new Sourse * [n];

433 for (int i = 0; i < n; i++)

434 {

435 image[i] = new Sourse[n];

436 }

437
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438 for (int i = 0; i < n; i++)

439 {

440 for (int j = 0; j < n; j++)

441 {

442 double X_center = -Distanse * (static_cast <double >(n) / 2.0 +

-0.5) + Distanse * static_cast <double >(j);

443 double Y_center = -Distanse * (static_cast <double >(n) / 2.0 -

0.5) + Distanse * static_cast <double >(i);

444 sourse[i][j]. by_Cord(X_center , Y_center ,this ->sourse_type);

445

446 if (lens_type == 1) {

447 image[i][j]. Central_Mass(sourse[i][j]);

448 }

449

450 if (lens_type == 2) {

451 image[i][j]. Disk_With_Central_Mass(sourse[i][j]);

452 }

453

454

455 if (lens_type == 3) {

456 image[i][j]. Tor_With_Central_Mass(sourse[i][j]);

457 }

458 }

459 }

460 }

461 ~Sourse_Array ()

462 {

463 for (int l = 0; l < this ->n; l++)

464 {

465 for (int o = 0; o < this ->n; o++) {

466

467 sourse[l][o].~ Sourse ();

468 image[l][o].~ Sourse ();

469 }

470

471 delete [] this ->sourse[l];

472 delete [] this ->image[l];

473 this ->sourse[l] = nullptr;

474 this ->image[l] = nullptr;

475 }

476 delete [] this ->sourse;
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477 delete [] this ->image;

478 this ->sourse = nullptr;

479 this ->image = nullptr;

480

481 }

482

483 void Show_Sourse () {

484 double x, y;

485 for (int i = 0; i < n; i++)

486 {

487 for (int j = 0; j < n; j++)

488 {

489

490 for (int d = 0; d < radial - 1; d++)

491 {

492 for (int k = 0; k < tang - 1; k++)

493 {

494

495 glBegin(GL_TRIANGLE_STRIP);

496 x = this ->sourse[i][j].a[k * radial + d][0];

497 y = this ->sourse[i][j].a[k * radial + d][1];

498

499 COLOR(this ->sourse[i][j].a[k * radial + d][3]);

500 glColor3f(red * this ->sourse[i][j].a[k * radial +

d][2], grean * this ->sourse[i][j].a[k * radial + d][2], blue *

this ->sourse[i][j].a[k * radial + d][2]);

501

502 glVertex3f(

503 (x), y, 0);

504

505

506 x = this ->sourse[i][j].a[k * radial + d + 1][0];

507 y = this ->sourse[i][j].a[k * radial + d + 1][1];

508 COLOR(this ->sourse[i][j].a[k * radial + d + 1][3]);

509 glColor3f(red * this ->sourse[i][j].a[k * radial + d +

1][2], grean * this ->sourse[i][j].a[k * radial + d + 1][2] , blue *

this ->sourse[i][j].a[k * radial + d + 1][2]);

510 glVertex3f(x, y, 0);

511

512

513
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514 x = this ->sourse[i][j].a[(k + 1) * radial + d][0];

515 y = this ->sourse[i][j].a[(k + 1) * radial + d][1];

516 COLOR(this ->sourse[i][j].a[(k + 1) * radial + d][3]);

517 glColor3f(red * this ->sourse[i][j].a[(k + 1) * radial

+ d][2], grean * this ->sourse[i][j].a[(k + 1) * radial + d][2], blue *

this ->sourse[i][j].a[(k + 1) * radial + d][2]);

518 glVertex3f(x, y, 0);

519

520

521 x = this ->sourse[i][j].a[(k + 1) * radial + d + 1][0];

522 y = this ->sourse[i][j].a[(k + 1) * radial + d + 1][1];

523 COLOR(this ->sourse[i][j].a[(k + 1) * radial + d +

1][3]);

524 glColor3f(red * this ->sourse[i][j].a[(k + 1) * radial

+ d + 1][2], grean * this ->sourse[i][j].a[(k + 1) * radial + d + 1][2],

blue * this ->sourse[i][j].a[(k + 1) * radial + d + 1][2]);

525

526 glVertex3f(x, y, 0);

527

528 glEnd(); //END

529 }

530 }

531

532

533 glBegin(GL_TRIANGLE_FAN);

534 for (int u = 0; u < tang; u++)

535 {

536 x = this ->sourse[i][j].a[u * radial ][0];

537 y = this ->sourse[i][j].a[u * radial ][1];

538

539 if (this ->sourse[i][j].a[u * radial ][2] > 0) {

540 COLOR(this ->sourse[i][j].a[u * radial ][3]);

541 glColor3f(red * this ->sourse[i][j].a[u * radial ][2],

grean * this ->sourse[i][j].a[u * radial ][2], blue * this ->sourse[i][j].a[u

* radial ][2]);

542

543 glVertex3f(x, y, 0);

544

545 }

546 }

547 glEnd();
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548

549 }

550 }

551 }

552

553 void ray_trasing_for_tor ()

554 {

555

556 for (int ii = 0; ii < n; ii++)

557 {

558 for (int jj = 0; jj < n; jj++)

559 {

560 double X_center = -Distanse * (static_cast <double >(n) / 2.0 +

-0.5) + Distanse * static_cast <double >(jj);

561 double Y_center = -Distanse * (static_cast <double >(n) / 2.0 -

0.5) + Distanse * static_cast <double >(ii);

562

563 COLOR(this ->sourse[ii][jj].a[0][3]);

564

565 for (int i = 0; i < ray_radial; i++)

566 {

567 for (int j = 0; j < ray_tang; j++)

568 {

569 glBegin(GL_TRIANGLE_STRIP);

570 double x = (Rtor - r0 + 2 * r0 / ray_radial * i) *

cos(2 * 3.15159265 / ray_tang * j);

571 double y = (Rtor - r0 + 2 * r0 / ray_radial * i) *

sin(2 * 3.15159265 / ray_tang * j);

572 double X = sqrt(x * x + y * y);

573 double zeta =asin(X/Rtor -r0/Rtor);

574 double

I2=r0*Rtor /4*(2* zeta+sin (2* zeta)+3.14159) -r0*r0/3* pow(cos(zeta) ,3);

575 double X_sourse = (X - m0 / X - 2*k0 *I2)* x / X;

576 double Y_sourse = (X - m0 / X - 2*k0 *I2)*y / X;

577

578 double hypotetical_radius_x = abs(X_sourse - X_center);

579 double hypotetical_radius_y = abs(Y_sourse - Y_center);

580 double hypotetical_radius =

sqrt(pow(hypotetical_radius_x ,2)+ pow(hypotetical_radius_y , 2));

581 bool due_to_sourse_type=false;

582 if (sourse_type == 1)
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583 {

584 due_to_sourse_type = true;

585 Rsourse1 = 0;

586 }

587 if (sourse_type == 2)

588 {

589 if (X_sourse > 0) {

590 due_to_sourse_type = true;

591 }

592 Rsourse1 = 0;

593

594 }

595 if (sourse_type == 3)

596 {

597 if (X_sourse > 0&& Y_sourse >0) {

598 due_to_sourse_type = true;

599 }

600 Rsourse1 = 0;

601

602 }

603 if (sourse_type == 4)

604 {

605 if (sqrt(pow(X_sourse , 2) + pow(Y_sourse ,

2))>Rsourse1) {

606 due_to_sourse_type = true;

607 }

608

609 }

610 if ( hypotetical_radius < RSource )

611 {

612 double I= E0 * w0 / wz * pow (2.71828 ,

(-pow(hypotetical_radius * 20, 2.0) / pow(wz , 2.0)));

613

614 glColor3f(red * I, grean * I, blue*I);

615 glVertex3f(x, y, 0);

616

617 }

618 else if (hypotetical_radius >RSource)

619 {

620 double I = E0 * w0 / wz * pow (2.71828 ,

(-pow(hypotetical_radius * 20, 2.0) / pow(wz , 2.0)));
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621

622 glColor3f(1, 0, 0);

623

624 }

625 x = (Rtor - r0 + 2 * r0 / ray_radial * (i+1)) * cos(2

* 3.15159265 / ray_tang * j);

626 y = (Rtor - r0 + 2 * r0 / ray_radial * (i+1)) * sin(2

* 3.15159265 / ray_tang * j);

627 X = sqrt(x * x + y * y);

628 X_sourse = (X - m0 / X + k0 / (3 * X) * (sqrt(pow(r0,

2) - pow(X - Rtor , 2)) * (2 * pow(r0, 2) + (Rtor - X) * (Rtor + 2 * X)) + 3

* pow(r0 , 2) * Rtor * (atan((Rtor - X) / sqrt(pow(r0 , 2) - pow((X - Rtor),

2))) - 3.14159265 / 2))) * x / X;

629 Y_sourse = (X - m0 / X + k0 / (3 * X) * (sqrt(pow(r0,

2) - pow(X - Rtor , 2)) * (2 * pow(r0, 2) + (Rtor - X) * (Rtor + 2 * X)) + 3

* pow(r0 , 2) * Rtor * (atan((Rtor - X) / sqrt(pow(r0 , 2) - pow((X - Rtor),

2))) - 3.14159265 / 2))) * y / X;

630

631 hypotetical_radius_x = abs(X_sourse - X_center);

632 hypotetical_radius_y = abs(Y_sourse - Y_center);

633 hypotetical_radius = sqrt(pow(hypotetical_radius_x , 2)

+ pow(hypotetical_radius_y , 2));

634

635 if ( hypotetical_radius < RSource )

636 {

637 double I = E0 * w0 / wz * pow (2.71828 ,

(-pow(hypotetical_radius * 20, 2.0) / pow(wz , 2.0)));

638 glColor3f(red * I, grean * I, blue * I);

639 glVertex3f(x, y, 0);

640 }

641

642 x = (Rtor - r0 + 2 * r0 / ray_radial * (i )) * cos(2 *

3.15159265 / ray_tang * (j+1));

643 y = (Rtor - r0 + 2 * r0 / ray_radial * (i)) * sin(2 *

3.15159265 / ray_tang * (j+1));

644 X = sqrt(x * x + y * y);

645 X_sourse = (X - m0 / X + k0 / (3 * X) * (sqrt(pow(r0,

2) - pow(X - Rtor , 2)) * (2 * pow(r0, 2) + (Rtor - X) * (Rtor + 2 * X)) + 3

* pow(r0 , 2) * Rtor * (atan((Rtor - X) / sqrt(pow(r0 , 2) - pow((X - Rtor),

2))) - 3.14159265 / 2))) * x / X;

646 Y_sourse = (X - m0 / X + k0 / (3 * X) * (sqrt(pow(r0,
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2) - pow(X - Rtor , 2)) * (2 * pow(r0, 2) + (Rtor - X) * (Rtor + 2 * X)) + 3

* pow(r0 , 2) * Rtor * (atan((Rtor - X) / sqrt(pow(r0 , 2) - pow((X - Rtor),

2))) - 3.14159265 / 2)))* y / X;

647

648 hypotetical_radius_x = abs(X_sourse - X_center);

649 hypotetical_radius_y = abs(Y_sourse - Y_center);

650 hypotetical_radius = sqrt(pow(hypotetical_radius_x , 2)

+ pow(hypotetical_radius_y , 2));

651

652 if ( hypotetical_radius < RSource )

653 {

654

655 double I = E0 * w0 / wz * pow (2.71828 ,

(-pow(hypotetical_radius * 20, 2.0) / pow(wz , 2.0)));

656 glColor3f(red * I, grean * I, blue * I);

657 glVertex3f(x, y, 0);

658 }

659

660 x = (Rtor - r0 + 2 * r0 / ray_radial * (i+1)) * cos(2

* 3.15159265 / ray_tang * (j + 1));

661 y = (Rtor - r0 + 2 * r0 / ray_radial * (i+1)) * sin(2

* 3.15159265 / ray_tang * (j + 1));

662 X = sqrt(x * x + y * y);

663 X_sourse = (X - m0 / X + k0 / (3 * X) * (sqrt(pow(r0,

2) - pow(X - Rtor , 2)) * (2 * pow(r0, 2) + (Rtor - X) * (Rtor + 2 * X)) + 3

* pow(r0 , 2) * Rtor * (atan((Rtor - X) / sqrt(pow(r0 , 2) - pow((X - Rtor),

2))) - 3.14159265 / 2))) * x / X;

664 Y_sourse = (X - m0 / X + k0 / (3 * X) * (sqrt(pow(r0,

2) - pow(X - Rtor , 2)) * (2 * pow(r0, 2) + (Rtor - X) * (Rtor + 2 * X)) + 3

* pow(r0 , 2) * Rtor * (atan((Rtor - X) / sqrt(pow(r0 , 2) - pow((X - Rtor),

2))) - 3.14159265 / 2)))* y / X;

665

666 hypotetical_radius_x = abs(X_sourse - X_center);

667 hypotetical_radius_y = abs(Y_sourse - Y_center);

668 hypotetical_radius = sqrt(pow(hypotetical_radius_x , 2)

+ pow(hypotetical_radius_y , 2));

669

670 if ( hypotetical_radius < RSource )

671 {

672 double I = E0 * w0 / wz * pow (2.71828 ,

(-pow(hypotetical_radius * 20, 2.0) / pow(wz , 2.0)));
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673 glColor3f(red * I, grean * I, blue * I);

674 glVertex3f(x, y, 0);

675 }

676 glEnd();

677 }

678 }

679 }

680 }

681 }

682

683 void Show_Images ()

684 {

685 double x, y;

686 for (int i = 0; i < n; i++)

687 {

688 for (int j = 0; j < n; j++)

689 {

690 int l=4;

691 if (lens_type == 1)

692 l = 2;

693 if (lens_type == 2)

694 l = 6;

695 if (lens_type == 3){

696 l = 4;

697 }

698

699

700 for (int t = 0; t < l; t++) {

701 for (int d = 0; d < radial - 1; d++)

702 {

703 for (int k = 0; k < tang - 1; k++)

704 {

705

706 glBegin(GL_TRIANGLE_STRIP);

707 x = this ->image[i][j].a[k * radial * l + d * l +

t][0];

708 y = this ->image[i][j].a[k * radial * l + d * l +

t][1];

709

710 if (this ->image[i][j].a[k * radial * l + d * l +

t][2] > 0) {
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711 COLOR(this ->image[i][j].a[k * radial * l + d *

l + t][3]);

712 glColor3f(red * this ->image[i][j].a[k * radial

* l + d * l + t][2], grean * this ->image[i][j].a[k * radial * l + d * l +

t][2], blue * this ->image[i][j].a[k * radial * l + d * l + t][2]);

713 glVertex3f(x, y, 0);

714 }

715

716 x = this ->image[i][j].a[k * radial * l + d * l + l

+ t][0];

717 y = this ->image[i][j].a[k * radial * l + d * l + l

+ t][1];

718 if (this ->image[i][j].a[k * radial * l + d * l + l

+ t][2] > 0) {

719 COLOR(this ->image[i][j].a[k * radial * l + d *

l + l + t][3]);

720 glColor3f(red * this ->image[i][j].a[k * radial

* l + d * l + l + t][2], grean * this ->image[i][j].a[k * radial * l + d * l

+ l + t][2], blue * this ->image[i][j].a[k * radial * l + d * l + l + t][2]);

721 glVertex3f(x, y, 0);

722 }

723

724

725 x = this ->image[i][j].a[(k + 1) * radial * l + d *

l + t][0];

726 y = this ->image[i][j].a[(k + 1) * radial * l + d *

l + t][1];

727 COLOR(this ->image[i][j].a[(k + 1) * radial * l + d

* l + t][3]);

728 glColor3f(red * this ->image[i][j].a[(k + 1) *

radial * l + d * l + t][2], grean * this ->image[i][j].a[(k + 1) * radial *

l + d * l + t][2], blue * this ->image[i][j].a[(k + 1) * radial * l + d * l

+ t][2]);

729 if (this ->image[i][j].a[(k + 1) * radial * l + d *

l + t][2] > 0) {

730 glVertex3f(x, y, 0);

731 }

732

733 x = this ->image[i][j].a[(k + 1) * radial * l + d *

l + t + l][0];

734 y = this ->image[i][j].a[(k + 1) * radial * l + d *
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l + t + l][1];

735 COLOR(this ->image[i][j].a[(k + 1) * radial * l + d

* l + t + l][3]);

736 glColor3f(red * this ->image[i][j].a[(k + 1) *

radial * l + d * l + t + l][2], grean * this ->image[i][j].a[(k + 1) *

radial * l + d * l + t + l][2], blue * this ->image[i][j].a[(k + 1) * radial

* l + d * l + t][2]);

737 if (this ->image[i][j].a[(k + 1) * radial * l + d *

l + t + l][2] > 0)

738 {

739 glVertex3f(x, y, 0);

740 }

741

742 glEnd();

743 }

744 }

745 }

746 }

747 }

748 if (lens_type == 3) {

749 ray_trasing_for_tor ();

750 }

751 }

752 void Show_Images_Sourse_by_point ()

753 {

754 glTranslated(-Distanse_im , 0, 0);

755 this ->Show_Sourse ();

756 glTranslated (2 * Distanse_im , 0, 0);

757 this ->Show_Images_by_point ();

758 glTranslated(-Distanse_im , 0, 0);

759 }

760 void Show_Images_by_point ()

761 {

762 double x, y;

763 for (int i = 0; i < n; i++)

764 {

765 for (int j = 0; j < n; j++)

766 {

767

768 int l;

769 if (lens_type == 1)
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770 l = 2;

771 if (lens_type == 2)

772 l = 6;

773 for (int z = 0; z < NPoints * l; z++) {

774

775 glBegin(GL_TRIANGLE_STRIP);

776 for (int f = 0; f < 20; f++)

777 {

778 double angle = 2 * 3.13158 / 20 * f;

779 glBegin(GL_TRIANGLE_STRIP);

780 x = this ->image[i][j].a[z][0];

781 y = this ->image[i][j].a[z][1];

782

783 if (this ->image[i][j].a[z][2] > 0) {

784 glColor3f(1, 0.8, 0);

785 glVertex3f(x + 0.05 / 15* cos(angle), y + 0.05 /

15 * sin(angle), 0);

786 }

787 }

788 glEnd();

789 }

790 }

791 }

792 }

793 void Show_Images_Sourse () {

794 glTranslated(-Distanse_im , 0, 0);

795 this ->Show_Sourse ();

796 glTranslated (2 * Distanse_im , 0, 0);

797 this ->Show_Images ();

798 glTranslated(-Distanse_im , 0, 0);

799

800 }

801

802 void Show_Images_Rings_Central_Mass () {

803 if(this ->lens_type ==2){

804 glColor3f(1, 1, 1);

805 glLineWidth (0.1);

806 glLineWidth (2);

807 glLineWidth (2);

808 glBegin(GL_LINE_LOOP);

809 for (int i = 0; i < 100; i++) {
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810 float theta = 2.0f * 3.14159265 * float(i) / float (100);

811 float x1 = r1 * cosf(theta);

812 float y1 = r1 * sinf(theta);

813

814 glVertex3f(x1, y1, 0);

815 }

816

817

818 glEnd();

819

820 glBegin(GL_LINE_LOOP);

821 for (int i = 0; i < 100; i++) {

822 float theta = 2.0f * 3.14159265 * float(i) / float (100);

823 float x2 = r2 * cosf(theta);

824 float y2 = r2 * sinf(theta);

825

826 glVertex3f(x2, y2, 0);

827 }

828

829 glEnd();

830

831 }

832

833 if(this ->lens_type ==3){

834 glColor3f(1, 1, 1);

835 glLineWidth (0.1);

836 glLineWidth (2);

837 glLineWidth (2);

838 glBegin(GL_LINE_LOOP);

839 for (int i = 0; i < 100; i++) {

840 float theta = 2.0f * 3.14159265 * float(i) / float (100);

841 float x1 =( Rtor -r0) * cosf(theta);

842 float y1 = ( Rtor -r0) * sinf(theta);

843

844 glVertex3f(x1, y1, 0);

845 }

846

847

848 glEnd();

849

850 glBegin(GL_LINE_LOOP);
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851 for (int i = 0; i < 100; i++) {

852 float theta = 2.0f * 3.14159265 * float(i) / float (100);

853 float x2 = ( Rtor+r0) * cosf(theta);

854 float y2 = ( Rtor+r0) * sinf(theta);

855

856 glVertex3f(x2, y2, 0);

857 }

858

859 glEnd();

860

861 }

862

863 }

864 void Show_Images_and_Sourse_Rings_Central_Mass () {

865 glColor3f(1, 1, 1);

866

867 glTranslated(-Distanse_im , 0, 0);

868 this ->Show_Images_Rings_Central_Mass ();

869 this ->Show_Central_Mass ();

870 glTranslated (2 * Distanse_im , 0, 0);

871 this ->Show_Images_Rings_Central_Mass ();

872 this ->Show_Central_Mass ();

873 glTranslated(-Distanse_im , 0, 0);

874

875 }

876 void Show_Images_and_Sourse_Central_Mass () {

877 glColor3f(1, 1, 1);

878

879 glTranslated(-Distanse_im , 0, 0);

880 this ->Show_Central_Mass ();

881 glTranslated (2 * Distanse_im , 0, 0);

882 this ->Show_Central_Mass ();

883 glTranslated(-Distanse_im , 0, 0);

884 }

885 void Show_Central_Mass () {

886 glColor3f(1, 1, 1);

887 glBegin(GL_TRIANGLE_FAN);

888

889 for (int h = 0; h < 30; h++)

890 {

891 glVertex3f (0.025 * cos(2 * 3.14159 * h / 30), 0.025 * sin(2 *
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3.14159 * h / 30), 0);

892 }

893 glEnd();

894 }

895

896 void Show_tor_Central_Mass () {

897 glColor3f(1, 1, 1);

898 glLineWidth (0.1);

899 glLineWidth (2);

900 glLineWidth (2);

901 glBegin(GL_LINE_LOOP);

902 for (int i = 0; i < 100; i++) {

903 float theta = 2.0f * 3.14159265 * float(i) / float (100);

904 float x1 = (Rtor -r0) * cosf(theta);

905 float y1 =( Rtor - r0) * sinf(theta);

906

907 glVertex3f(x1, y1, 0);

908 }

909

910 glEnd();

911 glBegin(GL_LINE_LOOP);

912 for (int i = 0; i < 100; i++) {

913 float theta = 2.0f * 3.14159265 * float(i) / float (100);

914 float x2 = (Rtor + r0) * cosf(theta);

915 float y2 =( Rtor + r0) * sinf(theta);

916

917 glVertex3f(x2, y2, 0);

918 }

919 glEnd();

920 }

921

922 void Show_Marker () {

923 glTranslated(marker , marker , 0);

924 Show_Central_Mass ();

925 glTranslated (0, -2 * marker , 0);

926 Show_Central_Mass ();

927 glTranslated (-2 * marker , 0, 0);

928 Show_Central_Mass ();

929 glTranslated (0, 2 * marker , 0);

930 Show_Central_Mass ();

931 }
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932 void Show_Caustic ()

933 {

934

935 glTranslated(-Distanse_im , 0, 0);

936 glLineWidth (10);

937 double r3 = r1 - m0 / r1;

938 double r4 = r2 - 1 / r2;

939 glLineWidth (2);

940

941 glBegin(GL_LINE_LOOP);

942 for (int i = 0; i < 100; i++) {

943 float theta = 2.0f * 3.14159265 * float(i) / float (100);

944 float x3 = r3 * cosf(theta);

945 float y3 = r3 * sinf(theta);

946 glVertex3f(x3 , y3, 0);

947 }

948

949 glEnd();

950

951 glBegin(GL_LINE_LOOP);

952 for (int i = 0; i < 100; i++) {

953 float theta = 2.0f * 3.14159265 * float(i) / float (100);

954 float x4 = r4 * cosf(theta);

955 float y4 = r4 * sinf(theta);

956

957 glVertex3f(x4, y4, 0);

958 }

959 glEnd();

960 }

961

962 };

963

964 int main()

965 {

966

967 GLFWwindow* window;

968 glfwSetErrorCallback(error_callback);

969 if (! glfwInit ())

970 exit(EXIT_FAILURE);

971 window = glfwCreateWindow (1900 , 1200, "Simple example", NULL , NULL);

972
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973

974 if (! window)

975 {

976 glfwTerminate ();

977 exit(EXIT_FAILURE);

978 }

979 glfwMakeContextCurrent(window);

980 glfwSetKeyCallback(window , key_callback);

981

982 while (! glfwWindowShouldClose(window))

983 {

984 glFrustum (-1.0, 1, -1, 1, 0, 3);

985 glClear(GL_COLOR_BUFFER_BIT);

986 glMatrixMode(GL_PROJECTION);

987 glLoadIdentity ();

988 glMatrixMode(GL_MODELVIEW);

989 glLoadIdentity ();

990 glRotatef(0, 1, 0, 0);

991 glEnableClientState(GL_VERTEX_ARRAY);

992

993 glScaled( Scale , - Scale , Scale);

994 glScaled (0.4 / 1900 * 1200, 0.4, 0.4);

995

996 Sourse_Array Grid(3, 1,1);

997 Grid.Show_Images_Sourse ();

998 Grid.Show_Images_and_Sourse_Rings_Central_Mass ();

999 glTranslated(-Distanse_im , 0, 0);

1000 Grid.Show_Marker ();

1001 glTranslated(-Distanse_im , 0, 0);

1002 glTranslated (3* Distanse_im , -Distanse_im , 0);

1003 glfwSwapBuffers(window);

1004 glfwPollEvents ();

1005

1006 }

1007 glfwDestroyWindow(window);

1008 glfwTerminate ();

1009 exit(EXIT_SUCCESS);

1010 return 0;

1011 }
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