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1. ЭЛЕМЕНТЫ ВЫСШЕЙ АЛГЕБРЫ

1.1. Комплексные числа

Комплексным числом 
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 называется выражение вида 
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, где 
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 и 
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  - действительные числа, 
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 - мнимая единица, определяемая равенством 
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i

=-

 или 
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 называется действительной или вещественной частью комплексного числа 
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 называется его мнимой частью. В технической литературе применяется также обозначение 
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Если 
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, то число 
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 называется чисто мнимым; если же 
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, т.е. получаем действительное число. Комплексные числа 
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 называются сопряженными. 
► Приведите пример комплексного числа, чисто мнимого числа, действительного числа.
► Запишите числа, сопряженные к 
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Два комплексных числа 
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 называются равными, если 
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, т.е. если равны их действительные и мнимые части. Комплексное число 
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 равно нулю тогда и только тогда, когда 
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. Выражение (1.1) называется алгебраической формой комплексного числа. 
Арифметические действия с комплексными числами в алгебраической форме осуществляются следующим образом.

Суммой (разностью) комплексных чисел  
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 называется число 
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Произведением комплексных чисел 
[image: image33.wmf]111

zaib

=+

 и 
[image: image34.wmf]222

zaib

=+

 называется число 
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Частным от деления комплексного числа 
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► Даны два комплексных числа 
[image: image39.wmf]1
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. Укажите их действительные и мнимые части. Найдите их сумму, разность, произведение и частное и запишите сопряженные к ним комплексные числа.

Отметим, что действия с комплексными числами в алгебраической форме выполняются как с многочленами с учетом того, что 
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Пример 1.1. Решить уравнение 
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 и проверить правильность полученного результата.

Решение. 
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Проверка.
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Следовательно, задача решена верно.

Заметим: если дискриминант квадратного уравнения отрицательный, то оно имеет комплексные корни, причем корни являются сопряженными, как и показывает предыдущий пример.

Комплексное число 
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 можно изобразить точкой 
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 с координатами 
[image: image52.wmf]a

 и 
[image: image53.wmf]b

 или вектором 
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 также с координатами 
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 и 
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Рис. 1.1.

Тригонометрическая и показательная форма записи комплексных чисел.

Обозначим через 
[image: image57.wmf]r

 и 
[image: image58.wmf]j

 полярные координаты точки 
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, считая начало координат полюсом, а положительное направление оси 
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 – полярной осью. Тогда
 (рис. 1) можно записать
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(1.2)

Выражение, стоящее справа в формуле (1.2), называется тригонометрической формой записи комплексного числа; 
[image: image64.wmf]r

 называется модулем комплексного числа, а 
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 – его аргументом; они обозначаются следующим образом:
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при этом 
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Аргумент комплексного числа считается положительным, если он отсчитывается от положительного направления оси 
[image: image69.wmf]Ox

 против часовой стрелки, и отрицательным, если он отсчитывается по часовой стрелке. Аргумент комплексного числа определяется не однозначно, а с точностью до слагаемого 
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- любое целое число. Обычно используется главное значение аргумента 
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, определяемое дополнительными условиями 
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. В дальнейшем, для определенности, будем считать, что 
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то из тригонометрической формы (1.2) записи  комплексного числа получаем показательную форму записи комплексного числа
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Тригонометрическая и показательная формы записи комплексного числа особенно удобны при умножении, делении, возведении в степень комплексных чисел и извлечении корня из комплексного числа.

Пусть 
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Тогда 


[image: image80.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

12

1212121212

cossin

i

zzrrirre

jj

jjjj

+

×=+++=

,


[image: image81.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

12

111

12122

222

cossin,0

i

zrr

iez

zrr

jj

jjjj

-

=-+-=¹

.

► Найти действительную и мнимую части комплексного числа
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Ответ: 
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Возведение в степень комплексного числа  
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 и извлечение корня из него производится по формуле Муавра:
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    (1.3)
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Замечание. При переходе от алгебраической формы записи комплексного числа к тригонометрической удобно пользоваться следующим правилом: обозначим 
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, если комплексное число находится в первой четверти;  
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, находящегося во второй четверти; для комплексных чисел, находящихся  в третьей и четвертой четвертях, соответственно 
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Рис. 1.2.
► Изобразите графически комплексные числа 
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 и вычислите их модули и аргументы.

Пример 1.2.  Дано: 
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Решение.
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4) Обозначим 
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Чтобы воспользоваться формулой Муавра
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представим число 
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 в тригонометрической форме.
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   Рис. 1.3.
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5) Обозначим 
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В соответствии с формулой 
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число 
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 предварительно следует представить в тригонометрической форме.
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Рис. 1.4.
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Отметим, что все значения корня имеют одинаковый модуль, равный 
[image: image131.wmf]6
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, т.е они расположены на окружности радиуса 
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               Рис. 1.5.
Пример 1.3. Решить уравнение
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 действительными числами, и сделать проверку.

Решение.
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Известно, что комплексные числа равны тогда и только тогда, когда равны их действительные и мнимые части. Поэтому для 
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 получаем систему уравнений
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следовательно уравнение решено верно.

1.2. Многочлены.
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 – целое неотрицательное число, коэффициенты 
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 – действительные или комплексные числа, называется многочленом (полиномом) или целой рациональной  функцией от 
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. Число 
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 называется степенью многочлена. Независимая переменная  
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 может принимать как действительные, так и комплексные значения. Корнем или нулем многочлена 
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Многочлены можно складывать, вычитать, умножать и делить с остатком или без остатка. Деление многочленов выполняется по правилу, аналогичному правилу деления чисел.

Пример 1.4. Разделить многочлен 
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Решение.
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Операция деления начинается с деления старших членов делимого и делителя: 
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. Описанные действия повторяются до тех пор, пока степень полинома, который получается в остатке,  не станет меньше степени делителя, либо остаток окажется равным нулю. В приведенном примере деление закончилось, когда остаток стал равным 
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► Разделите многочлен 
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Важную роль в теории многочленов играет теорема Безу: остаток от деления многочлена 
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Следствие: число 
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 является корнем многочлена 
[image: image191.wmf](

)

Px

 тогда и только тогда, когда он делится без остатка на двучлен 
[image: image192.wmf]xa

-

 и, следовательно, представляется в виде произведения 
[image: image193.wmf](

)

(

)

(

)

1

PxxaPx

=-

,

где 
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Основная теорема алгебры гласит: всякая целая рациональная функция 
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Пользуясь этой теоремой, легко доказать утверждение: всякий многочлен  
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Из разложения (1.4) следует, что 
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 имеет ровно 
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 корней (действительных или комплексных).

Значения этих корней связаны с коэффициентами многочлена 
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В частном случае,  для приведенного квадратного уравнения 
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[image: image212.wmf](

)

2

n

=

:


[image: image213.wmf](

)

1212

;

cxxbxx

==-+

 или 
[image: image214.wmf]1212

;

xxcxxb

=+=-

, т.е. произведение корней равно свободному члену, а сумма корней равна коэффициенту при 
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 с обратным знаком.

►Разложить многочлен 
[image: image216.wmf](

)

2

5611

Pxxx

=--

 на линейные множители.

Если в разложении (1.4) некоторые линейные множители окажутся одинаковыми, то их можно объединить, и тогда разложение многочлена на множители будет иметь вид
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Имеет место следующее утверждение: если 
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Справедливо следующее утверждение: если число 
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 является корнем многочлена 
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 с действительными коэффициентами, то и число 
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 также является его корнем.
 Из этого утверждения следует: многочлен с действительными коэффициентами разлагается на множители с действительными коэффициентами первой и второй степени соответствующей кратности, т.е. 
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Пример 1.5. Разложить на простейшие (линейные) множители многочлен 
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Решение. Для разложения многочлена на множители достаточно знать его корни. Известно, что любой целый корень приведенного многочлена (со старшим коэффициентом равным 1) с целыми коэффициентами является делителем его свободного члена. Следовательно, если заданный многочлен имеет целые корни, то они являются делителями 10, т.е. находятся в множестве чисел 
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Таким образом 
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Ответ: 
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Пример 1.6. Разложить на простейшие множители с действительными коэффициентами многочлен 
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Решение. 
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Обозначим 
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Найдем теперь корни квадратного трехчлена 
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Следовательно, многочлен 
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 имеет комплексные корни и поэтому на линейные множители с действительными коэффициентами не разлагается.

Ответ: 
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1.3. Рациональные дроби

Рациональной функцией или рациональной дробью или дробно-рациональной функцией  называется отношение двух многочленов:
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Дробь 
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Всякую рациональную функцию можно записать в виде несократимой дроби.

При 
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применив операцию деления многочлена на многочлен. Многочлен 
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 называется целой частью дроби, а представление дробно-рациональной функции в виде (1.5) называется выделением целой части.

Пример 1.7. Выделить целую часть дроби 
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Решение.
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Следовательно, 
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Правильные рациональные дроби вида 

І. 
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 – действительные числа, 
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 - натуральное число, а трехчлен 
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, называются простейшими дробями І, ІІ, ІІІ и IV типов.

Справедливо следующее утверждение: правильная несократимая рациональная дробь 
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, может быть единственным образом разложена в сумму простейших дробей.
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где 
[image: image311.wmf],,,,,,
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 (с соответствующими индексами) – некоторые постоянные.

Указанные постоянные могут быть найдены методом неопределенных коэффициентов одним из трех способов: 

1) способ сравнения коэффициентов при одинаковых степенях 
[image: image312.wmf]x

;

2) способ подстановки частных значений 
[image: image313.wmf]x

;

3) комбинированный способ.

► Напишите разложение правильной несократимой дроби 
[image: image314.wmf](
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 на простейшие, не вычисляя коэффициентов.

Пример 1.8. Представить в виде суммы простейших дробей дробно-рациональную функцию 
[image: image315.wmf](
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Решение. Заданная дробь правильная 
[image: image316.wmf](2,3)
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 и несократимая, поскольку 
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. Ее разложение в сумму простейших дробей имеет вид:
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где 
[image: image320.wmf],,

ABC

 – неопределенные коэффициенты. 


Приведем правую часть к общему знаменателю:
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Поскольку дроби равны и имеют одинаковые знаменатели, то должны быть равны их числители:
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     (1.6)

Воспользуемся сначала способом подстановки частных значений 
[image: image323.wmf]x

. Наиболее удобно брать значения корней знаменателя.
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Поскольку других корней нет, то используем способ приравнивания коэффициентов при одинаковых степенях 
[image: image328.wmf]x

 в левой и правой частях равенства (1.6). 

Для этого равенство (1.6) запишем в виде


[image: image329.wmf]222

15283332

xxAxABxBxBxBCxCxC

--=-++--+++


или 


[image: image330.wmf]22

1528()(22)(33)

xxBCxABCxABC

--=+×+-+×+--+

.  (1.7)

Приравнивая коэффициенты при 
[image: image331.wmf]2
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 в равенстве (1.8), получаем
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Учитывая полученные результаты, можем записать:
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2. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

2.1. Первообразная и неопределенный интеграл

В разделе «Дифференциальное исчисление функций одной переменной» рассматривалась задача: по заданной функции найти ее производную. В данном разделе – «Интегральное исчисление функций одной переменной» решается обратная задача: известна производная функции 
[image: image334.wmf](
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,  а нужно найти саму функцию 
[image: image335.wmf](
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. Например, с механической точки зрения это означает, что по известной скорости движения материальной точки необходимо восстановить закон ее движения, т.е. зависимость пройденного пути от времени. 

Во многих областях науки и техники приходится решать задачу восстановления функции по известной ее производной.

Функция 
[image: image336.wmf](
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Например, для функции 
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 является также любая из функций 
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 – любое число.

► Запишите первообразные для функций 
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Справедливо следующее утверждение: если 
[image: image350.wmf](
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 – произвольная постоянная, также первообразная для 
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. Более того, любая другая первообразная имеет такой же вид.

Совокупность всех первообразных для функции 
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 называется неопределенным интегралом от функции 
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При этом функция  
[image: image363.wmf](
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 называется подынтегральной функцией, 
[image: image364.wmf](
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 называется подынтегральным выражением.
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Рис. 2.1.
Нахождение первообразной для данной функции 
[image: image365.wmf](
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 называется интегрированием функции 
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. Если функция непрерывна на 
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, а, следовательно, неопределенный интеграл, т.е. функция 
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 интегрируема на 
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.
► Запишите определение первообразной и неопределенного интеграла.

► Всякая ли функция интегрируема на интервале 
[image: image371.wmf](
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Укажем ряд свойств неопределенного интеграла, вытекающих из его определения.
1. 
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 - постоянная величина.
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6. Если 
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► Запишите словесные формулировки свойств 1-5 неопределенного интеграла.
Непосредственно из определения неопределенного интеграла и таблицы производных, приведенной в разделе «Дифференциальное исчисление функций одной переменной»,  вытекает таблица интегралов (справедливость написанных в ней равенств легко проверить применением первого свойства неопределенного интеграла):
	1. 
[image: image381.wmf]0

dxC

=

ò


2. 
[image: image382.wmf]dxxC

=+

ò


3. 
[image: image383.wmf]1

1

(1)

x

xdxC

a

a

a

a

+

=+

+

¹-

ò


4. 
[image: image384.wmf]2

dx

xC

x

=+

ò


5. 
[image: image385.wmf]ln

dx

xC

x

=+

ò


6. 
[image: image386.wmf]ln

x

x

a

adxC

a

=+

ò


7. 
[image: image387.wmf]1

axax

edxeC

a

=+

ò


8. 
[image: image388.wmf]1

sincos

axdxaxC

a

=-+

ò


9. 
[image: image389.wmf]1

cossin

axdxaxC

a

=+

ò


10. 
[image: image390.wmf]2

1

cos

dx

tgaxC

axa

=+

ò


	11. 
[image: image391.wmf]2

1

sin

dx

ctgaxC

axa

=-+

ò


12. 
[image: image392.wmf]shxdxchxC

=+

ò


13. 
[image: image393.wmf]chxdxshxC

=+

ò


14. 
[image: image394.wmf]2

dx

thxC

chx

=+

ò


15. 
[image: image395.wmf]2

dx

cthxC

shx

=-+

ò


16 
[image: image396.wmf]22

1

dxx

arctgC

axaa

=+

+

ò


17. 
[image: image397.wmf]
18. 
[image: image398.wmf]22

22

ln

dx

xxaC

xa

=+±+

±

ò


19. 
[image: image399.wmf]22

1

ln

2

dxxa

C

xàaxa

-

=+

-+

ò


20. 
[image: image400.wmf]lncos

tgxdxxC

=-+

ò


21 
[image: image401.wmf]lnsin

ctgxdxxC

=+

ò


22. 
[image: image402.wmf]1

ln

dx

axbC

axba

=++

+

ò




► Найти неопределенные интегралы:

1. 
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Отметим три основных метода нахождения неопределенного интеграла:

1) непосредственное интегрирование;

2) метод замены переменной (метод подстановки);

3) метод интегрирования по частям.

Непосредственное интегрирование.

Непосредственное интегрирование – это нахождение неопределенного интеграла путем использования его основных свойств и таблицы интегралов.

Пример 2.1. Найти неопределенные интегралы и проверить правильность полученных результатов.

1. 
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Решение. Для нахождения заданных интегралов используем свойство 5), а затем 4) неопределенных интегралов: неопределенный интеграл от суммы нескольких функций равен сумме неопределенных интегралов от этих функций и постоянный множитель можно выносить за знак неопределенного интеграла.
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Проверка. В соответствии со свойством 1) неопределенного интеграла производная от полученного результата должна совпадать с подинтегральной функцией.
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В обоих случаях результат дифференцирования совпадает с подынтегральной функцией, следовательно, интегралы найдены верно.

▶ Найти неопределенные интегралы. Проверить правильность полученных результатов.
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Ответ: 
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2.2. Интегрирование по частям

Пусть 
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Напомним: если 
[image: image430.wmf](
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, то дифференциал 
[image: image431.wmf](
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; поэтому 
[image: image432.wmf]udxdu
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; 
[image: image433.wmf]vdxdv
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.

Тогда 
[image: image434.wmf](
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 и 
[image: image435.wmf](
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.

Учитывая, что 
[image: image436.wmf](
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, получаем: 


[image: image437.wmf]udvuvCvdu
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(2.1)
Поскольку в равенстве (2.1 справа стоит неопределенный интеграл, который также содержит произвольную постоянную, то постоянную 
[image: image438.wmf]C

 обычно опускают, и формулу интегрирования по частям записывают в виде

[image: image439.wmf]udvuvvdu
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òò
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(2.2)

Эта формула применяется чаще всего к интегрированию выражений, которые можно так представить в виде произведения двух сомножителей 
[image: image440.wmf]u

и 
[image: image441.wmf]dv

, чтобы нахождение функции 
[image: image442.wmf]v

 по ее дифференциалу 
[image: image443.wmf]dv

 по формуле 
[image: image444.wmf]vdv

=

ò

 и вычисление 
[image: image445.wmf]vdu

ò

 составили в совокупности задачу более простую, чем непосредственное вычисление 
[image: image446.wmf]udv

ò

.

Укажем некоторые типы интегралов, которые находятся интегрированием по частям.

І. 
[image: image447.wmf](
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[image: image448.wmf](
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.

Здесь полагают 
[image: image450.wmf](
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, а остальное включают в 
[image: image451.wmf]dv

, т.е. 
[image: image452.wmf]ax
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 или 
[image: image453.wmf]sin
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.

ІІ. 
[image: image455.wmf](

)

ln

n

Pxxdx

ò

;  
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Здесь полагают 
[image: image458.wmf](
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, а остальное включают в 
[image: image459.wmf]u

,  т.е. 
[image: image460.wmf]ln
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[image: image461.wmf]arcsin
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[image: image462.wmf]uarctgx
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.

ІІІ. 
[image: image463.wmf]sin
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[image: image464.wmf]cos
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.

Здесь не имеет значения, что принимать за 
[image: image465.wmf]u

, а что включать в 
[image: image466.wmf]dv

.

В приведенных интегралах 
[image: image467.wmf](
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 многочлен степени 
[image: image468.wmf]n
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► Запишите формулу интегрирования по частям.

► Приведите примеры интегралов, которые относятся к І, ІІ, и ІІІ типу и укажите, что в них следует принять в качестве 
[image: image470.wmf]u

, а что включить в 
[image: image471.wmf]dv

.

Пример 2.2. Найти неопределенные интегралы.

а) 
[image: image472.wmf](
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Решение:

а) интеграл относится к типу І, 
[image: image474.wmf](
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Замечание: при определении функции 
[image: image478.wmf]v

 по ее дифференциалу 
[image: image479.wmf]dv

 по свойству 2 неопределенного интеграла следует добавлять постоянную 
[image: image480.wmf]C

, но т.к. в конечный результат она не входит (что легко проверить, подставив в равенстве (2.2) вместо 
[image: image481.wmf]v

 выражение 
[image: image482.wmf]vC
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), то удобно считать произвольную постоянную 
[image: image483.wmf]C

 равной нулю;

b) второй интеграл относится к типу ІІ, 
[image: image484.wmf](
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▶ Найти 
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Ответы: 1) 
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2.3. Метод замены переменной (метод подстановки).

Пусть требуется найти 
[image: image493.wmf](
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, причем непосредственным интегрированием это не удается .

Сделаем замену переменной в подинтегральном выражении, положив 

[image: image494.wmf](
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,                                     (2.3)

где 
[image: image495.wmf](
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- непрерывная функция с непрерывной производной, имеющая обратную функцию. Тогда 
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(2.4)

Подчеркнем, что после нахождения интеграла в (2.4) следует в полученный результат подставить вместо 
[image: image498.wmf]t

 его выражение через 
[image: image499.wmf]x

, найденное из равенства (2.3).

Удачный выбор новой переменной существенно облегчает нахождение интеграла.

При этом помогут следующие соображения: если подынтегральное выражение содержит функции 
[image: image500.wmf](
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, у которых вместо 
[image: image508.wmf]x

 аргументом является 
[image: image509.wmf](
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, как правило, применяется подстановка 

[image: image510.wmf](

)

fxt

=

. Если подынтегральное выражение содержит корни разных степеней из одного и того же выражения, то это выражение и принимается за новую переменную 
[image: image511.wmf]t

 в такой степени, чтобы все корни «извлекались».

Пример 2.3. Найти интегралы 
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Решение.
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[image: image515.wmf](

)

(

)

3443

cos35cos35

xxdxxxdx

+=+×=

òò



[image: image516.wmf]4

3

3

35

11

12coscos

1212

1

12

xt

xdxdttdttdt

xdxdt

+=

===×==

=

òò



[image: image517.wmf](

)

4

11

sinsin35

1212

tCxC

=+=++

;

2) 
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Метод замены переменной является одним из основных методов вычисления неопределенных интегралов. Даже в тех случаях, когда мы применяем другой способ, часто в промежуточных вычислениях приходится применять метод подстановки.

Так, например, при вычислении интегралов от некоторых функций, содержащих квадратный трехчлен
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сначала выделяют полный квадрат двучлена из квадратного трехчлена 
[image: image525.wmf]2
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а затем применяют подстановку 
[image: image529.wmf]2
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Пример 2.4. Найти 
[image: image530.wmf](

)

2

53

820

xdx

xx

+

++

ò

.

Решение. 

1) Выделим в квадратном трехчлене полный квадрат двучлена:
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2) Применим подстановку 
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Вычислим отдельно 
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► Какие формулы сокращенного умножения используются при выделении полного квадрата двучлена?

► Выделите полный квадрат из выражений:
а) 
[image: image539.wmf]2
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xx
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; б) 
[image: image540.wmf]2
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,  в) 
[image: image541.wmf]2
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► Найти неопределенные интегралы.

а) 
[image: image542.wmf]2
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; b) 
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Ответ: 
[image: image544.wmf]11
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2.4. Интегрирование рациональных дробей

► Запишите определение рациональной дроби  или дробно-рациональной функции.

► Какая рациональная дробь называется правильной, неправильной? Приведите примеры.

► Какая рациональная дробь называется несократимой?

► Запишите определение простейших дробей І, ІІ, ІІІ и IV типов.

► В каком виде можно представить неправильную рациональную дробь?

► Запишите разложение многочлена 
[image: image546.wmf]n

-ой степени на простейшие множители в трех случаях:

1) все корни многочлена действительные и различные;

2) все корни многочлена действительные, но среди них есть кратные;

3) среди корней многочлена есть комплексные.

► Запишите разложение правильной рациональной дроби в сумму простейших дробей.

► Приведите примеры простейших дробей І, ІІ, ІІІ и IV типов.

► Запишите разложение в сумму простейших дробей (не находя коэффициентов разложения) дробно-рациональных функций
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Из первого раздела известно, что всякую неправильную несократимую дробь можно представить в виде суммы многочлена и правильной рациональной дроби. Интеграл от многочлена находится непосредственным интегрированием.

Правильная рациональная дробь раскладывается в сумму простейших дробей І, ІІ, ІІІ и IV типов. Рассмотрим, как находятся интегралы от этих дробей.

І тип.
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[image: image553.wmf]2
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Нахождение такого интеграла рассмотрено выше.

Аналогичным образом находится и интеграл от простейшей дроби IV типа:
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[image: image555.wmf]2
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, знаменатель имеет комплексные корни).

Пример 2.5. Найти интегралы 
[image: image556.wmf]2
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, которые являются интегралами соответственно от простейшей дроби III и IV типа.

Решение.

1. Выделим в квадратном трехчлене 
[image: image558.wmf]2
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 полный квадрат двучлена.


[image: image559.wmf]222

22

55557

5828

22224

xxxxx

æöæö

æöæöæö

++=+×++-=++

ç÷ç÷

ç÷ç÷ç÷

ç÷ç÷

èøèøèø

èøèø

.


[image: image560.wmf]2

2

2

5

5

2

32

32325

2

7

582

57

4

24

xt

t

xx

dxdxxtdt

xx

t

x

dxdt

+=

æö

--

ç÷

--

èø

===-==

++

æö

+

++

ç÷

=

èø

òòò



[image: image561.wmf]22222

151919

323

3

222

3

77777

44444

tt

tdttdt

dtdtdt

ttttt

---

===-=-

+++++

òòòòò



[image: image562.wmf]2

2

1937191

ln

7

2242

77

4

44

dtt

tarctgC

t

æö

-=+-×+=

ç÷

èø

+

ò



[image: image563.wmf]2
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Вспомогательное вычисление:
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2. 
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(2.5)

Вычислим отдельно каждый из интегралов в правой части равенства (2.5):
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Второй интеграл найдем, воспользовавшись рекуррентной формулой.

Пусть 
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В нашем примере
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По формуле (2.6) при 
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Учитывая, что 
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Следовательно,
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С учетом приведенных формул и алгоритмов вычисления неопределенных интегралов от простейших дробей всех четырех типов, не представляет труда найти неопределенный интеграл от любой рациональной дроби.

Пример 2.6. Найти интегралы:
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Решение.

a) Подынтегральная функция представляет собой несократимую правильную рациональную дробь. Кроме того, знаменатель разложен на простейшие множители. Заметим, что все корни знаменателя действительные: 
[image: image587.wmf]1
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 - двукратный корень, 
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Разложим подынтегральную функцию в сумму простейших дробей:
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Поскольку в (2.7) дроби, стоящие слева и справа , равны и имеют одинаковые знаменатели, то должны быть равны и их числители:


[image: image591.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

344141

xAxBxxCx

+=++-++-

.

(2.8)

Подставим в равенство (2.8) вместо 
[image: image592.wmf]x

 последовательно значения корней знаменателя:
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Подставим теперь в (2.8) вместо 
[image: image597.wmf]x

 любое значение, например, 
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Следовательно, 
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Вспомогательные вычисления:
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б) Подинтегральная функция является неправильной рациональной дробью. Поэтому сначала выделим целую часть:
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Результат деления можно записать в виде
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Тогда 
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Вспомогательные вычисления.

 Выделим сначала полный квадрат двучлена:
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Тогда
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[image: image626.wmf]2
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В заключение отметим, что алгоритм нахождения неопределенного интеграла от рациональной дроби можно кратко сформулировать следующим образом:

1) выделение целой части, если дробь неправильная, т.е. представление ее в виде суммы многочлена и правильной рациональной дроби;

2) разложение знаменателя на простейшие множители с действительными коэффициентами в случае, если он не представлен в виде разложения;

3) интегрирование многочлена;

4) представление полученной правильной рациональной дроби в виде суммы простейших дробей;

5) интегрирование полученного разложения правильной дроби;

6) запись конечного результата суммированием интеграла от многочлена и интеграла от правильной рациональной дроби.

► Найти интегралы:
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► Выделите полный квадрат двучлена из трехчлена:
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► Опишите метод замены переменной.

► Найти интегралы:
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Ответы: а) 
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► Найти интегралы:
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Ответы: а)
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2.5. Интегрирование выражений, содержащих тригонометрические функции.

Пусть 
[image: image638.wmf](
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 и 
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, т.е. над 
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 совершаются только арифметические операции. Например, 
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Функция 
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 не является рациональной.

Универсальная подстановка.

Интеграл вида 
[image: image646.wmf](
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[image: image647.wmf]2

x

tgt

=
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Действительно, 
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Поэтому 
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, т.е. получим интеграл от рациональной функции по переменной 
[image: image653.wmf]t

 (т.е., как говорят, рационализируем интеграл).

Пример 2.7. Найти 
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Решение.
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[image: image2026.wmf]0
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Разложим полученную рациональную правильную дробь на сумму простейших дробей, учитывая, что знаменатель имеет только комплексные корни (
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Приравниваем числители:
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Приведем подобные в правой части равенства:
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Для определения коэффициентов 
[image: image666.wmf],,,
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 применим метод приравнивания коэффициентов при одинаковых степенях 
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Заметим, что полученная система четырех уравнений распалась на две системы двух уравнений 
[image: image669.wmf]0
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Учитывая полученные результаты для 
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Вспомогательные вычисления: 
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Аналогично находится 
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Таким образом, 
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Применение универсальной подстановки, как правило, приводит к громоздким вычислениям, о чем свидетельствует и решение примера (2.7). Поэтому ниже приведем частные случаи, когда интеграл можно рационализировать, не применяя универсальную подстановку, что упрощает вычисления.

1. 
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4. 
[image: image686.wmf](
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 при условии, что 
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 и 
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 входят в подынтегральную функцию только в четных степенях, рационализируется также подстановкой 
[image: image689.wmf]tgxt
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[image: image690.wmf]22

2

22

sin

11

tgxt

x

tgxt

==

++

, 
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[image: image692.wmf]sincos
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 рационализируется: подстановкой 
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[image: image694.wmf]n

-нечетное, подстановкой 
[image: image695.wmf]cos
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[image: image696.wmf]m

 - нечетное; применением формул 
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[image: image699.wmf]m
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 - неотрицательные четные числа; если 
[image: image701.wmf]m

 и 
[image: image702.wmf]n

 - четные числа, но хотя бы одно отрицательное, то подстановкой 
[image: image703.wmf]tgxt
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 (случай 4).
6. 
[image: image704.wmf]coscos
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, 
[image: image705.wmf]sinsin
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, 
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и таблицы интегралов.

► Представьте в виде суммы (разности) выражения 
[image: image711.wmf]sin5sin7
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, 
[image: image712.wmf]cos3cos5
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, 
[image: image713.wmf]sin4cos8
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.

► Приведите примеры интегралов, которые соответствовали бы пунктам 1-6, и укажите подстановку, с помощью которой их можно рационализировать.

Пример 2.8. Найти интегралы от выражений, содержащих тригонометрические функции.
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[image: image716.wmf]4
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Решение. 

1) Воспользуемся формулой 
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2) В соответствии с формулой 
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Получим интеграл от неправильной рациональной дроби. В данной ситуации выделить целую часть можно следующим образом:
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Следовательно,
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[image: image731.wmf]3

1

3

tgxtgxxC

=-++

.
▶ Найти интегралы от выражений, содержащих тригонометрические функции.
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В последнем интеграле следует применить подстановку 
[image: image736.wmf]ctgxt
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3. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ
3.1. Определение определенного интеграла и его свойства.

Пусть на отрезке 
[image: image743.wmf][
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,

ab

 задана ограниченная функция 
[image: image744.wmf](
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. Разделим отрезок 
[image: image745.wmf][
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 произвольным образом на 
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 разбиения выберем произвольную точку 
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, вычислим в ней значение функции 
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 и составим сумму
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которую называют интегральной сумой функции 
[image: image755.wmf](
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, соответствующей выбранному разбиению.

Предел, к которому стремится интегральная сумма 
[image: image756.wmf]n
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, когда максимальная из длин частичных отрезков стремится к нулю, если он существует и не зависит ни от способа разбиения отрезка 
[image: image757.wmf][
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, ни от выбора точек 
[image: image758.wmf](
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[image: image760.wmf][
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 и обозначается символом 
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Таким образом, по определению
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(3.1)

Число 
[image: image763.wmf]a

 называется нижним пределом, а 
[image: image764.wmf]b

 - верхним пределом определенного интеграла; отрезок 
[image: image765.wmf][
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 называется отрезком интегрирования, 
[image: image766.wmf]x

 - переменной интегрирования.

Если для функции 
[image: image767.wmf](
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 предел (3.1) существует, то она называется интегрируемой на отрезке 
[image: image768.wmf][
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.

Имеет место утверждение: если функция 
[image: image769.wmf](
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 непрерывна на отрезке 
[image: image770.wmf][
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, то она интегрируема на этом отрезке.

[image: image2031.wmf]a

Геометрический смысл определенного интеграла: если 
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 численно равен площади криволинейной трапеции, ограниченной кривой 
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 (рис.3.1):
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            Рис. 3.1.
Отметим, что, по определению,
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[image: image778.wmf](
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(3.2)

Приведем без доказательства основные свойства определенного интеграла, часть из которых проиллюстрируем графически, пользуясь геометрическим смыслом определенного интеграла.

1. Постоянный множитель можно выносить за знак определенного интеграла
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2. Определенный интеграл от алгебраической суммы нескольких функций равен алгебраической сумме определенных интегралов от слагаемых функций.
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3. Если на отрезке 
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Рис. 3.2










  Рис. 3.3

4. Если 
[image: image789.wmf]m

 и 
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 - наименьшее и наибольшее значения функции 
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5. Если функция 
[image: image795.wmf](
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 непрерывна на отрезке 
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, то на этом отрезке существует такая точка 
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                                             Рис.3.4.
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6. Если функция 
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                                          Рис.3.5.

6. Если подынтегральная функция 
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                                Рис.3.6.
8. Если подынтегральная функция 
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                                              Рис.3.7.
9. Если подынтегральная функция 
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[image: image817.wmf]2
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 функции определенный интеграл дает одно и то же значение при интегрировании по любому отрезку длиной, равной 
[image: image818.wmf]2
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.

► Запишите формулировку свойств определенного интеграла, записанных формулами (3.2).

► Запишите свойство 2) определенного интеграла для случая трех слагаемых функций.

3.2. Формула Ньютона-Лейбница.

Вычисление определенного интеграла по формуле (3.1), т.е. посредством вычисления предела интегральной суммы, довольно затруднительно. Формула Ньютона - Лейбница дает практически удобный метод вычисления определенного интеграла, если известна первообразная подынтегральной функции.

Имеет место утверждение: если 
[image: image819.wmf](
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 есть какая-либо первообразная от непрерывной функции 
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.(3.3)

Пример 3.1. Вычислить определенные интегралы, пользуясь формулой Ньютона-Лейбница.
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Решение. 
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► Укажите, какой смысл имеет функция 
[image: image838.wmf](
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 в формуле Ньютона-Лейбница (3.3).
► Вычислить определенные интегралы, пользуясь формулой Ньютона -Лейбница.
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Ответы: 1) 3,75;  2) 0,859;  3) 0,393;  4) 0,524. 
3.3. Методы вычисления определенных интегралов.

Отметим, что вычисление определенного интеграла, по существу, сводится к нахождению неопределенного интеграла и подстановке в найденную первообразную пределов интегрирования. Поэтому, методы и алгоритмы нахождения неопределенных интегралов, изложенные во втором разделе, используются и для вычисления определенного интеграла.

Применение непосредственного интегрирования иллюстрирует пример (3.1). Остановимся теперь лишь на методе подстановки и интегрировании по частям в определенном интеграле, поскольку их применение для определенного интеграла имеет некоторое отличие по сравнению с их использованием для нахождения неопределенного интеграла.

3.3.1. Метод замены переменной (метод подстановки).

Как указано во втором разделе метод замены переменной наиболее используемый метод, который часто применяется предварительно даже тогда, когда используется  другой метод, например, интегрирование по частям или интегрирование рациональных дробей.

► Опишите метод замены переменной для неопределенного интеграла.

Применение метода подстановки в определенном интеграле базируется на следующем утверждении:

пусть задан 
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(3.4)

Отметим, что при вычислении определенного интеграла методом подстановки следует обязательно пересчитать пределы интегрирования и, благодаря этому, в конечном результате нет необходимости возвращаться к исходной переменной, как это делается в неопределенном интеграле.

Пример 3.2. Вычислить 
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, применив метод замены переменной.

Решение.
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Напомним, что уравнение 
[image: image864.wmf]222
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 определяет окружность с центром в начале координат и радиуса 
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, а функция 
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 определяет полуокружность, расположенную в верхней полуплоскости. Учитывая геометрический смысл определенного интеграла и пределы интегрирования, заметим, что данный интеграл определяет площадь четверти круга, расположенной в первом квадранте (рис.3.8.) (напомним, что площадь круга равна 
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Рис. 3.8.

 ► Чем отличается алгоритм вычисления определенного интеграл методом подстановки от нахождения неопределенного интеграла  этим же методом?

▶ Вычислить интегралы, применив метод замены переменной.
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Ответы: 1) 1328,8;  2) 0,095;  3) -0,25.

► Запишите формулу интегрирования по частям в неопределенном интеграле.

3.3.2. Интегрирование по частям

Пусть 
[image: image871.wmf](
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 - непрерывно дифференцируемые на 
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 функции. Справедлива формула интегрирования по частям для определенного интеграла 
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Отметим: все, что указывалось во втором разделе по поводу типа функций, неопределенные интегралы от которых находятся методом интегрирования по частям, полностью справедливо и для определенного интеграла.

► Укажите в приведенных ниже определенных интегралах, что следует принять в качестве 
[image: image875.wmf]u

, а что в качестве 
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 при применении метода интегрирования по частям.
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Пример 3.3. Вычислить определенные интегралы, применяя метод интегрирования по частям.
1) 
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Решение.
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Напомним, что 
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3.4. Несобственные интегралы

1. Интегралы с бесконечными пределами.
Пусть функция 
[image: image899.wmf](
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 определена и непрерывна при всех значениях 
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 таких, что 
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Если существует конечный предел 
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Таким образом, по определению
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В этом случае говорят, что несобственный интеграл сходится. Если же в (3.5) предел не существует или равен бесконечности, то говорят, что 
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Несобственный интеграл 
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 имеет следующий геометрический смысл: если 
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 и осью абсцисс (рис.3.9).
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                                                  Рис.3.9.
Аналогично определяются несобственные интегралы и для других бесконечных промежутков.

По определению
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Определение сходимости, расходимости для этих интегралов такое же, как и для интеграла (3.5).

Пример 3.4.  Исследовать на сходимость несобственный интеграл.
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Решение.
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Следовательно, интеграл расходится.

Вспомогательные вычисления.
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Интеграл расходится.

▶ Исследовать сходимость несобственных интегралов.
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Ответы: а) расходится;  б) сходится;  в) сходится.

2. Интегралы от неограниченных функций.
Рассмотрим функцию 
[image: image934.wmf](
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, заданную на отрезке 
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 и такую, что она ограничена и интегрируема на каждом промежутке 
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 в этом случае называют особой точкой функции 
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По определению
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Если предел в равенстве (3.6) существует и конечен, то говорят, что несобственный интеграл сходится, а функция 
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 называется интегрируемой на отрезке 
[image: image943.wmf][

]

,

ab

.

Если же предел бесконечен или не существует, то говорят, что интеграл расходится. 
Аналогично определяется несобственный интеграл от неограниченной функции 
[image: image944.wmf](
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, если особой точкой является нижний предел интегрирования 
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 (особая точка 
[image: image952.wmf]xc

=

).

Сходимость и расходимость этих несобственных интегралов определяется так же, как и для интеграла (3.6).

► Запишите определение несобственного интеграла с бесконечными пределами и несобственного интеграла от неограниченной функции.

► В каком случае несобственный интеграл называется сходящимся?

Пример 3.5. Исследовать сходимость несобственных интегралов.

а) 
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Решение.

а) Особой точкой является нижний предел интеграла 
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Интеграл сходится и равен 2.

б) Особой точкой является верхний предел интеграла 
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x

=

. По определению
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Учтено, что 
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Интеграл сходится и равен 
[image: image960.wmf]2
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.

Заметим: если подынтегральная функция довольно сложная, что затрудняет нахождение первообразной, то для исследования сходимости несобственных интегралов применяют теоремы сравнения, которые позволяют выяснить, сходится или расходится рассматриваемый несобственный интеграл, а также оценить его значение в случае, если он сходится.
3.5. Геометрические и механические приложения определенного интеграла.

1. Площадь плоской фигуры.

[image: image2061.wmf]1
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                                       Рис.3.10.

Как отмечалось раньше, площадь криволинейной трапеции (рис.3.10.) равна 
[image: image961.wmf](
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Укажем формулы для вычисления площадей плоских фигур, которые не являются криволинейными трапециями.

[image: image2062.wmf]y

[image: image2063.wmf]x


     Рис.3.11.                                                 Рис.3.12.
Если 
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, то определенный интеграл 
[image: image965.wmf](

)

0

b

a

fxdx

£

ò

, но его абсолютная величина равна площади фигуры (рис. 3.11.).

Поэтому, в этом случае 
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Если же функция 
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 конечное число раз меняет знак на отрезке 
[image: image968.wmf][

]

,

ab

 (рис.3.12.), то отрезок 
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делим на части так, чтобы на каждом частичном интервале функция 
[image: image970.wmf](
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 сохраняла знак (см. рис.3.12). Интеграл принимает положительное значение на тех промежутках, где 
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. Для получения площади всей фигуры складываем абсолютные значения всех интегралов по частичным промежуткам. Так, например, для фигуры, изображенной на рис. 3.12, имеем:
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Если же область ограничена кривыми 
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 (рис.3.13), то площадь такой области вычисляется по формуле:


[image: image980.wmf](

)

(

)

21

b

a

Sfxfxdx

=é-ù

ëû

ò

. (3.10)

 Рис.3.13.
► Приведите примеры (графически) плоских фигур, площади которых вычислялись бы соответственно по формулам (3.7)-(3.10).

Если же кривая, ограничивающая область, задана уравнениями в параметрической форме:
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, то для вычисления площади области путем замены переменной в интеграле (3.7) получаем формулу 
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Для вычисления площади криволинейного сектора (рис.3.14), ограниченного кривой 
[image: image983.wmf](
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, заданной в полярной системе координат , и радиус – векторами 
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, методом, примененным при получения формулы (3.7) для вычисления площади криволинейной трапеции, получаем следующий результат:
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         Рис. 3.14
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► Построить кривую 
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 и воспользовавшись четностью функции.

Напомним, что углы считаются отрицательными, если они откладываются от полярной оси по часовой стрелке.
Пример 3.6. Вычислить площадь фигуры, отграниченной линиями 
[image: image991.wmf]2

2

x

y

=

, 
[image: image992.wmf]2

1

1

y

x

=

+

.

Решение. Найдем точки пересечения заданных линий. Для этого решим систему уравнений:
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Решим второе уравнение.
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Получили биквадратное уравнение. Введем новую неизвестную 
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Отсюда 
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Таким образом, заданные кривые пересекаются в точках 
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       Рис. 3.15

Для вычисления площади заданной фигуры воспользуемся формулой (3.10).
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т.к. подынтегральная функция четная.
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Напомним, что 
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▶ Найти площадь области, ограниченной линиями:
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Ответы: а) 2,0; б) 
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2. Длина дуги кривой.
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Пусть кривая определяется функцией 
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(3.11)

Если же уравнение кривой задано в параметрической форме
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функции 
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 непрерывно дифференцируемы на отрезке 
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 не обращается в нуль на этом отрезке, то длина дуги этой кривой, заключенной между точками, которым отвечает значение параметра соответственно 
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(3.12)

Для случая, когда параметрически задается кривая в пространстве
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длина ее дуги определяется аналогичной (3.12) формулой
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В ряде случаев кривую удобно рассматривать в полярной системе координат. Пусть ее уравнение имеет вид 
[image: image1033.wmf](
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►Запишите формулы, по которым вы будете вычислять длины дуг кривых.
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Пример 3.7. Вычислить длину эллипса 
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Решение.
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Вычислим длину дуги 
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, т.е. длину четверти эллипса, расположенной в первом квадранте. Отметим, что точке 
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Проведем некоторые предварительные вычисления.
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Пользуясь формулой (3.12), получим
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где 
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Длина всего эллипса 
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(3.13)

Справа в равенстве (13.3) стоит интеграл, который относится к множеству интегралов, не берущихся в элементарных функциях. Он называется эллиптическим интегралом, является функцией от 
[image: image1060.wmf]m

. Значение его при определенном значении 
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 можно найти в таблице [3].

Допустим, 
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Тогда 
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 единиц длины.

Заметим, что мы получили формулу (3.13), пользуясь которой можно найти длину эллипса при любых значениях его полуосей.

Кроме того, отметим, что пользуясь формулой (3.13), мы всегда можем найти длину эллипса, воспользовавшись системой компьютерной математики Mathcad, которая позволяет вычислить определенный интеграл, стоящий справа в равенстве (3.13).

▶ Вычислить длину указанной дуги кривой.
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Ответы: а) 0,549;  б) 24,0;  в) 8,0.
3) Объем и площадь поверхности тела вращения.
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Рассмотрим тело, образованное 
вращением вокруг 
оси 
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 криволинейной 
трапеции, ограниченной кривой
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В этом случае произвольное сечение тела плоскостью, перпендикулярной оси 
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, есть круг, радиуса 
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(3.14)

Для площади боковой поверхности такого тела вращения получаем формулу

[image: image2070.wmf](

)

yfx

=



[image: image1083.wmf](

)

(

)

2

21

b

a

Pfxfxdx

p

¢

=+éù

ëû

ò

. 

(3.15)

Пример 3.8. Вычислить объем и площадь поверхности параболоида, образованного вращением вокруг оси 
[image: image1084.wmf]Ox

 дуги параболы 
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Решение.

1) В соответствии с формулой (3.14) объем заданного параболоида равен 
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2) Для вычисления площади поверхности параболоида воспользуемся формулой (3.15).
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 (берем только знак «+», т.к. кривая расположена в первом квадранте).
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► Перечислите геометрические приложения определенного интеграла и укажите соответствующие формулы.

► Эллипсоидом вращения (вокруг оси 
[image: image1095.wmf]Ox

) называется тело, полученное вращением вокруг оси 
[image: image1096.wmf]Ox

 криволинейной трапеции, ограниченной половиной эллипса 
[image: image1097.wmf](
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 и осью 
[image: image1098.wmf]Ox

.

Найти объем эллипсоида вращения. Сравнить полученную формулу с формулой, по которой вычисляется объем шара.

Ответ: 
[image: image1099.wmf]2
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.
4. Работа переменной силы
Пусть под действием некоторой силы 
[image: image1100.wmf]F

r

 материальная точка движется вдоль оси 
[image: image1101.wmf]Ox

, причем направление силы совпадает с направлением перемещения.
[image: image2071.wmf]a


Требуется определить работу, произведенную силой 
[image: image1102.wmf]F
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 при перемещении точки 
[image: image1103.wmf]M

 из положения 
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 в положение 
[image: image1105.wmf]xb
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1) Если модуль силы 
[image: image1106.wmf]F
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 постоянный, т.е. не зависит от положения материальной точки на оси 
[image: image1107.wmf]Ox

, и равен 
[image: image1108.wmf]F

, то работа 
[image: image1109.wmf]A

 равна произведению модуля силы 
[image: image1110.wmf]F

 на длину перемещения материальной точки 
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2) Предположим теперь, что модуль силы 
[image: image1113.wmf]F

 непрерывно меняется в зависимости от положения материальной точки, т.е. является функцией  
[image: image1114.wmf](
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. Тогда работа силы 
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 от точки 
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Пример 3.9. Известно, что сила 
[image: image1121.wmf]F

, с которой электрический заряд 
[image: image1122.wmf]1

e

 отталкивает заряд 
[image: image1123.wmf]2
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 (того же знака), находящийся от него на расстоянии 
[image: image1124.wmf]r

, вычисляется по формуле 
[image: image1125.wmf]12
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[image: image1126.wmf]k

 - некоторая постоянная. Определить работу силы 
[image: image1127.wmf]F

 при перемещении заряда 
[image: image1128.wmf]2
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 из точки 
[image: image1129.wmf]1
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, стоящей от 
[image: image1130.wmf]1
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 на расстоянии 
[image: image1131.wmf]1
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, в точку 
[image: image1132.wmf]2
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, отстоящую от 
[image: image1133.wmf]1
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 на расстоянии 
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, полагая, что заряд 
[image: image1135.wmf]1
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 находится в точке 
[image: image1136.wmf]O

, которая принимается за начало отсчета.

Решение. Поскольку величина силы 
[image: image1137.wmf]F

 зависит от расстояния 
[image: image1138.wmf]r

 между зарядами, т.е. является переменной 
[image: image1139.wmf](
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При 
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 через 
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Величина 
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 называется потенциалом поля, создаваемого зарядом 
[image: image1148.wmf]1

e

.

5. Статистические моменты и координаты центра масс плоской фигуры
Напомним, что статистические моменты материальной точки с массой 
[image: image1149.wmf]m

, помещенной в точку 
[image: image1150.wmf](
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 равны соответственно произведениям 
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 и 
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Рассмотрим материальную плоскую фигуру (пластинку), ограниченную линиями 
[image: image1155.wmf](
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. Поверхностную плотность фигуры, т.е. массу единицы площади поверхности фигуры будем считать постоянной и равной 
[image: image1160.wmf]0
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. Такая пластика называется однородной. Тогда масса 
[image: image1161.wmf]M

 этой пластики вычисляется по формуле
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а ее статистические моменты относительно осей координат по формулам 
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Центром масс пластинки называется такая ее точка 
[image: image1164.wmf](
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Отсюда, с учетом равенства (3.17) и (3.18), получаем формулы, по которым вычисляются координаты центра масс однородной пластинки:
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► Перечислите механические приложения определенного интеграла и укажите соответствующие формулы.
Пример 3.10.Найти координаты центра масс однородной пластинки, ограниченной линиями 
[image: image1169.wmf](
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Решение. Для решения задачи воспользуемся формулами (3.19), в которых положим
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Вспомогательные вычисления.
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Используя эти результаты, получим:
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4. ЗАДАНИЯ ДЛЯ КОНТРОЛЬНЫХ И РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКИХ РАБОТ.
I. Решить уравнение. Сделать проверку. Изобразить корни уравнения на комплексной плоскости. 
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II. Даны числа 
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 найти, используя тригонометрическую и показательную формы числа 
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III. Решить уравнение, считая 
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 и 
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 действительными числами. Сделать проверку.
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IV. Разложить многочлен на простейшие множители с действительными коэффициентами.
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V. Найти неопределенные интегралы. 

В каждом случае записать табличный интеграл и значения входящих в него параметров.
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VI. Найти неопределенные интегралы, пользуясь методом подстановки или применяя интегрирование по частям. 
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VII. Найти интегралы от рациональных дробей. 
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VIII. Найти неопределенные интегралы от выражений, содержащих тригонометрические функции.
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IX. Вычислить определенные интегралы.
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