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1 Вступ

Метою даного короткого практичного вступу є допомога студентам

молодших курсiв у надбаннi початкових навичок роботи з диференцiаль-

ними рiвняннями iз загаюваним аргументом i, як наслiдок, роботи

з нескiнченномiрними динамiчними системами. Такi диференцiальнi

рiвняння ще називають функцiонально-диференцiальними, рiвняннями iз

запiзненням, рiвняннями iз пам’яттю (в англомовнiй лiтературi - delay

equations, functional differential equations, equations with retarded argu-

ments).

Назва "практичний" вступ зовсiм не означає, що практику можна

поставити на перший план, вiдсунувши теорiю на другий! Практика без

теорiї - це подорож iз зав’язаними очима! Iдея написання "практичного"

вступу була викликана кiлькома причинами. Одна з них – це iснування

чудових книг з теорiї диференцiальних рiвнянь iз загаюваним аргументом

(англiйською та iншими мовами), i про них йтиметься нижче. Таким

чином, знайти формулювання загальних теорем i докладнi докази

нескладно. З iншого боку, студентам молодших курсiв буває нелегко

самостiйно розiбратися у загальних теоремах, викладених у книгах для

науковцiв, аспiрантiв та студентiв старших курсiв. Набагато простiше

зрозумiти загальне твердження, якщо мати простий приклад, що iлюструє

основну iдею. Приклади простих диференцiальних рiвнянь iз загаюванням,

як сподiвається автор, повиннi допомогти студентам у освоєннi теорiї.

Другою, найголовнiшою метою даного посiбника є якомога бiльш раннє

знайомство студентiв iз нескiнченномiрними динамiчними системами. Такi

системи природним чином виникають при дослiдженнi диференцiальних

рiвнянь у частинних похiдних та рiвнянь iз загаюванням. Традицiйно

до вивчення рiвнянь у частинних похiдних приступають, придбавши

елементарнi навички роботи зi звичайними диференцiальними рiвняннями.

Водночас, до вивчення рiвнянь iз загаюванням можна приступати

паралельно зi звичайними диференцiальними рiвняннями. Таким чином,

студенти вже на молодших курсах мають можливiсть познайомитися

з нескiнченномiрними динамiчними системами. Вивчення теорiї

абстрактних динамiчних систем та її застосування до диференцiальних

рiвнянь у частинних похiдних ми рекомендуємо почати з книг [12, 13,
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14]. На цей час отримала розвиток i теорiя диференцiальних рiвнянь у

частинних похiдних iз загаюванням. Ряд цiкавих результатiв цiєї теорiї

представлено у книзi [15] (див. також п.2.8 [12]), iншi результати викладенi

в статтях, якi публiкуються в математичних журналах.

Третьою, найбiльш гострою та актуальною метою цього видання є

виправлення (неприродньої як на 2024 рiк) ситуацiї браку наукової

лiтератури українською мовою для студентiв унiверситетiв в Українi.

Рiвняння iз загаюваним аргументом природним чином з’являються,

наприклад, при описi рiзних бiологiчних процесiв. Наприклад, у задачi

”хижак” i ”жертва”, загаюванням враховує вiк частини популяцiї чи iншi

характеристики їх розвитку, народжуваностi чи вимирання. В iнших

задачах загаюванням може характеризувати час транспортування молекул

вiд мiсця їх синтезу до мiсця їх включення до системи реакцiї; час

формування клiтин, що беруть участь у iмуннiй реакцiї; тривалiсть реакцiї

частини популяцiї на фактори довкiлля тощо. У задачах керування

об’єктами на вiдстанi необхiднiсть введення загаюванням продиктована

скiнченнiстю швидкостi поширення сигналу тобто об’єкт отримує команду

вiддану з пульта керування з певниим загаюванням (див. приклад 1 далi,

а також вступ до книги [1] i додаток у книзi [19] для великої кiлькостi

прикладiв та посилань).

Теорiя диференцiальних рiвнянь iз загаюванням має багату iсторiю i

продовжує iнтенсивно розвиватися в теперiшнiй час. Iснує цiла низка

книг, якi вже стали класичними. Однiєю з найвiдомiших є книга Дж.

Хейла (J. Hale) [1] та її доповнене друге видання [2]. Чудовi книги

[6, 5, 4, 3, 8] представляють глибокi результати в рiзних областях теорiї

диференцiальних рiвнянь iз загаюванням. Крiм того, глибоке розумiння

сучасної теорiї таких рiвнянь неможливо без функцiонального аналiзу

(назвемо, для стислостi, лише кiлька джерел [20], [9, 10])).

Першими питаннями пiд час розгляду будь-яких рiвнянь є: ”Що

називається розв’язком?” i ”Чи iснує розв’язок?”. Тiльки вiдповiвши

на цi питання, можна приступати до дослiдження рiзних властивостей

(наприклад, єдинiсть, асимптотичнi властивостi, залежнiсть вiд параметрiв

тощо). Саме обговоренню рiзних типiв розв’язкiв рiвнянь iз загаюванням

та питаннями iснування та єдиностi розв’язкiв присвячено цей посiбник.

Цей текст є другим, переробленим виданням посiбника, що включає
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матерiали (вступної частини) курсу, який автор викладає студентам

Харкiвського нацiонального унiверситету iменi В.Н. Каразiна з 1996 року.

Перше видання [18] видано у 2004 роцi.

2 Попереднi розгляди

Перш нiж надати точне означення розв’язку розглянемо простий

iлюстративний приклад диференцiального рiвняння iз загаюваним

аргументом

𝑥̇(𝑡) = 𝑥(𝑡− 1). (1)

На вiдмiну вiд звичайних диференцiальних рiвнянь 𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡)), в

рiвняннi (1) похiдна шуканої функцiї 𝑥̇(𝑡) залежить не вiд значення 𝑥(𝑡),

а вiд значення в деякий момент часу "в минулому," в даному випадку

𝑡 − 1 -на одиницю часу "ранiше" нiж 𝑡. Звiдси i назва "iз загаюванням."

У бiльш загальнiй ситуацiї, похiдна 𝑥̇(𝑡) може залежати вiд значень

функцiї 𝑥(𝜏) на деякому iнтервалi часу 𝜏 ∈ [𝑡 − 𝑟, 𝑡], де величина 𝑟 ≥ 0

називається загаюванням, а вiдповiдне рiвняння називається рiвнянням

iз загаюванням. У свою чергу загаювання 𝑟 може бути скiнченим або

нескiнченним. Легко бачити, що звичайнi диференцiальнi рiвняння без

загаювання є частковим випадком рiвнянь iз загаюванням при 𝑟 = 0.

Наведемо приклад бiологiчної системи, стан якої описується рiвнянням

iз загаюванням.

Приклад 1. Наступне рiвняння описує процес поширення iнфекцiйної

хвороби у мiському середовищi.

𝑥̇(𝑡) = −𝛽(𝑡)𝑥(𝑡)[2𝛾 + 𝑥(𝑡− 14)− 𝑥(𝑡− 12)] + 𝛾,

де 𝑥(𝑡)-кiлькiсть сприйнятливих до iнфекцiї iндивiдiв у момент часу 𝑡, 𝛾-

швидкiсть, з якою сприйнятливi iндивiди включаються до популяцiї, 𝛽(𝑡)-

функцiя, що характеризує популяцiю. Iндивiд, заражений у момент 𝑡, буде

заразним протягом iнтервалу часу [𝑡 + 12, 𝑡 + 14] (див. вступ до книги

[1] та доповнення до книги [19] для великої кiлькостi iнших прикладiв та

посилань).

Перше питання пiд час розгляду будь-яких рiвнянь: що називається

розв’язком? Безпосередньо пiдставляючи в рiвняння (1) функцiю 𝑥(𝑡) ≡
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0, 𝑡 ∈ R, переконуємося, що вона задовольняє рiвнянню (рiвняння (1)

лiнiйне). Аналогiчна спроба пiдставити в рiвняння (1) функцiю

𝑦(𝑡) =

[︃
1, 𝑡 ∈ [−1, 0),

𝑡+ 1, 𝑡 ∈ [0, 1)
(2)

стикається з певною складнiстю: хоча функцiя 𝑦(𝑡) i визначена для всiх

𝑡 ∈ [−1, 1), але пiдставити її в (1) можна тiльки для 𝑡 ∈ (0, 1) (чому

не можна для 𝑡 ∈ [−1, 0)? при 𝑡 = 0?). Цi мiркування приводять нас

до висновку, що якщо розглядається деяка функцiя 𝑥(𝑡) (“кандидат” на

розв’язок), визначена для 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏), то (намагатися) пiдставляти 𝑥(𝑡) в

рiвняння (1) можна тiльки для 𝑡 ∈ [𝑎 + 1, 𝑏) (тiльки для цих значень

визначено праву частину (1)). Аби множина [𝑎+ 1, 𝑏) не була порожньою,

необхiдно 𝑏 > 𝑎 + 1, тобто промiжок часу, на якому визначена функцiя,

має бути бiльше, нiж величина загаювання (у рiвняннi (1) 𝑟 = 1).

В якостi попереднього означення поняття розв’язку рiвняння (1)

приймемо наступне: функцiя 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏), 𝑏 − 𝑎 > 1 називається

розв’язком рiвняння 𝑥̇(𝑡) = 𝑥(𝑡 − 1), якщо вона задовольняє рiвняння для

всiх 𝑡 ∈ [𝑎 + 1, 𝑏) (при 𝑡 = 𝑎 + 1 тепер мається на увазi права похiдна

функцiї).

У сенсi цього означення, функцiя (2) є розв’язком (1).

Вправа 1 Перевiрити чи є розв’язками рiвняння (1) наступнi функцiї

𝑥(1)(𝑡) =

[︃
−1, 𝑡 ∈ [−1, 0),

1− 𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1);
𝑥(2)(𝑡) =

[︃
𝑡, 𝑡 ∈ [−1, 0),

−𝑡+ 𝑡2/2, 𝑡 ∈ [0, 1);

𝑥(3)(𝑡) =

[︃
1, 𝑡 ∈ [−1, 0),

𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1).

Намалювати графiки цих функцiй. Чи є розв’язками функцiї 𝑥(1)(𝑡) +

𝑥(3)(𝑡), 𝑥(2)(𝑡) + 𝑥(3)(𝑡)?

Вправа 2 Запропонувати свої розв’язки рiвняння (1), визначенi для 𝑡 ∈
[0, 2).

Введемо наступне важливе позначення [1], за допомогою якого

записуються багато диференцiальних рiвнянь iз загаюванням. Для
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довiльної функцiї 𝑥(𝑡), визначеної при 𝑡 ∈ [𝜎− 𝑟, 𝜎 +𝐴] (𝜎 ∈ 𝑅; 𝑟, 𝐴 > 0) зi

значеннями в R𝑚. Для значень параметра 𝑡 ∈ [𝜎, 𝜎+𝐴] визначимо функцiю

𝑥𝑡 : [−𝑟, 0] → R𝑚 наступним спiввiдношенням 𝑥𝑡(𝜃) ≡ 𝑥(𝑡 + 𝜃), 𝜃 ∈ [−𝑟, 0].
Розглянемо наступний приклад. Функцiя 𝑥(𝑡) = 𝑡 : [−1, 2] → R, 𝑟 = 1.

За означенням, при 𝑡 = 0; 𝑡 = 1; 𝑡 = 1, 7 ми отримуємо функцiї 𝑥0(𝜃) =

𝑥(𝜃) = 𝜃 : [−1, 0] → R; 𝑥1(𝜃) = 𝑥(1 + 𝜃) = 1 + 𝜃 : [−1, 0] → R;
𝑥1,7(𝜃) = 𝑥(1, 7 + 𝜃) = 1, 7 + 𝜃 : [−1, 0] → R. Як легко бачити, графiки

функцiй 𝑥0, 𝑥1, 𝑥1,7 (намалюйте їх) можна отримати вирiзанням з графiка

функцiї 𝑥(𝑡) частин, якi завжди мають проекцiю на вiсь Ot, яка має

довжину, що дорiвнює величинi загаювання (𝑟 = 1), i крайню праву точку

з координатою 𝑡 (параметр в 𝑥𝑡). Таким чином, щоб отримати графiк 𝑥𝑡0,

потрiбно вирiзати з графiка 𝑥(𝑡) частину, яка проєктується на [𝑡0 − 𝑟, 𝑡0],

та перемiстити її на вiдрiзок [−𝑟, 0] паралельним перенесенням.

�

�

-
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0 𝑡− 𝑟 𝑡−𝑟 𝜃

𝑥(𝑡)

Рис. 1. Знаходження функцiї 𝑥𝑡(𝜃), 𝜃 ∈ [−𝑟, 0].

Вправа 3 Для функцiї 𝑥(𝑡) = 𝑡2 : R → R i загаювання 𝑟 = 1 знайти

формули, що задають функцiї 𝑥1;𝑥2;𝑥2,3;𝑥−1;𝑥0;𝑥−1,4 i намалювати

графiки цих функций. Зробити те саме для загаювання 𝑟 = 1
2 .

3 Неперервнi розв’язки

Для будь-якої системи диференцiальних рiвнянь є принципово важливим

обрати (усвiдомити) з якими функцiями (з якого класу функцiй) ми

плануємо працювати, шукати розв’язки. Ще у 1959 роцi Н. М. Красовський

зазначив, що дослiдження рiвнянь iз загаюванням стає бiльш наочним

i зручним, якщо розглядати їх у функцiональних просторах. Як буде

зрозумiло з подальших розглядiв, обираючи рiзнi функцiональнi простори,

ми приходимо до вивчення рiзних типiв розв’язкiв. Традицiйним для

рiвнянь iз загаюванням є розгляд неперервних розв’язкiв, тому нам
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знадобиться банаховий простiр 𝐶([𝑎, 𝑏];R𝑚) неперервних функцiй (див.

наприклад [9, Гл.II, п.8, стор.17]), що вiдображають вiдрiзок [𝑎, 𝑏] в

R𝑚. Будемо використовувати в 𝐶([𝑎, 𝑏];R𝑚) стандартну норму |𝜙|𝐶 ≡
max𝑡∈[𝑎,𝑏] |𝜙(𝑡)|R𝑚 = sup𝑡∈[𝑎,𝑏] |𝜙(𝑡)|R𝑚 (початковi вiдомостi про нормованi

простори див. наприклад [9, Гл.III], [10]). У випадку [𝑎, 𝑏] = [−𝑟, 0], для
стислостi, будемо писати 𝐶 ≡ 𝐶([−𝑟, 0];R𝑚).

Нехай 𝐷 ⊂ R × 𝐶, 𝑓 : 𝐷 → R𝑚 є задана функцiя i крапка

над функцiєю позначає правосторонню (це важливо) похiдну, тодi ми

розглянемо наступне диференцiальне рiвняння загаюванного типу

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑡). (3)

Аби звикнути до запису рiвнянь у формi (3), розглянемо

Приклад 2. Знайдемо функцiї 𝑓, якi задають праву частину (3) для

конкретних рiвнянь. Почнемо з рiвняння (1) 𝑥̇(𝑡) = 𝑥(𝑡−1). Нам необхiдно

знайти функцiю 𝑓 : R×𝐶 → R таку, що 𝑓(𝑡, 𝑥𝑡) = 𝑥(𝑡−1), де 𝑥(𝑡)- розв’язок

(1). В загальному випадку це функцiя 𝑓(𝑠, 𝜓) = 𝜓(−1), де (𝑠, 𝜓)-довiльний

елемент R×𝐶. Аналогiчно, рiвняння 𝑥̇(𝑡) = 5𝑥(𝑡−1) записується у виглядi

(3) з функцiєю 𝑓(𝑠, 𝜓) = 5𝜓(−1);

рiвняння 𝑥̇(𝑡) = 7 · 𝑡 · 𝑥(𝑡− 1) з функцiєю 𝑓(𝑠, 𝜓) = 7 · 𝑠 · 𝜓(−1);

рiвняння 𝑥̇(𝑡) = 11𝑡3 + sin2(5𝑥(𝑡 − 1)) з функцiєю 𝑓(𝑠, 𝜓) = 11𝑠3 +

sin2(5𝜓(−1));

рiвняння 𝑥̇(𝑡) =
∫︀ 0

−1 𝑥(𝑡 + 𝜃) · 𝑔(𝜃)𝑑𝜃 (𝑔-задана функцiя) з функцiєю

𝑓(𝑠, 𝜓) =
∫︀ 0

−1 𝜓(𝜃) · 𝑔(𝜃)𝑑𝜃.

Вправа 4 Знайти функцiю 𝑓, за допомогою якої наступнi рiвняння

записуються у виглядi (3):

a) 𝑥̇(𝑡) = 𝑥(𝑡− 𝑟); b) 𝑥̇(𝑡) = 𝑎 · 𝑥(𝑡) + 𝑏 · 𝑥(𝑡− 𝑟), 𝑎, 𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡;

c) 𝑥̇(𝑡) = 𝑥(𝑡) · 𝑥(𝑡− 𝑟); d) 𝑥̇(𝑡) =
∑︀𝑘

𝑖=1 𝑎𝑖(𝑡) · 𝑥(𝑡− 𝑟𝑖), 𝑟𝑖 ∈ [−𝑟, 0];
e) 𝑥̇(𝑡) = 5

∫︀ 0

−𝑟 𝑥
3(𝑡+ 𝜃) · ℎ(𝜃)𝑑𝜃 (ℎ-задана функцiя).

Означення 1 (див. [1]). Функцiя 𝑥 називається неперервним

розв’язком рiвняння (3) на [𝜎 − 𝑟, 𝜎 + 𝐴], якщо 𝜎 ∈ R i 𝐴 > 0 такi, що

𝑥 ∈ 𝐶([𝜎 − 𝑟, 𝜎 + 𝐴];R𝑚), причому (𝑡, 𝑥𝑡) ∈ 𝐷 i 𝑥(𝑡) задовольняє рiвнянню

(3) для 𝑡 ∈ [𝜎, 𝜎 + 𝐴].

Для даних 𝜎 ∈ R, 𝜙 ∈ 𝐶 ми назвемо 𝑥(𝜎, 𝜙, 𝑓) розв’язком, з

початковим значенням 𝜙 ∈ 𝐶 в момент 𝜎 або, простiше, розв’язком, що
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починається в (𝜎, 𝜙), якщо iснує 𝐴 > 0, таке що 𝑥(𝜎, 𝜙, 𝑓) є розв’язком

(3) на [𝜎 − 𝑟, 𝜎 + 𝐴] i 𝑥𝜎(𝜎, 𝜙, 𝑓) = 𝜙.

Розглянемо рiвняння (3) з початковими даними 𝜙 в момент 𝜎. Нас

цiкавить питання iснування та єдиностi розв’язу задачi Кошi{︃
𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑡)

𝑥𝜎 = 𝜙
(4)

тобто розв’язок рiвняння (3), який задовольняє початковiй умовi 𝑥𝜎 = 𝜙

(див. означення 1).

Приклад 3. Функцiя, задана рiвностями 𝑥(𝑡) = 𝑡 + 1 для 𝑡 ∈ [−1, 0] i

𝑥(𝑡) = 𝑡2

2+1 для 𝑡 ∈ [0, 1], є розв’язком (перевiрити пiдстановкою!) рiвняння

𝑥̇(𝑡) = 𝑥(𝑡 − 1) з початковим даним 𝜙(𝜃) = 𝜃 + 1 в момент 𝜎 = 0 тобто

𝑥0(𝜃) = 𝜙(𝜃) = 𝜃 + 1.

Справедлива наступна

Теорема 1. Нехай Ω-вiдкрита множина в R× 𝐶, (𝜎, 𝜙) ∈ Ω, функцiя

𝑓 : Ω → R𝑚 задовольняє наступним умовам

1) 𝑓 -неперервна;

2) 𝑓 -лiпшицева за другою змiнною, тобто

∃𝐿 > 0 : ∀(𝑡, 𝜓1), (𝑡, 𝜓2) ∈ Ω =⇒ |𝑓(𝑡, 𝜓1)− 𝑓(𝑡, 𝜓2)| ≤ 𝐿 · |𝜓1 − 𝜓2|𝐶 .

Тодi iснує 𝛼 > 0 i єдиний неперервний розв’язок (4) на [𝜎 − 𝑟, 𝜎 + 𝛼]

(розв’язок, що починається в (𝜎, 𝜙)).

Доведення теореми 1. Наведене нижче доведення не складне та

ґрунтується на принципi стискаючих вiдображень. Ми наводимо його для

повноти викладання. Iнше доведення можна знайти, наприклад, у п.2.2

книги [1], а також у [2, c.43].

Для простоти, проведемо доведення для 𝜎 = 0 (у разi довiльного 𝜎 ∈ R
мiркування аналогiчнi). В цьому випадку ми припускаємо, що (0, 𝜙) ∈ Ω.

Iнтегруючи (4), бачимо, що функцiя 𝑥(𝑡) є розв’язком (4) тодi i тiльки

тодi (доведiть це), коли вона задовольняє

𝑥(𝑡) =

⎡⎣ 𝜙(0) +
𝑡∫︀
0

𝑓(𝜏, 𝑥𝜏)𝑑𝜏, 𝑡 ∈ [0, 𝛼],

𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝑟, 0].
(5)
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Розглянемо допомiжну функцiю

𝜙(𝑡) ≡

[︃
𝜙(0), 𝑡 ∈ [0, 𝛼],

𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝑟, 0].
(6)

Ми шукатимемо 𝑥 у виглядi 𝑥(𝑡) = 𝑦(𝑡) + 𝜙(𝑡), де 𝑦(𝑡) має задовольняти

(див. (5),(6))

𝑦(𝑡) =

⎡⎣ 𝑡∫︀
0

𝑓(𝜏, 𝑦𝜏 + 𝜙𝜏)𝑑𝜏, 𝑡 ∈ [0, 𝛼],

0, 𝑡 ∈ [−𝑟, 0].
(7)

На множинi

𝒜(𝛼, 𝛽) = {𝑦 ∈ 𝐶([−𝑟, 𝛼];R𝑚) : 𝑦0 ≡ 0,max{|𝑦(𝑡)|, 𝑡 ∈ [0, 𝛼]} ≤ 𝛽}

ми розглянемо оператор 𝑇 : 𝒜(𝛼, 𝛽) → 𝐶([−𝑟, 𝛼];R𝑚), який визначений

формулою (порiвняйте з (7))

𝑇 (𝑦)(𝑡) =

⎡⎣ 𝑡∫︀
0

𝑓(𝜏, 𝑦𝜏 + 𝜙𝜏)𝑑𝜏, 𝑡 ∈ [0, 𝛼],

0, 𝑡 ∈ [−𝑟, 0].

Зауваження 1. Завдяки умовi, що Ω є вiдкрита множина (ми також

припускаємо, що (0, 𝜙) ∈ Ω), при досить малих додатних 𝛼 i 𝛽, пара

(𝜏, 𝑦𝜏 + 𝜙𝜏) ∈ Ω при всiх 𝜏 ∈ [0, 𝛼] i 𝑦 ∈ 𝒜(𝛼, 𝛽).

Нагадаємо, що нерухомою точкою оператора (вiдображення)

𝐹 : 𝑋 → 𝑋 називається 𝑥 ∈ 𝑋 така, що 𝐹 (𝑥) = 𝑥.

Нехай (𝑋; 𝜌) є метричним простором.

Оператор (вiдображення) 𝐹 : 𝑋 → 𝑋 називається стискаючим (див. [9,

Ч.II, стор. 43]), якщо

∃ 𝛿 ∈ (0, 1) : ∀𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑋 ⇒ 𝜌(𝐹 (𝑦1), 𝐹 (𝑦2)) ≤ 𝛿𝜌(𝑦1, 𝑦2).

Якщо 𝑋 є нормованим простором, то стискання можна записати, як

∃ 𝛿 ∈ (0, 1) : ∀𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑋 ⇒ ||𝐹 (𝑦1)− 𝐹 (𝑦2)|| ≤ 𝛿||𝑦1 − 𝑦2||.

Нам знадобиться наступна

Теорема 2 (принцип стискаючих вiдображень) (див. [9, Ч.II, стор.
43])
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Будь-яке стискаюче вiдображення, визначене в повному метричному

просторi, має єдину нерухому точку.

Наша мета – показати, що оператор 𝑇 дiє з𝒜(𝛼, 𝛽) в себе i є стискаючим.

Легко перевiрити, що

|𝑇 (𝑦1)(𝑡)− 𝑇 (𝑦2)(𝑡)| ≤
∫︁ 𝑡

0

𝐿 · |𝑦1𝜏 − 𝑦2𝜏 |𝐶 𝑑𝜏 ≤ 𝐿

∫︁ 𝑡

0

max
𝑠∈[−𝑟,𝛼]

|𝑦1(𝑠)− 𝑦2(𝑠)| 𝑑𝜏 ≤

≤ 𝛼𝐿|𝑦1(𝑠)− 𝑦2(𝑠)|𝐶([−𝑟,𝛼];𝑅𝑚).

Таким чином,

|𝑇 (𝑦1)− 𝑇 (𝑦2)|𝐶([−𝑟,𝛼];𝑅𝑚) ≤ 𝛼𝐿 · |𝑦1(𝑠)− 𝑦2(𝑠)|𝐶([−𝑟,𝛼];𝑅𝑚). (8)

Тепер оцiнемо

|𝑇 (𝑦)(𝑡)| ≤
∫︁ 𝑡

0

(|𝑓(𝜏, 𝑦𝜏 + 𝜙𝜏)− 𝑓(𝜏, 𝜙)|+ |𝑓(𝜏, 𝜙)|) 𝑑𝜏 ≤

≤
∫︁ 𝑡

0

(︃
𝐿|𝑦𝜏 + 𝜙𝜏 − 𝜙|𝐶 + sup

𝑠∈[0,𝛼]
|𝑓(𝑠, 𝜙)|

)︃
𝑑𝜏 ≤

≤ 𝛼

{︃
𝐿(𝛽 + 2|𝜙|𝐶) + sup

𝑠∈[0,𝛼]
|𝑓(𝑠, 𝜙)|

}︃
.

Зауваження 2. За умовою теореми, функцiя 𝑓 неперервна, отже (за

теоремою Вейєрштрасса) sup𝑠∈[0,𝛼] |𝑓(𝑠, 𝜙)| < +∞.

Виберемо досить маленькi (див. зауваження 1) 𝛽 ≥ 0 i 𝛼 ≥ 0, аби

виконувались оцiнки

𝛼𝐿 < 1 та 𝛼

{︃
𝐿(𝛽 + 2|𝜙|𝐶) + sup

𝑠∈[0,𝛼]
|𝑓(𝑠, 𝜙)|

}︃
≤ 𝛽.

Двi останнi нерiвностi означають, що оператор 𝑇 дiє з 𝒜(𝛼, 𝛽) в

себе i є стискаючим. Застосовуючи теорему 2 (принцип стискаючих

вiдображень), ми отримуємо iснування єдиної нерухомої точки оператора

𝑇, яку позначимо 𝑦(𝑡). Функцiя 𝑥(𝑡) = 𝑦(𝑡) + 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝑟, 𝛼] є шуканим
розв’язком задачi Кошi (4). Питання для самоперевiрки: яка з двох оцiнок

(нерiвностей) вище є бiльш жорсткою? Теорема 1 доведена повнiстю.
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Вправа 5 Перевiрити, чи можна застосувати теорему 1 до наступних

задач Кошi. У випадку коли можна, з’ясувати на якому вiдрiзку часу

[𝜎 − 𝑟, 𝜎 + 𝛼] iснує розв’язок за теоремою.

𝑎)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 𝑥(𝑡− 1)

𝑥0 = 𝜃2
; 𝑏)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 5𝑥(𝑡) + 7𝑥(𝑡− 1)

𝑥37 = sin(𝜃)
;

𝑐)

{︃
𝑥̇(𝑡) =

∫︀ 0

−𝑟 𝑥(𝑡+ 𝜃)𝑑𝜃

𝑥7 = 1 + 𝜃.

Формулювання теореми 1 є прямим узагальненням стандартної теореми

iснування та єдиностi розв’язкiв для звичайних диференцiальних рiвнянь.

Зауважимо, що при 𝑟 = 0 простiр 𝐶 = 𝐶([−𝑟, 0];R𝑚) вироджується в R𝑚

i (4) стає добре знайомою задачею Кошi для звичайних диференцiальних

рiвнянь.

4 Метод крокiв

В курсi звичайних диференцiальних рiвнянь вивчається цiла низка методiв

їх вирiшення. На жаль, багато з цих методiв непридатнi до бiльш

складних рiвнянь iз загаюванням. Однак, для певного класу рiвнянь

iз загаюванням iснує абсолютно елементарний метод (який в свою чергу

неможливо застосувати до звичайних диференцiальних рiвнянь!), що

дозволяє стверджувати, що в деяких випадках вирiшити рiвняння iз

загаюванням легше, нiж без нього. Цей метод називається методом крокiв.

Продемонструємо цей метод на прикладi рiвняння (1).

Приклад 4. Знайдемо розв’язок рiвняння 𝑥̇(𝑡) = 𝑥(𝑡−1) з початковою

функцiєю 𝑥(𝜃) = 𝜙(𝜃) ≡ 5, 𝜃 ∈ [−1, 0] (у формi (4) маємо 𝑥0 ≡ 5.).

1 крок. Розглянемо 𝑡 ∈ [0, 1]. Оскiльки за цих значень 𝑡 аргумент 𝑡 − 1

у правiй частинi рiвняння знаходиться на початковому промiжку [−1, 0],

безпосередньо з рiвняння отримуємо 𝑥̇(𝑡) = 5. Iнтегруючи (1) по 𝑡 вiд 0

до 𝑡0 ∈ (0, 1], отримуємо 𝑥(𝑡0) − 𝑥(0) =
∫︀ 𝑡0
0 𝑥(𝜏 − 1)𝑑𝜏 =

∫︀ 𝑡0
0 5𝑑𝜏 = 5𝑡0.

Враховуючи, що 𝑥(0) = 5, приходимо до формули розв’язку на першому

кроцi (перевiрити пiдстановкою!):

𝑥(𝑡) = 5 + 5𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1]. (9)
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2 крок. Розглянемо 𝑡 ∈ [1, 2]. Аналогiчно першому кроку, для цих

значень 𝑡, аргумент 𝑡 − 1 ∈ [0, 1], а ми вже знайшли розв’язок (на

першому кроцi) для цих значень аргументу, таким чином права частина

(1) є вiдомою функцiєю. Iнтегруючи по 𝑡 вiд 1 до 𝑡0 ∈ (1, 2], отримуємо

𝑥(𝑡0) − 𝑥(1) =
∫︀ 𝑡0
1 𝑥(𝜏 − 1)𝑑𝜏 =

∫︀ 𝑡0
0 (5 + 5(𝜏 − 1))𝑑𝜏 = 5

2𝜏
2|𝜏=𝑡0
𝜏=1 = 5

2(𝑡
2
0 − 1).

Враховуючи (див. (9)), що 𝑥(1) = 10, приходимо до формули розв’язку на

другому кроцi (перевiрити пiдстановкою!):

𝑥(𝑡) =
5

2
𝑡2 +

15

2
, 𝑡 ∈ [1, 2]. (10)

Як легко бачити, маючи формулу (10), можна знайти розв’язок для 𝑡 ∈
[2, 3] (третiй крок) i т.д.

Загалом, метод крокiв для рiвняння (1) можна сформулювати як

знаходження розв’язку для значень аргументу 𝑡 ∈ [𝑘𝑟, (𝑘 + 1)𝑟], знаючи

розв’язок для 𝑡 ∈ [(𝑘 − 1)𝑟, 𝑘𝑟] i застосовуючи формулу 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑘𝑟) +∫︀ 𝑡

𝑘𝑟 𝑥(𝜏 − 1)𝑑𝜏.

-

6

𝜙(𝜃) ≡ 𝑥0(𝜃)

0−𝑟 𝑟

Перший крок

2𝑟

Другий крок

𝜃 𝑡

𝑥(𝑡)

Рис. 2. Метод крокiв.

Вправа 6 Побудувати методом крокiв розв’язок рiвняння (1) з початковим

даним 𝑥(𝜃) ≡ 1, 𝜃 ∈ [−1, 0]. Порiвняти отриманий розв’язок з

розв’язком, що задається (9),(10). Чи можна, використовуючи (9),(10),

без додаткових обчислень написати формули розв’язку для 𝑡 ∈ [0, 1] i

𝑡 ∈ [1, 2]?

Вправа 7 Переконатися (або спростувати), що розв’язок рiвняння (1) з

початковими даними 𝜙(𝑡) ≡ 1 при 𝑡 ∈ [0, 1] представляється формулою

𝑥(𝑡) =
∑︀𝑛

𝑖=1
(𝑡−𝑖)𝑖

𝑖! для 𝑡 ∈ [𝑛, 𝑛+ 1], 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .
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Вправа 8 Побудувати методом крокiв розв’язки (для 𝑡 ∈ [0, 2])

наступних прикладiв та намалювати їх графiки.

𝑎)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 7𝑥(𝑡− 1)

𝑥(𝜃) ≡ 1, 𝜃 ∈ [−1, 0];
𝑏)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 5 + 𝑥(𝑡− 1)

𝑥(𝜃) ≡ 2, 𝜃 ∈ [−1, 0];

𝑐)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 1

2𝑥(𝑡− 1)

𝑥(𝜃) = 𝜃, 𝜃 ∈ [−1, 0];
𝑑)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 1

2𝑥(𝑡− 1) + 2𝑡

𝑥(𝜃) ≡ 1− 𝜃, 𝜃 ∈ [−1, 0];

𝑒)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 𝑥2(𝑡− 1)

𝑥(𝜃) = 2𝜃, 𝜃 ∈ [−1, 0];
𝑓)

{︃
𝑥̇(𝑡) = sin(𝑥(𝑡− 1))

𝑥(𝜃) ≡ 𝜋
2 , 𝜃 ∈ [−1, 0].

Цiлком аналогiчно, методом крокiв можна знаходити розв’язки рiвнянь з

декiлькома загаюваннями.

Вправа 9 Побудувати методом крокiв розв’язки (для 𝑡 ∈ [0, 1])

наступних завдань та намалювати їх графiки.

𝑎)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 𝑥(𝑡− 1) + 3𝑥(𝑡− 1

2),

𝑥(𝜃) = −𝜃, 𝜃 ∈ [−1, 0];
𝑏)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 𝑥(𝑡− 1) · 𝑥(𝑡− 1

2),

𝑥(𝜃) ≡ −1
3 , 𝜃 ∈ [−1, 0].

(11)

У попереднiх прикладах загаювання входило до рiвнянь як доданки, що

оцiнюють розв’язок у певнi моменти часу в минулому, такi загаювання

називаються дискрентними або зосередженими. Однак, метод крокiв

застосовується i до деяких класiв рiвнянь iз розподiленим загаюванням.

Розглянемо приклад такого рiвняння i зробимо перший крок у його

розв’язку.

Приклад 5. Нас цiкавить наступне рiвняння

𝑥̇(𝑡) =

∫︁ − 1
2

−1

𝑥(𝑡+ 𝜃)𝑑𝜃. (12)

Як бачимо, в цьому рiвняннi похiдна розв’язку в момент часу 𝑡 залежить

вiд поведiнки розв’язку на iнтервалi часу (𝑡 − 1, 𝑡 − 1
2). Розглянемо,

наприклад, початковi данi 𝑥(𝜃) = 𝜃
2 , 𝜃 ∈ [−1, 0].

1 крок. Не складно здогадатися, що крокувати зручнiше не кроками

довжини 1 (величина загаювання у цьому рiвняннi), а з кроком 1
2 (чому?).

Розглянемо 𝑡 ∈ [0, 12 ]. Iнтегруючи рiвняння (12), отримуємо
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𝑥(𝑡) = 𝑥(0) +

∫︁ 𝑡

0

{︃∫︁ − 1
2

−1

𝑥(𝜏 + 𝜃)𝑑𝜃

}︃
𝑑𝜏 =

∫︁ 𝑡

0

{︃∫︁ − 1
2

−1

1

2
(𝜏 + 𝜃)𝑑𝜃

}︃
𝑑𝜏 =

=
1

2

∫︁ 𝑡

0

{︂
1

2
𝜏 − 3

8

}︂
𝑑𝜏 =

1

16
(2𝑡2 − 3𝑡), 𝑡 ∈ [0,

1

2
]. (13)

Розглядаючи рiвняння (12), легко бачити, що якщо верхню межу

iнтегрування замiнити на будь-яке−𝜖 ∈ (−1, 0), тобто розглянути рiвняння

𝑥̇(𝑡) =
∫︀ −𝜖

−1 𝑥(𝑡 + 𝜃)𝑑𝜃, то метод крокiв так само можна застосувати i

кроки зручно обирати довжини 𝜖. Зовсiм iнша ситуацiя з рiвнянням 𝑥̇(𝑡) =∫︀ 0

−1 𝑥(𝑡+ 𝜃)𝑑𝜃 - тут метод крокiв застосувати неможливо!

Останнє зауваження може призвести до помилкового враження, що для

застосування методу крокiв, похiдна 𝑥̇(𝑡) не повинна залежати вiд значень

розв’язку на деякiй множинi (𝑡 − 𝜖, 𝑡]. Це не так! Наприклад, застосуємо

метод до рiвнянь виду

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑥(𝑡− 𝑟) + 𝑓(𝑡), (14)

де 𝐴,𝐵, 𝑟-постiйнi, 𝑟 > 0, 𝑓 -задана (наприклад, неперервна) функцiя. Такi

рiвняння називаються лiнiйними диференцiйно-рiзницевими рiвняннями

загаюваного типу. Маючи початковi данi 𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝑟, 0], бачимо,
що на першому кроцi 𝑡 ∈ [0, 𝑟] для всiх 𝑠 ∈ [0, 𝑡] ми маємо 𝑥(𝑠−𝑟) = 𝜙(𝑠−𝑟),
так як 𝑠 − 𝑟 ∈ [−𝑟, 0], тобто функцiя 𝐹 (𝑠) ≡ 𝐵𝑥(𝑠 − 𝑟) + 𝑓(𝑠) вiдома. Це

дозволяє використовувати формулу варiацiї сталих для розв’язку лiнiйного

неоднорiдного рiвняння 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐹 (𝑡) i отримати

𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝜙(0) +

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝐴(𝑡−𝑠){𝐵𝑥(𝑠− 𝑟) + 𝑓(𝑠)}𝑑𝑠, 𝑡 ≥ 0. (15)

Таким чином, ми можемо обчислювати розв’язок з кроком 𝑟.

Зауваження 3. Матричне рiвняння (15) (тобто. 𝐴,𝐵-вiдомi

матрицi, 𝑓 -вектор-функцiя) розв’язується тим самим методом.

Наведемо приклад системи рiвнянь iз загаюванням та початковими

даними.

Приклад 6. Нехай задана наступна система та початковi данi{︃
𝑥̇1(𝑡) = 𝑥1(𝑡− 1) + 2𝑥2(𝑡− 1),

𝑥̇2(𝑡) = 3𝑥1(𝑡− 1) + 4𝑥2(𝑡− 1),
;

{︃
𝑥1(𝜃) = −𝜃, 𝜃 ∈ [−1, 0];

𝑥2(𝜃) ≡ −1
3 , 𝜃 ∈ [−1, 0].

(16)
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Перший крок для цiєї системи: 𝑡 ∈ [0, 1].{︃
𝑥̇1(𝑡) = 1 + 2(𝑡− 1),

𝑥̇2(𝑡) = 3 + 4(𝑡− 1),
⇒

{︃
𝑥1(𝑡) = 1 +

∫︀ 𝑡

0 (2𝜏 − 1)𝑑𝜏 = 1 + 𝑡2 − 𝑡,

𝑥2(𝑡) =
∫︀ 𝑡

0 (2𝜏 − 1)𝑑𝜏 = 1 + 𝑡2 − 𝑡.
(17)

Вправа 10 Знайти розв’язки наступних систем для 𝑡 ∈ [0, 2].

𝑎)

{︃
𝑥̇1(𝑡) = 𝑥1(𝑡− 1) + 15𝑥2(𝑡− 1),

𝑥̇2(𝑡) = 7𝑥1(𝑡− 1) + 11𝑥2(𝑡− 1),
;

{︃
𝑥1(𝜃) = 𝜃 + 2, 𝜃 ∈ [−1, 0];

𝑥2(𝜃) = 𝜃2, 𝜃 ∈ [−1, 0].

𝑏)

{︃
𝑥̇1(𝑡) = 𝑥1(𝑡− 1) · 𝑥2(𝑡− 1),

𝑥̇2(𝑡) = 𝑥2(𝑡− 1) · 𝑥1(𝑡),
;

{︃
𝑥1(𝜃) ≡ 3, 𝜃 ∈ [−1, 0];

𝑥2(𝜃) = 7𝜃 − 1, 𝜃 ∈ [−1, 0].

𝑐)

{︃
𝑥̇1(𝑡) = 𝑥32(𝑡− 1) + 5𝑡,

𝑥̇2(𝑡) = 5𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡− 2
3) + 1,

;

{︃
𝑥1(𝜃) = 1− 𝜃, 𝜃 ∈ [−1, 0];

𝑥2(𝜃) ≡ 4, 𝜃 ∈ [−1, 0].

5 Оператор зсуву

Розглянемо рiвняння (3) i нагадаємо, що ми позначаємо 𝑥(𝜎, 𝜙, 𝑓)(𝑡)-

розв’язок (3), що задовольняє 𝑥𝜎 = 𝜙, 𝜎 ∈ R, 𝜙 ∈ 𝐶 (див. (4)).

Означення 2. Вiдображення (оператор) зсуву 𝑇 (𝑡, 𝜎) : 𝐶 → 𝐶

визначимо формулою

𝑇 (𝑡, 𝜎)𝜙 ≡ 𝑥𝑡(𝜎, 𝜙, 𝑓), 𝑡 ≥ 𝜎. (18)

Якщо рiвняння автономне, тобто 𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥𝑡), то грає роль не

початковий момент часу 𝜎 i момент 𝑡, а їх рiзниця 𝑡 − 𝜎 ≥ 0. У цьому

випадку, для зручностi, будемо обирати 𝜎 = 0 i опускати цей параметр пiд

час запису, тобто. 𝑇 (𝑡, 0) = 𝑇 (𝑡), 𝑡 ≥ 0.

Приклад 7. Для iлюстрацiї означення розглянемо рiвняння 𝑥̇(𝑡) =

8𝑥(𝑡 − 2) i обчислимо кiлька зсувiв, наприклад, функцiї ̃︀𝜙(𝜃) = 𝜃 +

5, 𝜃 ∈ [−2, 0] вздовж розв’язкiв цього рiвняння. Використовуючи метод

крокiв, отримуємо, що розв’язок 𝑥(𝑡) для 𝑡 ∈ [−2, 2] задається формулою

(перевiрити!):

𝑥(𝑡) =

[︃
𝑡+ 5, 𝑡 ∈ [−2, 0];

4𝑡2 + 24𝑡+ 5, 𝑡 ∈ (0, 2].
(19)
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З (19) отримуємо

𝑇 (2)̃︀𝜙 = (𝑇 (2)̃︀𝜙)(𝜃) = 𝑥2(𝜃) = 𝑥(2+𝜃) = 4(2+𝜃)2+24(2+𝜃)+5, 𝜃 ∈ [−2, 0].

Для запису 𝑇 (1)̃︀𝜙 ми використовуємо (за означенням) формулу, яка задає

𝑥(1+𝜃), 𝜃 ∈ [−2, 0] тобто позначаючи 𝑡 = 1+𝜃, ми шукаємо вираз 𝑥(𝑡) для

𝑡 ∈ [−1, 1]. Як бачимо з (19), розв’язок 𝑥(𝑡) задається рiзними формулами

для 𝑡 ∈ [−1, 0] i 𝑡 ∈ (0, 1]. Таким чином, отримуємо

𝑇 (1)̃︀𝜙 = (𝑇 (1)̃︀𝜙)(𝜃) = [︃ 𝜃 + 6, 𝜃 ∈ [−2,−1];

4(1 + 𝜃)2 + 24(1 + 𝜃) + 5, 𝜃 ∈ (−1, 0].

Аналогiчно, з (19), ми можемо отримати вирази для зсувiв

𝑇

(︂
3

2

)︂ ̃︀𝜙 =

(︂
𝑇

(︂
3

2

)︂ ̃︀𝜙)︂ (𝜃) =

[︃
𝜃 + 13

2 , 𝜃 ∈ [−2,−1
2 ];

4(32 + 𝜃)2 + 24(32 + 𝜃) + 5, 𝜃 ∈ (−1
2 , 0].

𝑇

(︂
7

9

)︂ ̃︀𝜙 =

(︂
𝑇

(︂
7

9

)︂ ̃︀𝜙)︂ (𝜃) =

[︃
𝜃 + 52

9 , 𝜃 ∈ [−2,−11
9 ];

4(79 + 𝜃)2 + 24(79 + 𝜃) + 5, 𝜃 ∈ (−11
9 , 0].

Вправа 11 Перевiрити такi властивостi:

A) 𝑇 (0) = 𝐼 (тотожний оператор);

B) 𝑇 (𝑡+ 𝜏) = 𝑇 (𝑡)𝑇 (𝜏), 𝑡, 𝜏 ≥ 0.

У правiй частинi останньої рiвностi стоїть композицiя двох операторiв зсуву

в просторi 𝐶.

Якщо рiвняння (3) є лiнiйним i автономним, тобто

𝑥̇(𝑡) = 𝐿(𝑥𝑡), (20)

де 𝐿 : 𝐶 → R𝑚 неперервна лiнiйна функцiя, то справедлива наступна

Теорема 3. Оператор 𝑇 (𝑡), 𝑡 ≥ 0 має наступнi властивостi:

1. Сiмейство {𝑇 (𝑡) : 𝑡 ≥ 0} є напiвгрупа лiнiйних операторiв (тобто

виконанi властивостi A), B) (див. вище));

2. Оператор 𝑇 (𝑡) є обмежений для кожного 𝑡 ≥ 0 тобто для кожного

𝑡 ≥ 0 iснує 𝑘 = 𝑘(𝑡) ≥ 0, таке, що для всiх 𝜙 ∈ 𝐶 маємо |𝑇 (𝑡)𝜙|𝐶 ≤
𝑘 · |𝜙|𝐶 .
Оператор 𝑇 (𝑡) є сильно неперервний на [0,+∞), тобто

lim
𝜏→𝑡

|𝑇 (𝑡)𝜙− 𝑇 (𝜏)𝜙|𝐶 = 0 для всiх 𝑡 ≥ 0, 𝜙 ∈ 𝐶. (21)
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3. Оператор 𝑇 (𝑡) є цiлком неперервний (компактний) для 𝑡 ≥ 𝑟, тобто

(a) 𝑇 (𝑡) є неперервний;

(b) 𝑇 (𝑡) вiдображає будь-яку обмежену множину в передкомпакт (у

просторi 𝐶).

Докладнiше про компактнi оператори див. [9, Ч.IV, стор. 112].

Наведений нижче (див. також, наприклад, п.7.1 книги [1]) для повноти

викладу доказ цих властивостей не є складним i ми рекомендуємо спочатку

спробувати провести його самостiйно.

Доведення теореми 3. Лiнiйнiсть 𝑇 випливає безпосередньо iз лiнiйностi

правої частини рiвняння (функцiї 𝐿) та єдиностi розв’язку. Єдинiсть також

безпосередньо дає (перевiрити!) напiвгруповi властивостi A), B).

Доведемо пункт 2. Оскiльки 𝐿 неперервна i лiнiйна, iснує стала ℓ,

така що |𝐿(𝜙)| ≤ ℓ · |𝜙| для всiх 𝜙 ∈ 𝐶 (пригадайте вiдповiдну загальну

теорему). За означенням 𝑇 (𝑡), ми маємо для будь-якого фiксованого 𝑡 ≥ 0

при 𝜃 ∈ [−𝑟, 0]

𝑇 (𝑡)𝜙(𝜃) =

[︃
𝜙(𝑡+ 𝜃), 𝑡+ 𝜃 ≤ 0;

𝜙(0) +
∫︀ 𝑡+𝜃

0 𝐿(𝑇 (𝑠)𝜙) 𝑑𝑠, 𝑡+ 𝜃 > 0.
(22)

звiдси випливає

|𝑇 (𝑡)𝜙|𝐶 ≤ |𝜙|𝐶 + ℓ ·
∫︁ 𝑡

0

|𝑇 (𝑠)𝜙|𝐶 𝑑𝑠. (23)

Позначимо для стислостi 𝑧(𝑡) ≡ |𝑇 (𝑡)𝜙|𝐶 . Тодi 𝑧(𝑡) ≤ |𝜙|𝐶+ℓ ·
∫︀ 𝑡

0 𝑧(𝑠) 𝑑𝑠, що

еквiвалентно 𝑧(𝑡)− ℓ ·
∫︀ 𝑡

0 𝑧(𝑠) 𝑑𝑠 ≤ |𝜙|𝐶 . Домножимо останню нерiвнiсть на

𝑒−ℓ𝑡 ≥ 0 i помiтимо, що 𝑑
𝑑𝑡

(︁
𝑒−ℓ𝑡 ·

∫︀ 𝑡

0 𝑧(𝑠) 𝑑𝑠
)︁
= −ℓ𝑒−ℓ𝑡 ·

∫︀ 𝑡

0 𝑧(𝑠) 𝑑𝑠 + 𝑧(𝑡)𝑒−ℓ𝑡.

Таким чином, враховуючи, що 𝑧(0) = |𝑇 (0)𝜙|𝐶 = |𝜙|𝐶 , маємо

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑒−ℓ𝑡 ·

∫︁ 𝑡

0

𝑧(𝑠) 𝑑𝑠

)︂
≤ 𝑒−ℓ𝑡|𝜙|𝐶 .

Проiнтегруємо останню нерiвнiсть по 𝑡 вiд 0 до 𝑡0. Маємо

𝑒−ℓ𝑡0 ·
∫︁ 𝑡0

0

𝑧(𝑠) 𝑑𝑠 ≤ −ℓ−1 · (𝑒−ℓ𝑡0 − 1)|𝜙|𝐶 = ℓ−1 · (1− 𝑒−ℓ𝑡0)|𝜙|𝐶 .
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Множимо на 𝑒ℓ𝑡0 i отримуємо
∫︀ 𝑡0
0 𝑧(𝑠) 𝑑𝑠 ≤ ℓ−1 · (𝑒ℓ𝑡0 −1)|𝜙|𝐶 . Пiдставляючи

цю оцiнку (при 𝑡0 = 𝑡) в (23), отримуємо

|𝑇 (𝑡)𝜙|𝐶 ≤ 𝑒ℓ𝑡 · |𝜙|𝐶 . (24)

Це i означає, що 𝑇 обмежений тобто в наших позначеннях (див.

формулювання теореми) 𝑘(𝑡) = 𝑒ℓ𝑡. Для доведення властивостi сильної

неперервностi (21) покладемо, для визначеностi 𝜏 ≥ 𝑡. Користуючись

властивiстю B), маємо 𝑇 (𝑡)𝜙 − 𝑇 (𝜏)𝜙 = 𝑇 (𝑡)𝜙 − 𝑇 (𝜏 − 𝑡)𝑇 (𝑡)𝜙 = (𝐼 −
𝑇 (𝜏 − 𝑡))𝑇 (𝑡)𝜙. Тому достатньо показати (ми покладемо 𝑠 = 𝜏 − 𝑡 ≥ 0),

що lim𝑠→0+ |(𝐼 − 𝑇 (𝑠))𝜙|𝐶 = lim𝑠→0+ |𝜙 − 𝑇 (𝑠)𝜙|𝐶 = 0. Це безпосередньо

випливає (перевiрити!) з формули (22).

Доведемо пункт 3. Властивiсть (𝑎), тобто 𝑇 -неперервний, випливає з

доведеної (у пунктi 1) лiнiйностi 𝑇 та доведеної (у пунктi 2) обмеженостi

𝑇 (див. [9, Ч. III, с. 77, теорема 2]). Для доведення властивостi

(𝑏) достатньо довести, що образ будь-якої кулi у просторi 𝐶 буде

передкомпактною множиною. Насамперед, нагадаємо якi множини у

просторi 𝐶 є передкомпактними. Нам знадобляться наступнi

Означення 3 [9, Ч. II, с. 54]. Сiмейство Φ функцiй 𝜙, визначених на

[𝑎, 𝑏], називається рiвномiрно обмеженим, якщо

∃𝐾 > 0 : ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], ∀𝜙 ∈ Φ ⇒ |𝜙(𝑥)| < 𝐾.

Означення 4 [9, Ч. II, с. 54]. Сiмейство Φ функцiй 𝜙, визначених на

[𝑎, 𝑏], називається рiвномiрно неперервним, якщо

∀𝜀 > 0∃𝛿 > 0 : ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ [𝑎, 𝑏] : |𝑥1−𝑥2| < 𝛿, ∀𝜙 ∈ Φ ⇒ |𝜙(𝑥1)−𝜙(𝑥2)| < 𝜀.

Теорема 4 (Асколi–Арцела) [9, Ч. II, с. 54], [20, Ч. III, c. 85].
Для того аби сiмейство Φ неперервних функцiй, визначених на [𝑎, 𝑏],

було передкомпактним в просторi 𝐶[𝑎, 𝑏], необхiдно i достатньо, аби це

сiмейство було рiвномiрно обмеженим та рiвномiрно неперервним.

Якщо 𝑆 ≡ {𝜙 ∈ 𝐶 : |𝜙| ≤ 𝑅}-куля радiуса 𝑅 в просторi 𝐶, то

для будь-якого 𝜓 ∈ 𝑇 (𝑡)𝑆, 𝑡 ≥ 𝑟 з оцiнки (24) випливає, що |𝜓| ≤
𝑒ℓ𝑡𝑅 (це вже дає рiвномiрну обмеженiсть сiмейства функцiй 𝑇 (𝑡)𝑆), та з

рiвняння (20) випливає, що |𝜓̇| ≤ ℓ𝑒ℓ𝑡𝑅. Оскiльки цi функцiї 𝜓 рiвномiрно

обмеженi з єдиною сталою Лiпшица, множина 𝑇 (𝑡)𝑆, 𝑡 ≥ 𝑟 є рiвномiрно

неперервною (чому?). Застосовуючи теорему Арцела, отримуємо, що

множина 𝑇 (𝑡)𝑆, 𝑡 ≥ 𝑟 предкомпактна в просторi 𝐶. Питання контролю:

де використовувалась умова 𝑡 ≥ 𝑟? Чому твердження взагалi кажучи
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невiрно для 𝑡 ∈ [0, 𝑟)? Теорема 3 доведена.

Продовжимо iлюстрацiю теореми на прикладах.

Приклад 8. Розглянемо рiвняння

𝑥̇(𝑡) = 2𝑥(𝑡) + 𝑥(𝑡− 1) (25)

i обчислимо, наприклад, чому дорiвнюють зсуви функцiї 𝜙1(𝜃) ≡ 1 вздовж

розв’язку на величини 1
4 i 3

4 , тобто обчислимо 𝑇 (14)𝜙
1 i 𝑇 (34)𝜙

1. Згiдно з

означенням (див. (18)), нам необхiдно знайти розв’язок (25) з початковою

функцiєю 𝜙1(𝜃) (для обчислення 𝑇 (14)𝜙
1 достатньо знайти 𝑥(0, 𝜙1)(𝑡) для

𝑡 ∈ [0, 14 ], a для 𝑇 (34)𝜙
1 достатньо для 𝑡 ∈ [0, 34 ].) Скористаємося методом

крокiв та формулою варiацiї сталих (15).

1 крок. 𝑡 ∈ [0, 1]. Маємо 𝑥(𝑡) = 𝑒2𝑡𝜙1(0) +
∫︀ 𝑡

0 𝑒
2(𝑡−𝜏)𝑥(𝜏 − 1)𝑑𝜏 = 𝑒2𝑡 ·

1 +
∫︀ 𝑡

0 𝑒
2(𝑡−𝜏)𝑑𝜏 = 3

2𝑒
2𝑡 − 1

2 . За означенням, 𝑇 (14)𝜙
1 = 𝑥(𝜃 + 1

4), 𝜃 ∈ [−1, 0],

де 𝑥(·)-розв’язок (25) з початковою функцiєю 𝜙1(𝜃). Для тих значень 𝜃,

для яких 𝜃 + 1
4 ∈ [−1, 0], ми маємо 𝑥(𝜃 + 1

4) = 𝜙1(𝜃 + 1
4) = 1, для решти

𝜃, розв’язок задається формулою, що знайдена на першому кроцi, тобто

𝑥(𝜃 + 1
4) =

3
2𝑒

2(𝜃+ 1
4 ) − 1

2 . Отже маємо

𝑇

(︂
1

4

)︂
𝜙1 =

[︃
3
2𝑒

2(𝜃+ 1
4 ) − 1

2 , 𝜃 ∈ [−1
4 , 0];

1, 𝜃 ∈ [−1,−1
4 ].

(26)

Аналогiчно, скориставшись першим кроком, отримуємо

𝑇

(︂
3

4

)︂
𝜙1 =

[︃
3
2𝑒

2(𝜃+ 3
4 ) − 1

2 , 𝜃 ∈ [−3
4 , 0];

1, 𝜃 ∈ [−1,−3
4 ].

(27)

Тепер давайте проiлюструємо на цьому прикладi напiвгруповi

властивостi А), В). Властивiсть 𝑇 (0) = 𝐼 означає, що 𝑇 (0)𝜙1 = 𝜙1.

Це очевидно, оскiльки 𝑇 (0)𝜙1 = 𝑥0 = 𝑥(𝜃) = 𝜙1(𝜃) для 𝜃 ∈ [−1, 0].

Переконаємося, наприклад, що 𝑇 (34)𝜙
1 = 𝑇 (12)𝑇 (

1
4)𝜙

1. Значення 𝑇 (34)𝜙
1

i 𝑇 (14)𝜙
1 вже нами знайденi (див. (26), (27)). Позначимо 𝜙2 = 𝑇 (14)𝜙

1-

функцiя, що задається формулою (26), i знайдемо розв’язок рiвняння (25)

з початковою функцiєю 𝜙2(𝜃). За цим розв’язком ми зможемо обчислити

𝑇 (12)𝜙
2 i порiвняти з 𝑇 (34)𝜙

1. Метод крокiв дає нам формулу (перевiрити!)

𝑥(𝑡) = 𝑒2𝑡𝜙2(0) +

∫︁ 𝑡

0

𝑒2(𝑡−𝜏)𝑥(𝜏 − 1)𝑑𝜏 = 𝑒2𝑡
(︂
3

2
𝑒

1
2 − 1

2

)︂
+ 𝑒2𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑒−2𝜏𝑑𝜏 =
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=
3

2
𝑒2𝑡+

1
2 − 1

2
, 𝑡 ∈ [0, 1].

Зауваження 4. В силу збiгу початкових функцiй 𝜙1(𝜃) = 𝜙2(𝜃) для

всiх 𝜃 ∈ [−1,−1
4 ], iнтегральнi доданки в даному випадку i при обчисленнi

𝑇 (34)𝜙
1, 𝑇 (14)𝜙

1 збiглися, але формули розв’язкiв рiзнi оскiльки 𝜙1(0) ̸=
𝜙2(0).

Остання формула та (26) показують, що

𝑇

(︂
1

2

)︂
𝜙2 =

⎡⎢⎣ 3
2𝑒

2(𝜃+ 1
2 )+

1
2 − 1

2 , 𝜃 ∈ [−1
2 , 0];

3
2𝑒

2(𝜃+ 1
2+

1
4 ) − 1

2 , 𝜃 ∈ [−3
4 ,−

1
2 ]

; 1, 𝜃 ∈ [−1,−3
4 ];

=

[︃
3
2𝑒

2(𝜃+ 3
4 ) − 1

2 , 𝜃 ∈ [−3
4 , 0];

1, 𝜃 ∈ [−1,−3
4 ].

(28)

Зауваження 5. Формули, що задають 𝑇
(︀
1
2

)︀
𝜙2 для 𝜃 ∈ [−1

2 , 0] i 𝜃 ∈
[−3

4 ,−
1
2 ], збiглися, тому цi два випадки об’єднанi у випадок 𝜃 ∈ [−3

4 , 0].

Як бачимо, функцiї, отриманi в (28) i (27), збiглися, тобто дiйсно

𝑇 (34)𝜙
1 = 𝑇 (12)𝑇 (

1
4)𝜙

1, що ми i хотiли показати.

Вправа 12 Обчислити зсуви вздовж розв’язкiв рiвняння 𝑥̇(𝑡) = 5+𝑥(𝑡−
1) : 𝑇 (13)𝜙

3, 𝑇 (23)𝜙
3, 𝑇 (1)𝜙3, 𝑇 (43)𝜙

3, 𝑇 (2)𝜙3, где 𝜙3(𝜃) ≡ 2, 𝜃 ∈ [−1, 0].

Вправа 13 Обчислити зсуви вздовж розв’язкiв заданих рiвнянь:

a) 𝑥̇(𝑡) = 𝑥(𝑡 − 1
2) + 2𝑥(𝑡 − 1), 𝜙4(𝜃) = −𝜃, 𝜃 ∈ [−1, 0];

𝑇 (12)𝜙
4, 𝑇 (1)𝜙4, 𝑇 (32)𝜙

4.

Перевiрити рiвностi: 𝑇 (1)𝜙4 = 𝑇 (12)𝑇 (
1
2)𝜙

4, 𝑇 (32)𝜙
4 = 𝑇 (12)𝑇 (1)𝜙

4,

𝑇 (32)𝜙
4 = 𝑇 (1)𝑇 (12)𝜙

4.

b) 𝑥̇(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 7𝑥2(𝑡 − 1
2), 𝜙1(𝜃) ≡ 1, 𝜃 ∈ [−1

2 , 0];

𝑇 (14)𝜙
1, 𝑇 (12)𝜙

1, 𝑇 (34)𝜙
1, 𝑇 (1)𝜙1.

Перевiрити рiвностi: 𝑇 (34)𝜙
1 = 𝑇 (14)𝑇 (

1
2)𝜙

1, 𝑇 (34)𝜙
1 = 𝑇 (12)𝑇 (

1
4)𝜙

1,

𝑇 (1)𝜙1 = 𝑇 (12)𝑇 (
1
2)𝜙

1.

c) 𝑥̇(𝑡) = 5
∫︀ − 3

2

−2 𝑥(𝑡+𝜃)𝑑𝜃, 𝜙
5(𝜃) = 𝜃, 𝜃 ∈ [−2, 0]; 𝑇 (13)𝜙

5, 𝑇 (23)𝜙
5, 𝑇 (1)𝜙5,

𝑇 (2)𝜙5.

Перевiрити рiвностi: 𝑇 (1)𝜙5 = 𝑇 (13)𝑇 (
2
3)𝜙

5, 𝑇 (1)𝜙5 = 𝑇 (23)𝑇 (
1
3)𝜙

5,

𝑇 (2)𝜙5 = 𝑇 (1)𝑇 (1)𝜙5.

Означення 5. Динамiчною системою називається пара (𝑋,𝑆𝑡), де

𝑋-повний метричний простiр (див. [9, 10]), 𝑆𝑡 : 𝑋 → 𝑋 неперервне

вiдображення (параметр 𝑡 ∈ R+), яке задовольняє
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A) 𝑆0 = 𝐼 (тотожний оператор);

B) 𝑆𝑡+𝜏 = 𝑆𝑡𝑆𝜏 , ∀ 𝑡, 𝜏 ≥ 0;

C) оператор 𝑆𝑡 є сильно неперервний на [0,+∞), тобто

lim
𝜏→𝑡

||𝑆𝑡𝑥− 𝑆𝜏𝑥||𝑋 = 0 для всiх 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝑋.

Простiр 𝑋 називається фазовим простором, а вiдображення 𝑆𝑡 –

еволюцiйним оператором.

Зауваження 6. Ми навели означення з параметром 𝑡 ∈ R+, хоча

можна визначити динамiчну систему, розглядаючи параметр 𝑡 ∈ Z+ ≡
{0, 1, 2, . . .}.

Як легко помiтити (див. теорему 3), що пара (𝐶, 𝑇 (𝑡)) є динамiчною

системою, де 𝑇 (𝑡)-оператор зсуву вздовж розв’язкiв лiнiйної автономної

системи (20).

6 Неперервна залежнiсть вiд початкової функцiї.

Пригадаємо задачу Кошi (4): 𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑡), 𝑡 ≥ 𝜎; 𝑥𝜎 = 𝜙 та доведену

теорему 1 (iснування та єдиностi неперервних розв’язкiв).

Позначимо 𝑥(𝑡;𝜙) – розв’язок задачi Кошi (4).

Лема (неперервна залежнiсть). Нехай вiконанi умови Теореми 1. Тодi

єдиний неперервний розв’язок задачi Кошi (4) неперевно залежить вiд

початкової функцiї 𝜙 ∈ 𝐶. Справедлива оцiнка

max
𝑡∈[𝜎−𝑟,𝜎+𝛼]

|𝑥(𝑡;𝜙)− 𝑥(𝑡;𝜓)| ≤ ||𝜙− 𝜓||𝐶 · 𝑒𝐿𝛼. (29)

Тут [𝜎 − 𝑟, 𝜎 + 𝛼] - спiльний вiдрiзок iснування розв’язкiв 𝑥(𝑡;𝜙) та

𝑥(𝑡;𝜓).

Доведення леми. Переходячи до iнтегрального рiвняння, маємо для 𝑡 ∈
[𝜎, 𝜎 + 𝛼]

|𝑥(𝑡;𝜙)− 𝑥(𝑡;𝜓)| ≤ |𝜙(0)− 𝜓(0)|+
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝜎

[𝑓(𝑠, 𝑥𝑠(𝜙))− 𝑓(𝑠, 𝑥𝑠(𝜓))] 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒

≤ [лiпшицевiсть 𝑓 ] ≤ ||𝜙− 𝜓||𝐶 + 𝐿

∫︁ 𝑡

𝜎

||𝑥𝑠(𝜙))− 𝑥𝑠(𝜓))||𝐶 𝑑𝑠
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≤ ||𝜙− 𝜓||𝐶 + 𝐿

∫︁ 𝑡

𝜎

max
𝜏∈[𝜎−𝑟,𝑠]

|𝑥(𝜏 ;𝜙)− 𝑥(𝜏 ;𝜓)| 𝑑𝑠

≤
[︂
𝑢(𝑠) ≡ max

𝜏∈[𝜎−𝑟,𝑠]
|𝑥(𝜏 ;𝜙)− 𝑥(𝜏 ;𝜓)|

]︂
⇒

𝑢(𝑡) ≤ ||𝜙− 𝜓||𝐶 + 𝐿

∫︁ 𝑡

𝜎

𝑢(𝑠) 𝑑𝑠.

Лема Гронуола (див. нижче) дає 𝑢(𝑡) ≤ ||𝜙− 𝜓||𝐶 · 𝑒𝐿(𝑡−𝜎).

Зауваження 7. Технiчна оцiнка (’лема Гронуола’) в доведеннi леми.
Розглянемо оцiнку

𝑢(𝑡) ≤ ||𝜙− 𝜓||𝐶 + 𝐿

∫︁ 𝑡

𝜎

𝑢(𝑠) 𝑑𝑠 (30)

Позначаємо 𝑔(𝑡) ≡
∫︀ 𝑡

𝜎 𝑢(𝑠) 𝑑𝑠 та маємо: 𝑔̇(𝑡) ≤ ||𝜙 − 𝜓||𝐶 + 𝐿 · 𝑔(𝑡);[︀
добуток з 𝑒−𝐿𝑡

]︀
⇒

𝑒−𝐿𝑡𝑔̇(𝑡)− 𝑒−𝐿𝑡𝐿 · 𝑔(𝑡) = 𝑑

𝑑𝑡

(︀
𝑒−𝐿𝑡 · 𝑔(𝑡)

)︀
≤ ||𝜙− 𝜓||𝐶 · 𝑒−𝐿𝑡

[︁
iнтегруємо

∫︀ 𝑡

𝜎

]︁
⇒

𝑒−𝐿𝑡𝑔(𝑡)− 𝑒−𝐿𝜎𝑔(𝜎) ≤ −𝐿−1
(︀
𝑒−𝐿𝑡 − 𝑒−𝐿𝜎

)︀
||𝜙− 𝜓||𝐶

⇒
[︀
добуток з 𝑒𝐿𝑡

]︀
⇒

[повертаємось до 𝑢(𝑡)] ⇒

𝑢(𝑡) ≤ ||𝜙− 𝜓||𝐶 + 𝐿
[︁
−𝐿−1

(︁
1− 𝑒𝐿(𝑡−𝜎)

)︁
||𝜙− 𝜓||𝐶

]︁
≤ ||𝜙− 𝜓||𝐶 −

(︁
1− 𝑒𝐿(𝑡−𝜎)

)︁
||𝜙− 𝜓||𝐶 = ||𝜙− 𝜓||𝐶 · 𝑒𝐿(𝑡−𝜎).

Пригадуючи, що 𝑢(𝑠) ≡ max𝜏∈[𝜎−𝑟,𝑠] |𝑥(𝜏 ;𝜙)−𝑥(𝜏 ;𝜓)|, отримуємо оцiнку

max
𝜏∈[𝜎−𝑟,𝑡]

|𝑥(𝜏 ;𝜙)− 𝑥(𝜏 ;𝜓)| ≤ ||𝜙− 𝜓||𝐶 · 𝑒𝐿(𝑡−𝜎), 𝑡 ∈ [𝜎, 𝜎 + 𝛼]. (31)

Як наслiдок, отримуємо (29) (для 𝑡 = 𝜎 + 𝛼).

Зауваження 8. Оцiнка (31) дає

||𝑥𝑡(𝜙)− 𝑥𝑡(𝜓)||𝐶 ≤ ||𝜙− 𝜓||𝐶 · 𝑒𝐿(𝑡−𝜎), 𝑡 ∈ [𝜎, 𝜎 + 𝛼]. (32)
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Для повноти матерiалу, нагадаємо бiльш загальне формулювання

Лема Гронуола. Нехай 𝑢, 𝛼 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏] : R), 𝛽 ≥ 0, 𝛽 ∈ 𝑅[𝑎, 𝑏] та

𝑢(𝑡) ≤ 𝛼(𝑡) +

∫︁ 𝑡

𝑎

𝛽(𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏. (33)

Тодi

𝑢(𝑡) ≤ 𝛼(𝑡) +

∫︁ 𝑡

𝑎

𝛽(𝑠)𝛼(𝑠)

{︂
exp

(︂∫︁ 𝑡

𝑠

𝛽(𝜏)𝑑𝜏

)︂}︂
𝑑𝑠, 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏. (34)

Якщо додатково, 𝛼 є неспадною функцiєю, то

𝑢(𝑡) ≤ 𝛼(𝑡) exp

(︂∫︁ 𝑡

𝑎

𝛽(𝑠) 𝑑𝑠

)︂
, 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏. (35)

Доведення леми Гронуола. Позначимо 𝑅(𝑡) ≡
∫︀ 𝑡

𝑎 𝛽(𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠. Тодi

𝑅̇(𝑡) = 𝛽𝑢 ≤ 𝛽𝛼 + 𝛽𝑅,

а отже 𝑑
𝑑𝑠

{︀
𝑅(𝑠) exp

(︀
−
∫︀ 𝑠

𝑎 𝛽(𝜏) 𝑑𝜏
)︀}︀

≤ 𝛽(𝑠)𝛼(𝑠) exp
(︀
−
∫︀ 𝑠

𝑎 𝛽(𝜏) 𝑑𝜏
)︀
.

Iнтегруємо на [𝑎, 𝑡] i отримуємо

𝑅(𝑡) ≤
∫︁ 𝑡

𝑎

𝛽(𝑠)𝛼(𝑠) exp

(︂∫︁ 𝑡

𝑠

𝛽(𝜏) 𝑑𝜏

)︂
𝑑𝑠.

Пiдставляємо в (33) та отримуємо (34).

Якщо 𝛼 є неспадною, то (34) дає

𝑢(𝑡) ≤ 𝛼(𝑡)

{︂
1 +

∫︁ 𝑡

𝑎

𝛽(𝑠)

{︂
exp

(︂∫︁ 𝑡

𝑠

𝛽(𝜏)𝑑𝜏

)︂}︂
𝑑𝑠

}︂
.

Iнтегрування дає (35). Лема доведена.

Зауваження 9. Можна розглядати також залежнiсть розв’язкiв вiд

початкового моменту часу 𝜎 та 𝑓 (див., наприклад, [1, теорема 2.2, c.41].

В прикладних задачах цi властивостi є важливими.

Нагадаємо важливе поняття коректностi початкової задачi (за

Ж. Адамаром), яке є важливим i природнiм для прикладних задач.

Початкова задача є коректною, якщо

(i) розв’язок цiєї задачi iснує;

(ii) розв’язок є єдиним;

(iii) розв’язок неперервно залежить вiд початкових даних.
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7 Приклад крайової задачi

У цьому параграфi ми познайомимося з одним iз простих формулювань

крайової задачi для рiвнянь iз загаюванням. Нас цiкавить питання

iснування та єдиностi розв’язку наступної крайової задачi⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥𝑡),

𝑥(𝜃) = 𝜙(𝜃), 𝜃 ∈ [−𝑟, 0),
𝑥(𝛼) = 𝑥𝛼, 𝛼 > 0.

(36)

Ми розглядаємо автономне рiвняння для простоти.

Пояснимо, де можуть виникати такi задачi. При розглядi неперервних

початкових даних 𝜙 ∈ 𝐶 для задачi Кошi (див. (4)) i неперервних

розв’язкiв (див. означення 1), ми отримували, що lim
𝑡→0+

𝑥(𝑡) = 𝜙(0). При

розглядi розривних розв’язкiв iз початковими даними (𝜙; 𝑎) ∈ 𝑌 𝑚 ≡
𝐿2(−𝑟, 0;R𝑚) × R𝑚 ми маємо в загальному випадку lim

𝑡→0+
𝑥(𝑡) = 𝑎 ̸= 𝜙(0),

тобто розв’язок може мати розрив у момент часу 𝑡 = 0. Таким чином, ми

шукаємо розв’язок, який має властивiсть lim
𝑡→0+

𝑥(𝑡) = 𝑎 i, можливо, має

розрив у точцi 𝑡 = 0. З погляду прикладних задач, буває не завжди зручно

оцiнювати функцiю у точцi її розриву. Набагато зручнiше оцiнювати її у

довiльнiй ”близькiй” до неї точцi 𝑡 = 𝛼 > 0, в якiй функцiя неперервна.

Саме так ми приходимо до крайової задачi (36). В прикладних задачах,

розривнi розв’язки виникають, наприклад, при дослiдженнi механiчних

систем, що можуть описувати удари. Докладнiше див. книгу [3].

Справедлива наступна

Teoрема 5. Нехай функцiя 𝑓 : 𝐿2(−𝑟, 0;R𝑚) → R𝑚 є лiпшицевою,

тобто iснує 𝐿𝑓 > 0 таке, що для будь-яких 𝜙1, 𝜙2 ∈ 𝐿2(−𝑟, 0;R𝑚),

виконується

|𝑓(𝜙1)− 𝑓(𝜙2)| ≤ 𝐿𝑓 · |𝜙1 − 𝜙2|𝐿2(−𝑟,0;R𝑚). (37)

Тодi для будь-яких 𝜙 ∈ 𝐿2(−𝑟, 0;R𝑚), 𝑥𝛼 ∈ R𝑚 iснує 𝛼0 > 0 таке, що для

будь-яких 𝛼 ∈ (0, 𝛼0] крайова задача (36) має єдиний розв’язок.

Зауваження 10. Ми розглядаємо глобально лiпшицеву функцiю

𝑓 для простоти. Насправдi, достатньо вимагати лише локальну

лiпшицевiсть.
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Доведення теореми 5. Для 𝑎 ∈ R𝑚 розглянемо допомiжну функцiю

𝜙(𝑎, 𝜏) ≡ 𝜙(𝜏) для 𝜏 ∈ [−𝑟, 0) i 𝜙(𝑎, 𝜏) ≡ 𝑎 для 𝜏 ∈ [0, 𝛼]. Отримуємо

(замiна змiнної) 𝑥(𝑡) = 𝑦(𝑡) + 𝜙(𝑎, 𝑡) де 𝑦0 ≡ 0.

Як i ранiше, позначимо 𝒜(𝛼, 𝛽) = {𝑦 ∈ 𝐶([−𝑟, 𝛼];R𝑚) : 𝑦0 ≡ 0,

max{|𝑦(𝑡)|, 𝑡 ∈ [0, 𝛼]} ≤ 𝛽}. На множинi 𝑍 ≡ 𝒜(𝛼, 𝛽)×{𝑥 ∈ R𝑚 : |𝑥−𝑥𝛼| ≤
𝑑} ми розглянемо оператор 𝐹 : 𝑍 → 𝐶([−𝑟, 𝛼];R𝑚) × R𝑚 визначений

формулою

𝐹 (𝑦, 𝑥)(𝑡) =

(︂
𝐹 1(𝑦, 𝑥)(𝑡)

𝐹 2(𝑦, 𝑥)

)︂
≡

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
⎡⎣ 𝑡∫︀

0

𝑓(𝑦𝜏 + 𝜙𝜏(𝑥))𝑑𝜏, 𝑡 ∈ [0, 𝛼],

0, 𝜃 ∈ [−𝑟, 0).

𝑥𝛼 −
𝛼∫︀
0

𝑓(𝑦𝜏 + 𝜙𝜏(𝑥))𝑑𝜏

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Тут 𝐹 1(𝑦, 𝑥)(𝑡)-функцiя з 𝐶([−𝑟, 𝛼];R𝑚), 𝐹 2(𝑦, 𝑥)-вектор з R𝑚. Наша цiль-

показати, що при досить малому 𝛼 > 0 вiдображення 𝐹 дiє з 𝑍 в себе

i є стискаючим. Перш нiж приступити до дослiдження властивостей

𝐹, пояснимо звiдки отримана формула, що задає 𝐹 2(𝑦, 𝑥). Стандартним

пiдходом (для початкової задачi) є шукати розв’язок, маючи початковi

данi (𝜙; 𝑎) ∈ 𝑌 𝑚 ≡ 𝐿2(−𝑟, 0;R𝑚) × 𝑅𝑚. Зараз функцiя 𝜙 задана, а

вектор 𝑎 є невiдомим. Маючи розв’язок (36), ми могли б написати 𝑥(𝑡) =

𝑎 +
𝑡∫︀
0

𝑓(𝑥𝜏)𝑑𝜏 = 𝑎 +
𝑡∫︀
0

𝑓(𝑦𝜏 + 𝜙𝜏(𝑎))𝑑𝜏. Розв’язок задовольняє 𝑥(𝛼) = 𝑥𝛼

тобто 𝑥𝛼 = 𝑎 +
𝛼∫︀
0

𝑓(𝑦𝜏 + 𝜙𝜏(𝑎))𝑑𝜏 або 𝑎 = 𝑥𝛼 −
𝛼∫︀
0

𝑓(𝑦𝜏 + 𝜙𝜏(𝑎))𝑑𝜏 . Це i є

формула, що задає 𝐹 2(𝑦, 𝑎).

Оцiнюємо окремо 𝐹 1(𝑦, 𝑥) та 𝐹 2(𝑦, 𝑥).

|𝐹 1(𝑦1, 𝑥1)− 𝐹 1(𝑦2, 𝑥2)| ≤ 𝛼𝐿𝑓

√
𝑟
(︀
|𝑦1 − 𝑦2|𝐶([−𝑟,𝛼];R𝑚) + |𝑥1 − 𝑥2|

)︀
. (38)

Тут ми використали оцiнки (перевiрити!)

|𝜙𝜏(𝑥)|𝐿2(−𝑟,0;R𝑚) ≤ max{|𝜙|𝐿2(−𝑟,0;R𝑚);
√
𝑟|𝑥|}, (39)

|𝑦𝜏 |𝐿2(−𝑟,0;R𝑚) ≤
√
𝑟|𝑦𝜏 |𝐶 (40)

i, як наслiдок,

|𝑓(𝑦1𝜏 + 𝜙𝜏(𝑥
1))− 𝑓(𝑦2𝜏 + 𝜙𝜏(𝑥

2))| ≤

≤ 𝐿𝑓

(︀
|𝑦1 − 𝑦2|𝐿2(−𝑟,0;R𝑚) + |𝜙𝜏(𝑥

1)− 𝜙𝜏(𝑥
2)|𝐿2(−𝑟,0;R𝑚)

)︀
≤

27



≤ 𝐿𝑓

√
𝑟
(︀
|𝑦1 − 𝑦2|𝐶([−𝑟,𝛼];R𝑚) + |𝑥1 − 𝑥2|

)︀
.

Тепер аналогiчно оцiнюємо

|𝐹 2(𝑦1, 𝑥1)− 𝐹 2(𝑦2, 𝑥2)| ≤ 𝛼𝐿𝑓

√
𝑟
(︀
|𝑦1 − 𝑦2|𝐶([−𝑟,𝛼];R𝑚) + |𝑥1 − 𝑥2|

)︀
. (41)

Таким чином, використовуючи (38),(41), отримуємо

|𝐹 (𝑦1, 𝑥1)− 𝐹 (𝑦2, 𝑥2)|𝐶([−𝑟,𝛼];R𝑚)×𝑅𝑚

≤ 2𝛼𝐿𝑓

√
𝑟|(𝑦1, 𝑥1)− (𝑦2, 𝑥2)|𝐶([−𝑟,𝛼];R𝑚)×R𝑚. (42)

Для того, щоб переконатися, що 𝐹 вiдображає 𝑍 в себе, оцiнимо

|𝐹 1(𝑦, 𝑥)| ≤
∫︁ 𝛼

0

(|𝑓(𝑦𝜏 + 𝜙𝜏(𝑥))− 𝑓(0)|+ |𝑓(0)|)𝑑𝜏

≤ 𝛼
(︀
𝐿𝑓

√
𝑟|𝑦|𝐶([−𝑟,𝛼];R𝑚) +max{|𝜙|𝐿2(−𝑟,0;R𝑚);

√
𝑟|𝑥|}+ |𝑓(0)|

)︀
та

|𝐹 2(𝑦, 𝑥)| ≤ 𝛼
(︀
𝐿𝑓

√
𝑟|𝑦|𝐶([−𝑟,𝛼];R𝑚) +max{|𝜙|𝐿2(−𝑟,0;R𝑚);

√
𝑟|𝑥|}+ |𝑓(0)|

)︀
.

Враховуючи, що 𝑦 ∈ 𝒜(𝛼, 𝛽), легко перевiрити, що вибираючи мале

𝛼 > 0 (виписати явну оцiнку для 𝛼!), ми отримуємо, що 𝐹 : 𝑍 → 𝑍 є

стискаючим вiдображенням. Застосовуємо теорему 2 (принцип стискаючих

вiдображень) та нерухома точка (𝑦, 𝑥̂) вiдображення 𝐹 дає шуканий

розв’язок у виглядi 𝑥(𝑡) = 𝑦(𝑡) + 𝜙(𝑥̂, 𝑡), 𝑡 ∈ [−𝑟, 𝛼]. Теорема 5 доведена.
Слiд зауважити, що для iснування та єдиностi розв’язкiв крайових задач

(як вигляду (36), так i задач бiльш загального ввигляду) важливо, що 𝛼 > 0

є досиль малим. Розглянемо наступний

Приклад 9. (Краєва задача з континуумом розв’язкiв).

Розглянемо задачу ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥̇(𝑡) = −𝑥(𝑡− 1),

𝑥(𝜃) ≡ 0, 𝜃 ∈ [−1, 0),

𝑥(2) = 0.

(43)

Для довiльного 𝑥0 ∈ R𝑚, розв’язок рiвняння 𝑥̇(𝑡) = −𝑥(𝑡−1) з початковими

даними (0, 𝑥0) (тобто 𝑥(𝜃) ≡ 0, 𝜃 ∈ [−1, 0) i 𝑥(0) = 𝑥0) має вигляд

𝑥(𝑡) =

[︃
𝑥0, 𝜃 ∈ [0, 1],

𝑥0(2− 𝑡), 𝜃 ∈ [1, 2]

28



тобто задовольняє умовi 𝑥(2) = 0 (графiки розв’язкiв (43) для скалярного

випадку (𝑚 = 1) зображенi на малюнку 3).

-

6

0−1 1 2
r

𝑥01

𝑥02

r HH
HHH

HHr ������
d

𝜃 𝑡

𝑥(𝑡)

Рис. 3. Розв’язкi крайової задачi (43).

Таким чином, крайова задача (43) має континуум розв’язкiв.

Для подальшого вивчення бiльш загальних крайових задач звичайних

диференцiальних рiвнянь iз загаюванням рекомендується, наприклад,

книга [3] i параграфи 6.5, 9.6 книги [1]. У цьому параграфi було розглянуто

крайова задача, яка має узагальнення на випадок рiвнянь у часткових

похiдних iз загаюванням (див. [17]).

Прикiнцевий коментар. Матерiал цього посiбника є вступною

частиною до неймовiрно багатого кола питань, що пов’язане з природнiм

висновком про необхiднiсть врахування стану в минулому будь-якої

системи, що змiнюється з часом. Це не є питання смаку (враховувати

чи нi стан в минулому), а вимушена необхiднiсть рахуватись з реальною

скiнченнiстю розповсюдження сигналiв в природi. Математичнi

моделi, якi можуть описувати вiдповiднi прикладнi задачi (фiзичнi,

бiологiчнi, хiмiчнi) використовують рiзнi типи загаювання (зосереджене

i розподiлене, стале, залежне вiд часу i стану, та всi їх можливi

комбiнацiї). Всi цi типи загаювань знаходять вiдображення в курсi,

вступом до якого є цей посiбник. В цьому посiбнику ми свiдомо

обмежили себе ”класичними” (базовими) питаннями. Обговорення теорiї

загаювання, що залежить вiд стану, свiдомо вiдкладено для окремого,

детального розгляду.
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8 Завдання для самоперевiрки

Пiсля ознайомлення з певним матерiалом є природнiм перевiрити рiвень

засвоєння / розумiння теорiї. Традицiйним є пiдхiд вирiшення задач

та порiвняння з наданими вiдповiдями. Вирiшення задач є важливою

складовою опанування матерiалом, але не порiвняння з наданими

вiдповiдями. Людина може глибоко опанувати матерiал, зрозумiти

поняття, але зробити арифметичну (технiчну) помилку i вiдповiдь буде

iнша. Натомiсть, пояснення є дiйсно важливою складовою опанування

матерiалу. Тож наведенi нижче типовi задачi не супроводжуються

вiдповiдями, але провокують студентiв спробувати пояснити хiд розв’язку.

Корисним є побудова графiкiв розв’язкiв.

СП.1. Для функцiї 𝑥(𝑡) = 1 − 𝑡3 : R → R i загаювання 𝑟 = 2 знайти

формули, що задають функцiї (див. означення 𝑥𝑡) 𝑥1;𝑥2;𝑥 1
5
;𝑥−1;𝑥0;𝑥− 1

7
i

намалювати графiки цих функций. Зробити те саме для загаювання 𝑟 = 1
7 .

СП.2. Знайти функцiю 𝑓, за допомогою якої наступнi рiвняння

записуються у виглядi (3):

a) 𝑥̇(𝑡) = 3𝑥(𝑡−2); b) 𝑥̇(𝑡) = 7·𝑥(𝑡)−5·𝑥(𝑡−3); c) 𝑥̇(𝑡) = 𝑥2(𝑡)·𝑥(𝑡−8);

d) 𝑥̇(𝑡) = 17− 25𝑥(𝑡− 13) + 1; e) 𝑥̇(𝑡) = 8𝑡− 11𝑥(𝑡− 12) + 7;

f) 𝑥̇(𝑡) = −3𝑡5 + 8𝑥
5
7 (𝑡− 8)− 5; g) 𝑥̇(𝑡) = 5𝑡− 9

∫︀ 𝑡

0 𝑥(𝑡+ 𝜃) 𝑑𝜃;

СП.3. Побудувати методом крокiв розв’язки (для 𝑡 ∈ [0, 2𝑟], де 𝑟-

загаювання) наступних задач Кошi та намалювати їх графiки.

𝑎)

{︃
𝑥̇(𝑡) = −13𝑥(𝑡− 5)

𝑥(𝜃) ≡ 2, 𝜃 ∈ [−5, 0];
𝑏)

{︃
𝑥̇(𝑡) = −17 + 2𝑥(𝑡− 1)

𝑥(𝜃) ≡ −1, 𝜃 ∈ [−1, 0];

𝑐)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 2 + 3

2𝑥(𝑡− 7)

𝑥(𝜃) = 𝜃 + 5, 𝜃 ∈ [−7, 0];
𝑑)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 1

5𝑥(𝑡− 17) + 4𝑡

𝑥(𝜃) ≡ 3− 2𝜃, 𝜃 ∈ [−17, 0];

𝑒)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 3

2 + 2
∫︀ −1

−2 𝑥(𝑡+ 𝜃) 𝑑𝜃

𝑥(𝜃) = 3𝜃, 𝜃 ∈ [−2, 0];
𝑓)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 2𝑡

3 𝑥(𝑡− 2)− 2𝑡2

𝑥(𝜃) ≡ −𝜃, 𝜃 ∈ [−2, 0].

СП.4. Побудувати методом крокiв розв’язки (для 𝑡 ∈ [0, 2𝑟], де 𝑟-

загаювання) наступних задач Кошi та намалювати їх графiки.

𝑎)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 1− 𝑥(𝑡− 2) + 2𝑥(𝑡− 1)

𝑥(𝜃) ≡ 2, 𝜃 ∈ [−2, 0];
𝑏)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 𝑡+ 2𝑥(𝑡− 1)− 𝑥(𝑡− 3

2)

𝑥(𝜃) ≡ 𝜃, 𝜃 ∈ [−3
2 , 0];
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𝑐)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 3𝑥(𝑡− 2) · 𝑥(𝑡− 1)

𝑥(𝜃) ≡ −5, 𝜃 ∈ [−2, 0];
𝑑)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 3𝑥(𝑡− 2)−

∫︀ 𝑡−2

𝑡−3 𝑥(𝜃)𝑑𝜃

𝑥(𝜃) ≡ −4, 𝜃 ∈ [−3, 0];

𝑒)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 𝑥2(𝑡− 1)− 𝑥(𝑡− 2)

𝑥(𝜃) ≡ −1, 𝜃 ∈ [−2, 0];
𝑓)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 2𝑡2 −

∫︀ − 3
2

−3 𝑥(𝑡+ 𝜃)𝑑𝜃

𝑥(𝜃) ≡ −1, 𝜃 ∈ [−3, 0];

СП.5. Перевiрити, чи можна застосувати теорему 1 (iснування та

єдиностi неперервних розв’язкiв) до наступних задач Кошi. У випадку

коли можна, з’ясувати на якому вiдрiзку часу [𝜎 − 𝑟, 𝜎 + 𝛼] за теоремою

iснує розв’язок.

𝑎)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 15𝑥(𝑡− 1)

𝑥0 = 𝜃
; 𝑏)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 𝑥(𝑡− 2)

𝑥1 = 2(𝜃 − 1)2
; 𝑐)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 1− 7𝑥(𝑡− 1)

𝑥−7 = −3𝜃2
;

𝑑)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 7𝑥2(𝑡− 2

3)

𝑥−79 = −2𝜃
; 𝑒)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 2𝑡 · 𝑥(𝑡− 3)

𝑥10 = 2(𝜃 + 1) + 2
; 𝑓)

{︃
𝑥̇(𝑡) = 3𝑡+ 𝑥(𝑡− 17)

𝑥2 = 1− 2𝜃2.

СП.6. Для тих задач Кошi вправи СП.5, для яких можна застосувати

теорему 1 (iснування та єдиностi неперервних розв’язкiв), обрати iншi

початковi функцiї 𝜓 ∈ 𝐶 та проiлюструвати оцiнку (29) з леми про

неперервну залежнiсть розв’язку вiд початкової функцiї.

СП.7. Для обраних пар початкових функцiй 𝜙, 𝜓 ∈ 𝐶 (див. попередню

вправу) знайти вiдповiднi розв’язки 𝑥(𝑡;𝜙) та 𝑥(𝑡;𝜓), за цими розв’язками

знайти max𝑡∈[𝜎−𝑟,𝜎+𝛼] |𝑥(𝑡;𝜙)− 𝑥(𝑡;𝜓)| та порiвняти з оцiнкої (29).

СП.8. Чи можна навести приклад, в якому в оцiнцi (29) буде рiвнiсть

(замiсть нерiвностi)? Якщо потрiбно, дозволяється зменшити сталу 𝛼,

тобто оцiнюватиmax𝑡∈[𝜎−𝑟,𝜎+𝛼1] |𝑥(𝑡;𝜙)−𝑥(𝑡;𝜓)| для деякого 𝛼1 ∈ (0, 𝛼) ⊂ R
в лемi про неперервну залежнiсть розв’язку вiд початкової функцiї.

СП.9. Обчислити зсуви вздовж розв’язкiв заданих рiвнянь.

Намалювати ескiз графiка для кожного зсуву.

a) 𝑥̇(𝑡) = 𝑥(𝑡− 3
4) + 3𝑥(𝑡− 1), 𝜙1(𝜃) = 1− 𝜃, 𝜃 ∈ [−1, 0];

𝑇 (14)𝜙
1, 𝑇 (34)𝜙

1, 𝑇 (1)𝜙1.

Перевiрити рiвностi:

𝑇 (1)𝜙1 = 𝑇 (14)𝑇 (
3
4)𝜙

1, 𝑇 (1)𝜙1 = 𝑇 (34)𝑇 (
1
4)𝜙

1, 𝑇 (32)𝜙
1 = 𝑇 (34)𝑇 (

3
4)𝜙

1.
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b) 𝑥̇(𝑡) = 𝑥(𝑡− 3) · 𝑥(𝑡− 5), 𝜙2(𝜃) = −2𝜃, 𝜃 ∈ [−5, 0];

𝑇 (32)𝜙
2, 𝑇 (2)𝜙2, 𝑇 (3)𝜙2, 𝑇 (4)𝜙2, 𝑇 (5)𝜙2.

Перевiрити рiвностi:

𝑇 (3)𝜙2 = 𝑇 (1)𝑇 (2)𝜙2, 𝑇 (5)𝜙2 = 𝑇 (3)𝑇 (2)𝜙2, 𝑇 (4)𝜙2 = 𝑇 (52)𝑇 (
3
2)𝜙

2.

с) 𝑥̇(𝑡) = 𝑡+ 3𝑥(𝑡− 7), 𝜙3(𝜃) = 4𝜃, 𝜃 ∈ [−7, 0];

𝑇 (2, 0)𝜙3, 𝑇 (5, 0)𝜙3, 𝑇 (7, 0)𝜙3, 𝑇 (2, 1)𝜙3, 𝑇 (7, 1)𝜙3.

Перевiрити рiвностi:

𝑇 (5, 0)𝜙3 = 𝑇 (5, 2)𝑇 (2, 0)𝜙3, 𝑇 (7, 0)𝜙3 = 𝑇 (7, 2)𝑇 (2, 0)𝜙3,

𝑇 (7, 1)𝜙3 = 𝑇 (7, 2)𝑇 (2, 1)𝜙3.

СП.10. Знайти розв’язки наступних систем для 𝑡 ∈ [0, 2]. Намалювати

ескiзи графiкiв розв’язкiв.

𝑎)

{︃
𝑥̇1(𝑡) = 2𝑥1(𝑡− 1)− 3𝑥2(𝑡− 1),

𝑥̇2(𝑡) = −𝑥1(𝑡− 1) + 7𝑥2(𝑡− 1),
;

{︃
𝑥1(𝜃) = 𝜃 − 2, 𝜃 ∈ [−1, 0];

𝑥2(𝜃) = 𝜃3, 𝜃 ∈ [−1, 0].

𝑏)

{︃
𝑥̇1(𝑡) = −2𝑥1(𝑡− 1) · 𝑥2(𝑡− 1),

𝑥̇2(𝑡) = 5𝑥2(𝑡) · 𝑥1(𝑡− 1),
;

{︃
𝑥1(𝜃) ≡ 2, 𝜃 ∈ [−1, 0];

𝑥2(𝜃) = 2− 3𝜃, 𝜃 ∈ [−1, 0].

𝑐)

{︃
𝑥̇1(𝑡) = −5𝑥21(𝑡− 2) + 𝑥2(𝑡− 1),

𝑥̇2(𝑡) = 𝑥2(𝑡) · 𝑥1(𝑡− 1),
;

{︃
𝑥1(𝜃) ≡ −3, 𝜃 ∈ [−2, 0];

𝑥2(𝜃) = 1− 3𝜃, 𝜃 ∈ [−1, 0].

𝑑)

{︃
𝑥̇1(𝑡) = 𝑥2(𝑡− 1) + 2𝑡 · 𝑥1(𝑡− 2),

𝑥̇2(𝑡) = 𝑥2(𝑡) · sin(2𝑥1(𝑡− 1)),
;

{︃
𝑥1(𝜃) ≡ −𝜋, 𝜃 ∈ [−2, 0];

𝑥2(𝜃) = 3− 𝜃, 𝜃 ∈ [−1, 0].

СП.11. Перевiрити, чи можна застосувати теорему 1 (iснування та

єдиностi неперервних розв’язкiв) до задач Кошi з попередньої вправи. У

випадку коли можна, з’ясувати на якому вiдрiзку часу [𝜎 − 𝑟, 𝜎 + 𝛼] за

теоремою iснує розв’язок.

СП.12. Знайти зсуви на 2
3 ; 1;

7
5 ; 2 початкових данних вправи СП.10.

СП.13. Наведiть власнi приклади задач Кошi для рiвнянь

та систем iз декiлькома загаюваннями. Не розв’язуючи цi задачi,

знайдiть декiлька перших промiжкiв часу [𝜎, 𝑎1], [𝑎1, 𝑎2], ..., [𝑎𝑖−1, 𝑎𝑖], якi

слугуватимуть кроками при застосуваннi методу крокiв.

СП.14. Наведiть власнi приклади краєвих задач, якi мають

неєдинi розв’язки, подiбно до прикладу 9 (краєва задача з континуумом

розв’язкiв).
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