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Анотацiя

Жидков О.В. Вплив шумiв на динамiку двох кубiтiв у сплутаному
станi. – Рукопис.

Дипломна робота на здобуття освiтньо-квалiфiкацiйного рiвня ма-
гiстр за спецiальнiстю 104 – фiзика та астрономiя. Харкiв: ХНУ iменi
В.Н.Каразiна, 2025.- 41 с.- Iл.5

У роботi дослiджено динамiку двокубiтної квантової системи, яка
перебуває у заплутаному станi, взаємодiє з термостатом та пiддається дiї
частотного шуму. Для опису еволюцiї розв’язується квантово-кiнетичне
рiвняння Лiндблада з додатковим стохастичним гамiльтонiаном, що моделює
вплив мультиплiкативного гауссiвського шуму. Отриманi аналiтичнi вирази
та чисельнi результати демонструють, як iнтенсивнiсть шуму, його дисперсiя
та температура середовища впливають на збереження когерентностi та
заплутаностi. Показано, що локалiзований шум, який дiє лише на один з
кубiтiв, може призводити до значного руйнування квантових кореляцiй.
Застосовано протокол повторюваних вимiрювань з поствiдбором у парному
базисi. Показано, що навiть при скiнченнiй частотi вимiрювань такий пiдхiд
дозволяє сповiльнити втрату когерентностi. Цей ефект узгоджується з
проявами квантового ефекту Зенона й може бути корисним при розробцi
стiйких квантових протоколiв.

Ключовi слова: квантова заплутанiсть, двокубiтна система, декоге-
ренцiя квантових систем, рiвняння Лiндблада, стохастичний гамiльтонiан,
мультиплыкативний шум, матриця густини стану, квантове усереднення,
жорстке вимiрювання, рiвняння Лiувiлля.



Abstract

Zhydkov O. Dynamics of two qubits in the entangled state under the
influence of noises. – Manuscript.

The thesis is for getting Master of Science degree, speciality 104 – «Physics
and Astronomy». Kharkiv: – V.N.Karazin Kharkiv National University, 2025. -
41p. - Fig.5.

This work investigates the dynamics of a two-qubit quantum system
initially prepared in an entangled state, interacting with a thermal reservoir
and subjected to multiplicative noise. A quantum kinetic Lindblad equation
is solved to describe the evolution, with an additional stochastic Hamiltonian
term modelling the influence of frequency Gaussian noise. Analytical expressions
and numerical results demonstrate how the noise intensity, its variance, and the
environment’s temperature affect the preservation of coherence and entanglement.
It is shown that localized noise acting only on one of the qubits can lead
to significant degradation of quantum correlations. A repeated post-selected
measurement protocol in the Bell basis is applied. The results indicate that
even at finite measurement frequency, such an approach can slow down the loss
of coherence. This effect is consistent with the manifestations of the quantum
Zeno effect and may be useful for designing robust quantum protocols.

Keywords: Quantum entanglement, two-qubit system, decoherence of
quantum systems, Lindblad equation, stochastic Hamiltonian, frequency noise,
state density matrix, quantum averaging, projective measurement, Liouville
equation.
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5

ВСТУП

Упродовж останнiх десятилiть квантовi обчислення стали однiєю з най-
динамiчнiших галузей сучасної науки. Очiкується, що квантовi комп’ютери
зможуть розв’язувати задачi, якi наразi є надто складними або взагалi
недоступними для класичних систем. До таких задач належать, наприклад,
факторизацiя великих чисел, моделювання квантових i багаточастинко-
вих процесiв. Переваги використання квантових обчислень випливають
iз фундаментальних властивостей квантових систем – когерентностi та
заплутаностi. Завдяки цим властивостям можна обробляти iнформацiю
принципово iнакше, у порiвняннi з класичними.

Втiм, реалiзацiя квантових обчислень у практичних умовах зiштов-
хується з серйозним викликом – явищем декогеренцiї. Воно виникає через
невiдворотну взаємодiю квантової системи з навколишнiм середовищем.
Це призводить до поступової втрати когерентностi та знищення квантових
кореляцiй. Однiєю з основних причин декогеренцiї є дiя шумiв – випадковi
флуктуацiї зовнiшнiх параметрiв. Для твердотiльних реалiзацiй кубiтiв
(як-от надпровiднi кола чи квантовi точки) типовими прикладами шуму є
низькочастотний шум, телеграфнi флуктуацiї та гауссiвськi шумовi процеси
з експоненцiйною кореляцiйною функцiєю [1–3].

Для зменшення впливу цих процесiв вже iснує декiлька пiдходiв: кван-
това корекцiя помилок, методи динамiчної розв’язки, топологiчнi обчислен-
ня тощо. Окрему увагу привертає стратегiя багаторазових вимiрювань, яка
дозволяє контролювати еволюцiю квантової системи. При достатньо високiй
частотi таких вимiрювань реалiзується так званий квантовий ефект Зенона
– явище, за якого перехiд системи мiж станами може бути значно уповiльне-
ний або навiть заблокований. Якщо для iзольованих систем ефект Зенона
вже добре вивчений, то в умовах реальних вiдкритих систем при наявностi
шуму, його вплив усе ще потребує подальших дослiджень i залишається
актуальним напрямом у квантовiй фiзицi.

Актуальнiсть цiєї роботи полягає в необхiдностi розробки пiдходу
до пригнiчення декогеренцiї в заплутаних квантових системах, якi функцiо-
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нують у присутностi частотного шуму.

Об’єкт дослiдження: двокубiтна квантова система, що перебуває в
заплутаному станi й взаємодiє з термостатом i джерелом шуму.

Предмет дослiдження: динамiка стану двокубiтної заплутаної си-
стеми пiд впливом дисипативного середовища, шуму та повторюваних вимi-
рювань.

Мета дослiдження: Дослiдити, як наявнiсть шумiв та багаторазо-
вi вимiрювання впливають на динамiку заплутаностi та когерентностi в
двокубiтнiй системi. Для досягнення цiєї мети було поставлено ряд задач:

1) Отримати квантово-кiнетичне рiвняння для двокубiтної системи з ура-
хуванням дiї шуму;

2) Отримати аналiтичний розв’язок для еволюцiї матрицi густини заплу-
таного стану та провести усереднення по шуму;

3) Проаналiзувати вплив повторюваних вимiрювань з поствiдбором на
динамiку когерентностi системи;

4) Проаналiзувати вплив наявностi шуму на динамiку системи.

Гiпотеза дослiдження стверджує, що попри втрати когерентностi
внаслiдок впливу термостата i шуму, повторюванi вимiрювання можуть
сповiльнювати цi процеси, зберiгаючи квантовi кореляцiї мiж кубiтами.

Методом дослiдження є теоретичний аналiз, формулювання та
розв’язання квантового кiнетичного рiвняння, яке враховує ефекти диси-
пацiї та декогеренцiї з урахуванням повторюваних вимiрювань системи у
шумовому середовищi.

Наукова новизна дослiдження полягає в аналiзi динамiки двокубi-
тної системи в заплутаному станi за наявностi дисипативного середовища
та додаткового шумового впливу, з урахуванням ефектiв багатократних
вимiрювань з поствiдбором.

Практичне значення Отриманi результати можуть бути викори-
станi при розробцi протоколiв захисту квантових станiв вiд шуму в експе-
риментальних реалiзацiях квантових обчислювальних систем у квантовiй
криптографiї, симуляцiях i обробцi даних.
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1 Огляд лiтератури

1.1 Теоретичнi засади квантових обчислень

Завдяки квантовим обчисленням продовжується розвиток iнформацiй-
них технологiй. Вони дозволяють розв’язувати задачi, якi є непосильними
для класичних комп’ютерiв. Теоретичнi основи цiєї галузi добре сформульо-
ванi. Такi моделi, як квантова машина Тюрiнга та квантовi схеми, забезпе-
чують строгий математичний апарат для побудови алгоритмiв i аналiзу їх
обчислювальної складностi [4, 5]. I хоча квантовi алгоритми активно розро-
бляються, побудова масштабованих квантових комп’ютерiв ускладнюється
декогеренцiєю, помилками та обмеженнями у масштабуваннi [6, 7].

Основою квантових обчислень є принцип суперпозицiї, згiдно з яким
квантова система може одночасно перебувати в кiлькох базових станах.
Завдяки цьому квантовий комп’ютер здатен паралельно опрацьовувати
експоненцiйну кiлькiсть обчислювальних варiантiв – що й вiдрiзняє його вiд
класичних систем. У моделi квантової схеми стан системи на кожному кроцi
описується як суперпозицiя базисних станiв iз вiдповiдними комплексни-
ми амплiтудами. Еволюцiя вiдбувається через унiтарнi перетворення, якi
зберiгають норму хвильової функцiї та забезпечують зворотнiсть еволюцiї
необхiдну для реалiзацiї детермiнованих квантових обчислень [8].

Типовим прикладом квантового паралелiзму є перетворення Уолша-
Адамара, яке з одного вхiдного стану створює рiвномiрну суперпозицiю
двох можливих базисних станiв. Ця операцiя, яка представлена матрицею

M =
1√
2

(
1 1

1 −1

)
, (1.1)

є ключовим елементом багатьох квантових алгоритмiв, включаючи алгори-
тми Дойча-Йози та Гровера [9, 10]. Керування фазовими амплiтудами за
допомогою спецiальних обертань та використання квантової iнтерференцiї
дають змогу збiльшувати ймовiрнiсть правильного результату й водночас
зменшувати ймовiрнiсть помилкових. Саме це лежить в основi обчислю-
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вальної переваги квантових алгоритмiв.

Бiльш складнi унiтарнi операцiї, зокрема квантове перетворення Фур’є
(QFT), лежать в основi багатьох важливих алгоритмiв. Зокрема, QFT є цен-
тральним компонентом алгоритму факторизацiї Шора, що забезпечує екс-
поненцiальну перевагу порiвняно з найкращими класичними методами [11].
Це перетворення реалiзується як послiдовнiсть базових унiтарних операцiй i
може бути особливо ефективним для певних класiв чисел, наприклад, чисел
iз малими простими множниками [12]. Якщо унiтарне перетворення можна
реалiзувати ефективно на пiдсистемах, його також можна масштабувати
на всю систему без експоненцiального зростання обчислювальних витрат
за умови, що перетворення має блочну структуру. Такий пiдхiд особливо
важливий для алгоритмiв, якi працюють з великими просторами станiв.

Проте реалiзацiя таких алгоритмiв у фiзичних пристроях стикається з
низкою викликiв. Одним iз головних є декогеренцiя – втрата когерентностi
внаслiдок взаємодiї квантової системи з навколишнiм середовищем. Метод
пригнiчення, такий як використання холодних iонiв, що утримуються у
лiнiйних пастках, наразi є достатньо ефективним. Вiн дозволяє реалiзову-
вати базовi квантовi операцiї з низьким рiвнем шуму та високою точнiстю
зчитування [7]. Експериментальна реалiзацiя алгоритму Шора на основi
ядерного магнiтного резонансу (ЯМР) пiдтвердила можливiсть реалiзацiї
квантових обчислень у фiзичних системах, хоча наразi лише в обмеже-
них масштабах [13]. Масштабування квантових обчислювальних систем до
великих конфiгурацiй кубiтiв досi залишається нерозв’язаним завданням.

У цьому контекстi важливою є не лише стабiльнiсть, а й керованiсть
часової еволюцiї. Наприклад, науковцi з Iнституту квантової оптики та
квантової iнформацiї (IQOQI) запропонували унiверсальний протокол для
iнверсiї еволюцiї кубiта з високою точнiстю [14]. Його застосування дає змогу
повернути систему до попереднього стану, який вона мала б у разi зворотної
еволюцiї. Протокол є унiверсальним, тобто може бути застосований до будь-
якого кубiта, незалежно вiд його динамiки чи початкового стану. Як i всi
унiверсальнi протоколи, вiн є ймовiрнiсним: не гарантує успiху в кожному
конкретному випадку, але забезпечує ненульову ймовiрнiсть вiдновлення.
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Крiм того, квантовi обчислення мають великий потенцiал у таких
галузях, як штучний iнтелект (ШI). Сучаснi ШI-системи покладаються на
обробку великих обсягiв даних, класифiкацiю та розпiзнавання образiв. Кла-
сичнi обчислювальнi ресурси часто не справляються з великими обсягами
даних, тодi як квантовi комп’ютери можуть значно прискорити цi проце-
си. Однак при розробцi квантових систем для ШI необхiдно враховувати
складну динамiку багатокубiтних систем. У присутностi термостату вони
можуть втрачати когерентнiсть i знижувати точнiсть результатiв. Тому
дослiдження динамiки вiдкритих квантових систем є важливим етапом у
створеннi стабiльних обчислювальних архiтектур.

Значення квантових обчислень не обмежується прискоренням окремих
алгоритмiв. Дослiдження в цiй галузi поглиблюють розумiння складностi
моделювання квантової механiки класичними комп’ютерами. Якщо б ефе-
ктивне класичне моделювання квантових процесiв стало можливим, це б
означало можливiсть розв’язання задач, що нинi вважаються обчислюваль-
но складними, таких як факторизацiя цiлих чисел [15].

Крiм моделi квантових схем, дослiджуються й альтернативнi пiдходи
до квантових обчислень, зокрема гамiльтонiаннi моделi та квантовi клiтиннi
автомати (quantum cellular automata) [4]. Вони пропонують iншi формалiзми
еволюцiї та допомагають краще зрозумiти обчислювальнi можливостi та
обмеження квантових систем.

У пiдсумку, квантовi обчислення становлять революцiйний пiдхiд до
розв’язання задач, якi й до нинi залишаються недосяжними для класичних
комп’ютерiв. Теоретична база вже є досить розвиненою, з чiтко означеними
моделями та алгоритмами, що використовують суперпозицiю, iнтерферен-
цiю й квантову нелокальнiсть. Попри наявнi технiчнi виклики, iнтенсивнi
теоретичнi й експериментальнi дослiдження активно розвивають цю галузь.
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1.2 Взаємодiя системи з шумовим середовищем. Деко-

геренцiя у квантових комп’ютерах

Однiєю з основних проблем на шляху до створення працездатних
квантових комп’ютерiв, як вже було зазначено вище, залишається явище
декогеренцiї – руйнування когерентних квантових станiв внаслiдок некон-
трольованої взаємодiї системи з навколишнiм середовищем [16]. Квантовi
обчислення є надзвичайно чутливими до збурень, i навiть слабка взає-
модiя з середовищем може призвести до втрати квантової iнформацiї [2].
Щоб квантовi технологiї розвивалися, необхiдно глибоко розумiти процеси
декогеренцiї.

Серед основних типiв шумiв, якi зумовлюють декогеренцiю у фiзичних
реалiзацiях кубiтiв, видiляють низькочастотний шум типу 1/f, телеграфний
шум, гауссiвський шум, а також шум вiд двохрiвневих систем (TLS). Такий
шум пов’язаний iз колективною дiєю багатьох кубiтних флуктуацiйних
дефектiв, розподiлених у широких часових iнтервалах [1]. Подiбний шум є
переважно негауссiвським i немарковським, що створює додатковi труднощi
при побудовi моделей [1, 17].

Особливу увагу також привертає телеграфний шум – результат випад-
кового перемикання мiж двома станами. Було показано, що навiть один
телеграфний флуктуатор може iстотно порушувати когерентнiсть, особливо
в резонансному режимi або за сильної взаємодiї [18].

Гауссiвський шум часто використовується для моделювання дiї некоре-
льованих або слабко корельованих флуктуацiй навколишнього середовища.
Як показано у [19], для трикубiтних систем навiть при дiї класичного гаус-
сiвського шуму когерентнiсть зазвичай демонструє монотонне згасання без
реверсiй, але пiдбiр параметрiв дозволяє оптимiзувати тривалiсть збереже-
ння квантової iнформацiї. Крiм того, у моделях типу центрального спiну
виявлено, що гауссiвський шум iз коротким або довгим часом кореляцiї
по-рiзному впливає на характер згасання когерентностi: вiд експоненцiйного
до степеневого [20].

У багатьох сучасних пiдходах середовище моделюється ефективним
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шумовим гамiльтонiаном. Наприклад, у [21], вивчено еволюцiю двохкубiтної
системи пiд дiєю стохастичного гамiльтонiана з бiлим шумом, де знайдено
як аналiтичне розв’язання для густини ймовiрностi, так i його опис у виглядi
рiвняння Лiндблада. Окремо аналiзується ефект Зенона, який проявляється
при частих вимiрюваннях i також пригнiчує перехiд мiж станами.

Методи спектроскопiї шуму, на основi електродинамiки порожнин,
дозволяють експериментально реконструювати спектр шуму через спостере-
ження за передавальною функцiєю кавiтацiї. У [2] запропоновано нову схему,
за якої трансiєнтна передача сигналу вiдображає характеристики шуму ку-
бiта через наявнiсть низькочастотної компоненти або сильної негауссiвської
складової.

Детальне порiвняння поведiнки кубiтiв за дiї гауссiвського, 1/f- i TLS-
пов’язаного шуму демонструє, що реальнi системи часто характеризуються
змiшаними шумовими впливами, i для повноцiнного опису необхiдно за-
лучати вищi кореляцiйнi моменти флуктуацiй та переходити до часових
кореляторiв, якi дозволяють точнiше змоделювати ефекти декогеренцiї при
повторних вимiрюваннях [17].

1.3 Квантовi вимiрювання та негамiльтонова еволюцiя

Квантовi вимiрювання визначають спосiб отримання даних зi стану
системи та впливають на її подальшу еволюцiю. Основи квантової теорiї
вимiрювань були закладенi ще в роботах Бора, Гайзенберга i фон Неймана
[22–24], i з того часу залишаються активною сферою як теоретичних, так i
експериментальних дослiджень.

Розрiзняють декiлька типiв квантових вимiрювань, зокрема проєктив-
нi (жорсткi) вимiрювання, слабкi вимiрювання та квантову томографiю.
Проєктивнi вимiрювання є стандартною процедурою в квантовiй механiцi:
вони згортають стан системи до одного з власних станiв спостережуваної
проєкцiї. Стан пiсля вимiрювання визначається отриманим результатом.
Наприклад, у роботi [3] дослiджено вплив таких вимiрювань на когерен-
тнiсть твердотiльних кубiтiв, викликане зворотною дiєю вимiрювального
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пристрою.

Слабкi вимiрювання, навпаки, дозволяють отримати часткову iнфор-
мацiю про систему без повного колапсу хвильової функцiї. Вони характе-
ризуються слабкою взаємодiєю з вимiрювальним пристроєм i дозволяють
вивчати динамiку систем без суттєвого її збурення. У статтi [25] показано
використання слабких вимiрювань для дослiдження спiну в умовах декоге-
ренцiї. Робота [26] демонструє, як за допомогою слабких вимiрювань можна
реконструювати середнi траєкторiї фотонiв у двощiлинному експериментi.

Квантова динамiка не обмежується лише унiтарною (гамiльтоновою)
еволюцiєю. У багатьох реальних ситуацiях стан системи змiнюється внаслi-
док взаємодiї з навколишнiм середовищем, впливу шуму або зовнiшнього
керування. Такi процеси описуються як негамiльтоновi. Вони можуть при-
зводити до декогеренцiї, релаксацiї та iнших незворотних ефектiв.

Наприклад, у роботi [27] розглянуто негамiльтонову еволюцiю ексито-
нiв у напiвпровiдникових квантових точках пiд впливом фононiв i iнших
частинок. Встановлено, що взаємодiя з фононним середовищем значно
впливає на час когерентностi та динамiку релаксацiї.

Крiм еволюцiйних процесiв, у квантовiй iнформатицi важливу роль
вiдiграють негамiльтоновi перетворення – такi, що не вiдповiдають унiтар-
ним операцiям. Вони є неоцiненними для моделювання вiдкритих систем,
реалiзацiї квантової корекцiї помилок i оптимiзацiї обчислень. У статтi [28]
представлено алгоритми для симуляцiї розрiджених гамiльтонiанiв, у яких
використано спецiальну структуру негамiльтонових перетворень для пiдви-
щення обчислювальної ефективностi.
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2 Динамiка заплутаних двокубiтних систем

2.1 Взаємодiя пiдсистем та квантова заплутанiсть

Поняття заплутаностi у квантовiй теорiї має доволi просте формальне
визначення. Чистий стан системи, що складається з кiлькох пiдсистем,
називають заплутаним, якщо вiн не може бути представлений у виглядi
тензорного добутку станiв окремих пiдсистем [29]. Розглянемо ситуацiю,
коли повний простiр Гiльберта має структуру:

H = HA ⊗HB.

Тодi, якщо iснують такi |ψA⟩ ∈ HA i |ψB⟩ ∈ HB, що

|ψ⟩ = |ψA⟩ ⊗ |ψB⟩, (2.1)

стан |ψ⟩ є незаплутаним. Але ж у випадку, коли

|ψ⟩ ≠ |ψA⟩ ⊗ |ψB⟩, ∀(|ψA⟩ ∈ HA, |ψB⟩ ∈ HB),

то ми вже маємо справу iз заплутаним станом. Еквiвалентне формулювання
можна сформувати наступним чином: |ψ⟩ є заплутаним тiльки тодi, коли

|ψ⟩⟨ψ| ≠ trA|ψ⟩⟨ψ| ⊗ trB|ψ⟩⟨ψ|.

З рiвняння (2.1) випливає, що стан двокубiтної системи буде незаплутаним,
якщо його можна представити як тензорний добуток двох окремих станiв.

Якщо ж ми маємо n частинок, кожна з яких описується у власному
гiльбертовому просторi Hi, де i = 1, . . . , n, то тодi стан |ψ⟩ вважається
незаплутаним, якщо його можна записати у виглядi:

|ψ⟩ =
n⊗

i=1

|ψi⟩, |ψi⟩ ∈ Hi.

Це є узагальненням виразу (2.1). Якщо такий запис неможливий система
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заплутана.

У випадку змiшаних станiв, для бiпартитної системи стан ρ вважається
сепарабельним (тобто таким, що не мiстить заплутаностi), якщо вiн може
бути представлений як лiнiйна комбiнацiя добуткiв станiв пiдсистем iз
додатними коефiцiєнтами, що сумуються в одиницю, тобто:

ρ =
∑
i

ρiρ
A
i ⊗ ρBi (2.2)

де кожне ρi > 0, а ρA та ρB - матрицi густини вiдповiдних пiдсистем A i B.

Якщо у цьому визначеннi перейти до формулювання через чистi стани,
використовуючи проєктування, то вираз набуває вигляду:

ρ =
∑
i

ρi|ψA
i ⟩⟨ψA

i | ⊗ |ψB
i ⟩⟨ψB

i |,

де |ψA⟩ ∈ HA, |ψB⟩ ∈ HB, а коефiцiєнти ρi додатнi та такi, що їхня сума
дорiвнює одиницi.

У випадку систем з бiльшою кiлькiстю частинок, сепарабельнiсть вже
виражається як:

ρ =
∑
i

ρi ⊗n
k=1 ρ

k
i ,

де кожна ρki – густина ймовiрностi на просторi Hk, а загальний стан є
статистичною сумiшшю добуткiв часткових станiв.

Заплутанi стани можна побудувати навiть у найпростiшiй конфiгурацiї,
коли розмiри обох пiдсистем однаковi та рiвнi 2. У такому випадку кожна
пiдсистема є кубiтом. Вiзьмемо ортонормований базис |0⟩, |1⟩ для кожного
з них. Тодi:

|Bell⟩ = |0⟩ ⊗ |0⟩+ |1⟩ ⊗ |1⟩√
2

∈ H

є класичним прикладом заплутаного стану. Якби цей стан можна було
подати у виглядi добутку двох незалежних векторiв, тобто

|Bell⟩ = (αA|0⟩+ βA|1⟩)⊗ (αB|0⟩+ βB|1⟩) ,
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це призвело б до суперечностi. Отже, стан не є роздiльним. У випадку багато-
кубiтних систем заплутанiсть визначається аналогiчно – через неможливiсть
подання стану як добутку часткових.

Для аналiзу структури чистих заплутаних станiв у двохкубiтних си-
стемах широко застосовується так званий розклад Шмiдта [30]. Його суть
полягає в тому, що для будь-якого стану |ψ⟩ у тензорному просторi HA⊗HB

завжди можна знайти ортонормованi базиси {|iA⟩} i {|iB⟩} в пiдпросторах
HA та HB вiдповiдно, в яких стан набуває вигляду:

|ψ⟩ =
min(dim(HA),dim(HB))∑

i=1

λi|iA⟩ ⊗ |iB⟩, (2.3)

де λi ∈ [0, 1], а також
∑

i λ
2
i = 1.

Цi коефiцiєнти λi називають коефiцiєнтами Шмiдта - вони вiдобра-
жають розподiл амплiтуд мiж базисними станами i дозволяють оцiнити
ступiнь квантової кореляцiї. Щоб здiйснити цей розклад, зазвичай розгля-
дають зведену матрицю густини пiдсистеми, наприклад, ρA = trB(|ϕ⟩⟨ϕ|),
та переходять до її власного базису, у якому матриця набуває дiагональної
форми. В такому базисi стан |ϕ⟩ можна переписати у виглядi

|ϕ⟩ =
∑
i

|iA⟩ ⊗ |̃iB⟩,

що, по сутi, еквiвалентне представленню у формi (2.3). Коефiцiєнти λi

у цьому випадку визначаються як квадратнi коренi з власних значень
зведеної матрицi густини, що дає змогу кiлькiсно охарактеризувати рiвень
заплутаностi системи.
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2.2 Моделi шумiв у квантовiй теорiї

У реальних квантових системах повна iзоляцiя кубiтiв вiд навколи-
шнього середовища є недосяжною, що призводить до неминучого впливу
шумiв. Цi флуктуацiї викликають втрату квантової когерентностi, що крити-
чно впливає на ефективнiсть квантових обчислень. Для адекватного опису
динамiки таких вiдкритих систем необхiдно використовувати математичнi
моделi, що враховують як структуру середовища, так i його статистичнi
властивостi.

Одним з поширених пiдходiв є включення шуму безпосередньо до
гамiльтонiану у виглядi стохастичного доданку:

H(t) = H0 + η(t)H1,

де η(t) - випадковий процес, а H1 - оператор збурення. Така модель дозво-
ляє врахувати часозалежнi флуктуацiї, якi впливають на систему через
визначений механiзм взаємодiї. При усередненнi по реалiзацiях шуму дина-
мiка густини ймовiрностi часто приводить до рiвнянь типу Лiндблада, якi
описують неунiтарну еволюцiю у вiдкритих системах [21].

Рiвняння Лiндблада має загальний вигляд:

ρ̇ = −i[H, ρ] +
∑
k

(
LkρL

†
k −

1

2
{L†

kLk, ρ}
)
, (2.4)

де Lk - оператори Лiндблада, якi описують вiдповiднi канали взаємодiї iз
середовищем (дефазинг, релаксацiю тощо), а {·, ·} - антикомутатор [16].
Цей пiдхiд охоплює як марковськi, так i частково немарковськi випадки -
зокрема, через введення нелокальної у часi залежностi або iнтегральних
термiв пам’ятi.

У багатьох фiзичних реалiзацiях середовище моделюється як ансамбль
двохрiвневих флуктуацiйних систем (TLS), що випадково перемикаються
мiж станами. За умови широкого спектра часових масштабiв цi флуктуацiї
породжують шум iз спектральною густиною типу 1/f , типовий для надпро-
вiдникових i напiвпровiдникових кубiтiв [1, 18]. Такий спiн-флуктуаторний
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пiдхiд дозволяє враховувати як низькочастотнi, так i високочастотнi компо-
ненти шуму, залежно вiд розподiлу параметрiв TLS.

Частковим випадком таких моделей є телеграфний шум, коли пара-
метр середовища стрибає мiж двома фiксованими значеннями з певною
ймовiрнiстю. Вiдповiдна динамiка здатна описувати як повiльнi змiни типу
1/f , так i швидке згасання когерентностi залежно вiд часу кореляцiї [18].

Гауссiвськi шуми також вiдiграють важливу роль у моделюваннi вiд-
критих систем. Вони визначаються своїм кореляцiйним функцiоналом:

⟨η(t)η(t′)⟩ = C(t− t′), (2.5)

де C(τ) – кореляцiйна функцiя шуму у загальному випадку. Прикладом
є орнштейнiвський шум або флуктуацiї з фракцiйною кореляцiєю, що до-
зволяють моделювати повiльне згасання когерентностi та чистоти стану у
багатокубiтних системах [19].

Поряд iз цими пiдходами активно розвиваються методи експеримен-
тальної реконструкцiї характеристик шуму. Повторнi квантовi вимiрювання
дають змогу отримати вищi спектральнi моменти шуму. Це дозволяє вiдрi-
зняти природу флуктуацiй - зокрема, гауссiвських i TLS-типу - за їхнiми
високими статистичними моментами [17].

2.3 Декогеренцiя внаслiдок впливу шуму в двокубi-

тних системах

Як ми вже зазначали, у вiдкритих квантових системах взаємодiя з
навколишнiм середовищем неминуче призводить до втрати когерентностi.
Це особливо критично для багатокубiтних систем, де ключову роль вiдiграє
квантова заплутанiсть. У двокубiтних системах декогеренцiя впливає не
лише на локальнi стани кожного з кубiтiв, а й на мiжкубiтнi кореляцiї, якi
необхiднi для реалiзацiї бiльшостi квантових алгоритмiв.

Початковий стан двокубiтної системи у суперпозицiї може бути запи-
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саний як:

|ψ(0)⟩ =
1∑

i,j=0

αij|i⟩ ⊗ |j⟩ ⊗ |ϕ⟩,

де |ϕ⟩ – стан середовища, а коефiцiєнти αij задають заплутаний стан двох
кубiтiв.

Пiсля еволюцiї у шумовому оточеннi, залежно вiд взаємодiї мiж систе-
мою та середовищем, стан набуває вигляду:

|ψ(t)⟩ =
1∑

i,j=0

αij|i⟩ ⊗ |j⟩ ⊗ |ϕij(t)⟩,

де |ϕij(t)⟩ – стан середовища, асоцiйований iз вiдповiдною парою базисних
станiв. Якщо внутрiшнi скалярнi добутки ⟨ϕkl(t)|ϕij(t)⟩ зменшуються, спо-
стерiгається поступова втрата когерентностi. Зокрема, якщо |ϕij⟩ стають
ортогональними, зникають iнтерференцiйнi члени в зведенiй матрицi стану.

Рiвень когерентностi системи можна кiлькiсно оцiнити за допомогою
показника чистоти:

P (t) = tr[ρ2(t)],

де ρ(t) = tre (|ψ(t)⟩⟨ψ(t)|) – зведена матриця стану двокубiтної системи пiсля
часткового простежування по ступенях вiльностi середовища. Зменшення
P (t) свiдчить про наближення до змiшаного стану та втрату квантової
iнформацiї.

У випадку чистого фазового шуму, який дiє на систему через оператори
σz⊗1, 1⊗σz або корельованi комбiнацiї типу σz⊗σz, зникають недiагональнi
елементи матрицi густини. Нехай початковий стан системи:

|ψ(0)⟩ = 1√
2
(|00⟩+ |11⟩), (2.6)
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що вiдповiдає Беллiвському заплутаному стану. Його матриця густини:

ρ(0) =
1

2


1 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 1

 , (2.7)

мiстить недiагональнi елементи, що вiдповiдають квантовiй когерентно-
стi. У присутностi дефазуючого гауссiвського шуму цi елементи згасають
експоненцiйно:

ρ(t) =
1

2


1 0 0 e−Γ(t)

0 0 0 0

0 0 0 0

e−Γ(t) 0 0 1

 ,

де Γ(t) залежить вiд спектральної густини шуму.

У моделi гауссiвського шуму зручно описувати втрату когерентностi
за допомогою характеристичного функцiоналу випадкового процесу. Нехай
шум η(t) – це стацiонарний гауссiвський процес iз нульовим середнiм. Тодi
фаза, що накопичується в часi, задається виразом:

ϕ(t) =

∫ t

0

η(t′)dt′. (2.8)

Середнiй ефект такого шуму на квантову еволюцiю визначається через
характеристичний функцiонал:

Φ[k(t)] =

〈
exp

(
i

∫
dt k(t)η(t)

)〉
= exp

(
−
∫
dt µ(k(t))

)
, (2.9)

де функцiя µ(k(t)) мiстить iнформацiю про статистику шуму. Ми будемо
розглядати гауссiвськiй шум й для нього маємо:

µG(k) = Dk2, (2.10)
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де D – iнтенсивнiсть шуму. Пiдставивши k(t) ≡ 1, отримаємо:〈
eiϕ(t)

〉
= exp (−Dt) , (2.11)

що описує експоненцiальне згасання когерентностi.

Такий пiдхiд дозволяє враховувати флуктуацiйний внесок у фазу
та моделювати декогеренцiю у квантовiй системi без необхiдностi явного
розрахунку кореляцiйних функцiй [1]. У випадку бiльш складних типiв
шуму, функцiя µ(k(t)) матиме iнший вигляд, що вiдображатиме вiдповiдну
кореляцiйну структуру процесу.

У двокубiтних системах особливу увагу слiд придiляти структурi шуму:
корельованi флуктуацiї можуть як поглиблювати втрату когерентностi, так
i сприяти її частковому вiдновленню. Наприклад, у моделi, де обидва кубiти
взаємодiють з одним i тим самим шумовим джерелом, сильна кореляцiя
може зберегти когерентнi елементи у певнiй пiдпросторовiй структурi [20].
Натомiсть у разi незалежних шумiв декогеренцiя вiдбувається швидше та
монотонно.

Тож, у двокубiтних квантових системах декогеренцiя не лише зменшує
локальну чистоту, але й руйнує мiжкубiтну заплутанiсть. Саме характер
шумових флуктуацiй – їхня iнтенсивнiсть, кореляцiйна структура та часова
динамiка – визначає, якою мiрою квантовi ресурси можуть бути збереженi
або втраченi.

2.4 Еволюцiя двокубнiтних квантових систем

2.4.1 Рiвняння Лiндблада

У квантовiй механiцi еволюцiя чистого стану |ψ(t)⟩ визначається рiв-
нянням Шредiнгера:

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩ = Ĥ|ψ(t)⟩, (2.12)
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де Ĥ – гамiльтонiан системи, а ℏ – зведена стала Планка. У цiй роботi для
зручностi покладаємо ℏ = 1, що дає спрощений вигляд:

d

dt
|ψ(t)⟩ = −i Ĥ|ψ(t)⟩.

Це рiвняння описує часову еволюцiю чистого стану в iзольованiй кван-
товiй системi. Однак для опису загальнiших ситуацiй, коли система пере-
буває не в чистому, а в змiшаному станi (тобто є статистичною сумiшшю
кiлькох чистих станiв з певними ймовiрностями), використовують форма-
лiзм матрицi густини ρ. У такому випадку динамiка описується рiвнянням
Лiувiлля:

ρ̇ = −i[H, ρ], (2.13)

деH – гамiльтонiан системи. Матриця густини для чистого стану має вигляд
ρ = |ψ⟩⟨ψ|, а для змiшаного:

ρ =
∑
i

pi|ψi⟩⟨ψi|,

де pi ≥ 0 та
∑

i pi = 1.

Рiвняння Лiувiлля дозволяє коректно описувати еволюцiю як чистих,
так i змiшаних станiв у межах iзольованої системи. Втiм, воно не враховує
взаємодiї з навколишнiм середовищем. У реальних фiзичних умовах така
взаємодiя призводить до декогеренцiї, втрати iнформацiї, релаксацiї та
переходу вiд чистих до змiшаних станiв.

Теоретично можна було б розглядати всю сукупну систему, включаючи
всi ступенi свободи навколишнього середовища, але на практицi такий пiдхiд
є надзвичайно складним. Тому для ефективного опису вiдкритих квантових
систем використовують рiвняння Лiндблада.

У повному виглядi це рiвняння, як вже було зазначено у (2.4), має
форму:

ρ̇ = −i[H, ρ] +
∑
k

(
LkρL

†
k −

1

2
{L†

kLk, ρ}
)

Для деяких аналiтичних моделей i зручностi подальших перетворень
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це рiвняння часто записують у скороченiй формi:

ρ̇ = −i[H, ρ]− Γ̂ρ, (2.14)

де H – ефективний гамiльтонiан системи, а Γ̂ – супероператор, що форма-
лiзує негамiльтонову динамiку.

Взаємодiя з середовищем задається гамiльтонiаном вигляду:

Hint = −
∑

(αiS+bi + α∗
iS−b

†
i),

де bi, b
†
i – оператори термостатичних осциляторiв, а S± = Sx ± iSy, де

Sx =
1
2σx, Sy =

1
2σy, i σx, σy – матрицi Паулi.

Оператор Γ̂ при цьому набуває вигляду:

Γ̂ρ = Γ(n+ 1) (ρS+S− − 2S−ρS+ + S+S−ρ)

+ Γn (ρS−S+ − 2S+ρS− + S−S+ρ) ,
(2.15)

де n =
e−βε

1− e−βε
– середнє число збуджених осциляторiв, β – обернена

температура, а ε – енергiя кубiта.

Коефiцiєнт затухання задається як:

Γ = π
∑
k

|αk|2 δ(ωk − ε).

Для моделювання впливу шуму на квантову систему ми безпосередньо
додаємо стохастичний член η(t)Sz до гамiльтонiана. Такий пiдхiд дозволяє
описувати неконтрольованi флуктуацiї зовнiшнього середовища у виглядi
випадкового класичного поля, що дiє вздовж осi z:

Htotal = H +Hint + η(t)Sz,

де H – детермiнована частина системного гамiльтонiана, Hint – термоста-
тичний внесок, а Sz – оператор спiну по z-компонентi (або узагальнений
оператор взаємодiї з шумом). Функцiя η(t) моделює шумовий процес iз
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заданими статистичними властивостями.

У такiй моделi еволюцiя матрицi густини описується рiвнянням:

dρ

dt
= −i[H + η(t)Sz, ρ]− Γ̂ρ, (2.16)

де Γ̂ – дисипативний оператор, що враховує взаємодiю з термостатом.

Таким чином, стохастичний вплив середовища реалiзовано на рiвнi
гамiльтонiана, що дозволяє дослiджувати декогеренцiю, викликану шума-
ми з рiзною кореляцiйною структурою, без явного моделювання повного
середовища.

2.4.2 Модель двох кубiтiв

У двокубiтних системах, де кожна з пiдсистем перебуває у взаємодiї
з навколишнiм середовищем, загальний квантовий стан, як правило, не є
простим тензорним добутком станiв окремих кубiтiв. Як вже зазначалось
у роздiлi (2.1), це означає, що матриця густини системи ρ не може бути
подана у виглядi:

ρ = ρ1 ⊗ ρ2. (2.17)

Натомiсть виконується:

ρ ̸= ρ1 ⊗ ρ2,

що свiдчить про наявнiсть квантових кореляцiй мiж пiдсистемами. Подiбна
ситуацiя виникає як у випадку початково заплутаних станiв, так i внаслiдок
динамiки, коли заплутанiсть генерується пiд час еволюцiї незалежно вiд
того, чи взаємодiють кубiти мiж собою безпосередньо, чи нi.

Гамiльтонiан двокубiтної системи з урахуванням взаємодiї з середови-
щем має вигляд:

H = H1 +H2 +Hint 1 +Hint 2,

де H1 = ε1Sz1 ⊗ 1 – гамiльтонiан першого кубiта в зовнiшньому полi,
H2 = ε21⊗Sz2 – гамiльтонiан другого кубiта, а Hint 1 i Hint 2 – гамiльтонiани
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взаємодiї кожного кубiта з термостатом.

Для врахування дiї шуму, який моделюється стохастичною функцiєю
часу η(t), ми модифiкуємо гамiльтонiан першого кубiта, додавши до нього
шумовий внесок. Таким чином, гамiльтонiан набуває вигляду:

H1 = (ε1 + η(t))Sz1 ⊗ 1.

Це означає, що шум безпосередньо впливає лише на перший кубiт, тодi
як другий залишається пiд впливом лише зовнiшнього поля та власного
термостатичного оточення. Такий пiдхiд дозволяє моделювати ситуацiю
з локальним шумовим впливом, коли флуктуацiї середовища зосередженi
лише на однiй пiдсистемi.

Для спрощення виводу системи зробимо замiну й позначимо

ω1 = ε1 + η(t), ω2 = ε2. (2.18)

Тодi, повний Гамiльтонiан системи має вигляд:

Hfull = ω1Sz1 ⊗ 1 + ω21 ⊗ Sz2 +Hint1 +Hint2,

де

Sz1 =
1

2

(
1 0

0 −1

)
, Sz2 =

1

2

(
1 0

0 −1

)
, 1 =

(
1 0

0 1

)
.

Пiсля пiдстановки наведених операторiв до виразу для гамiльтонiана,
можна записати його повну матричну форму, яка використовуватиметься в
подальших обчисленнях:

H =


ω1 + ω2 0 0 0

0 ω1 − ω2 0 0

0 0 −ω1 + ω2 0

0 0 0 −ω1 − ω2

+Hint1 +Hint2. (2.19)

Еволюцiя стану двокубiтної системи в присутностi взаємодiї з оточен-
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ням описується кiнетичним рiвнянням для повної матрицi густини, яка була
наведена (2.14). У цьому наближеннi враховуються як гамiльтонова дина-
мiка, так i дисипативнi процеси, що дiють незалежно на кожен iз кубiтiв.
Вiдповiдне рiвняння має вигляд:

ρ̇ = −i [H1 +H2, ρ]− Γ̂1ρ− Γ̂2ρ, (2.20)

де ρ – матриця густини системи розмiрностi 4× 4, яка має наступну стру-
ктуру:

ρ =


ρ11 ρ12 ρ13 ρ14

ρ21 ρ22 ρ23 ρ24

ρ31 ρ32 ρ33 ρ34

ρ41 ρ42 ρ43 ρ44

 .

Оператори Γ̂1 та Γ̂2 описують дисипативну динамiку, яка виникає
внаслiдок взаємодiї кожного з кубiтiв iз навколишнiм середовищем. Вони
вiдповiдають за релаксацiю та втрату когерентностi, що зумовленi конта-
ктами з термостатом. При цьому параметри, що входять до Γ̂1 i Γ̂2, можуть
бути рiзними для кожного з кубiтiв залежно вiд умов реалiзацiї або фiзичної
природи системи.

Шумовi збурення η(t), якi безпосередньо впливають на гамiльтонiан,
моделюють флуктуацiї середовища з часовою структурою. Вони дiють через
гамiльтонiв комутатор i виступають окремим джерелом декогеренцiї. Хоча
η(t) не входить явно у вирази Γ̂i, його присутнiсть iстотно впливає на
загальну еволюцiю системи.

Для нашого випадку, враховуючи (2.15), отримуємо наступне:

Γ̂1ρ = Γ1 (n+1) (ρS+S−⊗1−2S−⊗1ρS+⊗1+S+S−⊗1ρ)+

+Γ1n (ρS−S+⊗1−2S+⊗1ρS−⊗1+S−S+⊗1ρ) ,

Γ̂2ρ=Γ2 (n+1) (ρ1⊗S+S−−21⊗S−ρ1⊗S++1⊗S+S−ρ)+

+Γ2n (ρ1⊗S−S+−21⊗S+ρ1⊗S−+1⊗S−S+ρ) .

Для подальших обчислень цi оператори доцiльно подати у матричнiй
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формi, використовуючи тензорнi добутки. Незважаючи на громiздкiсть вiд-
повiдних обчислень, матричнi вирази дозволяють безпосередньо аналiзувати
вплив кожного члена на динамiку матрицi густини.

В матричнiй формi:

Γ̂1ρ = Γ1 (n+ 1)

(
2ρ11 2ρ12 ρ13 ρ14
2ρ21 2ρ22 ρ23 ρ24
ρ31 ρ32 −2ρ11 −2ρ12
ρ41 ρ42 −2ρ21 −2ρ22

)
+ Γ1n

(
−2ρ33 −2ρ34 ρ13 ρ14
−2ρ43 −2ρ44 ρ23 ρ24
ρ31 ρ32 2ρ33 2ρ34
ρ41 ρ42 2ρ43 2ρ44

)
, (2.21)

Γ̂2ρ = Γ2 (n+ 1)

(
2ρ11 ρ12 2ρ13 ρ14
ρ21 −2ρ11 ρ23 −2ρ13
2ρ31 ρ32 2ρ33 ρ34
ρ41 −2ρ31 ρ43 −2ρ33

)
+ Γ2n

(
−2ρ22 ρ12 −2ρ24 ρ14
ρ21 2ρ22 ρ23 2ρ24

−2ρ42 ρ32 −2ρ44 ρ34
ρ41 2ρ42 ρ43 2ρ44

)
. (2.22)

У квантово-кiнетичному рiвняннi комутатор [Htotal, ρ] можна подати
у явному матричному виглядi. Для двокубiтної системи з гамiльтонiаном
H = H1 +H2 вiн має наступну форму:

[Htotal, ρ] =


0 −iω2ρ12 −iω1ρ13 −i(ω1 + ω2)ρ14

iω2ρ21 0 −i(ω1 − ω2)ρ23 −iω1ρ24

iω1ρ31 i(ω1 − ω2)ρ32 0 −iω2ρ34

i(ω1 + ω2)ρ41 iω1ρ42 iω2ρ43 0

 .

Варто зазначити, що параметри ε1 та ε2 , якi входять у ω1 та ω2,
можуть також iнтерпретуватися як змiщення енергетичних рiвнiв кубiтiв
вiдносно частоти деякої обраної системи вiдлiку. Такий пiдхiд є корисним у
випадках, коли система дослiджується в сильному зовнiшньому полi: тодi
швидкi осциляцiї усуваються за допомогою переходу до обертової системи
координат, i розглядається ефективна повiльна динамiка. Зазначимо, що
наведений вираз для комутатора залишається справедливим i в такому
випадку.

Використовуючи вирази (2.21, 2.22) для операторiв Γ̂1 та Γ̂2, якi опису-
ють релаксацiйнi й декогеренцiйнi процеси в обох кубiтах, можемо сформу-
лювати повну систему рiвнянь для матрицi густини ρ. Оскiльки цi оператори
мають явнi матричнi представлення, а комутатор [H1 +H2, ρ] також легко
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записується у матричнiй формi, пiдставлення всiх вiдповiдних доданкiв
до кiнетичного рiвняння (2.20) дозволяє отримати систему рiвнянь для
кожного з 16 елементiв матрицi густини. Перепишемо у виглядi розгорнутої
системи диференцiальних рiвнянь, виконуючи замiну (2.18) - ω1 = ε1 + η(t)

та ω2 = ε2 :

˙ρ11 = −2ρ11(n+ 1)(Γ1 + Γ2) + 2n(Γ1ρ33 + Γ2ρ22);

˙ρ12 = −i2ε2ρ12 − ρ12 (2Γ1 (n+ 1) + Γ2 (n+ 1) + Γ2n) + 2Γ1nρ34;

˙ρ13 = −i2(ε1 + η(t))ρ13 − ρ13 (Γ1 (n+ 1) + Γ1n+ 2Γ2 (n+ 1)) + 2Γ2nρ24;

˙ρ14 = −i (2 ((ε1 + η(t)) + ε2) ρ14)− ρ14(Γ1 + Γ2) (2n+ 1) ;

˙ρ21 = i2ε2ρ21 − ρ21 (Γ1 (n+ 1) + Γ2 (n+ 1) + Γ2n) + 2Γ1nρ43;

˙ρ22 = −2ρ22 (Γ1 (n+ 1) + Γ2n) + 2Γ1nρ44 + 2Γ2 (n+ 1) ρ11;

˙ρ23 = −2i ((ε1 + η(t))− ε2) ρ23 − ρ23 (Γ1 (n+ 1) + Γ1n+ Γ2 (n+ 1) + Γ2n) ;

˙ρ24 = −i2(ε1 + η(t))ρ24 − ρ24 (Γ1 (n+ 1) + Γ1n+ 2Γ2n) + 2Γ2 (n+ 1) ρ13;

˙ρ31 = i2(ε1 + η(t))ρ31 − ρ31 (Γ1 (n+ 1) + 2Γ2 (n+ 1) + Γ1n) + 2Γ2nρ42;

˙ρ32 = 2i ((ε1 + η(t))− ε2) ρ32 − ρ32 (Γ1 (n+ 1) + Γ1n+ Γ2 (n+ 1) + Γ2n) ;

˙ρ33 = −2ρ33 (Γ1n+ Γ2 (n+ 1)) + 2Γ1 (n+ 1) ρ11 + 2Γ2nρ44;

˙ρ34 = −i2ε2ρ34 − ρ34 (2Γ1n+ Γ2 (n+ 1) + Γ2n) + 2Γ1 (n+ 1) ρ12;

˙ρ41 = i (2 ((ε1 + η(t)) + ε2) ρ41)− ρ41(Γ1 + Γ2) (2n+ 1) ;

˙ρ42 = i2(ε1 + η(t))ρ42 − ρ42 (Γ1 (n+ 1) + Γ1n+ 2Γ2n) + 2Γ2 (n+ 1) ρ31;

˙ρ43 = i2ε2ρ43 − ρ43 (2Γ1n+ Γ2 (n+ 1) + Γ2n) + 2Γ1 (n+ 1) ρ21;

˙ρ44 = −2ρ44n (Γ1 + Γ2) + 2(n+ 1)(Γ1ρ22 + Γ2ρ33).

(2.23)

Ця система рiвнянь описує еволюцiю кожного елемента матрицi густи-
ни двокубiтної системи, що перебуває пiд дiєю як гамiльтонової динамiки,
так i шумових збурень та дисипативних процесiв. Шумовi флуктуацiї мо-
делюються стохастичними доданками в гамiльтонiанi, тодi як затухання i
декогеренцiя враховуються через оператори Γ̂1 та Γ̂2. Отримане рiвняння є
основою для подальшого чисельного аналiзу еволюцiї системи, зокрема для
дослiдження ефектiв повторюваних вимiрювань у вiдкритому квантовому
середовищi.
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3 Пригнiчення декогеренцiї двокубiтних

квантових систем

3.1 Усереднення за шумом

Для пригнiчення декогеренцiї пропонується робити повторюванi прое-
ктивнi вимiрювання стану системи за допомогою глобальних вимiрювань,
якi характеризуються одночасною дiєю на всi кубiти, що знаходяться у
системi.

Нехай початковий стан буде вже розглянутий у (2.6) тобто

|Φ+⟩ = 1√
2
(|00⟩+ |11⟩) ,

Його матриця густини з (2.7) у момент часу t = 0 :

ρ(0) =
1

2


1 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 1

 . (3.1)

Задля спрощення виводу аналiтичних вимiрювань, покладемо, що
n = 0; ε1 = 0; ε2 = 0. У такому випадку ми можемо проiнтегрувати на-
шу систему (2.23), враховуючи, початковий стан системи (3.1). Вкажемо
ненульовi елементи системи дифференцiйних рiвнянь:

ρ11(t) = 1
2
e2(−Γ1−Γ2)t;

ρ14(t) = 1
2
e(Γ1+Γ2)e

(
∫ t
0 (iη(t))dt);

ρ22(t) = 1
2
e−2(Γ1+Γ2)t(−1 + e2Γ2t; )

ρ33(t) = 1
2
e−2(Γ1+Γ2)t(−1 + e2Γ1t);

ρ41(t) = 1
2
e(−(Γ1+Γ2))e

(
∫ t
0 (iη(t))dt);

ρ44(t) = 1
2

(
2− e−2Γ1t − e−2Γ2t + e−2(Γ1+Γ2)t.

)
.

I можемо записати матрицю густини в явному виглядi:
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ρ(t) =


1
2e

−2(Γ1+Γ2)t 0 0 1
2e

−(Γ1+Γ2)tei
∫ t

0
η(t′)dt′

0 1
2e

−2(Γ1+Γ2)t(−1 + e2Γ2t) 0 0

0 0 1
2e

−2(Γ1+Γ2)t(−1 + e2Γ1t) 0
1
2e

−(Γ1+Γ2)tei
∫ t

0
η(t′)dt′ 0 0 1

2

(
2− e−2Γ1t − e−2Γ2t + e−2(Γ1+Γ2)t

)


(3.2)

Недiагональнi елементи ρ14(t) та ρ41(t) зберiгаються вiд початкового
стану, однак зазнають впливу флуктуацiйної фази ϕ(t) =

∫ t

0 η(t
′)dt′. Саме

цi елементи чутливi до дiї шуму, що вiдображається у виглядi фазового
множника eiϕ(t).

Щоб оцiнити середнiй ефект дiї шуму на цi елементи, використовуємо
усереднення по реалiзацiях процесу η(t), тобто обчислюємо характеристичну
функцiю:

〈
eiϕ(t)

〉
= exp

(
−1

2

〈
ϕ2(t)

〉)
, (3.3)

де дисперсiя фазового зсуву визначається через кореляцiйний функцiонал
(2.5).

У випадку гауссiвського шуму з C(τ) = 2Dδ(τ), як вже було отримано
у (2.11): 〈

ϕ2(t)
〉
= 2Dt, ⇒

〈
eiϕ(t)

〉
= e−Dt,

що вiдповiдає експоненцiйному згасанню когерентностi у недiагональних
елементах матрицi густини.

Таким чином, ми можемо представити цi елементи у виглядi:

ρ14(t) = ρ∗41(t) =
1

2
e−(Γ1+Γ2)te−Dt, (3.4)

що наочно демонструє спiльну дiю дисипативного середовища та фазового
шуму на динамiку заплутаностi.

Таким чином, враховуючи експоненцiальне згасання когерентностi
внаслiдок шуму (2.11), матриця густини (3.2) набуває вигляду:
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ρ(t) =


1
2e

−2(Γ1+Γ2)t 0 0 1
2e

−(Γ1+Γ2+D)t

0 1
2e

−2(Γ1+Γ2)t(−1 + e2Γ2t) 0 0

0 0 1
2e

−2(Γ1+Γ2)t(−1 + e2Γ1t) 0
1
2e

−(Γ1+Γ2+D)t 0 0 1
2

(
2− e−2Γ1t − e−2Γ2t + e−2(Γ1+Γ2)t

)


(3.5)

Для багатьох застосувань, де алгоритми розрахованi на незначний
ефект декогеренцiї, важливою є поведiнка при малих часах τ = t, коли
система ще не встигла суттєво декогерувати. Тому доцiльно провести роз-
клад матрицi густини у ряд Тейлора за τ → 0. Для цього скористаємося
розв’язком (3.5).

Враховуючи, що e−x ≈ 1 − x при x ≪ 1, отримаємо для кожного з
елементiв матрицi густини таку апроксимацiю:

ρ(τ) ≈


1
2 − (Γ1 + Γ2)τ 0 0 1

2 −
1
2(Γ1 + Γ2 +D)τ

0 Γ2τ 0 0

0 0 Γ1τ 0
1
2 −

1
2(Γ1 + Γ2 +D)τ 0 0 1

2

 (3.6)

Цей розклад дозволяє дослiдити поведiнку системи в короткочаснiй
динамiцi та оцiнити ефект фазового шуму D на недiагональнi елементи вже
на початкових етапах еволюцiї.

3.2 Проєктивнi вимiрювання у заплутанiй системi

Розглянемо вплив проєктивних вимiрювань на динамiку заплутаної
двокубiтної системи. Для опису цього процесу скористаємося формалiзмом
операторiв Крауса, який дозволяє математично моделювати еволюцiю стану
системи пiд час вимiрювання. У разi вимiрювань iз поствiдбором результат
описується спiввiдношенням:

ρ′ = Norm(A†ρA+B†ρB), (3.7)
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де Norm – нормувальний множник, що гарантує збереження одиничної слi-
дової норми, а A та B – оператори проєкцiй, якi задають базис вимiрювання.

У нашому аналiзi ми розглядаємо квантовi вимiрювання, що викону-
ються з поствiдбором (post-selection). Такий тип вимiрювання передбачає
фiксацiю результату лише за умови вiдповiдностi кiнцевого стану до певного
обраного стану пiсля вимiрювання. Це означає, що фактичне оновлення
стану системи вiдбувається не лише внаслiдок самого процесу вимiрювання,
а й залежить вiд результату, який залишено (або ж обрано) пiсля здiйснення
проєкцiї.

З фiзичної точки зору поствiдбiр вiдображає сценарiй, коли як початко-
вий, так i кiнцевий стани системи заздалегiдь визначенi, але не обов’язково
є власними станами оператора системи, що розглядається. У такому разi
результати вимiрювання можуть бути несумiсними з очiкуваними власними
значеннями, особливо у ситуацiї, коли початковий стан є суперпозицiєю з
великою невизначенiстю. Це веде до появи так званих слабких значень –
ефекту, характерного для випадкiв, коли взаємодiя мiж системою та вимi-
рювальним пристроєм є слабкою.

Оскiльки початковий стан системи – беллiвський стан |Φ+⟩, вибираємо
проєктивне вимiрювання в базисi:

A = |Φ+⟩ ⟨Φ+| , де |Φ+⟩ = 1√
2
(|00⟩+ |11⟩) ,

B = I − |Φ+⟩ ⟨Φ+| .

Явнi матричнi форми операторiв A i B у базисi {|00⟩ , |01⟩ , |10⟩ , |11⟩}:

A =
1

2


1 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 1

 , B =
1

2


1 0 0 −1

0 2 0 0

0 0 2 0

−1 0 0 1

 .

Для кращої наочностi проаналiзуємо проєкцiю на стани |00⟩ та |11⟩,
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яка математично задається виразом:

ρ′ = |00⟩ ⟨00| ρ |00⟩ ⟨00|+ |11⟩ ⟨11| ρ |11⟩ ⟨11| . (3.8)

Ця операцiя зберiгає лише тi компоненти матрицi густини, якi пов’язанi
зi станами |00⟩ та |11⟩, тобто проєктує систему на пiдпростiр, релевантний
до початкової заплутаностi.

Застосуємо цю операцiю до апроксимованої матрицi густини (3.6). У
результатi отримаємо:

ρ′(τ) ≈


1
2(1−

3
2(Γ1 + Γ2)τ 0 0 1

2(1−
1
2(Γ1 + Γ2 + 2D)τ)

0 1
2Γ2t 0 0

0 0 1
2Γ1t 0

1
2(1−

1
2(Γ1 + Γ2 + 2D)τ) 0 0 1

2(1 +
3
2(Γ1 + Γ2)

 .

(3.9)

Проєкцiя, виконана в беллiвському базисi, дозволяє зберегти квантову
когерентнiсть мiж станами |00⟩ i |11⟩ навiть у присутностi шуму, адже
недiагональнi елементи ρ14 та ρ41 не зануляються. Це вказує на збереження
частини квантової кореляцiї, яка може бути пiдсилена шляхом повторюваних
вимiрювань.

3.3 Аналiз залежностi вiд параметрiв шуму

Для перевiрки аналiтичних результатiв та дослiдження поведiнки
системи в широкому дiапазонi параметрiв, нами було розроблено програму
в середовищi Wolfram Mathematica. Вона реалiзує весь аналiтичний ланцюг:
вiд побудови системи рiвнянь еволюцiї матрицi густини до моделювання дiї
шуму та повторюваних вимiрювань. За допомогою цiєї програми побудовано
чисельнi графiки, що демонструють змiну когерентностi у системi залежно
вiд параметрiв, шуму D та кiлькостi вимiрювань N .

На рисунку 3.1 подано порiвняння еволюцiї матричних елементiв си-
стеми (2.23) у присутностi та вiдсутностi фазового шуму D. Графiк було
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побудовано при таких параметрах:

n = 0, 1; Γ1 = 0, 2; Γ2 = 0, 3; ε1 = 0.3; ε2 = 0.4;D = 0, 5.

Оскiльки елементи ρ14 та ρ41 збiгаються, вони представленi однiєю лiнiєю.
Штриховi лiнiї вiдповiдають випадку з шумом, суцiльнi – без нього. При
D = 0.5 чiтко видно, що шум призводить до швидкого згасання когерентних
компонентiв, у той час як дiагональнi елементи залишаються практично
незмiнними. Центральнi елементи ρ22 i ρ33 (жовтий та помаранчевий кольо-
ри) не зазнають впливу шуму, однак змiнюються зi змiною дисипативних
параметрiв Γ1 i Γ2.

Рис. 3.1: Порiвняння еволюцiї матричних елементiв без шуму (суцiльнi лiнiї)
та з шумом (D = 0.5, штрихова лiнiя)

На рисунку 3.2 розглянуто вплив 10 вимiрювань (N = 10). Графiк
було побудовано при таких параметрах:

n = 0, 1; Γ1 = 0, 2; Γ2 = 0, 3; ε1 = 0.3; ε2 = 0.4;D = 0, 5, N = 10.

Видно, що навiть при невеликiй кiлькостi вимiрювань ефект проєкцiї вже
частково проявляється – когерентнiсть пiдтримується краще, нiж без вимi-
рювання, однак ще не досягає значного рiвня стабiлiзацiї.

Зi збiльшенням кiлькостi вимiрювань до N = 200 (рисунок 3.3) спосте-
рiгається помiтне уповiльнення декогеренцiї: недiагональнi елементи ρ14 та
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Рис. 3.2: Еволюцiя матричних елементiв при N = 10 проєктивних вимiрю-
ваннях

ρ41 зменшуються значно повiльнiше. Це вказує на наближення до зенонiв-
ського режиму, в якому частi вимiрювання гальмують еволюцiю системи.
Графiк було побудовано при таких параметрах:

n = 0, 1; Γ1 = 0, 2; Γ2 = 0, 3; ε1 = 0.3; ε2 = 0.4;D = 0, 5, N = 200.

Рис. 3.3: Уповiльнення декогеренцiї при N = 200 вимiрюваннях

Вплив дисперсiї шуму проiлюстровано на рисунку 3.4, де D = 1.
Недiагональнi елементи демонструють ще швидше згасання, в той час як
дiагональнi залишаються стабiльними. Це пiдтверджує, що фазовий шум
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впливає переважно на когерентнiсть, не змiнюючи ймовiрностi перебування
системи у базисних станах. Графiк було побудовано при таких параметрах:

n = 0, 1; Γ1 = 0, 2; Γ2 = 0, 3; ε1 = 0.3; ε2 = 0.4;D = 1, N = 200.

Рис. 3.4: Швидке згасання когерентностi при D = 1, N = 200

Цiкавий результат подано на рисунку 3.5: при N = 500 та D = 1.5

навiть сильний шум компенсується частими проєктивними вимiрюваннями.
Недiагональнi елементи залишаються поблизу ρ14 ≈ ρ41 ≈ 1/2, тобто систе-
ма зберiгає високий рiвень заплутаностi. Це пiдтверджує дiю квантового
ефекту Зенона: якщо проєкцiї вiдбуваються часто, система не встигає втра-
тити когерентнiсть мiж вимiрюваннями. Графiк було побудовано при таких
параметрах:

n = 0, 1; Γ1 = 0, 2; Γ2 = 0, 3; ε1 = 0.3; ε2 = 0.4;D = 1.5, N = 500.

Проведений аналiз показує, що фазовий шум справляє критичний
вплив на недiагональнi елементи матрицi густини, вiдповiдальнi за когерен-
тнiсть i заплутанiсть. При цьому дiагональнi компоненти, якi вiдповiдають
за ймовiрностi базисних станiв, залишаються практично незмiнними. Проте
частi проєктивнi вимiрювання в парному базисi дозволяють iстотно при-
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Рис. 3.5: Стабiлiзацiя когерентностi при D = 1, N = 500 – прояв квантового
ефекту Зенона

гальмувати втрату когерентностi – навiть за значної iнтенсивностi шуму.
Це демонструє ефективнiсть повторюваних вимiрювань як одного з методiв
протидiї декогеренцiї у вiдкритих квантових системах.
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4 ВИСНОВКИ

У данiй роботi було дослiджено еволюцiю двокубiтної квантової систе-
ми, яка перебуває у заплутаному станi, пiд впливом термостату та шумового
середовища. Окрему увагу придiлено впливу повторюваних вимiрювань iз
поствiдбором на збереження когерентностi системи в умовах дiї частотного
шуму. Головною метою дослiдження було з’ясувати, яким чином шумовi
збурення та багаторазовi проєктивнi вимiрювання впливають на динамiку
заплутаностi у квантовiй системi. Поставлену мету досягнуто шляхом по-
будови вiдповiдної моделi, аналiтичного розв’язку рiвнянь та чисельного
моделювання.

Пiд час дослiдження було виконано низку задач, а саме:

1) Отримано квантово-кiнетичне рiвняння Лiндблада за наявнiстi фазо-
вого шуму з довiльними властивостями, який дiє на один з кубiтiв у
заплутанiй двокубiтнiй системi;

2) отримана система для часової еволюцiї матричних елементiв матрицi
густини двокубiтної системи й проведено усереднення за фазовими
шумами за допомогою характеристичного функцiоналу шуму;

3) показано, що повторюванi вимiрювання у вiдповiдному базисi дозво-
ляють зменшити швидкiсть декогеренцiї навiть за наявностi шуму й
отриманi вiдповiднi рiвняння перетворення матрицi густини аналiтично,
а також розроблена программа розрахунку їх чисельними методами;

4) Проаналiзовано вплив фазового шуму на динамiку системи та вста-
новлено, що шум викликає згасання недiагональних елементiв матрицi
густини, вiдповiдальних за когерентнiсть, однак повторюванi проєктивнi
вимiрювання дозволяють частково компенсувати цей ефект.

Практичне значення отриманих результатiв полягає в можливостi їх
застосування для створення бiльш стiйких квантових протоколiв, зокрема
в умовах реалiстичного середовища, де дiють зовнiшнi флуктуацiї. Модель
i методика можуть бути використанi при проєктуваннi експерименталь-
них схем у квантовiй криптографiї, симуляцiях багатокубiтних систем та
системах з обмеженим ресурсом частоти вимiрювань.
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