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АНОТАЦIЯ

Метою цiєї роботи було показати аналогiю мiж квантовою обробкою

сигналу та адiабатично-iмпульсною моделлю, та розробити алгоритм, згi-

дно з яким параметри для методу квантової обробки сигналу визначаю-

ться в термiнах параметрiв адiабатично-iмпульсної моделi, застосованої до

довiльної дворiвневої системи, а саме: частота сигналу, амплiтуда, фаза

Штукельберга, час мiж iмпульсами сигналу. В результатi роботи було ство-

рено такий алгоритм, що для цiльового набору рiзницi фаз методу кван-

тової обробки сигналу та амплiтуди сигналу розраховує необхiднi частоту,

кiлькiсть Ландау-Зенер-Штукельберг-Майорана (ЛЗШМ) переходiв, вiро-

гiднiсть ЛЗШМ переходу залежно вiд повороту на певний кут навколо осi

Х, кiлькостi цих поворотiв, та кутiв повороту навколо осi Z мiж поворота-

ми навколо осi X. Окрiм цього алгоритм був протестований на класичному

комп’ютерi й трьох рiзних квантових процесорах з використанням ресурсiв

хмарних квантових обчислень IBM Quantum. Були отриманi профiлi флу-

ктуацiй для двох наборiв фаз i пiдтверджено, що помилка, що з’являється

вiд шумiв, не є достатньо суттєвою для того, щоб вплинути на результат.

У цьому дослiдженнi також було проаналiзовано сучаснi кубiтнi системи i

їх параметри, що є ключовими для квантових обчислень. Результати цiєї

роботи можуть бути використанi для експериментальних цiлей, а саме, па-

раметри збудження дворiвневої системи, такi як амплiтуда, частота та час

початку збуджуючого сигналу вираженi саме таким шляхом i пов’язанi з

дворiвневою системою, забезпечують бiльший ступiнь їх розумiння та пра-

ктичного використання.
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ABSTRACT

The aim of this research was to demonstrate an analogy between quantum

signal processing and the adiabatic-impulse model and to develop an algorithm

whereby parameters for the quantum signal processing method are determi-

ned in terms of parameters of the adiabatic-impulse model applied to an arbi-

trary two-level system, namely: signal frequency, amplitude, Stückelberg phase,

and time between signal pulses. As a result, an algorithm was developed,

that calculates the required frequency, number of Landau-Zener-Stückelberg-

Majorana (LZSM) transitions, LZSM transition probability depending on rotati-

on by a certain angle around the X-axis, number of such rotations, and rotation

angles around the Z-axis between X-axis rotations for a target set of phase

differences of the quantum signal processing method and signal amplitude.

Additionally, the algorithm was tested on a classical computer and three di-

fferent quantum processors using IBM Quantum cloud quantum computing

resources. Fluctuation profiles were obtained for two sets of phases, confirmi-

ng that the error introduced by noise is not significant enough to affect the

results. Furthermore, this study analyzed contemporary qubit systems and their

parameters essential for quantum computing. The results of this study can be

used for experimental purposes, particularly in expressing excitation parameters

of two-level systems, such as amplitude, frequency, and start time of the exci-

tation signal, in a manner closely associated with the two-level system, thereby

enhancing their understanding and practical application.
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ВСТУП

Квантовий комп’ютер - це новiтнiй тип обчислювального пристрою,

який використовує принципи квантової механiки для обробки та зберiган-

ня iнформацiї. Концепцiю квантового комп’ютера вперше було згадано Рi-

чардом Фейнманом у 1981 роцi [1], де вiн зазначив, що моделювання навiть

простих квантових фiзичних систем на звичайному класичному комп’ютерi

вимагає неймовiрного обсягу обчислювальних ресурсiв, що робить задачу

нерозв’язною, в той час пропонуючи можливе розв’язання цiєї проблеми

- проведення фiзичного експерименту з квантово-механiчною системою.

Для певних проблем, залежно вiд типу задачi, квантовi комп’ютери вже

показують експоненцiйне прискорення розрахункiв з ростом складностi в

порiвняннi з класичними комп’ютерами.

В той час як класичнi комп’ютери використовують бiти як основнi оди-

ницi iнформацiї, квантовi комп’ютери використовують кубiти (qubits). Ку-

бiт - це дворiвнева квантово-механiчна система, яка, вiдповiдно, описується

законами квантової механiки. Простими прикладами кубiта є спiн електро-

на в магнiтному полi, де двома рiвнями слугують протилежнi конфiгурацiї

спiнiв; поляризацiя одного фотона, що може бути горизонтальною або вер-

тикальною.

Основнi двi переваги кубiтiв перед класичними бiтами полягають у то-

му, що першi можуть iснувати в кiлькох станах одночасно, тобто станi

суперпозицiї, бiльше того вони можуть бути заплутаними мiж собою. Пер-

ша властивiсть дозволяє робити бiльш складнi паралельнi обчислення, що

прискорює вирiшення певних типiв складних задач порiвняно з класичними

комп’ютерами, якi обробляють iнформацiю послiдовно. Другий ключовий

елемент - це квантова заплутанiсть, що означає, що стан одного кубiта вну-

трiшньо пов’язаний зi станом iншого, навiть коли вони роздiленi великою

вiдстанню. Це знайшло застосування в контекстi квантової телепортацiї [2].
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Цi аспекти дозволяють квантовим комп’ютерам проявляти квантову пере-

вагу над класичними, як було показано на прикладах вiдомих проблем, та-

ких як факторизацiя чисел за алгоритмом Шора [3] чи оптимiзацiя рiзних

задач [4, 5]. Це також має великi наслiдки для сучасного свiту: наприклад,

оптимiзацiя алгоритму Шора призведе до вiдмови вiд шифрування RSA в

мiру збiльшення можливостей квантових комп’ютерiв та створення потре-

би до нових квантово-стiйких методiв шифрування, що є невразливими до

алгоритмiв, що легко розшифровуються квантовими комп’ютерами.

У першому роздiлi ми наведемо визначення дворiвневої системи, загаль-

нi вiдомостi щодо таких систем, типи кубiтiв i вимоги до них, формалiзм в

якому вони описуються (включаючи пiдхiд Зенера й адiабатично-iмпульсну

модель).

У другому роздiлi розглядаються квантовi обчислення та їх ключовi

завдання, проводиться аналiз iсторичних аспектiв у цiй галузi та ключовi

алгоритми якi показують перевагу на задачах пошуку, факторизацiї й си-

муляцiї гамiльтонiана. Для методу квантової обробки даних приведена про-

блема знаходження фаз для описання певних многочленiв, взаємозв’язок

iз вiдомими полiномами та обернена задача.

У третьому роздiлi, описано алгоритм знаходження фаз для методу

квантової обробки даних за допомогою параметрiв адiабатично-iмпульсної

моделi, а також буде показано як розробленi квантовi схеми були реалiзова-

нi на трьох реальних квантових процесорах та протестованi на квантовому

симуляторi, що базуються на ресурсах IBM Quantum. Отриманi результа-

ти пiдтвердили, що профiлi шумiв майже не впливають на правильнiсть

сигналiв у їх чутливих зонах.
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РОЗДIЛ 1

Дворiвнева система i методи її описання

Квантова дворiвнева система - це система, що описується двовимiрним

гiльбертовим простором i може iснувати в суперпозицiї двох незалежних

квантових станiв, якi можна фiзично розрiзнити. Така модель вважається

"найпростiшою складною квантово-механiчною задачею"[6] через те що во-

на є аналiтично вирiшувана лише для випадку лiнiйного збудження i во-

дночас неймовiрно важливою, через те, що такi двовимiрнi системи досить

поширенi в природi. Загалом, будь-яка послiдовна пара рiвнiв у спектрi

утворює ефективну дворiвневу систему. Рiзнi типи нейтрино, iзоспiни, ста-

ни тунелювання в потенцiалi подвiйної ями - це приклади як точних, так

i добре iзольованих систем з кiнцево-вимiрним гiльбертовим простором.

Окрiм того, кубiт - це iнший термiн для дворiвневої системи, який є фун-

даментальним будiвельним блоком для квантових обчислень та науки про

квантову iнформацiю, що зараз стрiмко розвивається. Вимоги до дворiвне-

вих систем що можуть слугувати кубiтом були описанi Девiдом Дi Вiнченцо

в 1996 i загально вiдомi як "критерiї Дi Вiнченцо"[7]:

1. Проста масштабованiсть i чiтке визначення того, що iдентифiкується

як кубiтна одиниця.

2. Здатнiсть iнiцiалiзувати стан кубiтiв як простий стан у виглядi

|000 · ··⟩.

3. Iснування "унiверсального"набору квантових вентилiв що пiдходить

до кубiта.

4. Довгi часи декогеренцiї, що значно довшi за характерний час операцiй

у квантовiй схемi.

5. Можливiсть вимiряти стан кубiта.
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У таблицi 1.1 ми наведемо декiлька актуальних i перспективних систем,

якi можуть ефективно слугувати кубiтом.

Таблиця 1.1

Назва кубiт типовi розмiри температура
Iонна пастка енергетичнi рiвнi електронiв ∼ мкм млК
Дефекти в дiамантi NV-центр в дiамантi ∼ вiд 2 до 10 нм млК
Надпровiднi фазовi, потоковi, зарядженi, ∼ нм - мм 50 мК
(джозефсоновськi) трансмон кубiти
системи
Квантовi точки спiн квантової точки ∼ 10 нм - 1 мкм 50 мК
Атомнi кубiти ядерний спiн ∼ 1 Å- 1 мкм 50 мК - 10 К
Графен валентна зона i ∼ 1 мкм кiмнатна

зона провiдностi
Ультрахолоднi молекулярнi стани ∼ 1 Å- 40 мкм 0.01 - 100 мкК
молекули (мкК)
Класичний резонатор моди коливань ∼ 50 мкм кiмнатна

Iони або зарядженi атомнi частинки у квантовому комп’ютерi на пас-

тках iонiв можуть бути зафiксованi за допомогою електромагнiтного поля.

Кубiтами виступають стiйкi електроннi стани кожного iону, i квантову iн-

формацiю можна передавати через спiльний квантований рух iонiв у спiль-

нiй пастцi. Для стимулювання зв’язку мiж станами кубiтiв (для однокубi-

тних операцiй) або мiж внутрiшнiми станами кубiтiв та зовнiшнiми станами

руху(для заплутування мiж кубiтами) використовуються лазери.

У структурах, що використовують дефекти в дiамантi атом вуглецю

у кристалiчнiй структурi замiнюють атомом азоту. Поряд з атомом азо-

ту утворюється вакансiя – "дiрка"в кристалi – яку займають електрони.

За допомогою взаємодiї спiну цих електронiв з ядерними спiнами навколи-

шнiх атомiв вуглецю та азоту, спiн азот-вакансiйного (NV) центру та спiни

навколишнiх ядер можуть бути використанi як кубiти. Шляхом манiпулю-

вання цими спiнами за допомогою мiкрохвиль i радiохвиль можуть бути

реалiзованi операцiї квантових вентилiв для обчислень.

Джозефсоновськi кубiти - це пристрої на основi надпровiдного кiльця,

що складається з декiлькох джозефсонiвських з’єднань. Основна вiдмiн-
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нiсть мiж типами цих кубiтiв (фазовий, потоковий, зарядовий) полягає в

спiввiдношеннi енергiї Джозефсона та енергiї заряду (необхiдної енергiї для

заряду всiєї ємностi в ланцюжку).

Квантова точка - це напiвпровiдниковий пристрiй, який може утриму-

вати один електрон. Коли електрон утримується в квантовiй точцi, його

рiвнi енергiї квантуються, тобто вiн може мати лише певнi дискретнi зна-

чення енергiї. Цi рiвнi енергiї можуть бути контрольованi за допомогою

застосування електричного поля до квантової точки.

Атоми є досить натуральним середовищем для кодування кубiтiв. Хоча

зазвичай вони мають в собi бiльше, нiж два рiвнi енергiї, можливо пiдго-

тувати, вимiряти й контролювати дворiвневий пiдпростiр атомних станiв

за допомогою оптичних технiк, якi були розробленi протягом останнiх 50

рокiв. Оптичний атомний годинник використовує властивостi виняткової

координацiї атомiв. Наявнiсть добре розроблених технiк охолодження та

утримання як нейтральних атомiв, так i iонiв за допомогою електромагнi-

тних пасток, разом з наявнiстю тривалих часiв когерентностi, мотивує їх

використання як кубiтiв для квантових обчислень.

Кубiти, базованi на графенi використовують джозефсонiвськi з’єднання,

що є тимчасово квантово когерентними.

Збiльшення магнiтного поля ультрахолодних молекул, що знаходяться

в лазернiй пастцi, призводить до переходу мiж молекулярними станами,

що дозволяє їм бути кубiтами.

Електричнi класичнi резонатори широко використовуються у квантовiй

обробцi iнформацiї, за допомогою створення електромагнiтної взаємодiї з

кубiтами на основi реального або вiртуального обмiну мiкрохвильовими

фотонами. Ця взаємодiя ґрунтується на сильному зв’язку мiж перехiдними

моментами диполя кубiтiв та вакуумними флуктуацiями резонатора, так

само як у квантовiй електродинамiцi вiдкритих порожнин, i, вiдповiдно, це

отримало назву "контурна квантова електродинамiка"(cQED).
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1.1 Формалiзм

Дворiвнева система описується гамiльтонiаном у спiновiй репрезентацiї

й залежить вiд двох параметрiв ε i ∆

Ĥ =
∆

2
σ̂x +

ε

2
σ̂z (1.1)

=

 ε/2 ∆/2

∆/2 −ε/2

 . (1.2)

У випадку вiдсутностi ∆ потенцiал подвiйної ями, що є характерним для

таких систем буде симетричний вiдносно локального максимуму, в той час,

як присутнiсть цього параметру призведе до асинхронiзацiї рiвнiв мiнiму-

мiв i їх роздiлення на основний (рiвень з мiнiмальною енергiєю, абсолютний

мiнiмум) i збуджений стани.

Записуючи секулярне рiвняння, ми можемо отримати власнi значення

E1 та E2 енергiї для гамiльтонiана (1.1):

E± = ±1

2

√
ε2 +∆2. (1.3)

Згiдно з Л. Д. Ландау [8], розщеплення енергiї, при якому можливо

пройти через бар’єр, визначається наступним рiвнянням, з якого явно ви-

дно як цей параметр залежить вiд таких первинних параметрiв системи як

ефективна маса i кругова частота частинки

∆ =
ℏω
π

exp

∫ ϕ2

ϕ1

dϕ
√

2M(U − Umin), (1.4)

де ϕ1 i ϕ2 точки повороту в комплексному просторi.

Тепер ми можемо iнтерпретувати значення параметрiв ε i ∆ на графi-

цi 1.1. Параметр ∆ вiдображає енергетичний розрив мiж двома рiвнями
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системи. Параметр ε вiдповiдає енергетичному змiщенню. Енергетичний

розрив найменший при ε = 0.

Рис. 1.1: Графiк представляє два сусiднiх енергетичних рiвня, вiдстань мiж
якими змiнюється з часом залежно вiд параметра вiдстройки ε. Вони роз-
дiленi областю, яка називається областю квазiперетину. Верхня суцiльна
крива вiдповiдає E+, а нижня - E−. Пунктирнi лiнiї представляють E± для
∆ = 0.

В 1932 Лев Ландау [9, 10], Кларенс Зенер [11], Ернст Штюкельберг [12],

i Етторе Майорана [13] незалежно опублiкували рiзнi розв’язання зада-

чi про вiрогiднiсть знаходження дворiвневої системи у збудженому станi

з бiльшою енергiєю пiсля проходження областi квазiперетину, якщо систе-

ма починає з основного рiвня енергiї. Вони, використовуючи квазiкласичне

наближення, рiшення диференцiйного рiвняння в термiнах спец. функцiй,

ВКБ наближення i перетворення Лапласа вiдповiдно, i прийшли до насту-
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пного результату:

P = exp (−2πδ), δ =
∆2

4ℏε
. (1.5)

Далi ми детально обговоримо метод, який використовував Кларенс Зе-

нер.

1.2 Знаходження вiрогiдностi переходу методом К. Зенера

У цьому пунктi нашою метою є вiдтворення результатiв, спочатку пред-

ставлених Зенером [11], i, зокрема, тих, що розкритi в статтях [14, 15].

Будемо вважати вiдстань мiж енергетичними рiвнями ∆ постiйною в ча-

сi, а ε = βt лiнiйним вiд часу, де β в цьому випадку - параметр, пов’язаний

зi швидкiстю частинки, а гамiльтонiан системи має стандартний вигляд

1.1.

Хвильова функцiя в загальному виглядi вiдображає суперпозицiю двох

станiв i має форму рiвняння (1.6), де c1 та c2 вiдповiдають ймовiрнiсним

амплiтудам

|ψ⟩ = c1|0⟩+ c2|1⟩. (1.6)

Пiдставляючи це у нестацiонарне рiвняння Шредiнгера, ми отримаємо

систему з двох рiвнянь:

 iℏċ1 = ε
2c1 +

∆
2 c2,

iℏċ2 = ∆
2 c1 −

ε
2c2.

(1.7)

З цiєї системи ми можемо отримати рiвняння для ймовiрнiсних амплiтуд

c1 та c2, вводячи замiну:
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¨c1,2 + c1,2

[
τ 2

4
+
ω2

2
∓ i

2

]
= 0, (1.8)

τ = t

√
β

ℏ
, ω =

∆√
2ℏβ

. (1.9)

Це звичайне диференцiальне рiвняння другого рангу, яке можна вирi-

шити в термiнах спецiальних функцiй, а саме функцiй параболiчного ци-

лiндра Dν [16, 17]. Процедура знаходження коефiцiєнтiв c1 та c2 показана в

Додатку 3.3. Загалом ми використовували асимптотичний розклад [16, 17]

та початковi умови вiдповiдно до яких частинка до ЛЗШМ переходу зна-

ходиться у нижньому енергетичному станi, допускаючи, що параметр ε

наближається до −T0, де T0 >> 1 - характерний час системи

c1(−T0) = 1, c2(−T0) = 0. (1.10)

Зрештою, як розширенням до пiдходу Зенера [14, 15], ми можемо знайти

ймовiрнiсть ЛЗШМ переходу в верхнiй стан у загальнiй формi як функцiю

часу:

P (τ) =
ω2

2
e−πω2/4

∣∣∣D2
−iω2−1(τe

−3iπ/4)
∣∣∣ . (1.11)

Асимптотика при τ , що прямує до T0 (див. Додаток Б), перетворює цей

вираз у вiдому формулу Ландау-Зенера-Штукельберга-Майорани

|c1(T0)|2 = e−πω2

, |c2(T0)|2 = 1− e−πω2

. (1.12)

Тут ймовiрнiсть |c1|2 - це ймовiрнiсть знаходження частинки у збудже-
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ному станi пiсля проходження точки квазiперетину, а |c2|2 вiдповiдає ча-

стинцi, знайденiй в основному станi. У роботах Зенера у 1932 роцi було

отримано лише ймовiрнiсть далеко вiд точки квазiперетину.

Рис. 1.2: Зелена крива показує ймовiрнiсть знаходження частинки в ни-
жньому енергетичному станi, а фiолетова крива представляє ймовiрнiсть
того, що частинка опиниться у збудженому станi. Були використанi типовi
експериментальнi параметри, такi як ∆/ℏ ∼ 5ГГц, i ε/h ∼ 10ГГц [18].

Для повiльних змiн параметр адiабатичностi ω << 1, оскiльки

ω ∼ (ε)−1 ∼ τ , система еволюцiонує адiабатично i в основному знаходиться

в нижньому енергетичному станi (зелена крива на графiку 1.2). Для швид-

ких змiн, ω >> 1, що вiдповiдає дiабатичнiй еволюцiї, частинка переважно

знаходиться в збудженому станi.

1.3 Метод перехiдних матриць i адiабатично-iмпульсна модель

Адiабатично-iмпульсна модель - це вiдомий метод апроксимацiї у кван-

товiй механiцi що активно використовується в галузi квантових адiабати-
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чних обчислень [19], що використовується для повiльно еволюцiонуючих

систем i каже наступне: поступовi змiни умов дозволяють системi адапту-

вати свою конфiгурацiю, тому ймовiрнiсна щiльнiсть не змiнюється пiд час

процесу; якщо система починає еволюцiю у власному станi початкового га-

мiльтонiана, вона закiнчує еволюцiю у вiдповiдному власному станi кiн-

цевого гамiльтонiана. Якщо гамiльтонiан змiнюється, але не достатньо по-

вiльно, адiабатичне наближення перестає бути застосовним, i вiдбуваються

переходи мiж миттєвими власними станами. Такi переходи називаються

дiабатичними ЛЗШМ переходами. Модель Ландау-Зенера-Штукельберга-

Майорани вважається найпростiшою i корисною моделлю дiабатичного пе-

реходу в нестацiонарнiй дворiвневiй системi. Динамiка таких дiабатичних

ЛЗШМ переходiв привернула значну увагу в рiзних галузях та фiзичних

системах.

Загалом розв’язання рiвняння Шредiнгера для нестацiонарної багато-

рiвневої системи породжує системи диференцiйних рiвнянь, що є складно

розв’язуванi аналiтично, в той час, як аналiз динамiки з використанням

адiабатично-iмпульсної моделi, дозволяє аналiзувати динамiку аналiтично

[18, 20]. Це наближення передбачає, що система еволюцiонує адiабатично,

за винятком випадкiв, коли енергетичний розрив стає невеликим, i дiаба-

тичний перехiд вiдбувається миттєво.

Вiдповiдне рiвняння Шредiнгера, де E± - це власнi функцiї гамiльтонi-

ана:

H(t) |ψ±(t)⟩ = E±(t) |ψ±(t)⟩ . (1.13)

Використовуючи нестацiонарне рiвняння Шредiнгера i початковi умови

у виглядi |ψ±(t = ti)⟩ = |ψi±⟩ ми отримуємо рiвняння еволюцiї хвильових

функцiй верхнього та нижнього енергетичних рiвнiв:
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|ψ±(t)⟩ = exp

(
− i

h

∫ t

ti

E±(t
′)dt′

)
|ψi±⟩ = exp (∓iζ) |ψi±⟩ . (1.14)

Звiдси видно, що пiд час еволюцiї дворiвневої системи, хвильова фун-

кцiя накопичує фазу exp (∓iζ).

Використовуючи умову повноти |ψ(t)⟩ =
∑
±
a±(t) |ψ±(0)⟩ , знайдемо

оператор адiабатичної еволюцiї на промiжку часу ti - tf :

ζ(tf) = ζ(tf)− ζ(ti) + ζ(ti) = ζ(∆t) + ζ(ti) → |ψ(tf)±⟩ = e∓i∆ζ |ψ(ti)±⟩ .

(1.15)

В результатi цих пiдстановок отримуємо оператор адiабатичної еволюцiї

дворiвневої системи - нестацiонарну матрицю, де фаза ζ(ti, tj) накопичує-

ться пiдчас адiабатичної еволюцiї системи

|ψ(tf)⟩ = U(tf , ti) |ψ(ti)⟩ , (1.16)

|ψ(t)⟩ ≡

|ψ+(t)⟩

|ψ−(t)⟩

 , (1.17)

ζ(ti, tj) =
1

2ℏ

∫ tj

ti

∆E(t)dt,∆E(t) =
√
ε(t)2 +∆2 (1.18)

U(ti, tj) =

e−iζ(ti,tj) 0

0 eiζ(ti,tj)

 = e−iζσz = Rz(2ζ). (1.19)

Тут Rz(ϕ) - це квантовий вентиль, що асоцiюється з фазою i описує

обертання навколо осi z, а σz - одна з трьох матриць Паулi.

Дiабатичний перехiд описується наступною матрицею, де T i R коефi-

цiєнт переходу i вiдбиття вiдповiдно, ϕs - фаза Стокса:
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N =

Re−iϕs −T

T Re−iϕs

 = Rz(ϕs)Rx(θ)Rz(ϕs), (1.20)

де θ - кут повороту вiдносно осi Х. Згiдно адiабатично-iмпульсної мо-

делi, еволюцiя системи є адiабатичною до i пiсля ЛЗШМ переходу, в той

час, коли сам перехiд вiдбувається швидко й еволюцiя буде описуватися

дiабатично. В такому разi, повна еволюцiя системи зi стану 1 до стану 2

виглядає наступним чином:

ULZSM = U2NU1 =

 U
′

11 U
′

12

−U ∗′
12 U ∗′

11

 (1.21)

U
′

11 = R1e
−i(ϕst+ζ1+ζ2) (1.22)

U
′

12 = −T1ei(ζ1−ζ2). (1.23)

Для випадку, коли адiабатична еволюцiя вiдбувається симетрично до i

пiсля ЛЗШМ переходу, еволюцiя системи може бути представлена як:

ULZSM = UNU =

Re−i(ϕst+2ζ) −T

T Rei(ϕst+2ζ).

 (1.24)

Аналогiчно, вона може бути переписана у виглядi добутку квантових

вентилiв повороту, докладнiше якi будуть описанi у наступному роздiлi

ULZ = Rz(ϕs + 2ζ1)Rx(θ)Rz(ϕs + 2ζ1). (1.25)

Метод описаний вище називається методом перехiдних матриць. Вiн

слугує основою для описання системи в рамках адiабатично iмпульсної мо-
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делi. В рамках цього опису були введенi матрицi U , що описують адiабати-

чну еволюцiю i матрицi N , що вiдповiдно описують дiабатичну еволюцiю.

Маючи це, можливо зробити опис еволюцiї дворiвневої системи. Далi ми

продемонструємо як використовувати метод перехiдних матриць в рамках

адiабатично iмпульсної моделi на прикладах дворiвневої системи з одним

проходженням точки квазiперетину, двома i n-проходженнями.

1.4 Однократне i двократне проходження точки квазiперетину

Незалежно вiд кiлькостi точок квазiперетину, якi перетинаються в ре-

зультатi еволюцiї дворiвневої системи, розрiзняють два типи опису таких

переходiв, а саме: опис еволюцiї починається в точцi квазiперетину або

далеко вiд неї. В цiй роботi буде використовуватися опис вiдповiдно до

другого варiанту, де еволюцiя буде починатися далеко вiд точки квазiпе-

ретину, i, вiдповiдно, закiнчуватися так само на великiй вiдстанi в регiонi

адiабатичної еволюцiї.

Для таких умов матрицi еволюцiї однократне i двократне проходження

вiдповiдно будуть мати наступний вигляд:

Usingle =
√
U2N

√
U1, (1.26)

Udouble =
√
U3N

invU2N
√
U1 =

 a11 a12

−a∗12 a∗11

 , (1.27)

де елементи матрицi для подвiйного проходження представленi наступним

чином:

a11 = (R1R2e
−i(ϕst1

+ϕst2
+2ζ2) + T1T2)e

i(ζ2−ζ1−ζ3), (1.28)

a12 = (R1T2 − T1R2e
−i(ϕst1

+ϕst2
+2ζ2))ei(ϕst1

+ζ1+ζ2−ζ3). (1.29)
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Для симетричної еволюцiї остання матриця спрощується до наступної:

√
U2N

invU1N
√
U2 =

−R2e−2i(ϕst+2ζ) − T 2 −2iRT sin (ϕst + ζ)

−2iRT sin (ϕst + ζ) −R2e2i(ϕst+2ζ) − T 2

 . (1.30)

Тут збiльшення iндексу матрицi U вiдповiдає еволюцiї системи в ча-

сi, де U1 - це матриця адiабатичної еволюцiї на початку еволюцiї i U3 в

її кiнцi, вiдповiдно. Крайнi матрицi записанi пiд коренем, що означає, що

для крайнiх точок буде взята тiльки половина вiд часу мiж вiдповiдними

точками квазiперетину, для того, щоб адитивнiсть таких ЛЗШМ перехо-

дiв могла бути коректна описана. N inv вiдповiдає тому, що вiдповiднiсть

дiабатичних та адiабатичних рiвнiв енергiї змiнюється на протилежну, то-

му в описi з n-проходженнями чергуються N i N inv, а мiж ними завжди є

оператор U .
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РОЗДIЛ 2

Квантовi обчислення

У квантових обчисленнях видiляють три важливi концептуальнi сфери,

де квантовi комп’ютери демонструють значнi переваги над традицiйними

обчислювальними системами: факторизацiя, симуляцiя та пошук (за-

дача аналогiчна задачi оптимiзацiї) тощо. Цi напрямки розвитку ґрунту-

ються на внеску вiдомих пiонерiв, серед яких видiляються iмена Девiда

Дойча, Рiчарда Йоже [21], Iтана Бернштейна i Умеша Вазиранi [22] та ба-

гатьох iнших. Так само i сучаснi моделi квантових обчислень базуються

на працях групи вiдомих вчених i розвивають їх, а саме, алгоритм факто-

ризацiї, запропонований Пiтером Шором [3], є ключовим в криптографiї.

Квантовi симуляцiї, iдеї яких виникли вiд Сета Ллойда [23] та першi озву-

ченi Рiчардом Фейнманом [1], дозволяють моделювати складнi квантовi

системи. Квантовий пошук, на основi алгоритму Лова Ґровера [24], може

значно прискорити процес знаходження оптимальних рiшень в обширних

обсягах даних. Далi ми наведемо формулювання цих проблем.

1. Проблема пошуку й алгоритм Ґровера:

Дано a ∈ [0, 2n − 1] i U |a⟩ =

−|a⟩, якщо a = a0

|a⟩, iнше
, задача знайти a0.

(2.1)

Є неструктурований список або база даних a, де треба знайти елемент

a0. Оракул U змiнює фазу елемента a0.

2. Проблема симуляцiї:

Дано H =
∑
k

Hk, задача апроксiмувати U = exp (−iHt). (2.2)
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Дано гамiльтонiан i треба просимулювати або апроксимувати оператор ча-

сової еволюцiї, де H - ермiтовий оператор.

3. Проблемам факторизацiї:

Дано U, таке що U |x⟩ = |a · xmodN⟩ = eiλ|x⟩, задача знайти λ. (2.3)

Задано унiтарний оператор U , який здiйснює операцiю множення за

модулем n, де n - цiле число, що являє собою добуток двох простих чисел,

i де A - iнше число, яке взаємно просте з n. Мета: знайти множники n,

тобто цiлi числа p i q, такi, що n = pq. Якщо можливо високою ймовiрнiстю

знайти власне значення оператора U , то це дозволить знайти множники

n.

Цi три фундаментальнi проблеми виглядають дуже рiзними: проблема

пошуку - це поодинокi обертання кубiта у багатовимiрному просторi; симу-

ляцiя полягає у вiдображеннi ермiтового оператора в унiтарний оператор;

проблема факторизацiї мiстить знаходження фаз власних значень, але далi

будемо показано, що їх може бути об’єднано в рамках одного описання.

2.1 Квантовi вентилi

Квантовий вентиль - це елементарна квантова схема, яка робить певну

операцiю з одним чи декiлькома кубiтами. Вони є аналогами класичних

логiчних операцiй для квантових комп’ютерiв. Квантовi логiчнi вентилi є

оборотними, на вiдмiну вiд багатьох класичних логiчних вентилiв. Так всi

квантовi вентилi задаються унiтарними матрицями.

Нижче, ми обговоримо квантовi вентилi, що будуть згадуватися в ро-

ботi.

Три вентилi повороту Паулi, Rx, Ry та Rz, повертають вектор стану на

довiльний кут навколо вiдповiдної вiсi на сферi Блоха. Сфера Блоха - варi-

ант представлення гiльбертового простору дворiвневої системи де полюси
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вiдповiдають базисним станам 0 та 1, а кут вiдповiдає рiзницi фаз мiж

станами кубiту. Вiсь Z вiдповiдає за заселенiсть вiдповiдних станiв кубi-

ту. Екватор являє собою максимальну суперпозицiю коли заселенiсть обох

рiвнiв еквiвалентна.

Вентилi повороту генеруються шляхом взяття експонент вiд матриць

Паулi, ураховуючи їх унiтарнiсть:

exp (iθσi) = I+ iθσi −
θ2

2!
I− i

θ3

3!
σi −

θ4

4!
I− i

θ5

5!
σi + ... (2.4)

= cos θI+ i sin θσi := Ri(2θ), i ∈ x, y, z.

Рис. 2.1: Дiя вентилiв Rx, Ry та Rz на сферi Блоха.

Rx вентиль вiдповiдає за поворот на θ радiан проти годинникової стрiл-

ки вiдносно осi x на сферi Блоха:
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Rx(2θ) =

 cos θ −i sin θ

−i sin θ cos θ

 . (2.5)

Ry вентиль вiдповiдає за поворот на θ радiан проти годинникової стрiл-

ки вiдносно осi y на сферi Блоха:

Ry(2θ) =

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 . (2.6)

Rz вентиль вiдповiдає за поворот на θ радiан проти годинникової стрiл-

ки вiдносно осi z на сферi Блоха:

Rz(2θ) =

e−iθ 0

0 eiθ

 =

1 0

0 e2iθ

 . (2.7)

Матрицi Паулi можна отримати використанням вiдповiдного до iндексу

матрицi R вентиля з аргументом π.

2.2 Сингулярне представлення матрицi

Сингулярне представлення матрицi (СПМ) - це розклад довiльної ма-

трицi A розмiрностi m× n у виглядi добутку трьох матриць

A = U ′ΣV †, (2.8)

де U ′ i V † квадратнi унiтарнi матрицi, а Σ - дiагональна матриця. Таким

чином, трансформацiя одного векторного простору за допомогою матри-

цi A в iнший векторний простiр може бути роздiлений на три етапи (див.

рис 2.2). Нехай iснує певний векторний простiр: перший етап вiдповiдає
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Рис. 2.2: Вiзуалiзацiя СПМ двовимiрної, дiйсної матрицi M [25].

повороту за допомогою матрицi V †. Наступний етап це стискання цього

простору матрицею Σ, оскiльки це дiагональна матриця. Фiнальний етап

- це ще один поворот за допомогою дiї матрицi W . Дiагональнi елемен-

ти матрицi Σ вiдомi як сингулярнi значення матрицi M . Стовпчики U ′

та V називаються лiво-сингулярними векторами та право-сингулярними

векторами матрицi M , вiдповiдно. Такий концепт сингулярних значень i

розкладiв сингулярних значень надзвичайно корисний для рiзноманiтних

галузей (машинне навчання, колаборативна фiльтрацiя i т.д..) В реалiзацiї

квантових процесiв сингулярнi значення та розклади сингулярних значень

можуть мати вирiшальне значення. Одна з ключових причин полягає в

тому, що метод сингулярного розкладу працює з будь-якими матрицями,

а не лише з унiтарними або квадратними. Важливим аспектом є те, що

дiагональнi елементи, якi мiстять сингулярнi значення, лежать в дiапазонi

вiд 0 до 1 та є позитивними числами, не перевищуючи одиницi. Це дозво-

ляє асоцiювати їх з ймовiрностями вимiрювань квантово-механiчних схем.
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Особливу увагу придiляється теоремi, що пов’язана з СПМ [26]:

Кожна площина, визначена спiльною парою лiвого та правого сингу-

лярних векторiв, може керуватися незалежно, як окремi кубiти та без

рахування СПМ.

Основна перевага тут в тому, що розрахунки пов’язанi з СПМ для ве-

ликих матриць стають занадто складними.

Iнша важлива пов’язана з цим теорема звучить наступним чином:

Кожне сингулярне значення може бути представлене довiльним по-

лiномом.

У випадках де розрахунки сингулярних значень необхiднi, це дозволяє

незалежно для кожного сингулярного значення пiдбирання вiдповiдного

многочлена, що також набагато спрощує їх обрахунок.

З використанням двох теорем приведених вище, проблем пошуку, симу-

ляцiї i факторизацiї можуть бути переформульованi наступним чином:

1. Проблема пошуку. Нехай дано початковий стан |s⟩ i цiльовий стан |t⟩,

що в контекстi СПМ будуть сингулярними значеннями. Тодi сингулярним

значенням буде певне c = ⟨s|t⟩. Таким чином цiльовою трансформацiєю за

допомогою многочлена буде така, що перетворює значення c в одиницю.

2. У проблемi симуляцiї, для ермiтової матрицi H сингулярнi значення

збiгаються з власними значеннями. Отже, сингулярнi вектори є власними

станами енергiї, а сингулярнi значення - власними значеннями енергiї. Для

отримання оператора еволюцiї необхiдно обчислити косинус та синус H, а

потiм перевести в експоненцiйну форму.

3. Факторизацiя передбачає отримання матрицi, для якої треба знайти

власнi значення λ. Сингулярнi значення матрицi - це квадратний корiнь з

квадратiв власних значень матрицi. Отже, один спосiб перейти вiд власних

значень до сингулярних значень, якi надасть вам цей алгоритм, полягає в

обчисленнi (I+U ′†)(I+U ′) в суперпозицiї. Тодi сингулярнi значення будуть

косинусом фаз власних значень, i знаючи це, можливо визначити, що таке
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лямбда.

Цей метод є надзвичайно важливим завдяки його унiверсальностi опи-

сання бiльшостi стандартних проблем у квантових обчисленнях.

2.3 Алгоритм квантової обробки сигналу

Квантова обробка сигналу - це квантовий алгоритм, що використовує-

ться для пiдвищення чутливостi сигналу до специфiчних вхiдних параме-

трiв методу [27]. Як приклад, алгоритм може бути використаний для пiдси-

лення слабких сигналiв за межами статистики повторення та пригнiчення

шумiв без прямого вимiрювання. Ця методика широко використовується в

ядерно-магнiтному резонансi [28].

Алгоритм полягає в використаннi послiдовностi одиничних поворотiв стану

кубiта на сферi Блоха навколо осей X та Z.

Традицiйно, квантовий вентиль який вiдповiдає за обертання навколо

осi X позначається W i називається оператор оберту сигналу, а вентиль

вiдповiдаючий за обертання навколо осi Z - оператор оберту обробки си-

гналу. Таким чином, для числа a = cos θ ∈ [−1; 1] оператори виглядають

наступним чином:

W (a) = eiθX =

 a i
√
1− a2

i
√
1− a2 a

 , (2.9)

S(ϕ) = eiϕZ , Φ := (ϕ0, ..., ϕd) ∈ R1+d. (2.10)

Таким чином, для набору фаз Φ = (ϕ0, ϕ1, ...ϕn) оператор U , який зо-

бражає еволюцiю в алгоритмi квантовiй обробцi сигналу визначено як по-

слiдовне використання двох вентилiв вище:
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Uϕ,a = eiϕ0Z
n∏

k=1

W (a)eiϕkZ ∈ SU(2). (2.11)

Наразi вiдомо, що в сучасних квантових схемах всi операцiї (вентилi) по-

виннi бути унiтарними, що стало проблемою, оскiльки бiльшiсть фiзичних

явищ описуються в термiнах полiномiальних функцiй f(a), якi в загально-

му не є унiтарними. Особливiстю алгоритму квантової обробки сигналу є

те, що маючи певний цiльовий полiном розмiрностi d, який не є унiтарним

i який вiдповiдає певним властивостям (теорема 2.3.1.), можна виразити

через оператор Uϕ,a, який своєю чергою вже є унiтарним i може викори-

стовуватися у квантових симуляцiях для розв’язання певних задач:

Re[Uϕ,a] = f(a), a ∈ [−1; 1]. (2.12)

В загальному випадку змiнюючи кiлькiсть фаз i їх вигляд за допомо-

гою методу КОС можна отримати будь-яку симетричну форму сигналу,

чутливу до необхiдних комбiнацiй кутiв повороту.

Теорема 2.3.1. Gilyen-Su-Low-Wiebe про властивостi полiнома

f(a) [26] :

Якщо ||f(a)||∞ = maxa∈[−1;1]|f(a)| ≤ 1 i f(a) ∈ Rd[a] має парнiсть

d mod 2, то iснує фазовий множник Φ ∈ R1+d.

Так алгоритм Ґровера в проблемi пошуку може бути реалiзовано че-

рез метод обробки сигналу. Припустимо, що ми розпочинаємо зi стану су-

перпозицiї мiж усiма елементами в масивi даних, де θ = arcsin ⟨ψ0|a0⟩ =
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arcsin 1/
√
N , де необхiдно знайти a0.

|ψ0⟩ = sin θ|a0⟩+ cos θ|a⊥⟩ (2.13)

Наступним кроком, вiдповiдно до алгоритму, буде дiя оракула U ′, що подi-

явши на шуканий стан змiнить його фазу. Геометрично це вiдповiдає вiд-

ображенню стану |ψ0⟩ вiдносно |a⊥⟩.

U |ψ0⟩ = − sin θ|a0⟩+ cos θ|a⊥⟩ (2.14)

Нарештi, використовується додаткове вiдображення вiдносно стану |ψ0⟩:

U ′
s = |ψ0⟩⟨ψ0| − I. Трансформацiя U ′

sU повертає початковий стан ближче

до шуканого, а дiю цього вiдображення можна розумiти як вiдображення

вiдносно середньої амплiтуди. Оскiльки середня амплiтуда була знижена

при першому вiдображеннi, це перетворення збiльшує негативну амплiту-

ду a⊥ приблизно в три рази бiльше її початкового значення, в той час,

як iншi амплiтуди зменшуються. Потiм повторюється крок 2. Цю проце-

дуру буде повторено кiлька разiв для точного визначення шуканого стану.

Виявляється, що алгоритм Ґровера можна переписати в термiнах методу

квантової обробки даних, а саме W (θ) виявляється еквiвалентним операцiї

оракула U , а R(π) = Z еквiвалентна дiї оператора U ′
s. В роботi [29] було

показано, що якщо для фаз використовувати полiноми Чебишова, це зна-

чно пришвидшує алгоритм Ґровера. Цей результат пiдкреслює значущiсть

та ефективнiсть алгоритму КОС у розв’язаннi проблем пошуку, iлюстру-

ючи його ключову роль у вдосконаленнi процесiв iнформацiйного пошуку

та аналiзу.

Далi буде продемонстровано декiлька прикладiв щодо того, як за допо-

могою умови 2.12 можуть бути знайденi фази, що задовiльняють цiльовим

полiномам.
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Приклад 1. Полiном Чебишова першого роду

Розглянемо задачу, де цiльовим полiномом буде полiном Чебишова пер-

шого роду, тобто

f(a) = Td(a) = cos (d arccos (a)). (2.15)

Рис. 2.3: Повний збiг полiнома Чебишова першого роду (помилка пропор-
цiйна 10−14) i його квантового аналога.

Тодi вибiр Φ := (ϕ0, ..., ϕd) = (0, ..., 0) з пiдстановкою в формулу 2.11

задовiльняє полiномiальну умову 2.12 i за допомогою алгоритму квантової

обробки сигналу можливо створити вентиль, який точно вiдображає полi-

ном Чебишова першого роду (рис. 2.3).

Приклад 2. Нульовий вектор

Наступним прикладом ми розглянемо задачу з найпростiшим цiльо-

вим полiномом f(a) = 0, але симуляцiя такого полiнома на квантовому

комп’ютерi теж нетривiальна задача, оскiльки вiн працює тiльки з унiтар-

ними елементами.
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Для цього полiному умова 2.12 буде задовольнятися з Φ := (π/4, 0, ..., 0, π/4),

перетворюючи 2.11 в Uϕ,a = i cos dθ.

Рис. 2.4: Малi флуктуацiї сигналу, отриманого за допомогою алгоритму,
бiля нуля, що пропорцiйнi порядку 10−16.

Приклад 3. Полiном Чебишова третього роду

Рис. 2.5: Повний збiг лiнiйної комбiнацiї полiнома Чебишова (помилка про-
порцiйна 10−14) i її квантового аналога.
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Для лiнiйної комбiнацiї полiномiв Чебишова f(θ) = 0.2T1(θ) + 0.4T3(θ),

фази, отриманi iтеративним методом Ньютона за допомогою чисельного

алгоритму [30], будуть мати наступний вигляд

Φ := (0.5768,−0.1132,−0.1132, 0.5768).

Таким чином, задача зi створення квантового вентиля, що буде вiдповiд-

ати певному процесу, що характеризується вiдомим полiномом зводиться

до задачi зi знаходження необхiдних фазових множникiв. Протягом мину-

лих 5 рокiв було досягнуто великого прогресу у розв’язаннi цiєї задачi, а

саме

• В роботах [26, 31] було розроблено метод по знаходження фазових

множникiв за допомогою розрахунку коренiв з полiномiв високих сте-

пенiв з високою точнiстю;

• "Capitalization"[32];

• "Prony’s method"[33];

• iтеративний метод Ньютона [34];
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РОЗДIЛ 3

Результати

Наша мета визначити набiр фаз, що характеризують довiльну дворiв-

неву систему i визначити, як методом квантової обробки сигналу можуть

бути отриманi важливi для експериментальних цiлей реальнi параметри,

такi як частота, амплiтуда, та час мiж сигналами.

3.1 Алгоритм визначення параметрiв

Нехай сигнал буде задано гармонiчним правилом (див. рис.3.1):

ε(t) =


−A, 0 < t < t1,

−A cosω(t− t1), t1 < t < t1 + πk/ω,

A, t1 + πk/ω < t < t1 + πk/ω + t2,

(3.1)

де t ∈ [t1, t2] - тривалiсть сигналу, k ∈ Z, A i ω вiдповiдно амплiтуда i

частота сигналу.

Рис. 3.1: Синiм, оранжевим i зеленим кольорами позначено вiдповiднi по-
слiдовнi сигнали що вiдповiдають подвiйному проходженню точки квазiпе-
ретину.
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Такий сигнал буде лiнiйним в областi квазiперетину, тобто йому будуть

вiдповiдати аналiтичнi розв’язки вiрогiдностi ЛЗШМ (1.12)

dε

dt

∣∣∣∣
ε=0

= Aω = const. (3.2)

Для такого сигналу ЛЗМШ вiрогiднiсть буде мати наступний вид:

P = exp

[
−π∆2

2Aωℏ

]
. (3.3)

Загальна фаза виражається як сума фази Штукельберга i фази, що

накопичується пiдчас адiабатичної еволюцiї системи (1.18):

ϕtotal = ϕSt + ζ(ti, tj) =
π

4
+ δ(ln δ − 1) + arg [Γ(1− iδ)], (3.4)

+
1

2ℏ

∫ tj

ti

∆E(t)dt,∆E(t) =
√
ε(t)2 +∆2, δ = − lnP

2π
.

Далi будуть описанi кроки з знаходження цих параметрiв для одного ЛЗШМ

переходу вiдповiдно до статтi [20].

1. Вiрогiднiсть системи опинитися у верхньому станi пiсля одного ЛЗШМ

переходу може бути знайдена з наступного рiвняння, яке зв’язує її з кутом

повороту сигналу вiдносно осi Х:

P = sin2(θ/2). (3.5)

Далi закрiплюється один з параметрiв - A або ω, та iнший розраховується

за формулою вiрогiдностi ЛЗШМ 3.3 i попереднiм результатом:

ω =
−π∆2

2Aℏ lnP
. (3.6)
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Також на цьому етапi визначаються значення коефiцiєнтiв проходження i

вiдображення T =
√
P , R =

√
1− P .

2. Умова на фази може бути знайдена з порiвняння матриць еволюцiї

для дворiвневої системи i тiєї, що слугує параметром в алгоритмi квантової

обробки сигналу.

Uϕ,a = eiϕ0Z
n∏

k=1

W (a)eiϕkZ = Rz(−2ϕ0)
n∏

k=1

Rx(θ)Rz(−2ϕk). (3.7)

Вiдповiдно до цього для n ЛЗШМ переходiв i симетричних ЛЗШМ пе-

реходiв умови будуть наступними:

ϕs + ζconst(t) + ζcos(t) + 2πk = −2ϕ0, (3.8)

2ϕs + 4ζconst(t) + 4ζcos(t) + π + 2πk = −2ϕ1, (3.9)

2ϕs + 4ζconst(t) + 4ζcos(t) + π + 2πk = −2ϕ2, (3.10)

... (3.11)

2ϕs + 4ζconst(t) + 4ζcos(t) + π + 2πk = −2ϕn−1, (3.12)

ϕs + ζconst(t) + ζcos(t) + π + 2πk = −2ϕn, якщо n - парне число (3.13)

ϕs + ζconst(t) + ζcos(t) + 2πk = −2ϕn, якщо n - непарне число. (3.14)

В цих умовах ζconst i ζcos це набiр фази, що залежить вiд часу еволюцiї й

вiдповiдає умовi, що продиктована 3.1. На цьому етапi пiсля визначення

цiльових ϕ ∈ ϕ0, ϕ1, ..., ϕn визначається необiдний час еволюцiї для вико-

нання умов (3.8) - (3.14) i досягання вищезазначених цiльових параметрiв

КОС.

Пiсля цього, задача зводиться до обрахування iнтеграла наступного виду:

ζ(ti, tj) =
1

2ℏ∆

∫ tj

ti

dt
√
ε(t)2 +∆2. (3.15)

Для промiжку, де форма сигналу ε(t) задана лiнiйно цей iнтеграл так само
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лiнiйний по t:

ζlin(ti, tj) =
1

2ℏ∆
√
ε(t)2 +∆2∆t. (3.16)

На промiжку, де ε(t) задано гармонiйно, можливе спрощення:

ζ(ti, tj) =
1

2ℏ∆

∫ tj

ti

dt
√
C cos2 ωt+ 1, C =

A2

∆2
(3.17)

I =
√
C + 1

∫ π/ω

0

dt

√
1− C sin2 ωt

C + 1
=

√
C + 1

ω

∫ π

0

du

√
1− C sin2 u

C + 1
(3.18)

=

√
C + 1

ω
E

(
ωt

∣∣∣∣ C

C + 1

)
. (3.19)

Вираз зводиться до неповного елiптичного iнтеграла другого роду з

амплiтудою ϕ = ωt i модулем елiптичного iнтеграла k =
√
C/(C + 1).

Льожондром були зiставленi таблицi значень цих функцiй при рiзних ϕ i k

[16].

3.2 Реалiзацiя алгоритму i результати

Використовуючи алгоритм, наведений в останньому роздiлi, були роз-

рахованi параметри КОС для класичних цiльових послiдовностей фаз ϕ ∈

{0, 0} i послiдовностi "BB1"з набором фаз ϕ ∈ {π/2,−η, 2η, 0,−2η, η}, де

η = 1/2 arccos (−1/4) в параметрах адiабатично-iмпульсної моделi (амплi-

туда сигналу, фаза Штукельберга, час еволюцiї, частота сигналу). Перший

випадок також вiдомий як випадок без обробки сигналу, що вiдображає

осциляцiї Рабi й вiдповiдає еволюцiї дворiвневої системи з одним ЛЗШМ

переходом, а другий випадок, вiдповiдно, вiдповiдає системi з п’ятьма ЛЗШМ

переходами. Цей алгоритм визначає кiлькiсть необхiдних ЛЗШМ переходiв

i адiабатичнi параметри для вхiдних параметрiв фаз КОС i реалiзован на
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мовi програмування Python (листинг додаток В).

Рис. 3.2: На малюнку зображенi вiрогiдностi ЛЗШМ переходу залежно вiд
повороту кута вiдносно осi Х для випадку без обробки сигналу що вiдпо-
вiдає ϕ ∈ {0, 0} (зелена лiнiя) i послiдовностi "BB1"(оранжева лiнiя).

Також алгоритм був протестован iншими послiдовностями (див рис.

3.3).

Рис. 3.3: На малюнку зображенi вiрогiдностi ЛЗШМ переходу залежно вiд
повороту кута вiдносно осi Х для випадкiв наборiв фаз {0, 0} (синя крива),
{π/4, 0, π/4} (зелена крива), {π/4, 0, 0, π/4} (оранжева крива).
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3.3 Симуляцiя на квантовому комп’ютерi

Результати дослiдження були також пiдданi тестуванню на реально-

му квантовому процесорi за допомогою ресурсiв хмарних обчислень IBM

Quantum Lab. IBM Quantum Lab є передовою технологiєю квантових хмар-

них обчислень, що включає ряд реальних квантових процесорiв та симу-

ляторiв, доступних для використання через хмарнi обчислення. Реалiза-

цiя на реальному квантовому процесорi вiдбувається шляхом передачi або

конвертацiї квантової схеми, розробленої або зiставленої в ходi симуляцiї,

на фiзичний квантовий апарат для її виконання. Цей процес включає iн-

терфейс з квантовим апаратом, передачу квантових iнструкцiй, а також

вимiрювання результатiв обчислень. Для написання завдання, ми викори-

стовували Qiskit [35] - це програмний фреймворк з вiдкритим кодом для

квантових обчислень i мову програмування Python.

Рис. 3.4: На малюнку зображенi вiрогiдностi ЛЗШМ переходу залежно вiд
повороту кута вiдносно осi Х для випадку набору фаз, що вiдповiдають по-
лiному Чебишова 1 роду. Результати отриманi на процесорах ibm brisbane,
ibm osaka, ibm kyoto вiдображенi зеленою, оранжевої й червоною кривою
вiдповiдно. Синя крива вiдображає результат iдеального симулятора. Фiо-
летова крива вiдображає аналiтичний результат.
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Результат для тривiальної послiдовностi, полiном Чебишова 1 роду P (a) =

a з набором фаз ϕ ∈ {0, 0} зображено на рис. 3.4.

Результат для послiдовностi "BB1"(див. рис. 3.5 i її квантова схема 3.6).

Рис. 3.5: На малюнку зображенi вiрогiдностi ЛЗШМ переходу залежно вiд
повороту кута вiдносно осi Х для випадку послiдовностi "BB1". Кольори
на графiку визначенi аналогiчно рис. 3.4.

Рис. 3.6: Квантова схема для випадку "BB1".

Такий пiдхiд дозволяє перевiряти роботу квантових алгоритмiв у ре-

альних умовах, зокрема, оцiнювати ефективнiсть та точнiсть обчислень, а

також виявляти можливi проблеми та обмеження, пов’язанi з апаратними

аспектами реалiзацiї квантових обчислень. Експеримент був проведений

на трьох реальних системах i одному симуляторi для 500 iтерацiй на точку

графiку, що потiм були усередненi.

Результат для полiнома Чебишова 1 роду P (a) = 2a2− 1 з набором фаз

ϕ ∈ {0, 0, 0} зображено на рис. 3.7.
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Рис. 3.7: На малюнку зображенi вiрогiдностi ЛЗШМ переходу залежно
вiд повороту кута вiдносно осi Х для випадку полiнома Чебишова 1 ро-
ду P (a) = 2a2 − 1. Кольори на графiку визначенi аналогiчно рис. 3.4.

Результат для полiнома Чебишова 1 роду P (a) = 4a3 − 3a з набором

фаз ϕ ∈ {0, 0, 0, 0} зображено на рис. 3.8.

Рис. 3.8: На малюнку зображенi вiрогiдностi ЛЗШМ переходу залежно
вiд повороту кута вiдносно осi Х для випадку полiнома Чебишова 1 ро-
ду P (a) = 4a3 − 3a. Кольори на графiку визначенi аналогiчно рис. 3.4.
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Системи, що були використаннi у цих тестуваннях: ibm brisbane, ibm

osaka, ibm kyoto, що мають 127 надпровiдникових кубiтiв й працюють на

процесорi Eagle r3.

Результат для набору фаз ϕ ∈ {−π/2, π/3, π/3, π/3, π/3,−π/2}, тобто

п’яти ЛЗШМ переходiв (див. рис. 3.9) i схема для цього випадку (див. рис.

3.10).

Рис. 3.9: На малюнку зображенi вiрогiдностi ЛЗШМ переходу залежно вiд
повороту кута вiдносно осi Х для випадку довiльної послiдовностi. Кольори
на графiку визначенi аналогiчно рис. 3.4.

Рис. 3.10: Квантова схема для довiльного випадку
{−π/2, π/3, π/3, π/3, π/3,−π/2}.



41

В результатi були отриманi декiлька розподiлiв iмовiрностей з флуктуа-

цiями реальних квантових процесорiв i симуляцiй. Причиною шумiв i флу-

ктуацiй на графiках є взаємодiя квантового процесора з навколишнiм се-

редовищем, та може бути викликана рiзноманiтними факторами, зокрема

електромагнiтними сигналами, змiною температури та збуренням в магнi-

тному полi Землi. Також причинами помилки в обчисленнях можуть бу-

ти дефекти у частотах, енергетичних рiвнях та мiцностi зв’язку. Однак

отриманi помилки не будуть заважати працювати с предетермiнованими

сигналами, чутливiсть яких збiльшена в певних зонах вiдповiдно до цiлей,

як, наприклад у послiдовностi "BB1"пiдвищена чутливiсть зберiгається в

iнтервалi ≈ [−2π/3, 2π/3].
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ВИСНОВКИ

В роботi було дослiджено аналогiю мiж методом квантової обробки си-

гналу та адiабатично-iмпульсною моделлю, зокрема розроблено алгоритм,

який успiшно перетворює цiльовi параметри методу квантової обробки да-

них у параметри, що записанi через параметри адiабатично-iмпульсної мо-

делi. Це дозволяє зробити параметри квантової обробки даних бiльш кон-

кретними, а дворiвневi системи стають бiльш зрозумiлими для методу кван-

тової оптимiзацiї симуляцiї.

Розробленi квантовi схеми були реалiзованi на трьох реальних кванто-

вих процесорах та просимульованi на одному квантовому симуляторi, що

базується на системах IBM Quantum. Були отриманi результати заселено-

стi збудженого рiвня кубiту, що усереднена за великим числом проєкцiйних

вимiрiв i флуктуацiй, якi пiдтвердили, що профiлi шумiв не значно впли-

вають на коректнiсть сигналiв у їх чутливих зонах.

Також було дослiджено квантовi дворiвневi системи та розглянуто ме-

тоди їх опису. Детально розглянуто сучаснi системи, якi використовуються

у ролi кубiтiв, а також висвiтлено вимоги до них та їх характеристики.

Окрема увага була придiлена вивченню формул ймовiрностей збудження

в лiнiйних змiшаних системах методом Зенера. У роботi була також роз-

глянута модель на основi перехiдних матриць та адiабатично-iмпульсного

пiдходу, що використовується для опису операторiв еволюцiї дворiвневої

системи через однократне i двократне проходження точки квазiперетину.

Також було зроблено огляд iсторичних аспектiв цiєї областi. Пiсля обго-

ворення методiв сингулярного представлення матрицi та квантової обробки

даних, пiдкреслено важливiсть використання квантових методiв обчислень.

В контекстi методу квантової обробки даних також розглянута проблема

знаходження фаз для описання певних полiномiв та взаємозв’язок iз вiдо-

мими полiномами.
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Додаток А

Розв’язок диференцiального рiвняння параболiчного цилiндра для за-

дачi Ландау-Зенера-Штукельберга-Майорани

Диференцiальнi рiвняння отриманi для задачi про дворiвнову систему

c̈1,2 + c1,2

[
τ 2

4
+
ω2

2
∓ i

2

]
= 0, (A.20)

якi можна було переписати у виглядi стандартного рiвняння Вебера

d2y

dx2
+

(
1

2
+ ν − 1

4
x2
)

= 0. (A.21)

Загальний розв’язок для цього рiвняння є комбiнацiєю двох лiнiйно не-

залежних функцiй i має наступний вигляд [17]

y = ADν (z) +BDν (−z) . (A.22)

Замiнивши t, ми можемо записати рiвняння (A.20) у формi рiвняння

Вебера (A.21)

¨c1,2 + c1,2

[
−1

4
T 2 − iω2

2
± 1

2

]
t =

√
ℏ
β
T =

√
ℏ
β
e−iπ/4τ. (A.23)

Тодi цi два розв’язки матимуть наступний вигляд

c1 = A1D−iω2/2

(
τeiπ/4

)
+B1D−iω2/2

(
τe−3iπ/4

)
, (A.24)

c2 = A2D−iω2/2−1

(
τeiπ/4

)
+B2D−iω2/2−1

(
τe−3iπ/4

)
. (A.25)

Щоб знайти невiдомi коефiцiєнти, ми пiдставляємо розв’язок c1 i c2 у

рiвняння Шредiнгера (1.7) та використовуємо лiнiйнi рекурсивнi рiвняння



44

для параболiчних функцiй

D′
ν(z) = −z

2
Dν(z) + νDν−1(z) (A.26)

D′
ν−1(z) = −Dν(z) +

z

2
Dν. (A.27)

Це приводить до рiвнянь зв’язку вiдповiдних коефiцiєнтiв для c1 та c2

B2

B1
=

ω√
2
e−3iπ/4, (A.28)

A2

A1
= − ω√

2
eiπ/4. (A.29)

Початковi умови визначаються рiвнянням нижче для T0 >> 1

c1(−T0) = 1, c2(−T0) = 0. (A.30)

Використовуючи асимптотичнi розклади (B.33) для c2, а потiм для c1 разом

iз початковими умовами, можна побачити що A2 = 0 та B1 = eπω
2/8.

Поєднавши коефiцiєнти B1 та A2 iз рiвнянням (A.28), ми можемо отри-

мати розв’язки для коефiцiєнтiв c1 та c2

c1 = eπω
2/8D−iω2/2

(
τe−3iπ/4

)
, (A.31)

c2 =
ω√
2
e−3iπ/4eπω

2/8D−iω2/2−1

(
τe−3iπ/4

)
. (A.32)
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Додаток Б

Властивостi функцiй параболiчного цилiндра

Асимптотичнi розклади параболiчної функцiї для рiзних дiапазонiв ар-

гументу, фiксованих значень ν та |z| >> 1:

Dν(z) ∼ zνe−z2/4, |argz| < 3π

4
, (B.33)

Dν(z) ∼ zνe−z2/4 +

√
2π

Γ(−ν)
e(ν+1/2)πiz−ν−1ez

2/4,
π

4
< argz <

3π

4
, (B.34)

Dν(z) ∼ zνe−z2/4 −
√
2π

Γ(−ν)
e(−ν−1/2)πiz−ν−1ez

2/4, −5π

4
< argz < −π

4
. (B.35)

Крiм того, для уникнення використання асимптотичних виразiв мо-

жна скористатися рекурентними вiдносинами для параболiчної функцiї

для здвигу аргументу в необхiдну область |argz| < 3π

4
:

Dν(z) =
Γ(ν + 1)√

2π

[
eiπν/2D−1−ν(iz) + e−iπν/2D−1−ν(−iz)

]
(B.36)

= e−iπνDν (−z) +
√
2π

Γ(−ν)
e−(ν+1)πi/2D−1−ν (iz) (B.37)

= eiπνDν (−z) +
√
2π

Γ(−ν)
e(ν+1)πi/2D−1−ν (−iz) . (B.38)

Визначник вронскiану

W [Dν(z), Dν(−z)] = Dν(z)
d

dz
Dν(−z)−Dν(−z)

d

dz
Dν(z) =

√
2π

Γ(−ν)
. (B.39)

Властивiсть похiдної

d

dz
ez

2/4Dν(z) = νez
2/4Dν−1(z). (B.40)
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Додаток В

Лiстинг алгоритму, який перетворює цiльовi параметри методу кванто-

вої обробки даних у параметри, що записанi через параметри адiабатично-

iмпульсної моделi

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import scipy.integrate as integrate

import scipy.special as sp

import cmath

from scipy.optimize import fsolve

from scipy.optimize import brentq

from qutip import Qobj, tensor, rx, ry, rz, ket

Delta = 1

A = 4

hbar = 1.0

I = 1.j

def zeta(t_p, A, omega, Delta):

def DE_integrand(t_p, A, Delta):

return np.sqrt(Delta**2 + A**2 * np.cos(omega* t_p)**2)/2

result, _ = integrate.quad(DE_integrand, t_p, np.pi/omega+t_p, args=(A,

Delta))

return result

theta_values = np.arange(-3.1, 3.1, 0.005)

def QSP_algo(QSPphases, dim):

expectation_values = []

for i in range(len(theta_values)):

time = [[] for _ in range(dim)]

rules = np.zeros_like(QSPphases)

P = (np.sin(theta_values[i]/2))**2
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delta = -np.log(P)/2/np.pi

omega = -np.pi*Delta**2/(2*A*hbar*np.log(P))

phi_stu = np.pi/4 + delta*(np.log(delta)-1) + cmath.phase(sp.gamma(1-I*

delta))

zeta_cos = zeta(0, A, omega, Delta)

rules[0] = QSPphases[0] * (-2) - phi_stu

for k in range(1, len(QSPphases) - 1):

rules[k] = QSPphases[k] / (-2) - phi_stu / 2 - np.pi / 4

if len(QSPphases) % 2 == 0:

rules[-1] = QSPphases[-1] * (-2) - phi_stu

else:

rules[-1] = QSPphases[-1] * (-2) - phi_stu - np.pi

def zeta_c(t):

return 0.5 / hbar * np.sqrt(A**2 + Delta**2) * t[0]

for j, rule in enumerate(rules):

def intersection_func(t):

return rule - zeta_cos - zeta_c(t)

intersection_t = fsolve(intersection_func, 0)

time[j].append(intersection_t)

final_state = 1

for l in range(len(time)):

if l == 0:

final_state *= rz(zeta_cos + zeta_c(time[0][0]) + phi_stu)* rx(

theta_values[i])

elif l == len(time) - 1:

final_state *= rz(zeta_cos + zeta_c(time[-1][0]) + phi_stu + np.pi)
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else:

final_state *= rz(4*(zeta_cos + zeta_c(time[l][0])) + 2*phi_stu + np

.pi) * rx(theta_values[i])

bra_0 = np.array([[1, 0]])

ket_0 = np.array([[1], [0]])

expectation_value = abs(np.dot(bra_0, np.dot(final_state, ket_0))[0][0])

**2

expectation_values.append(expectation_value)

return expectation_values

QSPphases_sets = [

np.array([-np.pi/2, np.pi/3, np.pi/3, np.pi/3, np.pi/3, -np.pi/2]),

np.array([-np.pi/4, np.pi/3, np.pi/3, np.pi/3, np.pi/3, -np.pi/4]),

np.array([-np.pi/2, np.pi/4, np.pi/3, np.pi/3, np.pi/4, -np.pi/2]),

np.array([-np.pi/2, np.pi/6, np.pi/3, np.pi/3, np.pi/3, -np.pi/2]),

]
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